
ỨNG DỤNG PHƯƠNG PHÁP TỌA ĐỘ VÀO HÌNH HỌC

øNG DôNG PH¦¥NG PH¸P TäA §é TRONG 
H×NH HäC

I.KiÕn thøc c¬ b¶n :
1.KiÕn thøc : (Theo ch¬ng tr×nh H×nh Häc 10 n©ng cao) 

 Täa ®é cña ®iÓm, vÐc t¬ trong mÆt ph¼ng vµ c¸c kiÕn thøc liªn quan. 
 §êng th¼ng. 
 §êng trßn.
 C¸c ®êng C«nic : Elip, Hyperbol, Parabol.

2.C¸c d¹ng bµi to¸n ¸p dông :
.Bµi to¸n h×nh häc khã ¸p dông ®îc cho c¸c tÝnh chÊt h×nh häc thuÇn tuý (h×nh häc cæ ®iÓn) . 
.Bµi to¸n h×nh häc mµ viÖc chøng minh hoÆc tÝnh to¸n qu¸ phøc t¹p. 
.Bµi to¸n h×nh häc chøa ®ùng c¸c yÕu tè : täa ®é, vÐct¬, ®êng C«nic . . .

3.NhËn d¹ng :
.D¹ng 1: bµi to¸n h×nh gi¶i tÝch thuÇn tuý (chøa ®ùng s¼n c¸c yÕu tè vÒ h×nh gi¶i tÝch) 
.D¹ng 2: bµi to¸n h×nh cæ ®iÓn chuyÓn vÒ bµi to¸n vÐc t¬ (kh«ng sö dông täa ®é) 
.D¹ng 3: bµi to¸n h×nh cæ ®iÓn chuyÓn vÒ bµi to¸n täa ®é.

4.Ph¬ng ph¸p ¸p dông :
.Chän hÖ trôc täa ®é thÝch hîp (hÖ täa ®é §ªcac hoÆc Afin) tïy theo bµi to¸n sao cho viÖc tÝnh to¸n ®¬n gi¶n, dÔ 

biÓu diÓn. 
.T×m to¹ ®é c¸c ®èi tîng ®· cho vµ c¸c ®èi tîng liªn quan. 
.Tõ ®ã rót ra c¸c tÝnh chÊt h×nh häc cÇn t×m theo yªu cÇu cña bµi to¸n.

II.C¸c bµi to¸n minh häa : 
Bµi 1: ( §Ò thi häc sinh giái quèc gia 2006-2007)
Cho tam gi¸c ABC cã hai ®Ønh B, C cè ®Þnh vµ ®Ønh A thay ®æi. Gäi H, G lÇn lît lµ trùc t©m vµ träng t©m cña 
tam gi¸c ABC. T×m quü tÝch ®iÓm A, biÕt r»ng trung ®iÓm K cña HG thuéc ®êng th¼ng BC.

Gi¶i :
Chän hÖ trôc Oxy víi O trung ®iÓm BC vµ trôc Ox lµ ®êng th¼ng BC 

.§Æt 0 2 >= a BC . Khi ®ã täa ®é ) 0, (; )0 ,( a CaB − . Gi¶ sö
0) ,( 000 ≠ yy xA . Khi ®ã trùc t©m H lµ nghiÖm hÖ ph¬ng tr×nh
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Bµi 2 : ( §Ò thi OLYMPIC Lª Hång Phong 2008-2009) Cho tam gi¸c ABC cã hai ®Ønh B, C cè ®Þnh vµ ®Ønh A 
thay ®æi. Qua B dùng ®êng th¼ng d vu«ng gãc víi BC, d c¾t ®êng trung tuyÕn AI cña tam gi¸c ABC t¹i K.Gäi 
H lµ trùc t©m cña tam gi¸c ABC. T×m quü tÝch ®iÓm A, biÕt r»ng IH song song víi KC.

Gi¶i : 
Chän hÖ  trôc Oxy víi O trïng I vµ trôc Ox lµ ®êng th¼ng BC. 
§Æt 0 2 >= a BC .Khi ®ã to¹ ®é ) 0; (; )0 ;( a CaB −
Gi¶ sö täa ®é ®iÓm ) ;( 00 y x A víi 00 ≠ y

S¦U TÇM Boxmath
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VËy quü tÝch A lµ elip 1
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Bµi 3: Trong mÆt ph¼ng cho ®êng trßn (O,R) vµ mét ®iÓm A cè ®Þnh. I lµ ®iÓm di ®éng trªn (O). §êng trßn 
t©m I lu«n ®i qua A. Chøng minh r»ng trôc ®¼ng ph¬ng cña hai ®êng trßn (O) vµ (I) lu«n tiÕp xóc víi mét 
®êng trßn cè ®Þnh .

Gi¶i :
Chän hÖ trôc (Oxy) nh h×nh vÏ (OA lµ trôc Oy) . Ta cã A(0,b) , (O) :

222 R yx =+ .

Gäi I(m ; n) ∈ (O) ⇒ 222 R nm =+ vµ IA 222 ) nb (m −+= .

VËy (I) : 2222 ) bn (m )n y() mx ( −+=−+− .

Hay 0 bnb 2ny 2mx 2y x 222 =−+−−+ . Suy ra ph¬ng tr×nh cña 
trôc ®¼ng ph¬ng cña (O) vµ(I) lµ (d) : 2mx + 2ny – 2nb 
+ 0 Rb 22 =+ .

Ta cã d(A,d) = 
R 2

R b
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Bµi 4: Cho tam gi¸c ABC cã ®êng cao CH. Gäi I, K lÇn lît lµ trung ®iÓm cña c¸c ®o¹n AB, CH. Mét ®êng 
th¼ng d di ®éng lu«n lu«n song song víi c¹nh AB c¾t c¹nh AC t¹i M vµ 
c¾t c¹nh BC t¹i N. Dùng h×nh ch÷ nhËt MNPQ víi hai ®iÓm P, Q n»m 
trªn c¹nh AB. Gäi J lµ t©m h×nh ch÷ nhËt MNPQ. Chøng minh ba ®iÓm 
I, J, K th¼ng hµng.

Gi¶i :
Chän hÖ trôc Oxy sao cho HO ≡ , c¸c ®iÓm A, B n»m trªn Ox, ®iÓm C
n»m trªn Oy 
Ta cã to¹ ®é c¸c ®iÓm H(0; 0), C(0; c) , A(a; 0) , B(b; 0). 
§êng th¼g d cã ph¬ng tr×nh y = m (0<m<c) 
(AC) : cx+ay-ac = 0  vµ  (BC) : cx+by = 0
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§iÓm P lµ h×nh chiÕu vu«ng gãc cña N trªn Ox 
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Bµi 5 : Cho tam gi¸c ABC ®Òu cã c¹nh b»ng 2a vµ (d) lµ ®êng th¼ng tïy ý c¾t c¸c ®êng th¼ng BC, CA, AB. 
Gäi x, y, z t¬ng øng lµ c¸c gãc gi÷a ®êng th¼ng (d) vµ c¸c ®êng th¼ng BC, CA, AB. Chøng minh :

16

1
cos .cos .cos sin.sin .sin 222222 =+ zyxzyx .

Gi¶i :
Chän hÖ trôc täa ®é sao cho ) 0; (0), ;(),; 3 0 ( a Ca Ba A − . Khi ®ã
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→

, ) 3; ( a aCA −=
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Bµi 6 : Cho ®êng d trªn ®ã lÊy mét ®iÓm A. Cho tríc hai sè d¬ng a, b sao cho a>b. XÐt tÊt c¶ c¸c ®iÓm P, Q

sao cho AP = a, AQ = b vµ ®êng th¼ng d lµ ph©n gi¸c cña
∧

PAQ . øng víi mçi cÆp ®iÓm P,Q xÐt ®iÓm sao cho
→→→

+= AQ APAM .T×m quü tÝch ®iÓm M.
Gi¶i :

Chän hÖ tôc täa ®é nh sau : lÊy A lµm gèc täa ®é, trôc hoµnh lµ
d.Gäi M(x; y)Ta cã

:
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Bµi 7: Trªn ®êng th¼ng d cho tríc, cho ba ®iÓm A, B, C trong ®ã B n»m gi÷a A vµ C. VÏ vßng trßn tiÕp xóc 
víi d t¹i B. Gäi M lµ giao ®iÓm cña hai tiÕp tuyÕn víi vßng trßn trªn vÏ tõ A vµ C. T×m quü tÝch ®iÓm M.

Gi¶i :

Gäi c¸c tiÕp ®iÓm nh h×nh vÏ, ta cã 
=−=− BC BAMC MA h»ng sè  (1) 

.NÕu B lµ trung ®iÓm cña AC th× tõ (1) MC MA =⇒ : quü tÝch
M lµ trung trùc cña AC. 
.NÕu B kh«ng lµ trung ®iÓm cña AC th× tõ (1): quü tÝch M lµ 
hyperbol nhËn A, C lµm tiªu ®iÓm (nh h×nh vÏ)

Bµi 8 : Cho ®êng th¼ng d vµ mét ®iÓm A cè ®Þnh kh«ng n»m trªn d. P vµ Q lµ hai ®iÓm di ®éng trªn d 
nhng PQ = a (trong ®ã a lµ sè d¬ng cho tríc). Gäi M lµ t©m ®êng trßn ngo¹i tiÕp tam gi¸c APQ. T×m 
quü tÝch ®iÓm M.

Gi¶i :
Dùng hÖ trôc täa ®é nh h×nh vÏ 
Gäi M (x; y), gi¶ sö kho¶ng c¸ch tõ A ®Õn d lµ h, khi ®ã A(0; h) 
Ta cã
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VËy quü tÝch ®iÓm M lµ mét Parabol

Bµi 9: Qua t©m O cña hai ®êng trßn ®ång t©m vÏ hai ®êng th¼ng vu«ng gãc d1 vµ d2. §êng th¼ng d di ®éng 
quay quanh O vÒ cïng mét híng c¾t c¸c vßng trßn nhá vµ lín lÇn lît t¹i A vµ B. Qua A vÏ ®êng th¼ng

/ 
1d song song d1vµ qua B vÏ ®êng th¼ng / 

2d song song d2. T×m quü tÝch ®iÓm / 
21 d /M d ∩= .

Gi¶i :
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LËp hÖ trôc täa ®é nhËn d1, d2 µ trôc Ox vµ Oy.
Gi¶ sö ®êng th¼ng d cã ph¬ng tr×nh y = kx, A(xA ; yA) , B(xB ; yB).
Tõ gi¶ thiÕt, ta cã x = xB , y = yA

Ta cã
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Bµi 10: Cho tam gi¸c ABC vu«ng c©n t¹i C. Trªn c¸c C¹nh BC, CA, AB lÇn lît lÊy c¸c ®iÓm M, N, P sao cho

PB

PA 

NA

NC 

MC

MB == . Chøng minh r»ng MN CP ⊥ vµ CP = MN

Gi¶i :
Chän hÖ trôc Oxy sao cho CO ≡ , tia Ox ≡ CA vµ tia Oy ≡ CB 
Ta cã to¹ ®é c¸c ®iÓm C(0; 0) , A(1; 0) , B(0; 1).

Tõ gi¶ thiÕt ta ®Æt k 
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Bµi 11: Cho tam gi¸c ABC vu«ng t¹i A. Gäi At lµ tia ph©n gi¸c cña gãc A. Qua trung ®iÓm M cña c¹nh huyÒn 
BC ta dùng ®êng th¼ng vu«ng gãc víi tia At c¾t c¸c ®êng th¼ng AB vµ AC lÇn lît t¹i E vµ F. Chøng minh BE 
= CF.

Gi¶i :
Chän hÖ trôc Oxy sao cho AO ≡ , tia Ox ≡ AB vµ tia Oy ≡ AC 
Ta cã to¹ ®é c¸c ®iÓm A(0; 0) , B(b; 0) , C(0; c).

DÔ dµng ta t×m ®îc to¹ ®é 
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Bµi 12: Cho hai ®iÓm A, B cè ®Þnh vµ mét ®êng th¼ng d vu«ng gãc víi AB, nhng kh«ng ®i qua A, B. M«t 
®iÓm M ch¹y trªn d.T×m tËp hîp giao ®iÓm N cña c¸c ®êng th¼ng vu«ng gãc víi MA, MB t¹i AvµB.

Gi¶i :
Chän hÖ trôc Oxy sao cho AB dO ∩= , tia Ox ≡ AB vµ tia Oy ≡ d 
Ta cã to¹ ®é c¸c ®iÓm A(a; 0) , B(b; 0) , M(0; m).Gäi N(x; y)

Khi ®ã
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0.
my xb b

my xa a

NB MB

NA MA

Gi¶i hÖ ta ®îc x = a+b. VËy tËp hîp giao ®iÓm N lµ ®êng th¼ng

vu«ng gãc Ox t¹i H cã hoµnh ®é b aOH +=
−

.

Bµi 13: Cho tam gi¸c ABC néi tiÕp ®êng trßn t©m I. Gäi D lµ trung ®iÓm cña c¹nh AB, E lµ träng t©m cña tam 
gi¸c ADC. Chøng minh r»ng AB = AC th× IE vu«ng gãc víi CD.

Gi¶i :
Ta cã thÓ chän hÖ trôc täa ®é Oxy sao cho O trïng víi trung ®iÓm BC, A thuéc Oy víi A(0; a) , B(-c; 0) , C(c;

0).Khi ®ã ta cã 
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Bµi 14: T×m quü tÝch nh÷ng ®iÓm M trªn mÆt ph¼ng cã tæng kho¶ng 
®Õn mét ®iÓm cè ®Þnh I vµ mét ®êng th¼ng cè ®Þnh ∆ b»ng mét sè a 
d¬ng cho tríc.

Gi¶i :

.Chän hÖ trôc to¹ ®é vu«ng gãc Oxy sao cho 
+ O I≡
+ Ox ⊥∆ vµ ∆ cã ph¬ng tr×nh x d 0 = > 

.Ta ph¶i t×m quü tÝch nh÷ng ®iÓm M(x ; y) sao cho
2 2x y x d a+ + − = (1)

.NÕu x d ≥ th× 2 2 2 2x y x d x y d+ + − ≥ + ≥

.NÕu x d < th× 2 2 2 2x y x d d ( x y x) d+ + − = + + − ≥

.Nh vËy c¸c trêng hîp x·y ra lµ 
d > a :  quü tÝch M lµ tËp rçng 
d = a : tõ lý luËn trªn  (1) y 0⇔ = , 0 x a≤ ≤ : quü tÝch M ®o¹n th¼ng nèi 

tõ I ®Õn ch©n ®êng vu«ng gãc h¹ tõ I lªn ∆ .
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d < a : Khi x d ≥ , tõ (1) 2 a d
y 2(a d)( x) 

2

+⇒ = + −

Khi x d < , tõ (1) 2 a d
y 2(a d)( x) 

2

−⇒ = − +

Nh vËy quü tÝch M lµ 2 nh¸nh cña 2 Parabol(kho¶ng gi÷a S1,S2) cã ph¬ng tr×nh nh trªn.
Bµi 15: Cho hai ®êng th¼ng c¾t nhau  a vµ b . T×m tËp hîp nh÷ng ®iÓm M sao cho tæng  kho¶ng c¸ch tõ ®ã tíi 
a vµ b lu«n lu«n b»ng sè 1 kh«ng ®æi .

Gi¶i :
Ta chän hÖ trôc täa ®é Oxy víi O lµ giao ®iÓm cña a vµ b , Ox 
lµ ®êng th¼ng a sao cho ®êng th¼ng b cã ph¬ng tr×nh  y = 
kx (k > 0)
Gi¶ sö M(x ; y) lµ ®iÓm nµo ®ã , kÎ MA ⊥ a , MB ⊥ b .
Khi ®ã , ta cã thÓ tÝnh ®îc c¸c kho¶ng c¸ch MA vµ MB :

2
,

1

kx y 
MA y MB

k

−
= =

+

VËy , víi ®iÒu kiÖn bµi to¸n lµ 
2 

1 
1

kx y 
y

k

−
+ =

+
(1) . Ta chia

c¸c trêng hîp sau :
a) 0y ≥ vµ y kx ≤ . DÔ thÊy r»ng khi ®ã M n»m trong gãc

xOz .

( )2 2

2
(1) 1 1 1 1 0 (2)

1

kx y 
y kx k y k

k

−⇔ + = ⇔ + + − − + =
+ 

Nh vËy , tËp hîp M lµ phÇn ®êng th¼ng (2) n»m trong gãc xOz , tøc lµ ®o¹n PQ   (h×nh vÏ) .
b) 0y ≥ vµ y kx ≥ . Khi ®ã M n»m trong gãc zOx’ vµ :

( )2 2

2
(1) 1 1 1 1 0 (3)

1

kx y
y kx k y k

k

− +⇔ + = ⇔ − + + + − + =
+ 

Nh vËy tËp hîp M lµ phÇn ®êng th¼ng (3) n»m trong zOx’, tøc lµ ®o¹n th¼ng PR (h×nh vÏ) .
DÔ thÊy r»ng tÝch v« h¬ng cña hai vect¬ ph¸p tuyÕn :

( ) ( )2 2; 1 1 , ; 1 1PQ PRn k k n k k= + − = − + + 
b»ng 0 , tøc lµ PQ ⊥ PR

T¬ng tù nh trêng hîp a) vµ b) , ta xÐt c¸c trêng hîp :
c) 0y ≤ vµ y kx ≤
d) 0y ≤ vµ y kx ≥ ,

Ta ®i ®Õn kÕt luËn :TËp hîp c¸c ®iÓm M lµ mét h×nh ch÷ nhËt QPRS cã t©m lµ O vµ hai ®êng chÐon»m trªn a vµ
b.
Bµi 16: Cho hai ®iÓm A, B cè ®Þnh, AB = a kh«ng ®æi vµ hai ®iÓm C, D di ®éng sao cho CD = b kh«ng ®æi, AB



cïng híng CD 


, AC + BD = 2(a+b). T×m quÜ tÝch giao ®iÓm M cña AD vµ BC.
Gi¶i :

VÏ // , // ( , )ME AC MF BD E F AB ∈

Ta cã: ;
MB AB a MA AB a

MC CD b MD CD b
= = = =
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Suy ra: ;
BE MB a AF AM a

BA BC a b AB AD a b
= = = =

+ +
2 2

,
a a

BE AF 
a b a b

⇒ = =
+ +

Suy ra: E vµ F cè ®Þnh.

V× ;
ME BM a MF AM a

AC BC a b BD AD a b
= = = =

+ +
nªn

. .
,

a AC a BD
ME MF

a b a b
= =

+ +

Suy ra: 
.( ) 

2
a AC BD 

ME MF a
a b

++ = =
+

kh«ng ®æi.

Chän hÖ trôc Oxy nh h×nh vÏ, víi O lµ trung ®iÓm cña EF.
Ta cã tËp hîp ®iÓm M lµ mét Elip nhËn E vµ F lµm hai tiªu 
®iÓm, cã ®é dµi trôc lín lµ 2a

Bµi 17: H×nh b×nh hµnh ABCD thay ®æi trong ®ã A vµ D cè ®Þnh tho¶: 
AC BD 

AD BA 
= . T×m tËp hîp ®iÓm B vµ C .

Gi¶i :
Trong mÆt ph¼ng Oxy , chän (0;0)A O≡ ; ( ;0)D a víi AD a= (kh«ng ®æi)
Theo gi¶ thiÕt h×nh b×nh hµnh ABCD thay ®æi nªn lÊy ( ; )B x y vµ ( ; )C x a y + bÊt kú víi ®iÒu kiÖn 0y ≠ .
Khi ®ã:
AC BD 

AD BA
= . .AC BA AD BD ⇔ =

2 2 2 2 2 2( ) . . ( )x a y x y a x a y⇔ + + + = − +
2 2 2 2 2 2 2 2 2( 2 ).( ) .( 2 )x y ax a x y a x y ax a⇔ + + + + = + − +
2 2 2 2 2 3 4( ) 2 ( ) 2 0x y ax x y a x a⇔ + + + + − = (*)

((*) lµ ph¬ng tr×nh bËc hai víi Èn 2 2( )x y + )

TÝnh / 2 3 4 2 2( ) (2 ) ( )ax a x a a ax∆ = − − = −
2 2 2

2 2 2

( )
(*) 

( )

x y ax a ax

x y ax a ax

 + =− + −
⇔ 

+ =− − −      (vo â lyù)
2 2 22 x ax y a⇔ + + =

2 2 2( ) 2x a y a⇔ + + =

VËy tËp hîp ®iÓm B lµ ®êng trßn ( )C cã t©m ( ;0)I a − , b¸n kÝnh 2BR a = , bá hai ®iÓm ( )( )2 1 ;0 a− + vµ

( )( )2 1 ;0 a −

Do tø gi¸c ABCD lµ h×nh b×nh hµnh, ta cã BC AD =
 

. VËy tËp hîp ®iÓm C lµ ®êng trßn /( )C lµ ¶nh cña ®êng

trßn ( )C qua phÐp tÞnh tiÕn theo AD 


. §êng trßn /( )C cã t©m (0;0)A O≡ , b¸n kÝnh 2CR a = , bá hai ®iÓm

( )2;0 a− vµ ( )2;0 a .

Bµi 18: Cho ®êng trßn (C) t©m O vµ tiÕp tuyÕn d tiÕp xóc víi (C) t¹i mét ®iÓm A cè ®Þnh trªn (C). M lµ mét 
®iÓm trªn mÆt ph¼ng, kÎ tiÕp tuyÕn MT víi (C) vµ h¹ MH vu«ng gãc víi d.

1.T×m quü tÝch c¸c ®iÓm M tháa MT = MH.
2. Chøng minh c¸c ®êng trßn t©m M b¸n kÝnh MT lu«n tiÕp xóc víi mét ®êng trßn cè ®Þnh. 

Gi¶i :
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1.Chän hÖ trôc Oxy sao cho A lµ gèc täa ®é, tia Ox ≡ AO vµ tia Oy ≡
d.Khi ®ã O(R; 0), gi¶ sö M(x; y)
Ta cã 2222 R MOMT MHMT MH −==⇒=

2222 )( R yR xx −+−=⇔ Rx y 22 = ⇔ . VËy quü tÝch M lµ parabol
2.Theo ®n cña parabol, ta cã MF = MH1 = MH + R/2 

Suy ra MF = MT +  R/2 , ®iÒu nµy chøng tá ®êng trßn t©m M b¸n
kÝnh MT tiÕp xóc ®êng trßn cè ®Þnh t©m F b¸n kÝnh R/2.
Bµi 19: Cho h×nh vu«ng cè ®Þnh. T×m tËp hîp nh÷ng ®iÓm M trong 
h×nh vu«ng ®ã vµ tháa m·n ®iÒu kiÖn: TÝch hai kho¶ng c¸ch tõ ®iÓm 
M ®Õn hai c¹nh cña h×nh vu«ng cïng xuÊt ph¸t tõ mét ®Ønh b»ng b×nh 
ph¬ng kho¶ng c¸ch tõ ®iÓm M ®Õn ®êng chÐo cña h×nh vu«ng 
kh«ng ®i qua ®Ønh ®ã.

Gi¶i :
Kh«ng gi¶m tÝnh tæng qu¸t, xÐt h×nh vu«ng cã c¹nh 2 . 
§Æt h×nh vu«ng ABCD lªn mÆt ph¼ng cã hÖ trôc täa ®é Oxy sao cho 
A(0;1), B(-1;0), C(0;-1), D(1;0).Gäi M(x;y) lµ ®iÓm ë trong h×nh vu«ng 
ABCD, h¹ MN,MP, MQ lÇn lît vu«ng gãc víi BD, DA, AB t¹i N, P, Q. 
Do ®ã: MP.MQ = MN2 (1) ( xÐt 2 c¹nh h×nh vu«ng ph¸t xuÊt tõ ®Ønh A) 
AB: x – y + 1 = 0,  AD: x + y – 1 = 0.

(1) 2 2 2 2| x y 1| | x y 1| 
. | y | | x (y 1) | 2y

2 2

− + + +⇔ = ⇔ − − =

M(x;y) ë trong h×nh vu«ng nªn x – y + 1 > 0, vµ x + y – 1 < 0.
Do ®ã: x2 –(y – 1)2 = (x – y + 1)(x + y – 1) < 0 nªn (1) ⇔ x2 – (y– 1)2 =-
2y2 ⇔ x2 + (y+1)2 = 2 
VËy tËp hîp c¸c ®iÓm M lµ cung BD, cung # ®êng trßn C, b¸n kÝnh
R = 2 .Tõ kÕt qu¶ trªn ta kÕt luËn: TËp hîp c¸c ®iÓm M lµ 4 cung # 
®êng trßn t©m lµ c¸c ®Ønh cña h×nh vu«ng vµ cã b¸n kÝnh b»ng c¹nh cña h×nh vu«ng.
Bµi 20: Cho ®êng th¼ng cè ®Þnh a vµ mét ®iÓm A cè ®Þnh trªn a. Gäi (C) lµ ®êng trßn lu ®éng ë trong mét 
n÷a mÆt ph¼ng (α) cã bê a. (C) cã b¸n kÝnh kh«ng ®æi R vµ lu«n tiÕp xóc víi a, gäi M lµ tiÕp ®iÓm. Gäi I lµ t©m 
cña ®êng trßn (C).Chøng minh r»ng trong mÆt ph¼ng chøa ®êng trßn (C), cã mét parabol (P) cè ®Þnh sao cho 
trôc ®¼ng ph¬ng cña (C) vµ ®êng trßn ®êng kÝnh AI lu«n lu«n tiÕp xóc (P) khi M thay ®æi trªn a.

Gi¶i :
Trong mÆt ph¼ng chän hÖ trôc täa ®é §Ò-c¸c vu«ng gãc Oxy, víi Ox trïng 
víi a, n÷a mÆt ph¼ng α lµ n÷a mÆt ph¼ng y > 0, O trïng A. §Æt M(m;0) cã 
t©m I(m;R).
Ph¬ng tr×nh cña (C) lµ: 

(C): (x - m)2 + (y - R)2 = R2 hay
C): x2 + y2 – 2mx – 2Ry + m2 = 0.

Ph¬ng tr×nh ®êng trßn ®êng kÝnh AI lµ:

(C’): (x – m/2)2 + (y – R/2)2 =
2 2m  + R 

4 
hay

(C’):  x2 + y2 – mx – Ry = 0.
Ph¬ng tr×nh trôc ®¼ng ph¬ng cña hai ®êng trßn (C) vµ (C’) lµ:

(d): mx + Ry – m2 = 0 ⇔ (d): y = f(x) = -
2m m 

x
R R 

+ .

XÐt hµm sè y = g(x) = 21 
x 

4R
− .
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HÖ

2
2

2
m m 1

x xf (x) g(x) (x 2m) 0R R 4R x 2m
f '(x) g '(x) m x x 2m

R 2R


− + =−=  − = ⇔ ⇔ ⇔ =  = = − =−

.

VËy Parabol y = f(x) = 21 
x 

4R
− lu«n tiÕp xóc víi trôc ®¼ng ph¬ng (d).

Bµi 21: Cho tam gi¸c víi 3 c¹nh a, b, c mµ 3 ®Ønh cã täa ®é nguyªn. Gäi R lµ b¸n kÝnh ®êng trßn ngo¹i tiÕp 
tam gi¸c. CMR: abc ≥ 2R.

Gi¶i :

Gäi tam gi¸c lµ A1A2A3 nh h×nh vÏ 
1 2 3A A A

abc
S S 

4R 
= =

Do ®ã yªu cÇu bµi to¸n ⇔ chøng minh 
1 

S 
2 

≥

Gi¶ sö: A1 (x1, y1), A2 (x2, y2), A3 (x3,y3).Gäi A’1, A’2 , A’3 lµ h×nh chiÕu 
cña A1 , A2 , A3 lªn Oy.
Ta cã:      S = ' ' ' ' ' '

1 2 2 1 1 3 3 1 2 3 3 2A A A A A A A A A A A A
S S S− −

' ' ' '' '
' ' ' ' ' '1 1 3 3 2 2 3 31 1 2 2
1 2 1 3 2 3

A A A A A A A AA A A A
A A A A A A

2 2 2

+ ++
= ⋅ − ⋅ − ⋅ 2S

= (y1 – y2) (x1 + x2) - (y1 – y3) (x1 + x3) - (y3 – y2) (x2 + x3)  (*)VÕ tr¸i
(*) lµ sè nguyªn (do ®Ò bµi cho xi , yi nguyªn)⇒ 2S lµ sè nguyªn ⇒ 2S ≥
1 ⇒ S ≥ # 
Bµi 22 : Trªn mÆt ph¼ng xÐt mét h×nh vu«ng ABCD vµ mét tam gi¸c ®Òu EFG c¾t nhau t¹o thµnh mét thÊt gi¸c 
låi MBNPQRS.Chøng minh r»ng nÕu SM = NP = QR ⇔ MB = PQ vµ BN = RS.

Gi¶i :
Chän hÖ trôc Axy nh h×nh vÏ. Gäi a lµ c¹nh cña h×nh vu«ng. 
Ta cã A(0; 0), B(a; 0), C(a; a), D(0; a),M(m; 0), N(a; n), P(p; a), 
Q(q; a), R(0; r), S(0; s) 
.NÕu SM = NP = QR

Ta cã
→→→→→→

=== GE kQR FGk NPEF kSM ,, víi 
EF

SM
k =

Ta cã
→→→→→→→→

=++⇒=++ 00 QR NPSM EGFG EF


 


=
=

⇒

 


−=
−=−

⇒

 


=+−−
=−−+

⇒
RS BN

PQ MB

s rn

q pm a

r ns

q ap m

0

0

.Nªó MB = PQ vµ BN = RS th×
→→→→→→

=+=+ 0, 0 RS BNPQ MB kÕt

hîp
→→→→→→→→

=++++++ 0 RSQR PQNP BNSM MB 

⇒
→→→→

=++ 0 QRNP SM

⇒
→→→→

=++ 0 GEz yFGEF x
→→

−=−⇒ FG yzEF zx )()(

V×
→→

⇒ FG EF , kh«ng cïng ph¬ng nªn ⇒==⇒ z yx SM = NP = QR.
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III.C¸c bµi tËp tù gi¶i : 
Bµi 1: Cho tam gi¸c ABC nhän. (D) lµ mét ®êng th¼ng thay ®æi. Gäi D, E, F lÇn lît lµ h×nh chiÕu vu«ng gãc 
cña A, B, C lªn (D). BiÕt r»ng ABCS CCF BBE AAD 2 tantantan 222 =++ . X¸c ®Þnh vÞ trÝ cña ®êng th¼ng (D)
®Ó AD lín nhÊt.

Gi¶i:
.Chän hÖ trôc nh h×nh vÏ (b , c >0)

.Ta cã 
c

a 
C

b

a 
B == tan ,tan

bc a

c ba

C B

C B
A 

−
+=

−
+=

2 

)(

1 tan. tan

tan tan
tan

)(2 c baS ABC += 
.Gi¶ sö ph¬ng tr×nh (d) : 0cos .sin . =++ dyx  

da dA dAD +==  cos) ,(

dbd Bd BE +−==  sin) ,(

dcdC dCF +==  sin) ,(

.Theo gi¶ thiÕt ABCS CCF BBE AAD 2 tantantan 222 =++

)()sin ()sin (
)(

)cos ( 22
2

2 c badc 
c

a
db 

b

a

bca

c ba 
da +=+++−+

−
++⇔ 

0cos .2cos .
2 2

2 =++⇔
bc

d a
adbc 

0cos . =+⇔ d
a

bc 

.§iÒu nµy chøng tá (d) ®i qua 






a

bc 
H ; 0 lµ trùc t©m tam gi¸c ABC.

.VËy AD max = AH, khi (d) ®i qua H vµ song song víi BC.
Bµi 2: Cho h×nh vu«ng ABCD cã E trung ®iÓm BC. M lµ ®iÓm di ®éng trªn c¹nh AB. Gäi N, P lÇn lît lµ giao 
®iÓm cña MD vµ MC víi AE. Gäi H lµ giao ®iÓm cña NC vµ DP, I lµ giao ®iÓm cña ®êng trung trùc ®o¹n DH 
víi ®êng th¼ng vu«ng gãc víi AH t¹i H. Chøng minh khi M di ®éng trªn c¹nh AB th× I di ®éng trªn mét ®êng 
trßn cè ®Þnh.

Gi¶i:
.Chän hÖ trôc nh h×nh vÏ, ta cã ) 0;(mM
.Ta cã 0 2: )( =− y xAE , 0: )( =−+ m myx DM ,

0) 1(: )( =−−+ m ym xCM

. 






++
⇒∩=

2 
;

2

2

m

m 

m

m 
NMD AEN , 







++
⇒∩=

1 
;

1

2

m

m 

m

m 
PMC AEP

.Tõ ®ã 0 22 :)( =−+ m myx DP , 0) 2(2 :)( =−−+ m ym xNC

. 






++
⇒∩=

2 3

3 
;

23

4

m

m

m

m 
HNC DPH

.Suy ra 0 43 :) ( =−∈ y xd H cè ®Þnh.

.Theo gi¶ thiÕt ta cã ) ,( d Id IHID == , suy ra I thuéc parabol (P) cã tiªu 
®iÓm lµ D vµ ®êng chuÈn (d).
Bµi 3: (§Ò thi HSG quèc gia 2007-2008)
Cho tam gi¸c ABC, trung tuyÕn AD .Cho ®êng th¼ng (d) vu«ng gãc víi ®êng th¼ng AD. XÐt ®iÓm M trªn (d). 
Gäi E, F lÇn lît lµ trung ®iÓm cña MB vµ MC. §êng th¼ng ®i qua E vµ vu«ng gãc víi (d) c¾t ®êng th¼ng AB

^
a

c-b

(d)F

E
D

CB

A

O

x>

y

1

1
>x

^y

H

N

P

A

C
I

D

B

E

M
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t¹i P, ®êng th¼ng ®i qua F vµ vu«ng gãc víi (d) c¾t ®êng th¼ng AC t¹i Q. Chøng minh r»ng ®êng th¼ng ®i 
qua M vµ vu«ng gãc víi PQ lu«n ®i qua mét ®iÓm cè ®Þnh, khi M di ®éng trªn (d).

Gi¶i:
.Chän hÖ trôc nh h×nh vÏ DA OyD O ≡≡ , .Khi ®ã Ox song song (d), A(0;a), B(b; c) , C(-b; -c) 

.Ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng
0)( : =−+− ab byx ca AB
0)( : =+−+ ab byx ca AC

. ) ;( d xM M

.Khi ®ã 
2

: )( 1
Mx b

x d 
+

= , 
2

: )( 2
Mx b

x d 
−

=

.Tõ ®ã suy ra täa ®é AB dP ∩= 1 , AC dQ ∩= 2

.Suy ra ®êng th¼ng ®i qua M vµ vu«ng gãc PQ cã ph¬ng tr×nh

0)(
2

2  = 

 


+−−−

 


 
 −

a

b 
dy bcax 

a

bc 
xb M

.Suy ra ®êng th¼ng ®i qua ®iÓm cè ®Þnh  

 


−

a 

b
d 

a

bc 2

;

Bµi 4: Cho tam gi¸c ABC cã hai ®êng ph©n gi¸c trong vµ ngoµi gãc A c¾t c¹nh BC t¹i D vµ E. Chøng minh 
r»ng nÕu AD = AE th× 222 4R ACAB =+ (trong ®ã R lµ b¸n kÝnh ®êng trßn ngo¹i tiÕp tam gi¸c ABC).

Gi¶i:
.Chän hÖ trôc nh h×nh vÏ 
Theo gi¶ thiÕt tam gi¸c ADE vu«ng c©n t¹i A. 
.Khi ®ã OA = OE = OD nªn ) 0; (, )0 ;( ,0) ; (, ); 0( ,0) ; ( c Ca Ea Da Ab B −

.Theo tÝnh chÊt ®êng ph©n gi¸c 
2

2

2

2

AC

AB 

DC

DB 

AC

AB 

DC

DB =⇒=

b

a 
caba ca cab

a c

ab

a c

ab 2
22 222 2

22

22

2

2

)()()()(
)(

)( =⇔+−=+−⇔
+
+=

−
−⇔

.Ta cã
2 22

2

4
22222 )()(  

 

 +=+++=+
b

b a

b

a 
ab aAB AC 

.Gäi I(x;y) lµ t©m ®êng trßn ngo¹i tiÕp tam gi¸c ABC, ta cã




 





 
 +=⇔

=
=

a
b

ab
x

CI BI

BI AI
2

22

.Suy ra
2 22

2

2 22
22 )(

2 
444  

 

 +=
 
 





 



− + 

 

 +==
b

ab
a a

b

ab
AI R

.Tõ ®ã suy ra 222 4R ACAB =+

BµI TËP : øNG DôNG H×NH HäC GI¶I TÝCH THUÇN TóY
Bµi 1 : Trong mÆt ph¼ng Oxy cho tam gi¸c ABC cã B(1; 2). §êng ph©n gi¸c trong ∆ cña gãc A cã ph¬ng 
tr×nh 2x + y -1 = 0, kho¶ng c¸ch tõ C ®Õn ∆ b»ng 2 lÇn kho¶ng c¸ch tõ B ®Õn ∆ . T×m täa ®é cña A vµ C, biÕt 
r»ng C n»m trªn trôc tung.
Bµi 2 : Cho ®iÓm A(1; 0) vµ hai ®êng trßn 2: )( 22

1 =+ y xC , 5: )( 22
2 =+ y xC . XÐt tam gi¸c ABC cã ) ( 1CB ∈

vµ ) ( 2CC ∈ . T×m täa ®é B, C ®Ó diÖn tÝch tam gi¸c ABC lín nhÊt.

(d)

>x

^y

D

B

C

A

M

F

E

>x

^y

O

A

E DB C



ỨNG DỤNG PHƯƠNG PHÁP TỌA ĐỘ VÀO HÌNH HỌC
Bµi 3 : Cho ®êng th¼ng 0 254 3: =−+∆ y x , ®iÓm M ch¹y trªn ∆ . Trªn tia OM lÊy N sao cho OM.OM = 1.
Chøng minh N ch¹y trªn ®êng trßn cè ®Þnh, viÕt ph¬ng tr×nh ®êng trßn ®ã.
Bµi 4 : Cho parabol ) (2 P xy −= vµ ®êng th¼ng ) (1 d mxy −−= . Chøng minh khi m thay ®æi ®êng th»ng

)(d lu«n c¾t ) (P t¹i 2 ®iÓm ph©n biÖt M, N. T×m quü tÝch t©m ®êng trßn ngo¹i tiÕp tam gi¸c OMN.

Bµi 5 : Cho ®êng trßn 1: )( 22 =+ y xC . §êng trßn (C) c¾t trôc tung ë A(1; 0) vµ B(-1; 0). §êng th¼ng

)10 ( <≠= m my c¾t (C) t¹i J vµ S. §êng th¼ng qua A, J c¾t ®êng th¼ng qua B, S t¹i P. T×m tËp hîp c¸c ®iÓm 

P khi m thay ®æi.

Bµi 6 : Cho elip (E) cã tiªu ®iÓm F. Ba tia xuÊt ph¸t tõ F c¾t (E) t¹i M, N, P. Chøng minh 
FP FNFM

1 11 ++

kh«ng ®æi khi M, N, P thay ®æi.
Bµi 7 : Trªn mp Oxy cho ba ®êng th¼ng 0 43 :1 =−− y xd , 0 6:2 =−+ y xd , 0 33 :1 =−+ y xd . T×m c¸c ®é
c¸c ®Ønh cña h×nh vu«ng ABCD biÕt r»ng A vµ C thuéc 3d , B thuéc 1d , D thuéc 2d .

Bµi 8 : Trªn mp Oxy cho ba ®êng th¼ng 0 22 :1 =−− y xd , 0 113 2:2 =−+ y xd .§êng th¼ng d ®i qua giao

®iÓm cña 2 1 ,dd c¾t hai tia Ox, Oy lÇn lît t¹i A, B. ViÕt ph¬ng tr×nh ®êng th¼ng d sao cho 
22

11

OB OA 
+ nhá

nhÊt.

BµI TËP : øNG DôNG H×NH HäC GI¶I TÝCH VµO BµI H×NH HäC TæNG HîP
Bµi 1 : Cho tam gi¸c ABC nhän cã träng t©m G vµ trùc t©m H kh«ng trïng nhau. Chøng minh r»ng 

GH // BC AC B tan 2tan tan =+⇔ .
Bµi 2 : Cho tam gi¸c ABC ®Òu c¹nh a. T×m tËp hîp c¸c ®iÓm M tháa m·n : 2222 624 aMC MBMA =−−

Bµi 3 : Trªn ®o¹n AD cè ®Þnh, dùng h×nh b×nh hµnh ABCD sao cho 
AB

BD 

AD

AC = . T×m quü tÝch ®iÓm B.

Bµi 4 : Cho h×nh vu«ng ABCD c¹nh b»ng 2. Gäi M lµ trung ®iÓm c¹nh CD, N lµ ®iÓm di ®éng trªn c¹nh BC sao 
cho ) 10 ( ≤≤= nn BC vµ P lµ ®iÓm n»m trªn c¹nh AB sao cho DP song song víi MN. Chøng minh ®êng th¼ng 
PN lu«n tiÕp xóc víi mét ®êng trßn cè ®Þnh.
Bµi 5 : Cho tam gi¸c ABC nhän. (D) lµ mét ®êng th¼ng thay ®æi. Gäi D, E, F lÇn lît lµ h×nh chiÕu vu«ng gãc 
cña A, B, C lªn (D). BiÕt r»ng ABCS CCF BBE AAD 2 tantantan 222 =++ . X¸c ®Þnh vÞ trÝ cña ®êng th¼ng (D)
®Ó AD lín nhÊt.
Bµi 6 : Cho tam gi¸c ABC cã hai ®êng ph©n gi¸c trong vµ ngoµi gãc A c¾t c¹nh BC t¹i D vµ E. Chøng minh 
r»ng nÕu AD = AE th× 222 4R ACAB =+ (trong ®ã R lµ b¸n kÝnh ®êng trßn ngo¹i tiÕp tam gi¸c ABC).
Bµi 7 : Cho tam gi¸c ABC, trung tuyÕn AD .Cho ®êng th¼ng (d) vu«ng gãc víi ®êng th¼ng AD. XÐt ®iÓm M 
trªn (d). Gäi E, F lÇn lît lµ trung ®iÓm cña MB vµ MC. §êng th¼ng ®i qua E vµ vu«ng gãc víi (d) c¾t ®êng 
th¼ng AB t¹i P, ®êng th¼ng ®i qua F vµ vu«ng gãc víi (d) c¾t ®êng th¼ng AC t¹i Q. Chøng minh r»ng ®êng 
th¼ng ®i qua M vµ vu«ng gãc víi PQ lu«n ®i qua mét ®iÓm cè ®Þnh, khi M di ®éng trªn (d).
Bµi 8 : Cho tam gi¸c ABC cã hai ®êng ph©n gi¸c trong vµ ngoµi gãc A c¾t c¹nh BC t¹i D vµ E. Chøng minh 
r»ng nÕu AD = AE th× 222 4R ACAB =+ (trong ®ã R lµ b¸n kÝnh ®êng trßn ngo¹i tiÕp tam gi¸c ABC). 

……………………………………………………………
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