
Chương 3: Ứng dụng của đạo hàm
5* Các bdt lồi:


5* Bdt Jensen:


5*/ BDT về số trung bình:


6* BDT Holder:


7* BDT Minkowski:


7* Cách tìm tiệm cận 1 số hàm số:


86/ Điểm kì dị, điểm lùi:


97/ Khảo sát đường cong trong tọa độ cực:


118/ Đối xứng trong tọa độ cực:


129/ Tiếp tuyến của đường cong trong tọa độ cực:


1210/ Vi phân cung:


1311/ Độ cong:


15* Giải pt f(x) ( 0 bằng phương pháp Newton:


17* Định lí Weiertrass:





 
Ta nói hàm f(x) tăng trên (a, b) nếu: 
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Ta nói hàm f(x) tăng chặt trên (a, b) nếu: 
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Định lí 1: Cho f(x) khả vi trên khoảng (a, b). Hàm f(x) tăng trên (a, b)
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Định lí 2: Cho f(x) khả vi trên khoảng (a, b). Hàm f(x) tăng chặt trên (a, b) khi:
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Cho f(x) thỏa 1/ và 2/, vậy theo định lí 1 hàm f(x) tăng trên (a, b)
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Định lí: Cho f(x) khả vi trong lân cận 
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)

'

oo

xvàfx0

=


1/ Nếu 
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 thì f(x) đạt cực đại tại 
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2/ Nếu 
[image: image9.wmf](

)

''

o

fx0

>

 thì f(x) đạt cực tiểu tại 
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Với 
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 I use Taylor formula với n ( 2:
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Định nghĩa: Hàm f(x) xác định và liên tục trên (a, b) được gọi là lõm trên (a, b) nếu:

[image: image13.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

121212

x,xa,b,c0,1fcx1cxcfx1cfx

"ÎÎÞ+-£+-


Xét ý nghĩa hình học của hàm lõm:

Xét đồ thị cùa hàm số y ( f(x) và 2 điểm 
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)

(

)

(

)

(

)

111222

Ax,fx,Ax,fx

 trên đồ thị.

[image: image15.wmf](

)

(

)

12

fcx1cx

+-

 là tung độ của điểm 
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 trên đồ thị với 
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Còn 
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 là tung độ của điểm B nằm trên dây trương cung 
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(đoạn thẳng 
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Vậy hàm lõm trên (a, b) nếu điểm 
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 nằm dưới điểm B hay cung 
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 nằm dưới dây trương cung 
[image: image23.wmf]12

AA



[image: image24.wmf](
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Parametric equation: pt tham số. line segment: đoạn thẳng.
Hàm được gọi là lồi trên (a, b) nếu 
[image: image25.wmf](
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Nói cách khác hàm f(x) lồi nếu hàm – f(x) lõm
Định lí dấu hiệu lồi, lõm: Cho f(x) khả vi đến cấp 2 trên (a, b). Khi ấy hàm số lõm trên (a, b)
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Ngược lại, cho 
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 theo định lí Larrange ta có:
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*  Cho f là 1 hàm số xác định và liên tục trong [a, b] and 
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 khi đó hàm số f lồi trong [a, b]
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 muốn cm f lồi trong đoạn [a, b], ta cm f(x) thỏa bdt lồi, nghĩa là cm: 
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, từ biểu thức định nghĩa, ta có:
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Điểm uốn:  điểm 
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 được gọi là điểm uốn nếu nó phân cách cung lồi và cung lõm của đường cong f(x).
Định lí: Cho hàm f(x) có đạo hàm 
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, nếu khi qua 
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 đạo hàm cấp 2 
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 đổi dấu thì điểm 
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* Các bdt lồi: 

* Bdt Jensen: 
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*/ BDT về số trung bình:

[image: image43.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

[

]

1

n

n

n

ikk

k1

k1

''

2

n

ki

k1

1

Choa0;i1,nset:Aa,Bakhido:BA

n

1

Cm:Xéthàmfxlnx,x1,,fx0fxloi

x

dodócóthedùngbdtJensenvàdc,withb1,b0,1,i

1,n

=

=

=

æö

³===£

ç÷

ç÷

èø

=-Î¥=>Þ

=Î=

å

Õ

å



[image: image44.wmf](

)

nnnn

b

k

kkkkkk

k

k1k1k1k1

1

nn

n

ikk

k1k1

lnb.ab.lnab.aa,

11

khib,i1,nso:aa

2n

====

==

æöæö

Þ-£-Û³

ç÷ç÷

ç÷ç÷

èøèø

æö

==³

ç÷

ç÷

èø

åååÕ

åÕ


* BDT Holder: 
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* BDT Minkowski:  
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4/ Đường tiệm cận:
1/ Đường thẳng x ( a được gọi là tiệm cận đứng của đồ thị hàm số y ( f(x) nếu thỏa 1 trong 2 điều kiện: 
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2/ Đường thẳng y ( b được gọi là tiệm cận ngang của đồ thị hàm số y ( f(x) nếu thỏa 1 trong 2 điều kiện: 
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3/ Đường thẳng y ( ax + b được gọi là tiệm cận xiên của đồ thị hàm số y ( f(x) nếu
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Cách tìm các hệ số a, b của đường tiệm cận xiên y ( ax + b


[image: image52.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

xxx

xx

limfxaxb0limfxaxlimfxaxbb0b

fxfxaxb

b

limlimaa

xxx

®¥®¥®¥

®¥®¥

--=Þ-=--+=+

--

æö

=++=

ç÷

èø


* Cách tìm tiệm cận 1 số hàm số: 

5/ Pt tham số của đường cong:

1/ Elip: 
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 Vì tổng bình phương của 
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, nên có thể coi chúng là cost và sint:
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2/ Xicloit là quỹ đạo của 1 điểm M nằm trên đường tròn bán kính a khi vòng tròn đó lăn ko trượt trên 1 đường thẳng d.
Pt tham số của xicloit: 
[image: image56.wmf](
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3/ Epixicloit (ngoại xicloit) và hypoxicloit (nội xicloit):
Cho 1 vòng tròn (C) lăn ko trượt trên bề mặt của 1 vòng tròn khác. Quỹ tích 1 điểm của vòng tròn (C) được gọi là epixicloit (ngoại xicloit). Trong trường hợp vòng tròn (C) lăn theo bề mặt trong, quỹ tích được gọi là hypoxicloit (nội xicloit).
Cho vòng tròn cố định có tâm tại tại gốc tọa độ O bán kính a, vòng tròn (C) lăn ngược chiều kim đồng hồ và có bán kính m.a
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Các pt tham số của hypoxicloit nhận được từ pt của epixicloit bằng cách thay m bởi – m

6/ Điểm kì dị, điểm lùi:

Định nghĩa:  Điểm 
[image: image58.wmf](
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 của đường cong (C) được gọi là điểm kì dị nếu: 
[image: image59.wmf](
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Xét điểm 
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 có tính chất 
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 liên tục trong lân cận 
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[image: image63.wmf]Þ

 trong 1 lân cận của 
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 hàm x(t) đơn điệu chặt nên tồn tại hàm ngược 
[image: image65.wmf](
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. Thay vào biểu thức của y ta được y là hàm số của x: 
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Như vậy trong lân cận của 
[image: image67.wmf]o
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, hàm y được biểu diễn tường minh qua x

Tương tự đối với trường hợp 
[image: image68.wmf](
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Như vậy chỉ có trường hợp 
[image: image69.wmf](
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 là đường cong (C) ko thể có pt tường minh.
Tính chất của tiếp tuyến: Giả sử 
[image: image70.wmf](
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 thì tiếp tuyến với C tại 
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 có hệ số góc:
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 thì tiếp tuyến song song Ox
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tiếp tuyến song song Oy

Tiếp tuyến tại điểm kì dị 
[image: image74.wmf](
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Qua 2 điểm 
[image: image75.wmf](
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 cùa đường cong (C) ta có cát tuyến với pt:
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Vì tiếp tuyến tại M là vị trí tới hạn của cát tuyến MN khi 
[image: image77.wmf](
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Điểm lùi: Giả sử 
[image: image78.wmf](
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, vậy hàm số x ( x(t) có cực tiểu tại 
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trong lân cận 
[image: image80.wmf]o
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. 
Điều đó về mặt hình học có ý nghĩa: nếu chia đường cong (C) thành 2 nhánh ứng với 
[image: image81.wmf]1o2o
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 thì 2 nhánh gặp nhau tại 
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 và cùng có chung tiếp tuyến. Vì 
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 nên cà 2 nhánh đều nằm về bên phải của đường thẳng 
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. Khi ấy điểm 
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 được gọi là điểm lùi của đường cong (C)
7/ Khảo sát đường cong trong tọa độ cực:
Trong mặt phẳng chọn 1 điểm O cố định gọi là cực và 1 tia Ox gọi là tia cực. Vị trí của điểm M trong mặt phẳng hoàn toàn được xác định bởi 2 đại lượng: 
[image: image86.wmf](
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Trong đó:  r là bán kính vector,  φ là góc cực của điểm M.

φ là góc định hướng có chiều dương ngược với chiều quay của kim đồng hồ.
Cặp (r, φ) được gọi là các tọa độ cực của điểm M.
Để biểu diễn được tất cả các điểm của mặt phẳng chỉ cần hạn chế: 
[image: image87.wmf]r0,02
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Công thức đổi từ hệ tọa độ Decaster Oxy sang tọa độ cực:

[image: image88.wmf]22
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Ta chọn φ sao cho sinφ cùng dấu với y
VD: điểm M trong tọa độ Descarter là: 
[image: image89.wmf]13
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Hệ tọa độ cực mở rộng:
Cho M(r, φ), với r, φ ko bị hạn chế mà được lấy các giá trị bất kì. Khi ấy ta có tọa độ cực mở rộng. Như vậy 1 điểm có nhiều tọa độ cực khác nhau.
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 trên tia Ou (kéo dài) tạo với Ox góc 
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, lấy điểm M có 
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 thì M phải ngược hướng với Ou.
Đổi sang tọa độ Descarter: 
[image: image94.wmf]4143
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Điểm M có nhiều cách biểu diễn trong tọa độ cực mở rộng: 
[image: image95.wmf]45
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VD1: lập pt đường tròn bán kính a đi qua cực O và có tâm trên trục cực:

Cách 1: Cho tâm tại điểm I(a, 0) và đường kính OA đi qua I. M thuộc đường tròn với 
[image: image96.wmf](
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Cách 2: trong tọa độ Descarter đường tròn đó có pt: 
[image: image97.wmf](
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Thế 
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VD2: Cm đường 
[image: image99.wmf](
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 là pt đường tròn bán kính 
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VD3: Lập pt của các đường conic (parabol, elip, hyperbol) trong tọa độ cực.

Cho trước 1 đường chuẩn (L), 1 tiêu cự F và 1 số e > 0 (được gọi là tâm sai). Khi ấy đường conic là quỹ tích tất cả những điểm M sao cho:

[image: image102.wmf](
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d(M, (L)) là khoảng cách từ điểm M đến đường chuẩn (L)

d(M, F) là khoảng cách từ điểm M đến tiêu cự F

Nếu 0 < e < 1 ta có elip,  e ( 1: ta có parabol,  e > 1: ta có hyperbol
Cho tiêu cự F trùng với cực O, đường chuẩn (L) cách cực O 1 khoảng 2p và tạo với trục cực 1 góc α. M(r, φ) là 1 điểm bất kì trên đường conic, r > 0, MF ( MO ( r
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Ta xét 1 trường hợp thường gặp: khi đường chuẩn vuông góc trục cực: 
[image: image104.wmf]2
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Đó là pt parabol, tiêu cự trùng với gốc tọa độ và đường chuẩn có pt x ( – 2p
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đường chuẩn có pt x ( – 2p
8/ Đối xứng trong tọa độ cực:
1/ Nếu khi thay (r, φ) ( (r, π – φ) or (– r, – φ) mà đồ thị hàm số ko thay đổi thì đồ thị đối xứng qua đường 
[image: image107.wmf]2
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[image: image108.wmf](
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2/ Nếu khi thay (r, φ) ( (r, – φ) or (– r, π – φ) mà đồ thị hàm số ko thay đổi thì đồ thị đối xứng qua trục cực
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3/ Nếu khi thay (r, φ) ( (– r, φ) or (r, π + φ) mà đồ thị hàm số ko thay đổi thì đồ thị đối xứng qua cực O
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4/ Nếu r ( f(sinφ) or r là hàm lẻ theo φ thì đồ thị đối xứng qua đường 
[image: image111.wmf]2
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[image: image112.wmf](
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5/ Nếu r ( f(cosφ) or r là hàm chẵn theo φ thì đồ thị đối xứng qua trục cực
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9/ Tiếp tuyến của đường cong trong tọa độ cực:
Gọi a là góc giữa bán kính vector 
[image: image114.wmf]OM
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 với tiếp tuyến tại M(r, φ)
b là góc của tiếp tuyến tại M với Ox, tiếp tuyến tại M cắt Ox tại C, trong 
[image: image115.wmf]OMC
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 góc MCO là góc ngoài của tam giác
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Đường cong r ( f(φ) có thể viết ở dạng tham số sau:


[image: image117.wmf](
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[image: image118.wmf]'
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 Thế vào (1) ta được: 
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Tiệm cận: coi φ là tham số và đưa đường cong về dạng tham số:
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10/ Vi phân cung:
Chia cung 
[image: image121.wmf]»
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 thành n phần bởi các điểm: 
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 ứng với các giá trị:
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 Gọi p là độ dài của đường gấp khúc: 
[image: image124.wmf]o112n1n
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Đường gấp khúc ấy được gọi là đường gấp khúc nội tiếp cung 
[image: image125.wmf]»
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Độ dài cung 
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 là cận trên đúng của độ dài các đường gấp khúc nội tiếp cung 
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Giả thiết tồn tại các đạo hàm liên tục 
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Kí hiệu m1 là giá trị nhỏ nhất của 
[image: image130.wmf](
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,  M1 là giá trị lớn nhất của 
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m2 là giá trị nhỏ nhất của 
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)

'

yt

,  M2 là giá trị lớn nhất của 
[image: image133.wmf](

)

'

yt
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Kí hiệu M(t) là điểm trên cung 
[image: image135.wmf]»
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 ứng với giá trị t, và S(t) ( độ dài cung 
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ở đây 
[image: image138.wmf]1212
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 là các giá trị nhỏ nhất và lớn nhất của 
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11/ Độ cong: 
a/ định nghĩa: trên đường cong (C) lấy 1 điểm cố định I gọi là gốc của hoành độ cong và chọn 1 hướng tính độ dài cung (1 hướng độ dài cung dương và 1 hướng độ dài cung âm). Cho A, B là 2 điểm trên (C). Kí hiệu 
[image: image140.wmf]Dw

 là góc giữa 2 tiếp tuyến dương tại A và B, ∆s là độ dài cung AB. Khi đó tỉ số 
[image: image141.wmf]s

Dw

D

 được gọi là độ cong trung bình của cung 
[image: image142.wmf]»

AB

.
VD1: Với (C) là đường thẳng thì độ cong trung bình của mọi đoạn AB đều bằng nhau và ( 0

[image: image143.wmf](vì0)
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VD2: Cho (C) – đường tròn bán kính R. Góc giữa 2 tiếp tuyến dương tại A và B  
[image: image144.wmf]·
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Vậy độ cong trung bình của mọi cung đều bằng nhau và chỉ phụ thuộc bán kính.

Định nghĩa: độ cong của đường cong (C) tại điểm A là giới hạn của độ cong trung bình của cung 
[image: image145.wmf]»

AB

 khi B tiến tới A (A, B luôn thuộc (C))  
[image: image146.wmf]s0

Clim

s

D®

Dw

=

D


Công thức tính độ cong: gọi góc giữa hướng dương của trục Ox với tiếp tuyến dương tại A là 
[image: image147.wmf]a

, tại B là 
[image: image148.wmf]a+Da

, khi ấy ta có: 
[image: image149.wmf]Da=Dw

 (góc ngoài của tam giác)
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a/ Trong tọa độ Descarter: Cho đường (C) có pt y ( f(x) 

[image: image151.wmf](
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b/ Đường cong tham số: Cho (C) có pt tham số: 

[image: image152.wmf](
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[image: image153.wmf](
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c/ Trong tọa độ cực: Cho (C) có pt trong tọa độ cực r ( r(φ). Ta có thể coi như (C) có pt tham số sau: 
[image: image154.wmf](
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. Lấy các đạo hàm rồi thay vào (2), ta có:
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[image: image156.wmf](
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[image: image157.wmf](
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* Giải pt f(x) ( 0 bằng phương pháp Newton: 
* định lí về giá trị trung gian:
Cho f(x) là 1 hàm số xác định, liên tục trong khoảng I: 
[image: image158.wmf]=

 [a, b], sao cho a ( b và 
f(a).f(b) ( 0. Khi đó tồn tại 1 điểm c ( (a, b) sao cho f(c) ( 0

[image: image159.wmf](
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[image: image160.wmf][
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Bây giờ ta giả sử quá trình trên ko kết thúc. Khi đó ta có 2 dãy số 
[image: image161.wmf]{
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 2 dãy đó hội tụ và có chung giới hạn là c.


[image: image162.wmf](
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Thủ tục chọn các điểm 
[image: image163.wmf]n

u

 ở trên được gọi là thủ tục phân đôi
Giả sử hàm số f(x) xác định, liên tục trên [a, b], khả vi trên (a, b), f(a).f(b) ( 0 and 
[image: image164.wmf](
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 ko đổi dấu trên (a, b). Ta lấy 1 điểm 
[image: image165.wmf](
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 với giả thiết trên có thể khai triển Taylor hàm số f(x) tại 
[image: image166.wmf]o

x

 và có:
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[image: image168.wmf](
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* Hệ quả: Cho f(x) là 1 hàm số xác định liên tục trong đoạn [a, b]. Khi đó f(x) lấy ít nhất 1 lần mọi giá trị nằm giữa f(a) và f(b)

Cm: giả sử f(a) ( t ( f(b) khi đó tồn tại điểm c: a ( c ( b sao cho f(c) ( t. Đặt g(x) ( f(x) – t, khi đó g(a) ( f(a) – t ( 0 and g(b) ( f(b) – t ( 0, khi đó theo định lí trên, tồn tại g(c) sao cho g(c) ( 0 ( f(c) – t ( 0 
* Định lí Weiertrass: 

Cho f(x) là 1 hàm số xác định, liên tục trên đoạn [a, b], khi đó tập J ( {f(x) / x ( [a, b]} là giới nội and tồn tại 2 điểm c, d ( [a, b] sao cho f(d) ( sup f(x) and f(c) ( inf f(x), x ( [a, b]
1 hàm số liên tục f(x) trên 1 khoảng đóng giới nội thì đạt được cận trên đúng và cận dưới đúng của nó. Khi đó thay vì viết sup f(x) and inf f(x), ta viết max f(x) and min f(x).

Ta cm J ( {f(x) / x ( [a, b]} giới nội. Giả sử J ko giới nội và có 1 cận trên là +∞ (khi có cận dưới là –∞ thì thay f bởi –f) khi đó tìm được xN ( [a, b] sao cho f(xN) ( N, 

xét dãy {xN}, xN ( [a, b] ( dãy {xN} bị chặn, do đó theo định lí Bolzano – Weiertrass, tìm được 1 dãy con 
[image: image169.wmf]N

k

x

 hội tụ tới 1 điểm c ( [a, b], theo giả thiết f(x) liên tục trong [a, b]
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Điều này mâu thuẫn với giả thiết f(x) xác định trong [a, b]. So có thể biểu diễn J ( (m, M) with m ( inf f(x), M ( sup f(x) 
Tiếp theo, ta cm tồn tại c, d ( [a, b] sao cho f(c) ( m and f(d) ( M (chỉ cần cm sự tồn tại của 1 trong 2 giá trị đó). Vì M ( sup f(x), x ( [a, b], nên theo định nghĩa với ε ( 0 bé tùy ý, luôn tìm được u ( [a, b] sao cho 0 ( M – f(u) ( ε 


[image: image171.wmf][

]

(

)

{

}

[

]

(

)

(

)

nn

nnn

k

nnkn

kkk

k

1

withnnguyenduong,luontontaiua,bsaocho0Mf

u

n

dayu,ua,blà1daygioinoicóthetrích1dayconu

hoitu

1

0MfuMlimfukhindlimu

n

Î<-<

ÎÞ

Þ<-<Þ=®¥Þ=


Do đó tồn tại d ( [a, b] sao cho f(d) ( M
(  (  (  (  (  ( 
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