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Mð �¦u

"D¾ bi¸n ùng v¤n bi¸n" �â l  líi B¡c Hç d°n cö Huýnh Thóc
Kh¡ng tr÷îc khi B¡c l¶n �÷íng sang Ph¡p n«m 1946, giao l¤i trång
tr¡ch Quy·n Chõ Tàch n÷îc cho cö Huýnh Thóc Kh¡ng. "B§t bi¸n" ð
�¥y l  �ëc lªp d¥n tëc, tr¶n cì sð �â m  t¼m ra nhúng �èi s¡ch m·m d´o
th½ch hñp vîi t¼nh h¼nh trong ho n c£nh �§t n÷îc �ang ng n c¥n treo
sñi tâc. C¥u nâi tr¶n công l  "c©m nang" cho chóng ta khi gi£i mët lo¤t
b i to¡n ríi r¤c, tø H¼nh håc �¸n Sè håc, m  �i·u quan trång nh§t l 
t¼m cho ra mët "b§t bi¸n".

Vªy b§t bi¸n l  g¼? �â l  nhúng �°c �iºm câ t½nh cè �ành cõa mët
�èi t÷ñng trong suèt qu¡ tr¼nh bi¸n �êi, chuyºn ho¡. N¸u ta x¡c �ành
�÷ñc b§t bi¸n ta s³ ph¥n bi»t �÷ñc mèi quan h» cõa c¡c vªt thº tr÷îc
v  sau qu¡ tr¼nh bi¸n �êi, �º tø �â gi£i �¡p �÷ñc nhi·u v§n �· mët c¡ch
�ëc �¡o v  b§t ngí. Ta câ thº ph¥n t½ch tr¤ng th¡i cõa h» thèng �º x¡c
�ành và tr½ c¦n �¤t �÷ñc tø nhúng và tr½ kh¡c. Mët trong nhúng cæng cö
r§t m¤nh cho vi»c ph¥n t½ch h» thèng l  t½nh b§t bi¸n cõa mët sè �¤i
l÷ñng trong h» thèng. Nhúng �¤i l÷ñng n y khæng thay �êi d÷îi nhúng
thao t¡c kh¡c nhau trong h» thèng. Hìn núa, t½nh b§t bi¸n câ thº dòng
�º ch¿ ra r¬ng tø mët c§u h¼nh khæng thº �¤t tîi mët c§u h¼nh kh¡c.
Trong c¡c ký thi håc sinh giäi, b§t bi¸n công th÷íng xuy¶n xu§t hi»n
mët c¡ch �ëc �¡o trong c¡c b i to¡n tê hñp, sè håc, �¤i sè, h¼nh håc,
... Tuy b i to¡n phùc t¤p, nh÷ng �¢ ©n chùa nhúng �¤i l÷ñng b§t bi¸n,
ch¯ng h¤n nh÷ t½nh ch®n, l´ ho°c têng, t½ch c¡c bi¸n khæng thay �êi.

M°c dò b§t bi¸n �÷ñc sû döng rëng r¢i trong gi£i to¡n sì c§p, cho
�¸n nay, theo ché chóng tæi �÷ñc bi¸t, ch÷a câ mët t i li»u n o vi¸t mët
c¡ch câ h» thèng v· v§n �· n y. V¼ th¸, chóng tæi cè gng s÷u t¦m tø r§t
nhi·u t i li»u kh¡c nhau, chån låc nhúng b i to¡n m  cæng cö chõ y¸u sû
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döng l  ph÷ìng ph¡p b§t bi¸n �º l m th nh luªn v«n n y. Trong chøng
müc câ thº, chóng tæi khæng ch¿ n¶u líi gi£i cõa c¡c b i to¡n nh÷ nhúng
t i li»u kh¡c, m  cán cè gng ph¥n t½ch, ph¡t hi»n b§t bi¸n mîi v  líi
gi£i cõa b i to¡n düa v o �â. �i·u n y câ thº câ ½ch cho håc sinh khi
t¼m hiºu v· ph÷ìng ph¡p �â. Chóng tæi công cè gng tr¼nh b y thæng
qua nhúng b i tªp thuëc nhi·u lo¤i kh¡c nhau nh÷ h¼nh håc, tê hñp, sè
håc, nh¬m l m nêi bªt t½nh phê döng cõa ph÷ìng ph¡p b§t bi¸n trong
gi£i to¡n sì c§p.

Luªn v«n gçm 3 ch÷ìng:

Ch÷ìng 1. Nguy¶n lþ v· b§t bi¸n. Trong ch÷ìng I n y chóng tæi
tªp trung tr¼nh b y v· nguy¶n lþ b§t bi¸n �¥y l  cì sð �º gi£i nhúng
b i to¡n ð 2 ch÷ìng sau. Nâ �÷ñc chia th nh 2 möc trong �â möc 1.1
giîi thi»u v· ph÷ìng ph¡p b§t bi¸n, möc 1.2 tr¼nh b y kh¡i ni»m v· b§t
bi¸n.

Ch÷ìng 2. Mët sè b§t bi¸n trong b£ng sè. Trong ch÷ìng n y, chóng
tæi chån låc giîi thi»u mët sè b i to¡n thuëc d¤ng �â v  chia th nh 2
d¤ng to¡n; trong �â möc 2.1 chóng tæi tr¼nh b y mët sè b i to¡n m  b§t
bi¸n düa tr¶n t½nh chia h¸t, möc 2.2 tr¼nh b y mët sè b i to¡n m  b§t
bi¸n cõa nâ l  mët �¤i l÷ñng n o �â.

Ch÷ìng 3. Mët sè lo¤i b i to¡n kh¡c. Ngo i nhúng b i to¡n tr¶n
b£ng æ vuæng m  �¢ tr¼nh b y ð ch÷ìng II, ð ch÷ìng n y chóng tæi tr¼nh
b y mët sè d¤ng b i to¡n kh¡c nhau m  ph÷ìng ph¡p gi£i công l  sû
döng b§t bi¸n n o �â.

Luªn v«n n y �¢ �÷ñc ho n th nh d÷îi sü ch¿ b£o v  h÷îng d¨n tªn
t¼nh cõa GS.TSKH. H  Huy Kho¡i - Vi»n To¡n håc H  Nëi. Tæi xin
�÷ñc b y tä láng bi¸t ìn s¥u sc �¸n GS.TSKH. H  Huy Kho¡i.

Tæi công xin gûi líi c£m ìn �¸n c¡c th¦y, cæ �ang cæng t¡c t¤i Khoa
To¡n, Pháng qu£n lþ khoa håc Tr÷íng �¤i Håc Khoa Håc công nh÷ c¡c
th¦y, cæ tham gia gi£ng d¤y Khâa Cao håc 2009 - 2011 �¢ t¤o �i·u ki»n
tèt cho tæi trong suèt qu¡ tr¼nh håc tªp v  ho n th nh luªn v«n.

Do thíi gian câ h¤n v  sü hiºu bi¸t cõa b£n th¥n n¶n luªn v«n n y
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mîi ch¿ døng l¤i ð vi»c t¼m hiºu, tªp hñp t i li»u, sp x¸p v  tr¼nh b y
k¸t qu£ theo tøng chõ �· �°t ra. Dò �¢ r§t cè gng, nh÷ng chc chn
nëi dung tr¼nh b y trong luªn v«n khæng tr¡nh khäi thi¸u sât nh§t �ành
v  t¡c gi£ r§t mong nhªn �÷ñc gâp þ cõa c¡c th¦y cæ gi¡o v  c¡c b¤n.

Th¡i Nguy¶n, ng y 16 th¡ng 05 n«m 2011

T¡c gi£

Nguy¹n Trung Th nh
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Ch÷ìng 1

NGUY�N L� B�T BI�N

1.1. Giîi thi»u v· ph÷ìng ph¡p �¤i l÷ñng b§t bi¸n

V½ dö 1.1.1. Cho a, b, c ∈ R. Ta x²t têng S = a + b + c. N¸u ta �êi
ché a cho b, b cho c v  c cho a th¼ têng S luæn ch¿ l  mët sè.

V½ dö 1.1.2. Ta x²t b i to¡n xu§t ph¡t tø c¥u chuy»n cê t½ch: Ng÷íi
næng d¥n trçng �÷ñc mët c¥y kh¸ th¦n câ 99 qu£ ch÷a ch½n m u xanh
v  1000 qu£ �¢ ch½n m u v ng. Mët con Qu¤ �¸n «n méi ng y hai qu£
kh¸ v  nâi vîi ng÷íi næng d¥n: ��n mët qu£ tr£ cöc v ng, may tói ba
gang �em �i m  �üng�. Qu¤ �¸n «n hai qu£ kh¸ b§t k¼ khæng ph¥n bi»t
qu£ xanh v  qu£ v ng. N¸u Qu¤ «n mët qu£ v ng v  mët qu£ xanh th¼
c¥y kh¸ l¤i sinh ra mët qu£ xanh. N¸u Qu¤ «n hai qu£ v ng th¼ c¥y kh¸
l¤i sinh ra mët qu£ v ng. N¸u Qu¤ «n hai qu£ xanh th¼ c¥y kh¸ l¤i sinh
công qu£ v ng. Häi câ thº x£y ra tr÷íng hñp qu£ kh¸ cuèi còng cán l¤i
tr¶n c¥y l  m u v ng khæng?

�º thuªn ti»n cho vi»c gi£i b i to¡n ta k½ hi»u: Qu£ kh¸ xanh l  X;
qu£ kh¸ v ng l  V ; qu¤ «n qu£ l  (+) v  c¥y kh¸ sinh qu£ l  (-). Khi �â
b i to¡n câ thº vi¸t l¤i ngn gån: V + V = V,X +X = V, V +X = X.
Tø c¡ch vi¸t tr¶n ta th§y r¬ng sè l÷ñng qu£ xanh ho°c khæng thay �êi
ho°c l  gi£m �i hai qu£ sau méi l¦n «n (méi l¦n Qu¤ «n hai qu£). V¼
tr¶n c¥y, sè nhúng qu£ m u xanh l  l´, cán sè nhúng qu£ m u v ng l 
ch®n, n¶n qu£ cuèi còng tr¶n c¥y s³ l  m u xanh, khæng phö thuëc v o
c¡ch «n qu£ cõa Qu¤.

T½nh b§t bi¸n trong b i to¡n tr¶n l  g¼? �â l  sè nhúng qu£ xanh dò
Qu¤ câ «n qu£ nh÷ th¸ n o �i núa th¼ nâ khæng thay �êi ho°c n¸u nâ
thay �êi th¼ thay �êi mët c¡ch cè �ành l  gi£m �i hai qu£. Nh÷ vªy, t½nh
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ch®n l´ cõa sè c¡c qu£ xanh l  mët b§t bi¸n. Ch½nh �i·u b§t bi¸n �èi
vîi qu£ xanh v  gi£ thi¸t cõa b i to¡n �÷a ta �¸n líi gi£i. Nh÷ vªy vi»c
t¼m ra b§t bi¸n trong nhúng �¤i l÷ñng �¢ cho cõa b i to¡n l  r§t quan
trång.

Nhúng b i to¡n câ d¤ng nh÷ mët quy tr¼nh hay thuªt to¡n th÷íng tçn
t¤i mët tr¤ng th¡i khði �¦u v  mët d¢y nhúng b÷îc �i hñp l» (b÷îc bi¸n
�êi). K¸t luªn cõa nhúng b i to¡n lo¤i n y th÷íng ph£i tr£ líi nhúng
c¥u häi sau �¥y:

1. Câ thº �¤t tîi mët tr¤ng th¡i cuèi còng �¢ cho khæng?

2. T¼m t§t c£ tr¤ng th¡i cuèi còng câ thº �¤t tîi?

3. Câ tçn t¤i giîi h¤n ti¸n tîi mët tr¤ng th¡i cuèi còng khæng?

4. T¼m t§t c£ chu k¼ câ thº câ trong d¢y tr¤ng th¡i?

1.2. Kh¡i ni»m v· b§t bi¸n

X²t nhúng b i to¡n mang c§u tróc mët h» thèng m  tr¶n �â ta ph£i
xû lþ nhúng thao t¡c kh¡c nhau ð tøng mùc �ë. V§n �· �°t ra: Câ thº
x¡c �ành �÷ñc mët và tr½ n o �§y tø nhúng và tr½ �¢ bi¸t? Mët cæng cö
r§t m¤nh �º gi£i quy¸t nhúng b i to¡n nh÷ vªy l  x²t mët sè t½nh ch§t
trong h» thèng m  nâ khæng thay �êi trong tøng b÷îc thüc hi»n thao
t¡c. T½nh ch§t khæng thay �êi nh÷ tr¶n th÷íng �÷ñc xem nh÷ l  b§t
bi¸n. Theo mët sè t i li»u tham kh£o chóng tæi �÷a ra �ành ngh¾a sau:

�ành ngh¾a 1.2.1. Gi£ sû ta câ mët h» thèng (F) c¡c �¤i l÷ñng v  c¡c
ph²p bi¸n �êi theo thù tü. T½nh ch§t P �÷ñc gåi l  mët b§t bi¸n sau s

b÷îc trong h» thèng (F) n¸u cù s b÷îc bi¸n �êi ta �·u nhªn l¤i �÷ñc t½nh
ch§t P .

V½ dö 1.2.1. X²t d¢y sè (an), (bn), (cn) v  (dn) �÷ñc x¡c �ành nh÷ d÷îi
�¥y: a0, b0, c0, d0 ∈ Z, an+1 = an − bn, bn+1 = bn − cn,cn + 1 = cn −
dn,dn+1 = dn − an, n ≥ 0.
(i) H¢y ch¿ ra khæng tçn t¤i sè nguy¶n ban �¦u a0, b0, c0, d0 �º sao cho
|anbn − cndn| , |ancn − bndn| , |andn − bncn| l  sè nguy¶n tè khi n ≥ 4
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(ii) Chùng minh r¬ng a2012b2012, b2012c2012, c2012d2012, d2012a2012 �·u chia
h¸t cho 4503

Líi gi£i.
Kiºm tra trüc ti¸p 

a4 = 2(a0 − 2b0 + 3c0 − 2d0)

b4 = 2(b0 − 2c0 + 3d0 − 2a0)

c4 = 2(c0 − 2d0 + 3a0 − 2b0)

d4 = 2(d0 − 2a0 + 3b0 − 2c0)

Nh÷ vªy, cù sau 4 b÷îc bi¸n �êi ta �·u nhªn �÷ñc nhúng
sè nguy¶n chia h¸t cho 2. Tø �¥y suy ra c¡c sè nguy¶n
|anbn − cndn| , |ancn − bndn| , |andn − bncn| �·u l  c¡c sè nguy¶n chia
h¸t cho 4 khi n ≥ 4. V¼ cù sau 4 b÷îc nhªn �÷ñc sè chia
h¸t cho 2 n¶n a2012, b2012, c2012, d2012 �·u chia h¸t cho 2503. Do vªy
a2012b2012, b2012c2012, c2012d2012, d2012a2012 �·u chia h¸t cho 4503.

V½ dö 1.2.2. X²t d¢y sè (an), (bn), (cn) v  (dn) �÷ñc x¡c �ành nh÷ d÷îi
�¥y: 

a0, b0, c0, d0 ∈ Z

an+1 = an − bn + cn

bn+1 = bn − cn + dn

cn + 1 = cn − dn + an

dn+1 = dn − an + bn, n ≥ 0

Chùng minh r¬ng a2012 − a0, b2012 − b0, c2012 − c0, d2012 − d0 �·u l  nhúng
sè nguy¶n chia h¸t cho 4.
Líi gi£i.
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Kiºm tra trüc ti¸p

a4 = 21a0 − 20b0 + 20c0 − 20d0

b4 = 21b0 − 20c0 + 20d0 − 20a0

c4 = 21c0 − 20d0 + 20a0 − 20b0

d4 = 21d0 − 20a0 + 20b0 − 20c0

Nh÷ vªy, cù sau 4 b÷îc bi¸n �êi ta �·u nhªn �÷ñc nhúng sè nguy¶n thäa
m¢n t½nh ch§t P: xk+4 ≡ xk(mod4). Tø �¥y suy ra a2012 − a0, b2012 −
b0, c2012 − c0, d2012 − d0 �·u l  nhúng sè nguy¶n chia h¸t cho 4.

V½ dö 1.2.3.X²t d¢y sè (an) v  (bn) �÷ñc x¡c �ành nh÷ d÷îi �¥y:
a0, b0 ∈ R, 0 < b0 < a0

an+1 =
an + bn

2

bn+1 =
2anbn
an + bn

, n ≥ 0

Chùng minh r¬ng lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn =
√
a0b0.

Líi gi£i.
Do a0, b0 > 0 n¶n d¹ d ng ch¿ ra an, bn > 0. Do bði (an + bn)

2 ≥
4anbn, an 6= bn, n¶n (an > bn) vîi måi n ≥ 0. V¼ an+1 =

an + bn
2

= an n¶n

d¢y (an) l  d¢y �ìn �i»u gi£m, bà ch°n d÷îi n¶n tçn t¤i a = lim
n→∞

an. Bði

v¼ bn+1 =
2anbn
an + bn

> bn n¶n d¢y (bn) l  d¢y �ìn �i»u t«ng, bà ch°n tr¶n

n¶n tçn t¤i b = lim
n→∞

bn. Sû döng t½nh ch§t b§t bi¸n P: anbn = an+1bn+1

v  a = lim
n→∞

an+1 = lim
n→∞

an + bn
2

=
a+ b

2
ta nhªn �÷ñc a = b =

√
a0b0.
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Ch÷ìng 2

MËT SÈ B�T BI�N TRONG

B�NG SÈ

B i to¡n v· b£ng sè th÷íng xu§t hi»n trong c¡c ký thi håc sinh giäi
quèc gia, quèc t¸. Trong vi»c gi£i nhúng b i to¡n �â, ph÷ìng ph¡p dòng
b§t bi¸n tä ra r§t câ hi»u qu£. Trong ch÷ìng n y, chóng tæi chån låc giîi
thi»u mët sè b i to¡n thuëc lo¤i �â. Ph÷ìng ph¡p chung th÷íng g°p l 
düa tr¶n t½nh chia h¸t (�çng d÷) cõa mët �¤i l÷ñng n o �â, ho°c gi¡ trà
cõa �¤i l÷ñng. Vi»c t¼m ra nhúng �¤i l÷ñng th½ch hñp vîi tøng b i to¡n
khæng ph£i l  �i·u d¹ d ng, v  th÷íng d¨n �¸n nhúng líi gi£i ngn gån
v  thó và.

2.1. B§t bi¸n düa tr¶n t½nh chia h¸t

Trong nhi·u b i to¡n, b§t bi¸n �÷ñc sû döng l  t½nh ch®n l´ (ph¦n
d÷ khi chia cho 2), ph¦n d÷ khi chia cho 3, hay chia cho mët sè nguy¶n
d÷ìng n o �â cõa mët �¤i l÷ñng trong qu¡ tr¼nh bi¸n �êi. Ta s³ t¼m hiºu
vi»c sû döng b§t bi¸n thæng qua mët sè b i tªp.

B i to¡n 2.1.1. Tr¶n b£ng �en ta vi¸t 2010 d§u cëng (+) v  2011 d§u
trø (-). Cho ph²p xâa 2 d§u tòy þ v  vi¸t thay v o �â mët d§u cëng n¸u
2 d§u xâa l  nh÷ nhau, v  d§u trø trong tr÷íng hñp ng÷ñc l¤i. L°p l¤i
ph²p t½nh �â 4010 l¦n. Häi tr¶n b£ng cán l¤i d§u g¼?

Líi gi£i. C¡ch 1. Gi£ sû thay cho d§u cëng ta vi¸t sè 1, thay cho d§u
trø ta vi¸t sè -1. Khi �â ph²p to¡n �¢ cho t÷ìng �÷ìng vi»c thay 2 sè
tòy þ bði t½ch cõa chóng. Ph²p t½nh n y khæng l m thay �êi t½ch cõa t§t
c£ c¡c sè �¢ cho. Nh÷ vªy t½ch cõa t§t c£ c¡c sè �¢ cho l  mët b§t bi¸n
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trong qu¡ tr¼nh l°p ph²p to¡n. T¤i tr¤ng th¡i xu§t ph¡t, t½ch n y b¬ng
−1, v  v¼ nâ l  mët b§t bi¸n n¶n ð tr¤ng th¡i cuèi còng, t½ch �â công
b¬ng −1. Sau 4010 l¦n l°p, ta ch¿ cán 1 sè tr¶n b£ng, vªy �â l  sè -1.
�i·u n y câ ngh¾a d§u cán l¤i tr¶n b£ng l  d§u (-).

C¡ch 2. Ta câ thº thay méi d§u cëng b¬ng sè 0, méi d§u trø b¬ng
sè 1. Khi thüc hi»n ph²p to¡n �¢ cho, têng cõa 2 sè bà xâa s³ còng t½nh
ch®n l´ vîi sè thay th¸ cho 2 sè �â. Nh÷ vªy, t½nh ch®n l´ cõa têng t§t
c£ c¡c sè �¢ cho l  mët b§t bi¸n cõa b i to¡n. T¤i tr¤ng th¡i xu§t ph¡t,
têng c¡c sè �¢ cho l  2011, �çng d÷ 1 mæ�ulæ 2, n¶n têng cõa tr¤ng th¡i
cuèi còng ph£i l´. Suy ra sè cán l¤i l  sè 1, tùc l  ùng vîi d§u trø (-).

C¡ch 3. Sau méi l¦n thüc hi»n ph²p to¡n, ta th§y sè c¡c d§u trø ho°c
khæng �êi, ho°c gi£m 2 �ìn và. Nh÷ vªy, t½nh ch®n l´ cõa sè c¡c d§u trø
công l  mët b§t bi¸n. T¤i tr¤ng th¡i ban �¦u, sè c¡c d§u trø (2011) l 
sè l´, n¶n khi cán l¤i mët d§u, �â ph£i l  d§u trø (-).

Ph¥n t½ch ba c¡ch gi£i ta nhªn th§y: c¡ch 1 lñi döng t½nh b§t bi¸n cõa
t½ch c¡c sè vi¸t tr¶n b£ng; c¡ch 2 sû döng t½nh b§t bi¸n cõa têng c¡c sè;
c¡ch 3 l  sü b§t bi¸n cõa t½nh ch®n l´ cõa sè c¡c d§u trø. Nh÷ vªy trong
c¡ch gi£i ta �¢ sû döng t½nh b§t bi¸n cõa t½ch, têng ho°c t½nh ch®n l´
cõa c¡c sè.

B i to¡n 2.1.2. Tr¶n b£ng �en, ta vi¸t mët sè d§u cëng (+) v  mët sè
d§u trø (−). Cho ph²p xâa 2 d§u tòy þ v  vi¸t thay v o �â mët d§u cëng
n¸u hai d§u �¢ xâa l  kh¡c nhau, v  d§u trø trong tr÷íng hñp ng÷ñc
l¤i. Chùng minh r¬ng d§u cuèi còng cán l¤i tr¶n b£ng khæng phö thuëc
v o c¡ch xâa d¦n c¡c d§u.

Líi gi£i. Ta thay méi d§u (+) bði sè 1, d§u (−) bði sè 0. Nh÷ vªy, quy
tc �¢ n¶u trong �· ra t÷ìng �÷ìng vîi vi»c thay hai sè tòy þ bði têng
cõa chóng theo mæ�ulæ 2, tùc l  thay a+ b bði x vîi (a+ b) ≡ x(mod2).

�i·u �â câ ngh¾a l , t½nh ch®n l´ cõa têng c¡c sè khæng thay �êi. Suy
ra r¬ng, t½nh ch®n l´ cõa sè c¡c d§u (+) l  mët b§t bi¸n cõa qu¡ tr¼nh.
V¼ th¸, d§u cuèi còng cán l¤i tr¶n b£ng l  d§u (+) n¸u ð thíi �iºm xu§t
ph¡t, sè d§u (+) l  l´, v  s³ l  d§u (-) n¸u ng÷ñc l¤i. K¸t qu£ n y khæng
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phö thuëc c¡ch xâa d¦n c¡c d§u.

B i to¡n 2.1.3. Vi¸t tr¶n b£ng �en mët sè sè 0, 1 v  2. Xo¡ hai sè
kh¡c nhau tuý þ v  vi¸t thay v o �â sè cán l¤i ( v½ dö xo¡ sè 0, 1 v  vi¸t
sè 2). Câ mët ng÷íi thüc hi»n ph²p to¡n n y li¶n ti¸p v  cuèi còng ch¿
cán mët sè tr¶n b£ng. Chùng minh r¬ng sè cán l¤i tr¶n b£ng khæng phö
thuëc qu¡ tr¼nh thüc hi»n ph²p to¡n �¢ cho.

Líi gi£i. D¾ nhi¶n, khæng ph£i c¡ch thüc hi»n ph²p to¡n �¢ cho nh÷ th¸
n o công �÷a �¸n k¸t qu£ ch¿ cán mët sè tr¶n b£ng.

Trong b i to¡n n y, ta �¢ gi£ thi¸t l  câ mët c¡ch thüc hi»n vi»c �â.
V§n �· l  c¦n chùng tä r¬ng, vîi måi c¡ch thüc hi»n ph²p t½nh �º thu
�÷ñc mët sè duy nh§t cán l¤i, sè cuèi còng n y khæng phö thuëc v o
c¡ch thüc hi»n ph²p to¡n.

Gåi x0, x1, x2 l¦n l÷ñt l  sè c¡c sè 0, 1 v  2 �¢ �÷ñc vi¸t. Méi l¦n thüc
hi»n ph²p to¡n, c¡c sè x0, x1, x2 �·u t«ng ho°c gi£m mët �ìn và, tùc l 
thay �êi t½nh ch®n l´. Khi ch¿ cán mët sè cuèi còng tr¶n b£ng, hai trong
c¡c sè x0, x1, x2 trð th nh 0, sè kia trð th nh 1. Vªy, ð thíi �iºm xu§t
ph¡t, hai trong c¡c sè �â câ còng t½nh ch®n l´, sè kia kh¡c t½nh ch®n l´
vîi chóng. Do �â, khæng phö thuëc qu¡ tr¼nh thüc hi»n ph²p to¡n, ch¿
câ mët trong ba sè x0, x1, x2 trð th nh 1, �â l  sè m  ban �¦u nâ kh¡c
t½nh ch®n l´ vîi hai sè cán l¤i.

Líi gi£i tr¶n �¥y công cho th§y r¬ng, khi c£ ba sè x0, x1, x2 câ còng
t½nh ch®n l´ th¼ b¬ng ph²p t½nh �¢ cho, khæng thº xo¡ d¦n �º �¸n lóc
ch¿ cán l¤i mët sè tr¶n b£ng. Tuy nhi¶n, líi gi£i tr¶n �¥y công khæng ch¿
ra r¬ng, �i·u �â luæn luæn câ thº l m �÷ñc n¸u trong ba sè x0, x1, x2 câ
�óng hai sè còng t½nh ch®n l´.

B¥y gií, gi£ sû ta thay �êi ph²p to¡n trong b i to¡n 2.1.3 méi l¦n �ái
häi xo¡ 4 sè, gçm 2 c°p sè b¬ng nhau v  thay v o �â l  mët sè thuëc
lo¤i cán l¤i (v½ dö, xo¡ hai sè 0, hai sè 1 v  thay v o �â l  sè 2). Gi£ sû
sau mët sè ph²p to¡n nh÷ vªy, ch¿ cán l¤i mët sè tr¶n b£ng. N¸u bi¸t
sè c¡c sè 0, 1, 2 t¤i thíi �iºm xu§t ph¡t, câ thº nâi g¼ v· sè cán l¤i tr¶n
b£ng?
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Trong tr÷íng hñp n y, vi»c x²t t½nh ch®n l´ nh÷ tr÷îc s³ khæng �÷a
�¸n k¸t qu£, bði v¼ mët trong c¡c sè x0, x1, x2 thay �êi t½nh ch®n l´ khi
thüc hi»n ph²p to¡n, trong khi hai sè kia giú nguy¶n t½nh ch®n l´, do
�â c¡c sè ban �¦u câ t½nh ch®n l´ kh¡c nhau câ thº câ t½nh ch®n l´ nh÷
nhau sau mët sè l¦n thüc hi»n ph²p to¡n.

�º gi£i b i to¡n, ta c¦n t¼m mët b§t bi¸n kh¡c. �º þ r¬ng, khi x²t
t½nh ch®n l´, ta �¢ x²t �çng d÷ theo mæ�ulæ 2, tùc l  mët �çng d÷ �ìn
gi£n nh§t. Khi vi»c �â khæng cán câ ½ch núa, l³ tü nhi¶n l  ta t½nh �¸n
�çng d÷ ti¸p theo: �çng d÷ theo mæ�ulæ 3. Rã r ng c¡c lîp �çng d÷ cõa
x1 − x2, x1 − x0, x2 − x0 b§t bi¸n trong qu¡ tr¼nh thüc hi»n ph²p to¡n.

Nh÷ vªy, n¸u sau khi thüc hi»n mët sè ph²p to¡n quy �ành m  tr¶n
b£ng cán l¤i �óng mët sè th¼ khi xu§t ph¡t, ph£i câ �óng 2 sè trong c¡c
sè x0, x1, x2 �çng d÷ nhau theo mæ�ulæ 3. D¹ suy ra chú sè cuèi còng
cán l¤i tr¶n b£ng.

B i to¡n 2.1.4. Cho b£ng æ vuæng 8 x 8, trong méi æ vuæng cõa b£ng
ta vi¸t mët sè nguy¶n. Chån tuý þ mët b£ng æ vuæng con câ k½ch th÷îc
3 x 3 ho°c 4 x 4 rçi n¥ng måi sè câ trong c¡c æ cõa b£ng con �¢ chån l¶n
mët �ìn và. Xu§t ph¡t tø mët b£ng tuý þ, vîi vi»c thüc hi»n li¶n ti¸p
ph²p t½nh �â, ta câ thº nhªn �÷ñc hay khæng mët b£ng m  t§t c£ c¡c
sè vi¸t trong c¡c æ �·u chia h¸t cho 3?

Líi gi£i. Ta dü �o¡n r¬ng, ph£i tçn t¤i nhúng b£ng m  khæng câ c¡ch
n o �º �÷a v· b£ng tho£ m¢n y¶u c¦u b i to¡n. V¼ �i·u ki»n duy nh§t ð
�¥y l  chia h¸t cho 3 n¶n ta c¦n t¼m mët tªp hñp n o �â c¡c æ m  têng
c¡c sè vi¸t t¤i c¡c æ cõa tªp hñp �â câ �çng d÷ mæ�ulæ 3 b§t bi¸n trong
qu¡ tr¼nh thüc hi»n ph²p t½nh. N¸u tçn t¤i tªp hñp nh÷ vªy, ta ch¿ c¦n
l§y trong b£ng xu§t ph¡t c¡c sè sao cho têng khæng chia h¸t cho 3.

Khi thüc hi»n ph²p t½nh, c¡c sè trong méi æ thuëc b£ng con �÷ñc
chån s³ �÷ñc cëng th¶m mët �ìn và. Do �â, tªp hñp A c¡c æ c¦n t¼m
ph£i tho£ m¢n t½nh ch§t sau: måi b£ng con k½ch th÷îc 3 x 3 ho°c 4 x 4
�·u ph£i chùa 0, 3, 6, 9, 12 ho°c 15 æ cõa tªp hñp A.

D¹ th§y r¬ng, n¸u ta l§y A l  tªp c¡c æ �¡nh d§u trong h¼nh 2.1 th¼
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A s³ tho£ m¢n �i·u ki»n �°t ra.

x x x x x x x x
x x x x x x x x
x x x x x x x x

x x x x x x x x
x x x x x x x x
x x x x x x x x

H¼nh 2.1

B i to¡n 2.1.5. Cho b£ng æ vuæng 8 x 8, trong méi æ, ta vi¸t mët sè
nguy¶n. Chån tuý þ mët b£ng con trong �â k½ch th÷îc 3 x 3 ho°c 4 x
4 rçi n¥ng måi sè câ trong c¡c æ cõa b£ng con �¢ chån l¶n mët �ìn và.
Xu§t ph¡t tø mët b£ng tuý þ, câ thº thu �÷ñc mët b£ng gçm to n sè l´
hay khæng?

Líi gi£i.

x x x x x x x x
x x x x x x x x
x x x x x x x x

x x x x x x x x

x x x x x x x x

H¼nh 2.2

T÷ìng tü nh÷ b i tr÷îc, n¸u ta l§y tªp hñp A gçm c¡c æ �¡nh d§u
nh÷ h¼nh 2.2 th¼ méi b£ng 3 x 3 ho°c 4 x 4 �·u chùa 6 ho°c 12 æ cõa tªp
hñp A. Nh÷ vªy, khi t«ng th¶m 1 �ìn và v o méi sè trong æ cõa b£ng
con �÷ñc chån, t½nh ch®n l´ cõa têng c¡c sè �¢ vi¸t khæng thay �êi.

Nâi c¡ch kh¡c, ta câ b§t bi¸n l : t½nh ch®n l´ cõa têng c¡c sè �¢ vi¸t
trong c¡c æ thuëc tªp hñp A. N¸u t§t c£ c¡c sè trong b£ng �·u l´ th¼
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têng c¡c sè �¢ vi¸t trong A l  sè ch®n. Nh÷ vªy, n¸u trong b£ng xu§t
ph¡t, têng c¡c sè trong A l  l´ (ch¯ng h¤n, måi sè �·u ch®n, trø mët sè
l´ duy nh§t) th¼ b£ng �â khæng thº �÷a �÷ñc v· b£ng måi sè l´.

B i to¡n 2.1.6. Cho b£ng sè câ t½nh ch§t sau:

a1 a2 a3

a4 2 a5

a6 a7 a8

H¼nh 2.3

Têng cõa nhúng ph¦n tû trong méi h ng, méi cët ho°c �÷íng ch²o chia
h¸t cho 2. Mët thao t¡c cho ph²p chuyºn mët �ìn và ð mët æ sang æ
b¶n c¤nh (æ b¶n c¤nh cõa mët æ l  æ câ chung c¤nh). Câ thº tø h¼nh
2.3 nhªn �÷ñc h¼nh 2.4, sao cho t§t c£ ph¦n tû ð c¡c æ xung quanh l  sè
ch®n khæng?

b1 b2 b3
b4 2 b5
b6 b7 b8

H¼nh 2.4

Líi gi£i. Tø gi£ thi¸t suy ra c°p sè a2, a7 v  a4, a5 l  còng t½nh ch®n l´.
Bði v¼ a1+a4+a6 v  a6+a7+a8 chia h¸t cho 2 suy ra a1+a4+2a6+a7+a8

chia h¸t cho 2, ngh¾a l  a1 + a4 + a7 + a8 chia h¸t cho 2. Công tø �i·u
ki»n �¢ cho ta câ a1 +2+ a8 chia h¸t cho 2, ngh¾a l  a1 + a8 chia h¸t cho
2. Khi �â a4 +a7 chia h¸t cho 2 v  suy ra a4 v  a7 còng t½nh ch®n l´. Nh÷
vªy ta �i �¸n k¸t luªn l  a2, a4, a5 v  a7 còng t½nh ch®n l´. N¸u a2, a4, a5

v  a7 l  nhúng sè ch®n th¼ a1, a3, a6 v  a8 ho°c t§t c£ �·u ch®n ho°c �·u
l´. Khi �â sè l÷ñng cõa nhúng sè ch®n l  5 ho°c l  9. N¸u a2, a4, a5 v 
a7 l  nhúng sè l´ th¼ a1, a3, a6 v  a8 ho°c t§t c£ �·u ch®n ho°c �·u l´.
Khi �â sè l÷ñng cõa nhúng sè ch®n l  1 ho°c l  5. Vªy sè l÷ñng nhúng
sè ch®n trong b£ng l  mët sè l´ (1, 5 ho°c 9). Ta x²t nhúng bi¸n �êi
tr¶n nhúng æ b¶n c¤nh mët æ. N¸u x v  y l  nhúng sè ð hai æ b¶n c¤nh
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nhau, th¼ ta câ thao t¡c x, y → x − 1, y + 1. X²t t§t c£ c¡c tr÷íng hñp
ch®n l´ cho x v  y: (ch®n, ch®n), (ch®n, l´), (l´, ch®n). Sau khi thüc hi»n
thao t¡c ta nhªn �÷ñc t÷ìng ùng (l´, l´), (l´, ch®n), (ch®n, ch®n). Nh÷
vªy, thao t¡c bi¸n �êi khæng thay �êi t½nh ch®n cõa sè l÷ñng sè ch®n (v¼
thay �êi sè l÷ñng 0 ho°c 2). Trong h¼nh 2.3 câ sè sè l´ nhúng sè ch®n,
cán trong h¼nh 2.4 câ 8 sè ch®n, ngh¾a l  sè ch®n. Suy ra b£ng nh÷ vªy
khæng nhªn �÷ñc khi thüc hi»n c¡c thao t¡c tr¶n.

B i to¡n 2.1.7. Mët b£ng h¼nh chú nhªt k´ æ vuæng câ 2010 h ng v 
2011 cët. K½ hi»u æ vuæng n¬m ð giao cõa h ng thù m (kº tø tr¶n xuèng
d÷îi) l  (m;n). Tæ m u c¡c æ vuæng cõa b£ng theo hai c¡ch sau: l¦n thù
nh§t tæ ba æ (r; s), (r+ 1; s+ 1), (r+ 2; s+ 1), vîi r, s l  hai sè tü nhi¶n
cho tr÷îc tho£ m¢n 1 ≤ r ≤ 2008 v  1 ≤ s ≤ 2010; tø l¦n thù hai, méi
l¦n tæ �óng ba æ ch÷a câ m u n¬m c¤nh nhau ho°c trong còng mët h ng
ho°c trong còng mët cët. Häi b¬ng c¡ch �â câ thº tæ m u �÷ñc t§t c£
c¡c æ vuæng cõa b£ng �¢ cho hay khæng?

Líi gi£i. Ta ghi v o méi æ vuæng cõa b£ng mët sè tü nhi¶n theo quy tc
sau: ð méi h ng, l¦n l÷ñt tø tr¡i qua ph£i ghi c¡c sè tü nhi¶n tø 1 �¸n
2011. Nh÷ vªy, ba sè �÷ñc ghi v o ba æ n¬m c¤nh nhau trong còng mët
h ng l  ba sè tü nhi¶n li¶n ti¸p, cán ba sè �÷ñc ghi v o ba æ n¬m c¤nh
nhau trong còng mët cët l  ba sè tü nhi¶n b¬ng nhau. Tø �â suy ra, kº
tø l¦n thù hai, méi l¦n tæ m u ta s³ xo¡ �i ba sè câ têng chia h¸t cho 3.
Hìn núa, d¹ th§y ba sè �÷ñc ghi v o ba æ (r; s), (r+1; s+1), (r+2; s+1)

l  s, s+1, s+1 v  chóng câ têng l  mët sè chia cho 3 v  d÷ 2. Tuy nhi¶n,
ta câ T = 2010.(1 + 2 + · · · + 2011) = 2010.2011.1006 chia h¸t cho 3.
M¥u thu¨n nhªn �÷ñc cho ta th§y khæng thº tæ m u �÷ñc t§t c£ c¡c æ
vuæng cõa b£ng.

B i to¡n 2.1.8. Trong mët b£ng æ vuæng câ 100 x 100 æ �÷ñc �i·n d§u
cëng (+). Mët c¡ch thüc hi»n b¬ng c¡ch �êi to n bë nhúng d§u ð mët
h ng ho°c mët cët n o �â sang d§u ng÷ñc l¤i. Câ kh£ n«ng sau húu h¤n
b÷îc nh÷ tr¶n, b£ng æ vuæng nhªn �÷ñc s³ câ �óng 2010 d§u trø (-)?

Líi gi£i. Gi£ sû câ kh£ n«ng sau mët sè húu h¤n b÷îc nhªn �÷ñc b£ng câ
2010 d§u trø. Gi£ sû h ng thù i ta �¢ �êi d§u xi l¦n, cán cët thù j ta �¢
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�êi d§u yj l¦n. Khi �â d§u t¤i æ (i, j) �¢ thay �êi xi +yj l¦n. Suy ra t¤i æ
n y câ d§u trø (-) khi v  ch¿ khi xi +yj l  sè l´. Gi£ sû p l  sè sè l´ trong
c¡c sè xi, cán q l  sè sè l´ trong c¡c sè yj. Khi �â sè d§u trø trong b£ng
s³ l  p(100− q) + (100− p)q = 100p+ 100q − 2pq. Ð �¥y, ta nhªn �÷ñc
�¯ng thùc 100p+100q−2pq = 2010 hay (p−50)(q−50) = 1495 = 5.911.

Bði v¼ 911 l  sè nguy¶n tè, ½t nh§t mët trong nhúng sè p− 50, q− 50

chia h¸t cho 911, nh÷ng khi �â ph£i suy ra p− 50, ho°c q − 50 chia h¸t
cho 911, væ lþ. Vªy sau húu h¤n b÷îc th¼ b£ng æ vuæng khæng nhªn �÷ñc
2010 d§u trø (-).

B i to¡n 2.1.9. Cho sè nguy¶n d÷ìng r v  mët b£ng h¼nh chú nhªt
chia th nh 20 x 12 æ vuæng. Nhúng b÷îc �i �÷ñc thüc hi»n tr¶n b£ng
nh÷ sau: Ta chuyºn tø mët æ vuæng �¸n mët æ vuæng kh¡c ch¿ khi n o
kho£ng c¡ch giúa hai t¥m cõa hai æ vuæng �â b¬ng

√
r. B i to¡n �°t ra

l  l m sao câ thº t¼m mët d¢y c¡c n÷îc �i �º chuyºn tø æ n y sang æ
kia, m  hai æ �â n¬m ð hai gâc k· nhau cõa b£ng, hai gâc �â n¬m tr¶n
còng mët chi·u d i cõa b£ng h¼nh chú nhªt nâi tr¶n. Chùng minh r¬ng
b i to¡n khæng gi£i �÷ñc n¸u r chia h¸t cho 2 ho°c 3.

Líi gi£i. Gi£ sû cù méi l¦n di chuyºn n÷îc �i l  mët h¼nh chú nhªt câ
hai c¤nh a v  b (�ìn và). Do �â a2 + b2 = r. N¸u r chia h¸t cho 2 th¼ a
v  b s³ còng ch®n ho°c còng l´. N¸u tæ m u c¡c æ vuæng nh÷ b n cí th¼
�i·u n y câ ngh¾a l  æ trng s³ �÷ñc chuyºn �¸n æ trng, æ �en chuyºn
�¸n æ �en. Nh÷ng hai æ ð hai gâc k· nhau (dåc theo chi·u d i b£ng)
kh¡c m u, do �â b i to¡n khæng gi£i �÷ñc. N¸u r chia h¸t cho 3 th¼ c£
a l¨n b �·u l  bëi cõa 3. Nh÷ th¸, n¸u gi£ sû æ �¦u ti¶n câ to¤ �ë (0; 0),
æ �÷ñc chuyºn �¸n s³ câ to¤ �ë (3m; 3n). Nh÷ng y¶u c¦u æ �÷ñc chuyºn
�¸n sau còng ph£i câ to¤ �ë (19; 0) n¶n trong tr÷íng hñp n y b i to¡n
công khæng gi£i �÷ñc.

2.2. B§t bi¸n cõa mët �¤i l÷ñng n o �â

Trong möc n y, ta s³ mæ t£ ph÷ìng ph¡p t¼m mët �¤i l÷ñng n o �â
b§t bi¸n trong qu¡ tr¼nh bi¸n �êi.
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B i to¡n 2.2.1. C¡c d§u cëng v  trø �÷ñc vi¸t v o c¡c æ trong mët
b£ng 4 x 4 nh÷ trong h¼nh v³. Méi l¦n, ta cho ph²p �£o ng÷ñc t§t c£
c¡c d§u trong còng mët h ng, trong còng mët cët, ho°c dåc theo mët
�÷íng b§t k¼ song song vîi mët trong 2 �÷íng ch²o cõa b£ng (�°c bi»t,
câ thº �£o d§u c¡c æ ð gâc). Câ thº hay khæng, b¬ng c¡ch thüc hi»n c¡c
ph²p t½nh tr¶n �¥y, nhªn �÷ñc mët b£ng khæng câ d§u trø?

+ + - +
+ + + +
+ + + +
+ + + +

H¼nh 2.5

Líi gi£i. Ta thay c¡c d§u cëng v  d§u trø t÷ìng ùng bði c¡c sè +1,−1.
Rã r ng t½ch cõa t§t c£ c¡c sè �¢ bi¸t, ho°c t½nh ch®n l´ cõa sè c¡c d§u
trø, ho°c t½nh ch®n l´ cõa têng c¡c sè (khi thay d§u cëng bði sè 0 v 
d§u trø bði sè 1) �·u khæng ph£i l  mët b§t bi¸n cõa b i to¡n. Nh÷ vªy
�º gi£i b i to¡n n y, ta c¦n t¼m b§t bi¸n kh¡c vîi c¡c b§t bi¸n �¢ �÷ñc
dòng khi gi£i b i to¡n 2.1.1. M°c dò t½ch t§t c£ c¡c sè khæng b§t bi¸n,
nh÷ng r§t câ thº t½ch cõa c¡c sè ð mët sè æ cè �ành n o �â l  mët b§t
bi¸n. �º t¼m c¡c æ nh÷ vªy, ta c¦n t¼m mët tªp hñp c¡c æ m  khi thüc
hi»n ph²p t½nh cho ph²p, sè æ câ thº �£o d§u trong tªp hñp n y ph£i l 
sè ch®n. D¹ th§y r¬ng, tªp hñp c¡c æ �÷ñc �¡nh d§u x trong b£ng s³ câ
t½nh ch§t �â:

x x
x x
x x

x x

H¼nh 2.6

T¤i tr¤ng th¡i xu§t ph¡t, t½ch c¡c sè vi¸t trong c¡c æ nâi tr¶n l  -1.
Do t½ch n y l  mët b§t bi¸n n¶n trong qu¡ tr¼nh thüc hi»n ph²p to¡n �¢
cho, ta khæng thº n o nhªn �÷ñc mët b£ng khæng câ d§u trø n o.
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B i to¡n 2.2.2. C¡c d§u cëng v  trø �÷ñc vi¸t v o c¡c æ trong mët
b£ng 6 x 6 nh÷ trong h¼nh v³. Méi l¦n, ta cho ph²p �£o ng÷ñc t§t c£
c¡c d§u trong còng mët h ng, trong còng mët cët, ho°c dåc theo mët
�÷íng b§t k¼ song song vîi mët trong 2 �÷íng ch²o cõa b£ng (�°c bi»t,
câ thº �£o d§u c¡c æ ð gâc). Câ thº hay khæng, b¬ng c¡ch thüc hi»n c¡c
ph²p t½nh tr¶n �¥y, nhªn �÷ñc mët b£ng khæng câ d§u trø?

Líi gi£i.
a) Vîi b£ng ban �¦u cho nh÷ h¼nh sau:

+ + - + + +
+ + + + + +
+ + + + + +
+ + + + + +
+ + + + + +
+ + + + + +

H¼nh 2.7

Ta thay c¡c d§u cëng v  d§u trø t÷ìng ùng bði c¡c sè +1,−1. Rã
r ng t½ch cõa t§t c£ c¡c sè �¢ vi¸t, ho°c t½nh ch®n l´ cõa sè c¡c d§u trø,
ho°c t½nh ch®n l´ cõa têng c¡c sè (khi thay d§u cëng bði sè 0 v  d§u trø
bði sè 1) �·u khæng ph£i l  mët b§t bi¸n cõa b i to¡n. Nh÷ vªy �º gi£i
b i to¡n n y, ta c¦n t¼m b§t bi¸n kh¡c vîi c¡c b§t bi¸n �¢ �÷ñc dòng
khi gi£i b i to¡n 2.1.1. M°c dò t½ch t§t c£ c¡c sè khæng b§t bi¸n, nh÷ng
r§t câ thº t½ch cõa c¡c sè ð mët sè æ cè �ành n o �â l  mët b§t bi¸n. �º
t¼m c¡c æ nh÷ vªy, ta c¦n t¼m mët tªp hñp c¡c æ m  khi thüc hi»n ph²p
t½nh cho ph²p, sè æ câ thº �£o d§u trong tªp hñp n y ph£i l  sè ch®n.
D¹ th§y r¬ng, tªp hñp c¡c æ �÷ñc �¡nh d§u x trong b£ng s³ câ t½nh ch§t
�â:

x x x x
x x
x x
x x
x x

x x x x
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H¼nh 2.8

T¤i tr¤ng th¡i xu§t ph¡t, t½ch c¡c sè vi¸t trong c¡c æ nâi tr¶n l  -1.
Do t½ch n y l  mët b§t bi¸n n¶n trong qu¡ tr¼nh thüc hi»n ph²p to¡n �¢
cho, ta khæng thº n o nhªn �÷ñc mët b£ng khæng câ d§u trø n o.
b) Vîi b£ng ban �¦u cho nh÷ h¼nh sau:

+ + - + + +
+ + + + + +
+ + + + + +
+ + + + + +
+ + + + + +
+ + + - + +

H¼nh 2.9

Ta thay c¡c d§u cëng v  d§u trø t÷ìng ùng bði c¡c sè +1,−1. Rã
r ng t½ch cõa t§t c£ c¡c sè �¢ vi¸t, ho°c t½nh ch®n l´ cõa sè c¡c d§u trø,
ho°c t½nh ch®n l´ cõa têng c¡c sè (khi thay d§u cëng bði sè 0 v  d§u trø
bði sè 1) �·u khæng ph£i l  mët b§t bi¸n cõa b i to¡n. Nh÷ vªy �º gi£i
b i to¡n n y, ta c¦n t¼m b§t bi¸n kh¡c vîi c¡c b§t bi¸n �¢ �÷ñc dòng
khi gi£i b i to¡n 2.1.1. M°c dò t½ch t§t c£ c¡c sè khæng b§t bi¸n, nh÷ng
r§t câ thº t½ch cõa c¡c sè ð mët sè æ cè �ành n o �â l  mët b§t bi¸n. �º
t¼m c¡c æ nh÷ vªy, ta c¦n t¼m mët tªp hñp c¡c æ m  khi thüc hi»n ph²p
t½nh cho ph²p, sè æ câ thº �£o d§u trong tªp hñp n y ph£i l  sè ch®n.
D¹ th§y r¬ng, tªp hñp c¡c æ �÷ñc �¡nh d§u x trong b£ng s³ câ t½nh ch§t
�â:

x x x x
x x
x x
x x
x x

x x x x

H¼nh 2.10
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T¤i tr¤ng th¡i xu§t ph¡t, t½ch c¡c sè vi¸t trong c¡c æ nâi tr¶n l  -1.
Do t½ch n y l  mët b§t bi¸n n¶n trong qu¡ tr¼nh thüc hi»n ph²p to¡n �¢
cho, ta khæng thº n o nhªn �÷ñc mët b£ng khæng câ d§u trø n o.
c) Vîi b£ng ban �¦u cho nh÷ h¼nh sau:

+ + + + + +
+ + + + + +
+ + + + + +
+ + + + + +
+ + + + + +
+ + - - + +

H¼nh 2.11

Ta thay c¡c d§u cëng v  d§u trø t÷ìng ùng bði c¡c sè +1,−1. Rã
r ng t½ch cõa t§t c£ c¡c sè �¢ vi¸t, ho°c t½nh ch®n l´ cõa sè c¡c d§u trø,
ho°c t½nh ch®n l´ cõa têng c¡c sè (khi thay d§u cëng bði sè 0 v  d§u trø
bði sè 1) �·u khæng ph£i l  mët b§t bi¸n cõa b i to¡n. Nh÷ vªy �º gi£i
b i to¡n n y, ta c¦n t¼m b§t bi¸n kh¡c vîi c¡c b§t bi¸n �¢ �÷ñc dòng
khi gi£i b i to¡n 2.1.1. M°c dò t½ch t§t c£ c¡c sè khæng b§t bi¸n, nh÷ng
r§t câ thº t½ch cõa c¡c sè ð mët sè æ cè �ành n o �â l  mët b§t bi¸n. �º
t¼m c¡c æ nh÷ vªy, ta c¦n t¼m mët tªp hñp c¡c æ m  khi thüc hi»n ph²p
t½nh cho ph²p, sè æ câ thº �£o d§u trong tªp hñp n y ph£i l  sè ch®n.
D¹ th§y r¬ng, tªp hñp c¡c æ �÷ñc �¡nh d§u x trong b£ng s³ câ t½nh ch§t
�â:

x x x x
x x
x x

x x
x x

x x

H¼nh 2.12
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T¤i tr¤ng th¡i xu§t ph¡t, t½ch c¡c sè vi¸t trong c¡c æ nâi tr¶n l  -1.
Do t½ch n y l  mët b§t bi¸n n¶n trong qu¡ tr¼nh thüc hi»n ph²p to¡n �¢
cho, ta khæng thº n o nhªn �÷ñc mët b£ng khæng câ d§u trø n o.

B i to¡n 2.2.3. �i·n 29 sè nguy¶n d÷ìng �¦u ti¶n v o c¡c æ vuæng con
cõa b£ng 6 x 5 nh÷ sau:

1 2 3 4 5

6 7 8 9 10

11 12 13 14

15 16 17 18 19

20 21 22 23 24

25 26 27 28 29

B£ng 1

Cho ph²p thay �êi và tr½ cõa c¡c æ trong b£ng theo quy tc: Méi l¦n l§y
mët sè n¬m ð æ k· vîi æ trèng rçi chuyºn sè �â sang æ trèng. Häi nhí
vi»c thüc hi»n li¶n ti¸p mët sè húu h¤n l¦n ph²p chuyºn sè nâi tr¶n �èi
vîi b£ng sè ban �¦u ta câ thº nhªn �÷ñc b£ng sè sau hay khæng?

29 2 3 4 5

6 7 8 9 10

11 12 13 14

15 16 17 18 19

20 21 22 23 24

25 26 27 28 1

B£ng 2

Líi gi£i. Gi£ sû nhí ph²p chuyºn sè theo quy tc cõa �· b i, tø b£ng 1
ta câ thº nhªn �÷ñc b£ng 2 (*). Ta coi æ trèng cõa méi b£ng l  æ �÷ñc
�i·n sè 0. Vîi méi b£ng sè nhªn �÷ñc trong qu¡ tr¼nh chuyºn sè, ta li»t
k¶ t§t c£ c¡c sè trong b£ng theo thù tü tø tr¡i qua ph£i, tø tr¶n xuèng
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d÷îi. Khi �â, ùng vîi méi b£ng sè ta s³ câ mët ho¡n và cõa 30 sè tü
nhi¶n �¦u ti¶n. V  do �â, gi£ sû (*) cho th§y, tø ho¡n và (1, 2, 3, ..., 11,
12, 0, 13, 14, ..., 28, 29) (gåi l  ho¡n và I) ta câ thº nhªn �÷ñc ho¡n và
(29, 2, 3, 4, ...,11, 12, 0, 13, 14, 15, ..., 27, 28, 1) (gåi l  ho¡n và II) nhí
vi»c thüc hi»n li¶n ti¸p mët sè húu h¤n l¦n ph²p �êi ché c¡c sè h¤ng
trong ho¡n và theo quy tc: méi l¦n, l§y mët sè h¤ng kh¡c khæng cõa
ho¡n và rçi �êi và tr½ cõa sè h¤ng �â v  0 cho nhau (1).

Gi£ sû (a1, a2, ..., a30) l  mët ho¡n và cõa 30 sè tü nhi¶n �¦u ti¶n. Ta
gåi c°p sè (ai; aj) l  c°p sè ng÷ñc cõa ho¡n và vøa n¶u, n¸u ai > aj v 
i < j. D¹ th§y, sau mët sè l¦n thüc hi»n ph²p �êi ché c¡c sè h¤ng theo
quy tc (1) �èi vîi ho¡n và (a1, a2, ..., a30) th¼ c°p sè ng÷ñc l¤i cõa ho¡n
và �â s³ t«ng ho°c gi£m mët sè l´ �ìn và (2). Ta câ, sè c°p sè ng÷ñc cõa
ho¡n và I l  12 v  sè c°p sè ng÷ñc cõa ho¡n và II l  67. Tø �â k¸t hñp
vîi (2), suy ra tø ho¡n và I ta ch¿ câ thº nhªn �÷ñc ho¡n và II sau mët
sè l´ l¦n thüc hi»n ph²p �êi ché c¡c sè h¤ng. �i·u �â cho th§y, n¸u tø
b£ng 1 ta nhªn �÷ñc b£ng 2 th¼ sè l¦n chuyºn sè ph£i l  sè l´ (3).

Tæ m u t§t c£ c¡c æ vuæng con cõa b£ng 6 x 5 bði hai m u xanh, �ä
sao cho hai æ k· nhau câ m u kh¡c nhau. Th¸ th¼, sau méi l¦n chuyºn
sè sè 0 s³ �÷ñc chuyºn tø æ câ m u n y sang æ câ m u kia. V  v¼ th¸,
do sè 0 ð b£ng 1 v  sè 0 ð b£ng 2 n¬m ð hai æ còng m u n¶n tø b£ng
1 ta ch¿ câ thº nhªn �÷ñc b£ng 2 sau mët sè ch®n l¦n chuyºn sè. �i·u
n y m¥u thu¨n vîi (3) v  m¥u thu¨n �â cho th§y: Tø b£ng 1 ta khæng
thº nhªn �÷ñc b£ng 2 nhí ph²p chuyºn sè theo quy tc cõa �· b i.

B i to¡n 2.2.4. Tr¶n mët b£ng æ vuæng câ 8 x 8 æ vuæng bao gçm 32
æ trng v  32 æ �en. N¸u mët ng÷íi chìi câ thº thay t§t c£ c¡c æ trng
th nh �en v  æ �en th nh trng còng mët lóc trong mët h ng ho°c mët
cët b§t k¼, th¼ câ thº thüc hi»n húu h¤n b÷îc thay �êi nh÷ vªy �º tr¶n
b£ng ch¿ cán �óng mët æ �en hay khæng?

Líi gi£i. C¥u tr£ líi l  khæng. N¸u câ �óng k æ �en trong mët h ng ho°c
mët cët tr÷îc khi thüc hi»n thay �êi, th¼ sau thüc hi»n mët l¦n thay
�êi, sè æ �en trong h ng �â ho°c cët �â s³ l  8 − k, sü thay �êi æ �en
l  (8− k)− k = 8− 2k æ �en tr¶n b£ng. V¼ 8− 2k l  mët sè ch®n, t½nh
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ch®n l´ cõa sè nhúng æ �en v¨n giú nguy¶n tr÷îc công nh÷ sau thüc hi»n
thay �êi. Do bt �¦u câ 32 æ �en, n¶n khæng thº ch¿ cán l¤i mët æ �en
tr¶n b£ng t¤i mët b÷îc bi¸n �êi n o �â.

B i to¡n 2.2.5. Mët h¼nh vuæng câ c¤nh 4 cm �÷ñc chia th nh 16 æ
vuæng, méi æ vuæng câ c¤nh 1 cm. Trong méi æ vuæng �¡nh d§u cëng
(+), trø mët æ vuæng �¡nh d§u trø (-). Nhúng d§u ð c¡c æ vuæng câ thº
thay �êi �çng thíi theo h ng, cët ho°c �÷íng ch²o. Câ kh£ n«ng sau
húu h¤n l¦n �êi d§u theo nguy¶n tc tr¶n d¨n �¸n t§t c£ c¡c æ vuæng
�·u câ d§u cëng (+) khæng?

+ + - +
+ + + +
+ + + +
+ + + +

H¼nh 2.13

Líi gi£i. Ta thay d§u cëng, trø b¬ng c¡c sè t÷ìng ùng 1 v  -1. Tr¤ng
th¡i ban �¦u gi£ sû l  h¼nh 2.14.

1 1 -1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

H¼nh 2.14

�¤i l÷ñng b§t bi¸n ð b i to¡n n y l  t½ch c¡c sè ð c¡c æ g¤ch ch²o
trong h¼nh 2.15.

x x
x x
x x

x x
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H¼nh 2.15

Sau nhúng thao t¡c mæ t£ trong b i to¡n, �¤i l÷ñng n y luæn luæn câ
gi¡ trà l  -1. Ngh¾a l  trong c¡c æ �÷ñc g¤ch ch²o luæn luæn tçn t¤i mët
æ câ sè -1, suy ra khæng thº nhªn �÷ñc b£ng khæng chùa d§u trø n o.

B i to¡n 2.2.6. Cho mët b£ng h¼nh vuæng 10 x 10 v  trong méi æ ta
ghi theo thù tü mët sè tü nhi¶n gçm tø sè 1 �¸n sè 100. H ng thù nh§t
ghi tø 1 �¸n 10, h ng thù hai ghi tø 11 �¸n 20, . . . Chùng minh r¬ng
têng S cõa 10 sè b§t k¼ cõa b£ng, trong �â khæng câ hai sè n o thuëc
còng mët h ng v  khæng câ hai sè n o thuëc còng mët cët, l  mët sè
khæng �êi. T¼m sè S.

Líi gi£i. Ta k½ hi»u sè h¤ng cõa têng l  S.

- Thuëc h ng 1 l  a1.

- Thuëc h ng 2 l  10 + a2.

· · ·

- Thuëc h ng 10 l  90 + a10.

Trong �â, c¡c sè tü nhi¶n a1, a2, . . . , a10 bao gçm giúa 1 v  10, v 
nhúng sè n y �æi mët kh¡c nhau, v¼ n¸u ta câ a1 = a2 th¼ hai sè a1 v 
10 + a2 ph£i n¬m trong còng mët cët cõa b£ng. Do �â:

S = a1 + (10 + a2) + (20 + a3) + · · ·+ (90 + a10)

= (10 + 20 + · · ·+ 90) + (a1 + a2 + · · ·+ a10)

= 450 + (a1 + a2 + · · ·+ a10)

Bði v¼ c¡c sè a1, a2, . . . , a10 �æi mët kh¡c nhau v  nhªn gi¡ trà nguy¶n
tø 1 �¸n 10, méi mët sè câ m°t trong têng a1 + a2 + · · · + a10 vîi t÷
c¡ch l  mët sè h¤ng, công ch¿ câ mët l¦n. Do �â: a1 + a2 + · · · + a10 =

1 + 2 + · · ·+ 10 = 55. Nh÷ vªy S = 450 + 55 = 505 l  �¤i l÷ñng b§t bi¸n
�èi vîi måi c¡ch chån têng c¡c sè trong b£ng.

B i to¡n 2.2.7. Câ mët b£ng vuæng gçm 16 æ v  trong méi æ ng÷íi ta
vi¸t mët d§u (+) ho°c mët d§u (-). Cho ph²p thay �êi t§t c£ c¡c d§u
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cõa còng mët dáng ho°c mët cët n o �â th nh nhúng d§u ng÷ñc vîi nâ.
Ta ti¸n h nh mët sè l¦n ph²p to¡n nh÷ vªy cho �¸n khi sè d§u trø (-)
khæng thº gi£m �i �÷ñc núa. Khi �â sè nhä nh§t c¡c d§u (-) trong b£ng
m  ta câ thº thüc hi»n mët sè ph²p to¡n �¢ n¶n �º �÷a v· �÷ñc, gåi l 
�°c tr÷ng cõa b£ng. Häi �°c tr÷ng cõa b£ng câ thº nhªn �÷ñc nhúng
gi¡ trà n o?

Líi gi£i. Gi£ sû b£ng T1 sau c¡c ph²p bi¸n �êi n o �â, �¢ �÷ñc mæ t£
trong b i to¡n, bi¸n b£ng T2 m  sè d§u (-) trong T2 l  nhä nh§t, ngh¾a
l  khi bi¸n �êi b£ng T2 , sè d§u trø khæng thº nhä hìn �÷ñc núa. Ta s³
gåi b£ng nh÷ vªy l  b£ng cüc tiºu.

Ta chùng minh sè d§u (-) trong b£ng cüc tiºu khæng lîn hìn 4. Thªt
vªy, trong méi dáng v  méi cët cõa b£ng câ khæng câ qu¡ 2 d§u (-). Gi£
sû tçn t¤i b£ng cüc tiºu câ qu¡ 4 d§u (-). Khi �â trong dáng A n o �â
cõa b£ng câ ½t nh§t hai d§u (-). Ta k½ hi»u P v  Q l  c¡c cët chùa nhúng
d§u (-) §y. Hai d§u (-) kh¡c câ thº ð trong P v  Q ho°c ð c¡c cët kh¡c.
Khi thay �êi dáng A (n¸u c¦n thi¸t) ta s³ câ b£ng m  méi cët P v  Q
câ �óng 2 d§u (-). Ta x²t d§u (-) thù 5. D§u (-) n y ð dáng B. Khi �êi
d§u mët trong hai cët P v  Q, ta s³ câ b£ng m  dáng B câ 3 d§u (-).
�i·u n y m¥u thu¨u vîi gi£ thi¸t b£ng T2 cüc tiºu.

C¡c b£ng câ 1, 2, 3, 4 d§u (-) ð �÷íng ch²o, cán c¡c và tr½ kh¡c d§u
(+), ch½nh l  c¡c b£ng cüc tiºu. �º chùng minh �i·u n y ta chó þ r¬ng
k¸t qu£ cõa ph²p bi¸n �êi T1 th nh T2 khæng phö thuëc v o sè l¦n �êi
d§u cõa mët dáng ho°c mët cët m  ch¿ phö thuëc v o t½nh ch®n l´ cõa
sè �â. Thªt vªy, gi£ sû, v½ dö dáng thù nh§t �êi d§u a l¦n, cán c¡c cët
thay �êi t÷ìng ùng b1, b2, b3, b4 l¦n. Khi �â, d§u �ùng ð gâc tr¶n b¶n
tr¡i thay �êi a + b1 l¦n, cán c¡c d§u ð 3 æ cán l¤i thay �êi l¦n l÷ñt l 
a + b2, a + b3, a + b4 l¦n. N¸u a ch®n, l§y 0 thay a; n¸u a l´, l§y 1 thay
a th¼ k¸t qu£ v¨n giú nguy¶n. V¼ vªy ch¿ c¦n x²t nhúng bi¸n �êi khæng
qu¡ 1 l¦n.

Sû döng k¸t qu£ n y ta s³ th§y ngay c¡c b£ng tr¶n �óng l  c¡c b£ng
cüc tiºu. Vªy �°c tr÷ng cõa b£ng ch¿ câ thº nhªn mët trong c¡c gi¡ trà
l  1, 2, 3, 4.
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B i to¡n 2.2.8. X²t mët b£ng vuæng 4 x 4 æ. T¤i méi æ cõa b£ng vuæng
câ chùa d§u (+) ho°c d§u trø (-). Méi l¦n thüc hi»n cho ph²p ta �êi d§u
t§t c£ c¡c æ tr¶n còng mët h ng ho°c còng mët cët. Gi£ sû b£ng vuæng
ban �¦u câ 1 d§u (+) v  15 d§u (-). Häi câ thº �÷a b£ng ban �¦u v·
b£ng câ to n d§u cëng �÷ñc khæng?

Líi gi£i. C¥u tr£ líi l  khæng. V  líi gi£i kh¡ �ìn gi£n. Thay d§u cëng
b¬ng sè 1 v  d§u trø b¬ng -1. X²t t½ch t§t c£ c¡c sè tr¶n b£ng vuæng.
Khi �â, qua méi ph²p bi¸n �êi, t½ch n y khæng thay �êi (v¼ s³ �êi d§u 4
sè). V¼ vªy, cho dò thüc hi»n bao nhi¶u l¦n, tø b£ng vuæng (1, 15) s³ ch¿
�÷a v· c¡c d¤ng b£ng vuæng câ sè l´ d§u trø (-), câ ngh¾a l  s³ khæng
thº �÷a v· b£ng æ vuæng câ to n d§u cëng.
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Ch÷ìng 3

MËT SÈ LO�I B�I TO�N KH�C

Ngo i nhúng b i to¡n tr¶n b£ng æ vuæng, cán câ r§t nhi·u d¤ng b i
to¡n kh¡c m  ph÷ìng ph¡p gi£i công l  sû döng mët b§t bi¸n n o �â.
Ð �¥y chóng tæi ch¿ giîi h¤n trong vi»c �÷a ra mët sè v½ dö minh håa.

B i to¡n 3.0.9. Cho mët b£ng h¼nh æ vuæng câ c¤nh 10 cm �÷ñc chia
ra th nh 100 æ vuæng nhä câ c¤nh b¬ng 1 cm. Ngo i ra ta �°t l¶n �â 25
h¼nh chú nhªt nh÷ nhau câ câ chi·u cao 4 cm v  chi·u rëng 1 cm, méi
h¼nh chú nhªt �÷ñc chia ra th nh 4 æ vuæng câ c¤nh l  1 cm. Câ thº
sp �°t nhúng h¼nh chú nhªt tr¶n b£ng h¼nh vuæng sao cho chóng phõ
to n bë b£ng vuæng hay khæng? (khæng ch§p nhªn h¼nh chú nhªt n o
câ c¤nh lçi ra khäi b£ng).

Líi gi£i. Ta tæ b£ng æ vuæng b¬ng m u �en, trng nh÷ h¼nh 3.16.

H¼nh 3.16

Ta nhªn �÷ñc 25 æ �en v  75 æ trng. Ta chó þ l  �°t nhúng h¼nh chú
nhªt tr¶n b£ng vuæng sao cho méi æ vuæng cõa h¼nh chú nhªt tròng vîi
mët æ vuæng n o �â cõa b£ng vuæng. H¼nh chú nhªt n y s³ phõ l¶n ho°c
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l  2 ho°c l  0 æ vuæng �en. Tø �â suy ra khi �°t t§t c£ 25 h¼nh chú nhªt
tr¶n b£ng vuæng, chóng s³ phõ k½n mët sè ch®n nhúng æ vuæng �en. Bði
v¼, sè l÷ñng cõa æ vuæng �en �¢ tæ l  25, nâ khæng ph£i l  mët sè ch®n.
Nh÷ vªy khæng thº phõ b¬ng 25 h¼nh chú nhªt tr¶n h¼nh vuæng �¢ cho.

B i to¡n 3.0.10. Mët l÷îi h¼nh chú nhªt �÷ñc tæ m u theo kiºu b n
cí, v  trong méi æ câ mët sè nguy¶n. Gi£ sû r¬ng têng c¡c sè trong méi
h ng v  têng c¡c sè trong méi cët l  mët sè ch®n. Chùng minh r¬ng
têng t§t c£ c¡c sè trong æ �en l  ch®n.

Líi gi£i. Gi£ sû c¡c m u tæ l  �ä v  �en, trong �â æ vuæng gâc tr¡i tr¶n
l  m u �ä.

H¼nh 3.17

(V¼ têng t§t c£ c¡c sè trong l÷îi h¼nh chú nhªt l  ch®n n¶n �i·u c¦n
chùng minh công t÷ìng �÷ìng vîi têng c¡c æ m u �ä l  sè ch®n.) Têng
c¡c h ng thù nh§t, thù ba, . . . (tø tr¶n xuèng), v  c¡c cët thù nh§t, thù
ba, . . . (tø tr¡i sang) b¬ng têng c¡c sè trong c¡c æ �en trø �i hai l¦n
têng t§t c£ c¡c sè trong c¡c æ �ä. V¼ têng n y l  sè ch®n n¶n têng c¡c
sè trong c¡c æ �en l  ch®n.

B i to¡n 3.0.11. Trong mët b£ng æ vuæng câ n x n æ vîi n l  sè l´.
Trong méi æ ta vi¸t +1 ho°c -1. Gåi ai l  t½ch t§t c£ c¡c sè thuëc h ng
thù i v  bj l  t½ch t§t c£ c¡c sè thuëc cët thù j vîi i, j = 1, 2, 3, . . . , n.
Chùng minh r¬ng a1 + a2 + · · ·+ an + b1 + b2 + · · ·+ bn 6= 0.

Líi gi£i. N¸u ta �êi d§u cõa sè n¬m ð h ng thù p v  cët thù q, nhúng
sè ap v  bq công �êi d§u, cán nhúng sè kh¡c v¨n giú nguy¶n. Ta xem sü
thay �êi cõa ap + bq tr÷îc v  sau khi �êi d§u:
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Tr÷îc Sau Tr÷îc Sau Tr÷îc Sau Tr÷îc Sau

ap -1 +1 -1 +1 +1 -1 +1 -1

bq -1 +1 +1 -1 -1 +1 +1 -1

ap+bq -2 +2 0 0 0 0 +2 -2

Ta th§y r¬ng ap+bq bi¸n �êi b¬ng c¡ch th¶m v o mët sè bëi cõa 4. Ta
x²t b£ng ch¿ câ sè +1, vîi b£ng n y a1+a2+· · ·+an+b1+b2+· · ·+bn = 2n

v  theo �i·u ki»n n l  mët sè l´, nh÷ vªy têng n y khæng chia h¸t cho 4.
Bði v¼ méi b£ng kh¡c nhªn �÷ñc tø b£ng to n sè +1 b¬ng c¡ch bi¸n �êi
mët sè ph¦n tû v  ta th§y r¬ng têng a1 +a2 + · · ·+an + b1 + b2 + · · ·+ bn
�·u khæng chia h¸t cho 4 v  nh÷ vªy têng n y luæn kh¡c 0.

B i to¡n 3.0.12. Tr¶n tí gi§y câ k´ mët l÷îi c¡c æ vuæng, ng÷íi ta v³
mët �÷íng g§p khóc kh²p k½n vîi c¡c �¿nh t¤i c¡c mót cõa l÷îi v  t§t
c£ c¡c �o¤n cõa nâ câ �ë d i b¬ng nhau. Chùng minh r¬ng, sè c¡c �o¤n
cõa �÷íng g§p khóc kh²p k½n nh÷ vªy l  ch®n.

Líi gi£i. Gi£ sû A1A2...AnA1 l  mët �÷íng g§p khóc �¢ cho. Ta l§y h»
tröc to¤ �ë vuæng gâc l  c¡c �÷íng bi¶n cõa l÷îi v  chi·u rëng cõa mët æ
l m �ìn và. Khi �â to¤ �ë (xi; yi) cõa �¿nhAi l  nguy¶n vîi i = 1, 2, . . . , n.
�°t Xi = xn+1 − xn;Yi = yn+1 − yn;Xn = x1 − xn;Yn = y1 − yn.
Ta câ:

X1 +X2 + · · ·+Xn = 0 (3.1)

Y1 + Y2 + · · ·+ Yn = 0 (3.2)

X2
1 + Y 2

1 = X2
2 + Y 2

2 = · · · = X2
n + Y 2

n = C (3.3)

�º þ l  X2 + Y 2 chia 4 d÷ 0 n¸u X v  Y �·u ch®n, d÷ 1 n¸u
mët sè l´ v  d÷ 2 n¸u 2 sè �·u l´. Câ thº gi£ thi¸t r¬ng trong
X1, X2, ..., Xn, Y1, Y2, ..., Yn câ ½t nh§t mët sè l´, nâi c¡ch kh¡c l  ta chia
t§t c£ c¡c sè n y cho ÷îc chung cõa chóng v  x²t bë sè nhªn �÷ñc. Nh÷
vªy ch¿ câ 2 tr÷íng hñp x£y ra :
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Tr÷íng hñp 1: C chia cho 4 d÷ 2, khi �â vîi méi i th¼ Xi v  Yi �·u l´
n¶n tø �i·u ki»n (1.1) suy ra n ch®n.
Tr÷íng hñp 2: C chia cho 4 d÷ 1, khi �â, vîi méi i th¼ Xi ho°c Yi l´,
cán sè kia ch®n. Tø (1.1) suy ra sè c¡c c°p (Xi;Yi) m  Xi l´ l  ch®n. Tø
(1.2) suy ra sè c¡c c°p (Xi;Yi) m  Yi l´ l  ch®n n¶n sè c¡c c°p (Xi;Yi)

l  ch®n.

Nh÷ vªy, trong måi tr÷íng hñp n �·u ch®n.

B i to¡n 3.0.13. Cho m v  n l  c¡c sè nguy¶n d÷ìng lîn hìn 3 v  b£ng
æ vuæng k½ch th÷îc m x n. Cho ph²p �°t bi v o c¡c æ vuæng con cõa
b£ng theo c¡ch sau: méi l¦n, �°t v o 4 æ vuæng con (méi æ 1 vi¶n) m  4
æ vuæng �â t¤o th nh 1 trong c¡c h¼nh d÷îi �¥y:

H¼nh 3.18

Häi b¬ng c¡ch tr¶n ta câ thº �°t bi v o c¡c æ vuæng con cõa b£ng sao cho
sè bi trong méi æ vuæng con �·u b¬ng nhau hay khæng, n¸u m = 2005

v  n = 2006.

Líi gi£i. Gi£ sû sau mët sè húu h¤n l¦n ph²p thüc hi»n �°t bi cõa �·
b i, ta �°t �÷ñc v o méi æ vuæng con cõa b£ng 2005 x 2006 l  k vi¶n bi.

Tæ m u t§t c£ c¡c æ vuæng con thuëc h ng l´ cõa b£ng bði m u �en
v  coi c¡c æ khæng tæ m u câ m u trng. Khi �â, sè æ m u �en b¬ng
2.10032 v  sè æ m u trng b¬ng 2006.1002. Ta th§y, ð méi l¦n �°t bi, ta
�·u �°t �óng hai vi¶n bi v o c¡c æ m u �en v  �óng 2 vi¶n bi v o c¡c æ
m u trng. Do �â, sau méi l¦n �°t bi, sè bi trong c¡c æ m u �en v  sè
bi trong c¡c æ m u trng luæn b¬ng nhau. Suy ra, khi ð méi æ câ k vi¶n
bi, ta ph£i câ 2.1032.k = 2006.1002.k suy ra k = 0. �i·u væ l½ n y chùng
tä gi£ sû ban �¦u l  sai, v¼ th¸ ta câ �i·u ph£i chùng minh.
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B i to¡n 3.0.14. Mët c¡i n·n nh  d¤ng h¼nh chú nhªt �÷ñc l¡t k½n
b¬ng nhúng vi¶n g¤ch mem k½ch th÷îc 2 x 2 v  1 x 4. Khi sûa n·n nh ,
ng÷íi ta ph£i dï t§t c£ sè g¤ch men �¢ l¡t, nh÷ng khæng may bà vï m§t
mët vi¶n k½ch th÷îc 2 x 2. V¼ khæng câ lo¤i g¤ch men k½ch th÷îc 2 x 2
n¶n ng÷íi ta ph£i thay vi¶n bà vï bði c¡c vi¶n k½ch th÷îc 1 x 4. Chùng
minh r¬ng, b¥y gií n·n nh  khæng thº l¡t �÷ñc bði c¡c vi¶n g¤ch §y.

Líi gi£i. Ta chia n·n nh  th nh c¡c h¼nh vuæng câ k½ch th÷îc 1 x 1, v 
tæ �en c¡c æ �ùng ð dáng l´, cët l´. Ta th§y méi vi¶n g¤ch 1 x 4 chi¸m 4
æ vuæng tr¶n n·n nh  s³ chùa mët sè ch®n c¡c æ �en, cán c¡c vi¶n g¤ch
2 x 2 chi¸m �óng mët æ �en. Nh÷ vªy, lóc �¦u t§t c£ g¤ch l¡t k½n n·n
nh  n¶n sè vi¶n g¤ch 2 x 2 câ còng t½nh ch®n l´ vîi sè c¡c æ �÷ñc tæ �en.
V¼ vªy, n¸u sè c¡c vi¶n g¤ch 2 x 2 bît �i mët �ìn và tùc l  t½nh ch®n
l´ bà thay �êi, tùc l  kh¡c t½nh ch®n l´ vîi sè c¡c æ �en. Do �â n·n nh 
khæng �÷ñc l¡t k½n.

B i to¡n 3.0.15. Cho b£ng æ vuæng k½ch th÷îc 2000 x 2001. H¢y t¼m
sè nguy¶n d÷ìng k lîn nh§t sao cho ta câ thº tæ m u k æ vuæng con cõa
b£ng tho£ m¢n �i·u ki»n: hai æ vuæng con n o �÷ñc tæ m u công khæng
câ �¿nh chung.

Líi gi£i. Ta qui ÷îc: Thù tü cõa c¡c h ng �÷ñc t½nh tø tr¶n xuèng d÷îi
v  thù tü cõa c¡c cët �÷ñc t½nh theo thù tü tø tr¡i qua ph£i.
K½ ki»u (i; j) l  æ vuæng n¬m ð giao cõa h ng thù i v  cët thù j. K½ hi»u
k(T ) l  sè æ �÷ñc tæ m u ð c¡ch tæ m u T .

X²t mët c¡ch tæ m u T tho£ m¢n �i·u ki»n �· b i. D¹ th§y n¸u æ
(i; j) �÷ñc tæ m u (1 ≤ i ≤ 1999) th¼ æ (i+1; j) v  c¡c æ k· vîi nâ trong
còng h ng �·u khæng �÷ñc tæ m u. �i·u n y cho ph²p ta thüc hi»n ph²p
bi¸n �êi sau �èi vîi T : Xo¡ m u ð t§t c£ c¡c æ (i; j) m  i ≡ 1(mod2) v 
�çng thíi tæ m u c¡c æ (i + 1; j). Rã r ng sau khi thüc hi»n ph²p bi¸n
�êi nâi tr¶n �â vîi T , ta s³ �÷ñc mët c¡ch tæ m u T ′ tho£ m¢n �i·u ki»n
�· b i v  thäa m¢n

+ k(T ′) = k(T ).
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+ T§t c£ c¡c æ n¬m ð c¡c h ng thù hai: i−1 vîi i = 1, 2, 3, . . . , 103,
�·u khæng câ m u.

Tø �i·u ki»n cõa �· suy ra sè æ �÷ñc tæ m u trong mët h ng khæng
v÷ñt qu¡ 1001. Do �â : k(T ′) ≤ 1001.103. V¼ vªy: k(T ) ≤ 1001.103, vîi
måi c¡ch tæ m u T tho£ m¢n �i·u ki»n b i to¡n.

X²t c¡ch tæ m u sau: Tæ m u t§t c£ c¡c æ (2i; 2j − 1) vîi i =

1, 2, . . . , 103; j = 1, 2, . . . , 1001. D¹ th§y, c¡ch tæ m u vøa n¶u tho£ m¢n
�i·u ki»n �· b i v  câ sè æ �÷ñc tæ m u b¬ng 1001.103. Vªy sè nguy¶n
d÷ìng k lîn nh§t c¦n t¼m l  k = 1001.103.

B i to¡n 3.0.16. Tr¶n b£ng câ c¡c sè
1

96
,

2

96
,

3

96
, ...,

96

96
. Méi l¦n thüc

hi»n, cho ph²p xo¡ �i hai sè a, b b§t k¼ tr¶n b£ng v  thay b¬ng a+b−2ab.
Häi sau 95 l¦n thüc hi»n ph²p xo¡, sè cán l¤i tr¶n b£ng l  sè n o?

Líi gi£i. Khi �°t b i to¡n n y tho¤t �¦u ta công lc �¦u l± l÷ïi v¼ �·
b i y¶u c¦u t½nh to¡n qu¡ nhi·u. Hìn núa, trong b i to¡n tr¶n, thù tü
thüc hi»n c¡c ph²p to¡n l¤i khæng �÷ñc nâi rã, t¤o ra mët t¼nh huèng
g¦n nh÷ khæng thº xû lþ nêi. Nh÷ng ch½nh nhúng khâ kh«n �â l¤i gñi
mð ra c¡ch gi£i.

Ta cè gng t¼m mët �¤i l÷ñng n o �â b§t bi¸n trong qu¡ tr¼nh bi¸n
�êi. Thæng th÷íng, ch¿ ngh¾ �¸n nhúng h m �ìn gi£n, ch¯ng h¤n t½ch
ho°c têng c¡c sè, hay bi¸n �êi chót ½t c¡c h m �â. Tø �¯ng thùc −2(a+

b− 2ab) + 1 = (2a− 1)(2b− 1), ta ngh¾ �¸n vi»c x²t b§t bi¸n sau �¥y.

Gi£ sû c¡c sè tr¶n �¥y l  a1, a2, a3, . . . , ak. Ta cho t÷ìng ùng b£ng
n y vîi t½ch (2a1 − 1)(2a2 − 1)...(2ak − 1). Khi �â, sau méi l¦n bi¸n
�êi, t½ch tr¶n bà m§t �i hai thøa sè (2a − 1)(2b − 1) v  th¶m v o thøa
sè 2(a + b − 2ab) − 1 = −(2a − 1)(2b − 1). Do �â t½ch tr¶n v¨n khæng
�êi (ch¿ �êi d§u ). V¼ t½ch ban �¦u b¬ng 0 (do b£ng ban �¦u câ chùa

sè
48

96
=

1

2
), n¶n sè cuèi còng S công ph£i cho t½ch sè b¬ng 0, tùc l 

2S − 1 = 0 suy ra S =
1

2
.

B i to¡n 3.0.17. C¡c sè nguy¶n tø 1 �¸n 2010 �÷ñc vi¸t li·n nhau
123. . . 2010. Nh¥n chú sè thù nh§t vîi 2 rçi cëng vîi chú sè thù 2, k¸t
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qu£ l¤i nh¥n vîi 2, cëng vîi chú sè thù 3 . . . Sau h¸t cëng vîi chú sè cuèi
còng. Vîi sè nhªn �÷ñc ta l¤i l m nh÷ tr¶n v  ti¸p töc m¢i m¢i cho �¸n
khi nhªn �÷ñc k¸t qu£ l  mët sè câ mët chú sè. H¢y t¼m sè �â?

Líi gi£i. Sau l¦n thù nh§t ta nhªn �÷ñc sè d¤ng:

1.22010 + 2.22010 + · · ·+ 1.2 + 0.1

Ta s³ chùng tä sè n y vîi sè ban �¦u khi chia cho 8 câ còng mët sè
d÷. Muèn vªy, ta ch¿ c¦n chùng tä 10k − 2k chia h¸t cho 8 vîi måi sè
nguy¶n k ≥ 0. Vîi k = 0 th¼ �i·u �â l  hiºn nhi¶n.
Vîi k ≥ 1 th¼ 10k − 2k = 8(10k−1 + 10k−2.2 + · · ·+ 2k−1) chia h¸t cho 8.

Nh÷ vªy, sau méi l¦n thüc hi»n ph²p bi¸n �êi, sè d÷ cõa ph²p chia
cho 8 l  mët b§t bi¸n. Sè ban �¦u chia cho 8 d÷ l  2, n¶n sè câ mët chú
sè cuèi còng nhªn �÷ñc l  sè 2.

B i to¡n 3.0.18. C¡c sè 1, 2, . . . , n �÷ñc sp x¸p theo mët thù tü n o
�â. Ta câ thº �êi ché hai sè k· nhau tuý þ. Chùng minh r¬ng, vîi mët
sè l´ l¦n thüc hi»n ph²p t½nh, d¢y nhªn �÷ñc kh¡c vîi d¢y ban �¦u.

Líi gi£i. Gi£ sû a1, a2, . . . , an l  c¡c sè 1, 2, . . . , n vi¸t theo thù tü n o
�â. Ta câ mët ph²p th¸ cõa c¡c sè 1, 2, . . . , n. C¡c sè ai, aj trong ph²p
th¸ n y gåi l  lªp n¶n mët nghàch th¸, n¸u i > j nh÷ng ai > aj. Khi �êi
ché hai sè k· nhau, ta �êi thù tü cõa chóng trong khi v¨n giú nguy¶n
thù tü c¡c sè cán l¤i. Nh÷ vªy, sè c¡c nghàch th¸ s³ t«ng ho°c gi£m mët
�ìn và. Sau mët sè l´ l¦n thüc hi»n ph²p to¡n, ta l m thay �êi t½nh ch®n
l´ cõa sè c¡c nghàch th¸, v  do �â nhªn �÷ñc mët d¢y kh¡c vîi d¢y ban
�¦u.

B i to¡n 3.0.19. Tr¶n b£ng ta vi¸t 3 sè nguy¶n. Sau �â xo¡ �i mët
sè v  vi¸t v o �â têng hai sè cán l¤i trø �i 1. Thao t¡c nh÷ vªy l°p l¤i
mët sè l¦n v  cuèi còng ta nhªn �÷ñc ba sè 1945, 1975, 2011. Ph£i ch«ng
nhúng sè �¦u ti¶n tr¶n b£ng �÷ñc vi¸t l  2, 2, 2?

Líi gi£i. B i to¡n câ cho thao t¡c bi¸n �êi ba sè nh÷ng khæng cho bi¸t
g¼ v· bt �¦u tø sè n o v  thù tü ra sao? Th¸ th¼ c¡i g¼ b§t bi¸n trong
b i to¡n n y?

33

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên                                      http://www.lrc-tnu.edu.vn



B i to¡n gi£i �÷ñc nhí ph¡t hi»n b§t bi¸n t½nh ch®n l´ cõa ba sè
khæng thay �êi, n¶n tø tr¤ng th¡i xu§t ph¡t khæng thº nhªn �÷ñc tr¤ng
th¡i k¸t qu£.

Sau b÷îc �¦u ti¶n tø ba sè 2, 2, 2 ta �¢ nhªn �÷ñc 2, 2, 3 ba sè n y
câ hai sè ch®n v  mët sè l´. Tø b÷îc thù hai trð �i th¼ k¸t qu£ luæn câ
hai sè ch®n v  mët sè l´ dò ta thüc hi»n tø �¦u b§t cù sè n o (v¼ nhúng
sè ch®n b¬ng têng cõa mët sè ch®n v  mët sè l´ trø �i 1; sè l´ l  têng
cõa hai sè ch®n trø �i 1). Nh÷ng trong k¸t qu£ �¢ cho �·u l  3 sè l´ c£,
n¶n thao t¡c �¢ cho v  xu§t ph¡t tø 2, 2, 2 khæng thº cho k¸t qu£.

B i to¡n 3.0.20. Mët tí gi§y �÷ñc x² th nh 5 m£nh, sau �â l¤i x² mët
sè m£nh con th nh 5 m£nh, v  cù ti¸p töc nh÷ vªy. Häi b¬ng c¡ch �â câ
thº nhªn �÷ñc t¤i thíi �iºm n o �â câ �óng 2011 m£nh gi§y hay khæng?
2009 m£nh gi§y khæng?

Líi gi£i. Khi ta chia tí gi§y th nh 5 m£nh v  sau n y chia c¡c m£nh
gi§y ra l m 5 m£nh nhä th¼ cù méi l¦n sè m£nh gi§y t«ng th¶m 4. Vªy
sè m£nh gi§y sau méi l¦n x² th¼ câ d¤ng 4k+ 1 (k ∈ N∗), biºu thùc n y
l  b§t bi¸n trong qu¡ tr¼nh x² gi§y. V¼ 2011 6= 4k + 1 n¶n khæng thº x²
�÷ñc 2011 m£nh. Ng÷ñc l¤i, 2009 = 4.502 + 1 n¶n câ thº x² th nh 2009
m£nh sau l¦n thù 502.

B i to¡n 3.0.21. Nhúng sè 1, 2, 3,. . . , 2010 �÷ñc vi¸t tr¶n mët b£ng.
Ng÷íi ta thay hai sè b§t k¼ b¬ng mët sè ho°c l  têng ho°c l  hi»u cõa
hai sè �â. Chùng minh r¬ng sau 2009 l¦n thüc hi»n thao t¡c tr¶n, ch¿
cán mët sè cán l¤i tr¶n b£ng khæng thº l  sè 0.

Líi gi£i. Ta quan t¥m �¸n t½nh ch®n l´ cõa c¡c sè �¢ cho v  sau méi l¦n
thao t¡c �÷ñc sè ch®n l´ nh÷ th¸ n o. Khi bt �¦u tr¶n b£ng câ 1005 sè
l´. Méi l¦n ta thüc hi»n thay �êi, sè cõa nhúng sè l´ ho°c l  cán nguy¶n
(khi ta l§y hai sè câ t½nh ch®n l´ kh¡c nhau ho°c hai sè còng t½nh ch®n)
ho°c l  gi£m �i hai sè (khi ta l§y hai sè còng t½nh l´). Nh÷ vªy sè cõa
nhúng sè l´ cán l¤i sau méi l¦n thüc hi»n thay �êi luæn luæn l  mët sè
l´. Vªy khi cán l¤i mët sè cuèi còng tr¶n b£ng th¼ nâ ph£i l  sè l´, do
�â nâ khæng thº l  0.
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B i to¡n 3.0.22. Tr¶n b£ng �en ta vi¸t 200 d§u cëng v  305 d§u trø.
Ta thüc hi»n ph²p xo¡ hai d§u b§t k¼ trong �â v  vi¸t v o �â mët d§u
cëng n¸u xo¡ �i hai d§u gièng h»t nhau v  d§u trø n¸u xo¡ �i hai d§u
kh¡c nhau. Häi sau mët sè l¦n tr¶n b£ng câ thº ch¿ cán l¤i to n d§u
cëng hay khæng?

Líi gi£i. Tr÷îc h¸t ta h¢y ph¥n t½ch gi£ thi¸t cõa b i to¡n, trong ph²p
bi¸n �êi thù nh§t xo¡ hai d§u gièng h»t nhau v  vi¸t v o �â mët d§u
cëng th¼ d§u cëng gi£m mët ho°c t«ng mët, d§u trø gi£m hai ho°c khæng
thay �êi. Trong ph²p bi¸n �êi thù hai, ta �i·n d§u trø n¸u xo¡ hai d§u
kh¡c nhau, nh÷ vªy sè d§u cëng gi£m mët v  sè d§u trø khæng thay �êi.
Sü bi¸n chuyºn cõa d§u cëng d÷íng nh÷ khæng cho ta hy vång g¼, bði l³
nâ t«ng gi£m mët c¡ch kh¡ li¶n töc mët �ìn và, th¸ cán d§u trø th¼ sao,
thªt may mn nâ giú nguy¶n ho°c gi£m �i hai �ìn và sau méi l¦n bi¸n
�êi. Nh÷ vªy t½nh ch®n l´ cõa sè d§u trø l  khæng thay �êi, ban �¦u sè
d§u trø l  l´ n¶n sè l÷ñng sè d§u trø luæn l´. N¸u cuèi còng trong b£ng
ch¿ cán l¤i d§u cëng th¼ sè d§u trø l  0, l  mët sè ch®n. Nh÷ vªy, khæng
thº câ chuy»n trong b£ng khæng ch¿ to n d§u cëng �÷ñc.

B i to¡n 3.0.23. Trong m°t ph¯ng to¤ �ë, cho mët tªp húu h¤n c¡c
�iºm câ to¤ �ë nguy¶n. Häi r¬ng, câ ph£i ta luæn luæn câ thº tæ m u �ä
mët sè �iºm cõa tªp hñp n y, v  sè cán l¤i �÷ñc tæ m u xanh, sao cho
vîi b§t k¼ �÷íng th¯ng L n o song song vîi mët trong hai tröc to¤ �ë
th¼ sü kh¡c nhau (v· gi¡ trà tuy»t �èi) cõa sè �iºm m u xanh v  sè �iºm
m u �ä tr¶n L s³ khæng lîn hìn 1. H¢y chùng minh cho c¥u tr£ líi tr¶n.

Líi gi£i. Gåi T l  tªp hñp húu h¤n c¡c �iºm câ to¤ �ë nguy¶n �¢ cho ð
�· b i. X²t mët �÷íng th¯ng L tuý þ song song vîi mët trong c¡c tröc
to¤ �ë v  ct tªp hñp T theo thù tü t¤i c¡c �iºm A1, A2, . . . , Ak (thù tü
tø tr¡i sang ph£i ho°c tø d÷îi l¶n tr¶n). Nèi A1 v  A2, A3 v  A4, . . .
Công l m nh÷ vªy �èi vîi �÷íng th¯ng L kh¡c. Khi �â, ta �÷ñc mët
hå c¡c �o¤n th¯ng m  méi �iºm cõa T �·u thuëc khæng qu¡ hai �o¤n
th¯ng. V¼ vªy, ta �÷ñc c¡c �÷íng g§p khóc �âng n y gçm mët sè ch®n
c¡c �o¤n. Ta câ thº tæ m u xen k³ �ä, xanh, �ä, xanh, . . . �èi vîi méi
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�÷íng g§p khóc. C¡c �iºm ríi r¤c kh¡c khæng thuëc �÷íng g§p khóc
n o th¼ ta tæ m u tuý þ. Ta �÷ñc mët c¡ch tæ m u tho£ m¢n �i·u ki»n
�¦u b i v¼ c¡c �iºm n¬m tr¶n c¡c �÷íng song song vîi c¡c tröc to¤ �ë
�÷ñc nèi vîi nhau bði c¡c �o¤n m  c¡c �¦u mót �¦u v  cuèi câ m u
kh¡c nhau. Tâm l¤i, ta câ thº tæ m u nh÷ b i to¡n y¶u c¦u.

B i to¡n 3.0.24. Câ 2010 qu£ c¦u trng trong mët chi¸c hëp. B¶n ngo i
chi¸c hëp công câ c¡c qu£ c¦u trng, xanh v  �ä vîi sè l÷ñng khæng h¤n
ch¸. Trong méi l¦n thay �êi, chóng ta câ thº thay �êi 2 qu£ c¦u trong
hëp bði 1 ho°c 2 qu£ c¦u theo c¡ch sau: 2 qu£ c¦u trng bði 1 qu£ xanh,
2 qu£ �ä bði 1 qu£ xanh, 2 qu£ xanh bði 1 qu£ trng v  1 qu£ �ä, 1 qu£
trng v  1 qu£ xanh bði 1 qu£ �ä ho°c 1 qu£ xanh v  1 qu£ �ä bði 1
qu£ trng.
a) Sau mët sè l¦n thüc hi»n nh÷ tr¶n cán l¤i 3 qu£ c¦u trong hëp. Chùng
minh r¬ng câ ½t nh§t mët qu£ xanh trong 3 qu£ c¦u cán l¤i.
b) Li»u câ thº x£y ra sau mët sè húu h¤n l¦n thüc hi»n nh÷ tr¶n trong
hëp cán l¤i �óng mët qu£ c¦u.

Líi gi£i. a) Ta g¡n gi¡ trà i cho méi qu£ c¦u trng, −i cho méi qu£ c¦u
�ä v  -1 cho méi qu£ c¦u xanh. Ta câ thº kiºm tra l¤i r¬ng c¡c ph²p
thay th¸ �¢ cho khæng l m thay th¸ c¡c gi¡ trà cõa c¡c qu£ c¦u trong
hëp. T½ch c¡c gi¡ trà cõa c¡c qu£ c¦u ban �¦u l  i2010 = −1. N¸u trong
hëp cán l¤i ba qu£ c¦u khæng câ qu£ n o m u xanh th¼ t½ch c¡c gi¡ trà
cõa chóng s³ l  i ho°c −i m¥u thu¨n. Do �â, n¸u trong hëp cán l¤i ba
qu£ c¦u, th¼ ph£i câ ½t nh§t mët qu£ m u xanh.
b) Hìn núa, v¼ khæng câ qu£ n o câ gi¡ trà 1 n¶n trong hëp ph£i chùa
½t nh§t hai qu£ c¦u. Do �â, khæng thº x£y ra tr÷íng hñp trong hëp cán
l¤i mët qu£.

B i to¡n 3.0.25. Cho n �iºm tr¶n m°t ph¯ng (n ≥ 4) sao cho kho£ng
c¡ch giúa 2 �iºm b§t ký trong n �iºm �â l  mët sè nguy¶n. Chùng minh

r¬ng ½t nh§t
1

6
trong sè c¡c kho£ng c¡ch �â chia h¸t cho 3.

Líi gi£i. Ta x²t c¡c �çng d÷ theo mæ�ulæ 3. Tr÷îc h¸t ta chùng minh
vîi n = 4, th¼ ½t nh§t câ hai �iºm ríi nhau m  kho£ng c¡ch giúa chóng
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chia h¸t cho 3. Kþ hi»u 4 �iºm �â l  A,B,C,D. Gi£ sû c¡c kho£ng c¡ch
AB,BC,CD,DA,AC,BD khæng chia h¸t cho 3. Khi �â, khæng m§t t½nh
têng qu¡t, ta gi£ sû B̂AD = B̂AC = ĈAD. Gåi x = B̂AC; y = ĈAD v 
α = 2.AB.AC. cosx, β = 2.AD.AC. cos y v  γ = 2.AB.AD. cos(x + y).
�p döng �ành lþ h m sè cæsin cho tam gi¡c ABC,ACD,ABD ta �÷ñc:

BC2 = AB2 + AC2 − α

CD2 = AC2 + AD2 − β

BD2 = AB2 + AD2 − γ

V¼ b¼nh ph÷ìng méi kho£ng c¡ch l  mët sè nguy¶n, n¶n α, β v  γ công
l  c¡c sè nguy¶n. Do �â:

2AC2.γ = 4AC.AB.AD. cos(x+ y)

= 4AC2.AB.AD.(cosx. cos y − sinx. sin y)

= αβ − 4AB.AD. sinx. sin y

l  sè nguy¶n. V¼ vªy: 4AC2.AB.AD. sinx. sin y l  mët sè nguy¶n ch®n
v  sinx. sin y =

√
(1− cos2 x)(1− cos2 y) l  mët sè húu t�, khi vi¸t

d÷îi d¤ng tèi gi£n tû sè l  sè khæng chia h¸t cho 3. �°t p = 2AB.AC

v  q = 2AD.AC , do �â cosx =
α

p
v  cos y =

β

q
v¼ sinx. sin y =√

(p2 − α2)(q2 − p2)

pq
l  sè húu t� n¶n tû sè ð v¸ ph£i công l  mët sè

nguy¶n. Tû sè chia h¸t cho 3 v¼ p2 ≡ 1( mod 3) v  α2 ≡ 1( mod 3). Nh÷ng
m¨u sè khæng chia h¸t cho 3. Do �â, khi vi¸t d÷îi d¤ng tèi gi£n th¼ tû
sè cõa nâ chia h¸t cho 3, �i·u n y m¥u thu¨n. Do �â, �i·u gi£ sû ban
�¦u l  sai. Vªy câ ½t nh§t mët kho£ng c¡ch chia h¸t cho 3 vîi n = 4.

X²t tr÷íng hñp n ≥ 4. Tø mët tªp n �iºm, câ C4
n c¡c tªp con chùa 4

�iºm câ ½t nh§t hai �iºm trong méi tªp ríi nhau �â câ kho£ng c¡ch chia
h¸t cho 3, v  méi kho£ng c¡ch �â �÷ñc �¸m ½t nh§t C2

n−2 tªp con. Vªy

câ ½t nh§t
C4

n

C2
n−2

=
C2

n

6
c¡c kho£ng c¡ch chia h¸t cho 3.
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B i to¡n 3.0.26. Cho n l  sè nguy¶n d÷ìng l´. Ng÷íi ta vi¸t c¡c sè
1, 2, . . . , 2n l¶n b£ng. Sau �â ng÷íi ta l§y hai sè b§t k¼ a, b thuëc d¢y
tr¶n, xâa chóng �i v  vi¸t v o �â |a− b|. Chùng minh r¬ng sau mët sè
l¦n thüc hi»n nh÷ vªy, mët sè l´ s³ cán l¤i cuèi còng.

Líi gi£i. K½ hi»u S l  têng cõa t§t c£ nhúng sè tr¶n b£ng (ch÷a xo¡).
Khði �¦u S = 1+2+ · · ·+2n = n(2n+1) l  mët sè l´. Sau méi b÷îc S bà
gi£m �i 2 min(a, b) = |a+ b| − |a− b| �¥y l  mët sè ch®n. Nh÷ vªy t½nh
ch®n l´ cõa S khæng �êi. Trong qu¡ tr¼nh gi£m d¦n ta câ S ≡ 1(mod2).
Khði �¦u S l  mët sè l´. Nh÷ vªy k¸t thóc s³ công l  mët sè l´.

B i to¡n 3.0.27. Nhúng sè 1, 2, 3, . . . , n �÷ñc sp x¸p theo mët thù tü
n o �â. Mët ph²p bi¸n �êi l  �êi ché b§t k¼ hai sè c¤nh nhau trong bë
sè câ s®n. Chùng minh r¬ng n¸u ta thüc hi»n sè l´ l¦n ph²p bi¸n �êi nh÷
vªy, th¼ luæn luæn nhªn �÷ñc mët sè kh¡c vîi bë sè ban �¦u v· c¡c và
tr½ cõa c¡c sè 1, 2, . . . , n.

Líi gi£i. Ta k½ hi»u a1, a2, ..., an l  mët ho¡n và cõa bë sè 1, 2, . . . , n. Ta
nâi r¬ng hai sè ai v  aj trong ho¡n và n y l  nghàch th¸ n¸u i < j m 
ai > aj . Khi ta thay �êi hai sè c¤nh nhau trong ho¡n và, ngh¾a l  chóng
�¢ t«ng ho°c gi£m sè l÷ñng nghàch th¸ �i 1.

Ta thüc hi»n sè l´ l¦n thao t¡c nh÷ vªy, th¼ ta �¢ bi¸n �êi t½nh ch®n
l´ cõa sè c¡c nghàch th¸, �i·u �â ngh¾a l  ta thay �êi ho¡n và.

B i to¡n 3.0.28. C¡c sè 1, 2, ..., 2011 �÷ñc vi¸t tr¶n b£ng �en. Ta xâa
hai sè tòy þ v  thay v o �â vi¸t ph¦n d÷ cõa têng hai sè �â khi chia cho
13. L°p l¤i ph²p t½nh n y cho �¸n khi tr¶n b£ng ch¿ cán mët sè. T¼m sè
�â.

Líi gi£i. D¹ th§y r¬ng, th°ng d÷ d÷ìng b² nh§t mæ�ulæ 13 cõa têng c¡c
sè �¢ vi¸t l  mët b§t bi¸n trong to n bë qu¡ tr¼nh. M°t kh¡c, ta câ:

1 + 2+...+2011 = 2024072 ≡ 11(mod13).

Vªy sè cuèi còng cán l¤i tr¶n b£ng l  sè 11.
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B i to¡n 3.0.29. Ta thay méi sè tø 1 �¸n 1.000.000 bði têng c¡c chú
sè cõa nâ. C¡c sè nhªn �÷ñc l¤i ti¸p töc thay b¬ng têng c¡c chú sè. L m
nh÷ vªy cho �¸n khi ch¿ cán l¤i c¡c sè câ mët chú sè. Häi trong d¢y cuèi
còng n y, sè chú sè 1 nhi·u hìn hay ½t hìn sè chú sè 2?

Líi gi£i. Trong suèt qu¡ tr¼nh, th°ng d÷ d÷ìng b² nh§t mæ�ulæ 9 cõa
méi sè l  khæng thay �êi. Trong c¡c sè tø 1 �¸n 1.000.000 câ 111112 sè
�çng d÷ 1 mæ�ulæ 9, v  câ 111111 sè �çng d÷ 2 mæ�ulæ 9. Vªy trong
d¢y cuèi còng, sè chú sè 1 nhi·u hìn sè chú sè 2.

B i to¡n 3.0.30. Gi£ sûM v  N l  hai sè nguy¶n d÷ìng câ 9 chú sè câ
t½nh ch§t l  n¸u b§t k¼ chú sè cõa M �÷ñc thay bði chú sè cõa N t÷ìng
ùng th¼ ta �÷ñc mët bëi cõa 7. Chùng minh r¬ng vîi b§t k¼ mët sè �¤t
�÷ñc b¬ng c¡ch thay mët chú sè cõa N t÷ìng ùng bði mët chú sè cõa
M công l  mët bëi cõa 7.

Líi gi£i. K¸t qu£ �óng vîi b§t k¼ d ≡ 2(mod7).
Vi¸t M =

∑
mk10k, N =

∑
nk10k, ð �¥y mk v  nk l  c¡c chú sè. Khi

�â vîi b§t k¼ k ta câ 10k(nk−mk) ≡ 0−M(mod7). L§y têng theo k, ta
�÷ñcM −N ≡ dM(mod7). V¼ th¸ N ≡ −M(mod7) v  10k(nk−mk) ≡
N(mod7). Vªy khi thay b§t k¼ chú sè N bði chú sè t÷ìng ùng trong M
chóng ta �÷ñc mët sè chia h¸t cho 7.

B i to¡n 3.0.31. C¡c sè 1, 2, 3, . . . , 2005 �÷ñc vi¸t theo thù tü t«ng
d¦n. Bèn sè tuý þ trong d¢y câ thº �÷ñc x¸p l¤i theo thù tü �£o ng÷ñc
t¤i còng và tr½ �¢ câ. B¬ng c¡ch �â, câ thº nhªn �÷ñc d¢y 2005, 2004,
. . . , 2, 1 hay khæng?

Líi gi£i. Ta chùng minh vîi n = 4k + 1 th¼ y¶u c¦u cõa b i to¡n thüc
hi»n �÷ñc cho d¢y 1, 2, . . . , n.

Vîi k = 1, bi¸n �êi nh÷ sau: 12345 → 15432 → 34512 → 32154 →
51234→ 54321.

Gi£ sû k > 1 v  �i·u ph£i chùng minh �¢ �óng vîi k′ < k. X²t d¢y
1, 2, . . . , 4k + 1. Theo gi£ thi¸t quy n¤p cho k − 1, ta bi¸n �êi �÷ñc nâ
th nh d¢y: 1, 2, 3, 4, 4k + 1, 4k, . . . , 6, 5.
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�p döng li¶n ti¸p tr÷íng hñp k = 1, ta l¤i thu �÷ñc c¡c d¢y sau

4k + 1, 4, 3, 2, 1, 4k, . . . , 6, 5.

4k + 1, 4k, 1, 2, 3, 4, 4k − 1,. . . , 6, 5.

4k + 1, 4k, 4k − 1 , 4, 3, 2, 1, 4k − 2, . . . , 6, 5.

· · ·

4k + 1, 4k, 4k − 1, . . . , 6, 1, 2, 3, 4, 5.
V  cuèi còng l  d¢y sau �¥y: 4k + 1, 4k, . . . , 6, 5, 4, 3, 2, 1.

B i to¡n 3.0.32. Câ 25 xe æ tæ xu§t ph¡t còng mët lóc tø c¡c và tr½
kh¡c nhau dåc theo mët �÷íng �ua kh²p k½n, v  ch¤y theo còng mët
h÷îng. Theo quy tc cõa cuëc �ua, c¡c xe câ thº v÷ñt nhau, nh÷ng
khæng �÷ñc v÷ñt 2 xe còng mët lóc (khi câ hai xe n o �â �ang v÷ñt
nhau th¼ t¤i thíi �iºm chóng còng và tr½, xe thù ba khæng �÷ñc v÷ñt).
Sau mët thíi gian, c¡c xe trð v· và tr½ xu§t ph¡t cõa chóng còng mët
lóc. Chùng minh r¬ng trong qu¡ tr¼nh ch¤y, sè l¦n c¡c xe v÷ñt nhau l 
mët sè ch®n.

Líi gi£i. �º gi£i b i to¡n n y, ta ph£i dòng mët ph÷ìng ph¡p r§t thæng
döng khi gi£i c¡c b i to¡n ríi r¤c, l  ��¡nh d§u� mët �èi t÷ñng n o �â,
khi m  c¡c �èi t÷ñng �b¼nh �¯ng� nhau trong b i to¡n (l m nh÷ th¸ s³
d¹ d ng hìn khi lþ luªn). Trong b i to¡n �¢ cho, v¼ �÷íng �ua kh²p
k½n n¶n và tr½ cõa c¡c æ tæ l  ho n to n b¼nh �¯ng. Ta chån mët xe v 
�sìn m u v ng� cho nâ (t§t nhi¶n vîi gi£ thi¸t c¡c xe cán l¤i �·u khæng
câ m u v ng). Xem xe m u v ng �ùng �¦u ti¶n, ti¸p theo l  c¡c xe sè
1, 2, . . . , 24. Gi£ sû câ mët quan s¡t vi¶n ghi l¤i thù tü c¡c xe, v  gn
cho méi xe sè thù tü ban �¦u cõa nâ. Méi l¦n câ mët xe n o v÷ñt xe
kh¡c, hai sè n o �â s³ �êi ché cho nhau. Gi£ sû t¤i thíi �iºm n o �â, câ
mët xe v÷ñt qua xe m u v ng. N¸u thù tü c¡c sè xe tr÷îc khi v÷ñt l 
a1, a2, . . . , a24 th¼ sau khi v÷ñt, thù tü s³ l  a2, a3, . . . , a24, a1. Ph²p th¸
n y câ thº nhªn �÷ñc bði 23 ph²p dàch chuyºn sau �¥y:
a1, a2, ..., a24 → a2, a1, ..., a24 → a2, a3, a1, ..., a24 → · · · →
a2, a3, ..., a1, a24 → a2, a3, ..., a24, a1.

N¸u xe m u v ng v÷ñt mët xe kh¡c th¼ ph²p th¸ a1, a2, . . . , a24 trð
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th nh a24, a1, . . . , a23. D¹ th§y r¬ng, ph²p th¸ n y công câ thº nhªn �÷ñc
bði vi»c thüc hi»n 23 ph²p dàch chuyºn.

Tâm l¤i, b§t ký mët l¦n v÷ñt nhau n o cõa hai xe tuý þ công t÷ìng
ùng vîi mët sè l´ c¡c ph²p dàch chuyºn. T¤i thíi �iºm cuèi còng, thù tü
c¡c xe tròng vîi thù tü xu§t ph¡t n¶n têng sè ph²p dàch chuyºn ph£i l 
sè ch®n. Tø �â suy ra sè l¦n c¡c xe v÷ñt nhau ph£i l  sè ch®n.

B i to¡n 3.0.33. Hai tê håc sinh cõa mët lîp còng ngçi håp quanh mët
c¡i b n trán sao cho sè håc sinh câ b¤n còng tê ngçi b¶n ph£i. Chùng
minh r¬ng têng sè håc sinh cõa hai tê l  mët sè chia h¸t cho 4.

Líi gi£i. C¡ch thù nh§t: Ta k½ hi»u c¡c håc sinh cõa mët tê bði d§u (+)
v  (-). Khi �â ta câ mët h» thèng c¡c d§u (+) v  (-) sp x¸p theo mët
h¼nh trán (H¼nh 3.19). B¥y gií ta xo¡ t§t c£ c¡c d§u cõa méi nhâm c¡c
d§u gièng nhau trø d§u cuèi còng (khi �¸m c¡c d§u theo chi·u ng÷ñc
vîi chi·u quay cõa kim �çng hç). Khi �â ta d¨n �¸n h» thèng ð h¼nh 2
m  trong �â, d¾ nhi¶n sè c¡c d§u cëng b¬ng sè c¡c d§u trø. Do �â, têng
sè c¡c d§u tr¶n h» thèng n y l  sè ch®n. Nh÷ng khi chuyºn tø h» thèng
1 sang h» thèng 2 ta �¢ xo¡ t§t c£ c¡c d§u câ d§u gièng nâ ð b¶n ph£i
v  ch¿ cán l¤i nhúng d§u câ d§u kh¡c nâ ð b¶n ph£i.

H¼nh 3.19

Theo �i·u ki»n b i to¡n, sè c¡c d§u bà xo¡ b¬ng sè ch®n c¡c d§u cán
l¤i. Do �â, têng sè c¡c d§u (tùc l  têng sè håc sinh) l  mët sè ch®n chia
h¸t cho 4.
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C¡ch thù hai: Ta k½ hi»u c¡c håc sinh cõa mët tê bði sè 1 v  tê kia bði
sè -1. Khi �â ta câ n sè 1 v  -1 �÷ñc sp x¸p theo mët h¼nh trán. Ta
�¡nh sè c¡c sè l  x1, x2, . . . , xn bt �¦u tø sè n o �â theo chi·u ng÷ñc
vîi chi·u quay cõa kim �çng hç. Theo �i·u ki»n cõa b i to¡n ta câ:
x1x2 + x2x3 + · · ·+ xnx1 = 0 (*). V¼ c¡c sè x1, x2, . . . , xn l  1 v  -1 n¶n:
(x1x2)(x2x3)...(xnx1) = 1. Do �â sè c¡c sè ¥m trong t½ch n y l  mët sè
ch®n. Nh÷ng tø (*) suy ra sè c¡c sè d÷ìng b¬ng sè c¡c sè ¥m, n¶n n chia
h¸t cho 4.

B i to¡n 3.0.34. Mët váng trán �÷ñc chia th nh 10 cung, tr¶n méi
cung �°t mët mi¸ng b¼a. Câ thº di chuyºn hai mi¸ng b¼a tuý þ sang
cung k· b¶n, nh÷ng ph£i di chuyºn hai mi¸ng theo chi·u ng÷ñc nhau.
Vîi vi»c thüc hi»n li¶n ti¸p hai ph²p to¡n tr¶n, câ thº hay khæng dçn
t§t c£ c¡c mi¸ng b¼a v o mët cung?

Líi gi£i. �¡nh sè c¡c cung trán tø 1 �¸n 10. Ð tr¤ng th¡i ban �¦u s0, méi
cung câ 1 mi¸ng b¼a. Gi£ sû ð tr¤ng th¡i s n o �â, sè mi¸ng b¼a ð cung thù
k l  ak(s). �°t r(s) = (1.a1(s) + 2.a2(s) + · · ·+ 10.a10(s)) mod 10. Kiºm
tra r¬ng �¤i l÷ñng n y khæng thay �êi trong qu¡ tr¼nh di chuyºn c¡c
mi¸ng b¼a theo c¡ch �¢ cho. Ta câ r(s0) = (1+2+ · · ·+10) mod 10 = 5.
Trong khi �â �èi vîi tr¤ng th¡i t m  10 mi¸ng b¼a n¬m ð còng mët cung
th¼ r(t) = 0. Do vªy khæng thº chuyºn tø tr¤ng th¡i s0 v· tr¤ng th¡i t
theo c¡ch �¢ cho.

B i to¡n 3.0.35. V³ 9 váng trán quanh 3 c¤nh cõa mët tam gi¡c, mët
váng ð méi gâc, hai váng ð méi c¤nh, méi sè tø 1 �¸n 9 �÷ñc vi¸t v o 1
trong nhúng váng trán n y sao cho:

i) Têng cõa 4 sè ð méi c¤nh cõa tam gi¡c l  b¬ng nhau.

ii) Têng cõa b¼nh ph÷ìng cõa 4 sè tr¶n méi c¤nh cõa tam gi¡c
l  b¬ng nhau.

T¼m t§t c£ c¡c c¤nh tho£ m¢n y¶u c¦u n y.

Líi gi£i. X²t mët c¡ch vi¸t tòy þ c¡c sè, gåi x, y, z l  sè ð trong gâc v 
S1, S2 l¦n l÷ñt l  têng cõa 4 sè, têng cõa b¼nh ph÷ìng 4 sè tr¶n 1 c¤nh b§t
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ký. Do �i·u ki»n �¢ cho ta câ: 3S2 = x2+y2+z2+
9∑
1
k2 = x2+y2+z2+285.

Tø �¯ng thùc thù 2 ta suy ra x, y, z ho°c t§t c£ chia h¸t cho 3 ho°c
khæng câ sè n o chia h¸t cho 3. Bði nguy¶n lþ Pigeouhole câ hai sè l 
�çng d÷ mo�ulæ 3. L§y ph÷ìng tr¼nh thù nh§t theo mæ�ulæ 3 ta công
suy ra 3 |(x+ y + z) . Do �â x ≡ y ≡ z(mod3).

N¸u (x, y, z) = (3, 6, 9) hay (1, 4, 7) th¼ S2 = 137 ho°c 17.

N¸u S2 = 137 th¼ S2 ≡ 1( mod 3) suy ra ch¿ câ 1 sè tr¶n ba
c¤nh l  l´. �i·u n y khæng thº v¼ 5 > 3 sè l´ �÷ñc vi¸t trong méi
khe. V¼ th¸ (x, y, z) = (2, 5, 8) v  S2 = 126. V¼ 92 + 82 > 126

n¶n 9 khæng thº n¬m còng c¤nh vîi 8, tùc l  nâ n¬m tr¶n c¤nh
chùa 2 v  5. V¼ min

{
72 + 92.72 + 52 + 82

}
> 126 n¶n sè 7 ph£i n¬m

tr¶n c¤nh chùa 2 ho°c 8 nh÷ vªy 4 l¦n c¡c sè tr¶n 3 c¤nh ph£i l 
(2, 4, 9, 5); (5, 1, 6, 8); (8, 7, 3, 2) �º cho têng b¼nh ph÷ìng c¡c sè tr¶n méi
c¤nh l  126. Cuèi còng ta th§y c¡c bë sè tr¶n tho£ m¢n.

B i to¡n 3.0.36. Mët h¼nh trán �÷ñc chia th nh s¡u r´ qu¤t. Nhúng
sè 1, 0, 1, 0, 0, 0 �÷ñc vi¸t v o trong c¡c r´ qu¤t n y thù tü theo ng÷ñc
chi·u kim �çng hç. Ta thüc hi»n thao t¡c l°p. T«ng sè cõa hai r´ qu¤t
c¤nh nhau l¶n 1 �ìn và. Khi thüc hi»n c¡c thao t¡c tr¶n câ �÷a �¸n k¸t
qu£ c¡c sè trong c¡c r´ qu¤t �·u b¬ng nhau khæng?

Líi gi£i. K½ hi»u a1, a2, a3, a4, a5, a6 l  nhúng sè trong c¡c r´ qu¤t hi»n
thíi. Khi �â têng S = a1 + a2 + a3 + a4 + a5 + a6 l  mët �¤i l÷ñng khæng
�êi. Khði �¦u ta câ S = 2 v  �½ch cuèi còng tho£ m¢n b i ra s³ khæng
bao gií �¤t tîi.

B i to¡n 3.0.37. Ng÷íi ta chia h¼nh trán th nh 6 h¼nh qu¤t v  �°t v o
méi h¼nh qu¤t 1 qu¥n cí. Méi l÷ñt �i cho ph²p chuyºn mët qu¥n cí b§t
k¼ sang mët trong hai h¼nh qu¤t c¤nh b¶n. Häi sau khi thüc hi»n �óng
20 l÷ñt �i câ thº tªp trung c¡c qu¥n cí v o mët h¼nh qu¤t �÷ñc khæng?

Líi gi£i. Ta chùng minh sau 20 l÷ñt �i khæng thº tªp trung c¡c qu¥n cí
v o mët h¼nh qu¤t �÷ñc.
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Ta tæ �en c¡c h¼nh qu¤t I, III, V nh÷ h¼nh v³ tr¶n. Ta k½ hi»u sè qu¥n
cí ð æ �en tr÷îc l¦n �i thù n l  an−1. D¾ nhi¶n a0 = 3 v  vîi k ≥ 1 th¼ ak

kh¡c ak−1 l  1. Do �â a1, a3, . . . , a19 l  nhúng sè ch®n, cán a2, a4, . . . , a20

l  nhúng sè l´. Sau 20 l÷ñt �i sè c¡c qu¥n cí ð c¡c qu¤t �en l  l´. Nh÷ng
n¸u c¡c qu¥n cí �·u �ùng ð mët h¼nh qu¤t th¼ sè �â l  sè ch®n (b¬ng 0
ho°c b¬ng 6 ). M¥u thu¨n vîi �i·u kh¯ng �ành cõa chóng ta l  �óng.

B i to¡n 3.0.38. Ð 6 �¿nh cõa mët löc gi¡c lçi câ ghi 6 sè ch®n li¶n
ti¸p theo chi·u kim �çng hç. Ta thay �êi c¡c sè nh÷ sau: Méi l¦n chån
mët c¤nh b§t k¼ rçi cëng méi sè ð hai �¿nh thuëc c¤nh �â vîi còng mët
sè nguy¶n n o �â. Häi sau mët sè l¦n thay �êi nh÷ th¸ th¼ 6 sè mîi ð
c¡c �¿nh löc gi¡c câ thº b¬ng nhau khæng?

Líi gi£i. Gåi c¡c sè ch®n ghi ð 6 �¿nh cõa löc gi¡c lóc �¦u theo thù tü tø
nhä �¸n lîn l  a1, a2, a3, a4, a5, a6. Ta câ: (a2+a4+a6)−(a1+a3+a5) = 6.
Méi l¦n thay �êi th¼ hai sè k· nhau (theo thù tü tr¶n, coi a6 k· vîi a1)
�·u cëng th¶m còng mët sè n¶n hi»u cõa hai têng tr¶n khæng �êi v 
luæn b¬ng 6. N¸u 6 sè mîi ð c¡c �¿nh löc gi¡c �·u b¬ng nhau th¼ hi»u
tr¶n b¬ng 0, n¶n �i·u n y khæng thº x£y ra.

B i to¡n 3.0.39. Méi c¤nh v  �÷íng ch²o cõa mët n-gi¡c �·u (n ≥ 3)
�÷ñc tæ m u �ä ho°c m u xanh. Ta chån mët �¿nh v  thay �êi m u cõa
c¡c �o¤n th¯ng nhªn �iºm �â l m �¦u mót �â tø m u �ä th nh m u
xanh v  ng÷ñc l¤i. Chùng minh r¬ng, vîi b§t k¼ c¡ch tæ m u lóc �¦u th¸
n o, ta v¨n câ thº bi¸t sè c¤nh m u xanh xu§t ph¡t tø méi �¿nh l  sè
ch®n. Chùng minh r¬ng, k¸t qu£ cuèi còng cõa vi»c tæ m u �÷ñc quy
�ành düa tr¶n c¡ch tæ m u ban �¦u.

Líi gi£i. Nhªn th§y, thù tü c¡c �¿nh khæng £nh h÷ðng tîi k¸t qu£ tæ
m u cuèi còng v  vi»c chån mët �¿nh hai l¦n khæng £nh h÷ðng �¸n k¸t
qu£ tæ m u. V¼ th¸, vi»c chån mët tªp hñp c¡c �¿nh công cho k¸t qu£
nh÷ vi»c chån c¡c �¿nh cán l¤i. Qu¡ tr¼nh sau công t÷ìng tü nh÷ vi»c
chån mët tªp hñp c¡c �¿nh �¦u ti¶n, sau �â chån t§t c£ c¡c �¿nh (Ð �¥y,
trong tªp hñp c¡c �¿nh cán l¤i, nhúng �¿nh ban �¦u �÷ñc chån sè l´ l¦n
b¥y gií �÷ñc chån theo sè ch®n l¦n v  ng÷ñc l¤i). �°t t¶n c¡c �¿nh l 
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1, 2, 3, . . . , 2n + 1. Gåi ai l  c¡c �o¤n m u xanh xu§t ph¡t tø �¿nh thù
i, gåi bi l  sè l¦n méi �¿nh �÷ñc chån v  B =

∑
bi. Khi chån �¿nh k th¼

ak trð th nh 2n− a ≡ ak. M°t kh¡c, méi �o¤n tø �¿nh k �¸n mët �¿nh
kh¡c �êi m u n¶n ai cán l¤i khæng thay �êi t½nh ch®n l´. T½nh têng sè
ai th¼ cho ra k¸t qu£ l  hai l¦n têng sè c¡c �o¤n m u xanh, v¼ th¸ câ
mët sè ch®n vîi c¡c �¿nh ai thay �êi 2x− 1 l¦n �º th nh sè ch®n. T½nh
ch®n cõa c¡c sè ai cán l¤i th¼ thay �êi 2x l¦n �º giú nguy¶n l  sè ch®n.
Do �â, t§t c£ c¡c �¿nh �·u câ mët sè ch®n c¡c �o¤n m u xanh. Vªy ta
�¢ chùng minh �÷ñc k¸t qu£ tæ m u cuèi còng l  duy nh§t.

Ta x²t mët c¡ch tæ m u vîi k¸t qu£ nh÷ mong muèn. Cuèi còng, sè
�o¤n m u xanh ai xu§t ph¡t tø �¿nh thù i l  ai +B− bi(mod2). Khi �â,
sè �o¤n m u xanh xu§t ph¡t tø c¡c �¿nh l  b¬ng nhau, do �â bj ≡ bk
khi v  ch¿ khi lóc �¦u aj ≡ ak. V¼ vªy, ho°c bi ≡ 1 khi v  ch¿ khi ai ≡ 1

ho°c l  bi ≡ 1 khi v  ch¿ khi ai ≡ 0, ta câ k¸t qu£ tæ m u nh÷ tr¶n. Do
�â k¸t qu£ tæ m u l  duy nh§t. B i to¡n �÷ñc chùng minh.

B i to¡n 3.0.40. Chùng minh r¬ng trong mët �a di»n lçi, luæn tçn t¤i
½t nh§t mët �¿nh l  �¿nh cõa mët gâc tam di»n ho°c ½t nh§t mët m°t l 
tam gi¡c.

Líi gi£i. Ta nhªn th§y v½ dö n y hìi xa l¤ so vîi c¡c v½ dö tr÷îc v¼ khæng
câ ph²p bi¸n �êi n o. Thüc ra, b§t bi¸n khæng ch¿ xu§t hi»n ð nhúng
ché câ c¡c ph²p bi¸n �êi m  nâ cán xu§t hi»n khi ta x²t mët lîp c¡c �èi
t÷ñng tho£ m¢n nhúng t½nh ch§t n o �â. V½ dö vîi c°p sè (x; y) ð tr¶n
�÷íng trán �ìn và th¼ x2 + y2 l  mët b§t bi¸n. Cán �èi vîi �a di»n lçi
th¼ ta câ cæng thùc Euler V −E +F = 2, trong �â V l  sè �¿nh, F l  sè
m°t v  E l  sè c¤nh cõa mët �a di»n lçi b§t ký. Ta s³ dòng cæng thùc
n y �º gi£i b i to¡n tr¶n.

Gi£ sû ng÷ñc l¤i, tçn t¤i mët �a di»n m  khæng câ �¿nh n o l  �¿nh
cõa mët gâc tam di»n v  khæng câ m°t n o l  tam gi¡c. Khi �â, do
mët m°t s³ câ ½t nh§t 4 c¤nh v  mët c¤nh ch¿ câ thº l  c¤nh cõa hai
m°t n¶n ta câ F ≤ E

2
. Vîi lþ luªn t÷ìng tü, ta câ V ≤ E

2
. V¼ vªy

V + F − E ≤ E

2
+
E

2
− E = 0, m¥u thu¨n.
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Xo¡ bä �i mët m°t cõa �a di»n. B¬ng c¡ch k²o c¡c c¤nh cõa m°t bà
bä �i, ta bi¸n ph¦n cán l¤i th nh mët m¤ng l÷îi ph¯ng vîi c¡c �iºm v 
c¡c �÷íng, nh÷ h¼nh v³ �¦u minh ho¤ cho tr÷íng hñp �°c bi»t cõa h¼nh
lªp ph÷ìng. Sau ph²p bi¸n �êi n y, c¡c m°t nâi chung khæng cán l  �·u
núa, thªm ch½ câ thº khæng cán l  �a gi¡c. Nh÷ng sè �¿nh, sè c¤nh v 
sè m°t v¨n gièng vîi �a di»n ban �¦u. (M°t bà xo¡ t÷ìng ùng vîi ph¦n
ngo i cõa m¤ng l÷îi). N¸u nh÷ câ mët m°t n o �â câ nhi·u hìn 3 c¤nh,
ta v³ �÷íng ch²o, tùc l  �÷íng cong n¬m tr¶n m°t v  nèi 2 �¿nh ch÷a
�÷ñc nèi. �i·u n y s³ l m sè c¤nh t«ng l¶n 1, sè m°t t«ng l¶n 1 cán sè
�¿nh th¼ khæng thay �êi, câ ngh¾a l  gi¡ trà V −E + F khæng �êi. B¬ng
c¡ch th¶m c¤nh theo quy tc n y, ta s³ �i �¸n t¼nh huèng khi t§t c£ c¡c
m°t �·u l  tam gi¡c. Ti¸p theo ta ¡p döng 2 ph²p bi¸n �êi sau:

i) Xo¡ �i tam gi¡c ch¿ câ 1 c¤nh gi¡p vîi ph¦n ngo i, nh÷ minh
ho¤ tr¶n h¼nh thù 2. �i·u n y s³ l m gi£m sè c¤nh v  sè m°t �i mët
�ìn và nh÷ng khæng l m thay �êi sè �¿nh, v¼ th¸ ph²p xo¡ n y b£o to n
V − E + F .

ii) Xo¡ �i tam gi¡c câ 2 c¤nh gi¡p vîi ph¦n ngo i, nh÷ minh ho¤
tr¶n h¼nh thù 3. Mët ph²p xo¡ nh÷ vªy s³ xo¡ �i mët �¿nh, 2 c¤nh v 
1 m°t, v¼ th¸ v¨n b£o to n V − E + F . L°p l¤i hai b÷îc n y nhi·u l¦n
cho �¸n khi ch¿ cán mët tam gi¡c. Lóc n y ta câ V = 3, E = 3, F = 2

(t½nh �¸n ph¦n ngo i), nh÷ th¸ V − E + F = 2. Con sè n y b¬ng con
sè V − E + F ban �¦u, v¼ c¡c ph²p bi¸n �êi m  ta �¢ thüc hi»n b£o
to n �¤i l÷ñng n y. Nh÷ vªy ngay tø b÷îc �¦u cõa qu¡ tr¼nh ta ph£i câ
V − E + F = 2. �ành lþ �÷ñc chùng minh.

B i to¡n 3.0.41. Câ ba �èng säi gçm nhúng vi¶n säi nhä câ sè l÷ñng
t÷ìng ùng l  19, 8 v  9 (vi¶n säi). Ta �÷ñc ph²p chån hai �èng säi v 
chuyºn mët vi¶n säi cõa nhúng �èng säi �¢ chån sang �èng säi thù ba.
Sau mët sè l¦n l m nh÷ vªy th¼ câ kh£ n«ng t¤o ra måi �èng säi �·u câ
12 vi¶n säi hay khæng?

Líi gi£i. �°t sè vi¶n säi trong ba �èng säi t÷ìng ùng l  a, b v  c. Ta x²t
sè d÷ chia cho 3 cõa nhúng sè n y. Khi xu§t ph¡t, nhúng sè �çng d÷
n y l  1, 2, 0. Sau mët l¦n chån thay �êi, nhúng sè d÷ n y l  0, 1, 2 v¼
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hai �èng säi câ sü chuyºn mët vi¶n säi �¸n �èng thù ba. Nh÷ vªy, nhúng
sè d÷ luæn luæn l  0, 1, 2 vîi nhúng thù tü kh¡c nhau. Do �â t§t c£ c¡c
�èng säi �·u câ 12 vi¶n säi l  khæng thº �÷ñc (v¼ khi �â sè d÷ cõa ba
�èng säi l  0, 0, 0, væ l½). Vªy khæng thº t¤o ra måi �èng säi �·u câ 12
vi¶n säi.

B i to¡n 3.0.42. Ngo i biºn �æng, tr¶n hán �£o sinh sèng gièng th¬n
l¬n câ ba lo¤i m u: m u x¡m câ 133 con, m u n¥u câ 155 con v  m u �ä
câ 177 con. N¸u hai con th¬n l¬n kh¡c m u g°p nhau, th¼ chóng �çng
thíi �êi m u sang m u thù ba. Trong nhúng tr÷íng hñp hai con th¬n
l¬n còng m u g°p nhau th¼ chóng giú nguy¶n khæng �êi m u. Câ x£y
ra t¼nh tr¤ng l  tr¶n �£o t§t c£ th¬n l¬n trð th nh còng mët m u �÷ñc
khæng?

Líi gi£i. Ta câ ba sè nguy¶n 133, 155, 177 chia cho 3 �÷ñc bë sè d÷ l 
1, 2 v  0. Khi �â x²t c¡c kh£ n«ng sau:

N¸u mët con th¬n l¬n m u x¡m g°p mët con th¬n l¬n m u n¥u, th¼
chóng �çng thíi �êi th nh m u �ä. Khi �â ta câ 132 con th¬n l¬n m u
x¡m, 154 con n¥u v  179 con �ä. Nh÷ng sè d÷ cõa 132, 154 v  179 chia
cho 3 t÷ìng ùng l  0, 1 v  2, ngh¾a l  l¤i g°p l¤i �¦y �õ c¡c sè d÷ �¢ câ.

N¸u mët con th¬n l¬n m u x¡m g°p mët con th¬n l¬n m u �ä th¼
chóng �çng thíi �êi th nh m u n¥u. Khi �â ta câ 132 th¬n l¬n m u
x¡m, 157 th¬n l¬n n¥u v  176 th¬n l¬n m u �ä. L§y nhúng sè tr¶n chia
cho 3 cho sè d÷ t÷ìng ùng l  0, 1 v  2, ngh¾a l  l¤i g°p c£ ba kh£ n«ng
cõa sè d÷.

N¸u con th¬n l¬n m u n¥u v  th¬n l¬n m u �ä g°p nhau th¼ chóng
còng �êi m u th nh m u x¡m. Khi �â câ 135 th¬n l¬n x¡m, 154 th¬n
l¬n n¥u v  176 th¬n l¬n �ä. Sè d÷ cõa nhúng sè th¬n l¬n tr¶n chia cho
3 t÷ìng ùng l  0, 1 v  2, v¨n câ �¦y �õ c¡c sè d÷ khi chia cho 3.

Vªy b§t bi¸n ð �¥y l  dò thay �êi m u nh÷ th¸ n o th¼ sè d÷ cõa c¡c
sè l÷ñng th¬n l¬n chia cho 3 �·u câ �¦y �õ ba sè 0, 1 v  2.

Sè l÷ñng t§t c£ th¬n l¬n tr¶n �£o l  133 + 155 + 177 = 465 l  mët
sè chia h¸t cho 3. N¸u t§t c£ th¬n l¬n �·u còng mët m u th¼ sè d÷ cõa
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sè l÷ñng th¬n l¬n m u x¡m, n¥u v  �ä chia cho 3 t÷ìng ùng l  0, 0, 0.
�i·u n y væ l½, v¼ c¡c sè d÷ ph£i câ �¦y �õ c¡c sè d÷ n y khi chia cho 3.
Nh÷ vªy, c¥u tr£ líi l  khæng thº �÷ñc.

B i to¡n 3.0.43. Trong mët th nh phè nhi»m m u câ 10 kà s¾ tâc v ng,
15 kà s¾ tâc �ä v  23 kà s¾ tâc xanh. C¡c kà s¾ câ mët �°c �iºm r§t thó
và l  hai ng÷íi kh¡c m u tâc g°p nhau th¼ tâc hå s³ �êi sang m u thù
ba. Li»u sau mët sè l¦n n o �â th¼ t§t c£ c¡c kà s¾ câ còng m u tâc hay
khæng?

Líi gi£i. Chóng ta s³ ph¥n t½ch t½nh ch§t cõa c¡c kà s¾ m  �· b i �¢ n¶u
ra, n¸u hai ng÷íi kh¡c m u tâc g°p nhau th¼ tâc hå s³ �êi sang m u thù
ba. T½nh ch§t �°c bi»t n y cho ta �i·u g¼, h¢y gi£ sû hai ng÷íi g°p nhau
l  xanh v  v ng, hå s³ �êi th nh hai kà s¾ tâc �ä. Nh÷ vªy chóng ta s³
�÷ñc g¼, sè kà s¾ tâc xanh gi£m �i 1, sè kà s¾ tâc v ng gi£m �i 1, sè kà
s¾ tâc �ä t«ng hai. Sü t«ng gi£m n y cho ta t½nh ch®n l´ n o ÷, sè kà s¾
tâc �ä t«ng l¶n 2 �§y thæi, th¸ nh÷ng l¤i câ tr÷íng hñp gi£m hay t«ng
1. Vªy th¼ chóng �¥u giú nguy¶n t½nh ch®n l´ ÷. Ta thû x²t têng c¡c sè,
têng khæng �êi, b§t bi¸n xu§t hi»n nh÷ng �i·u n y khæng gióp ta gi£i
quy¸t b i to¡n. Nh÷ vªy ta thû x²t hi»u �i, hi»u l  0, 0, 3. C¡c sè n y
câ t½nh ch§t g¼, c¡c sè n y �·u chia h¸t cho 3. Tuy»t qu¡, b§t bi¸n xu§t
hi»n rçi, nh÷ vªy dò thay �êi th¸ n o th¼ hi»u sè hai lo¤i kà s¾ luæn chia
h¸t cho 3. �¥y ch½nh l  sü b§t bi¸n theo mæ�ulæ 3. Ban �¦u hi»u sè v·
sè l÷ñng kà s¾ khæng chia h¸t cho 3, nh÷ vªy th¼ khæng thº x£y ra tr÷íng
hñp câ hai lo¤i kà s¾ mang sè l÷ñng 0, 0 �÷ñc, ngh¾a l  công khæng câ
tr÷íng hñp t§t c£ c¡c lo¤i kà s¾ �·u còng m u tâc.

B i to¡n 3.0.44. Trong mët cuëc thi �§u bâng �¡ câ 15 �ëi bâng, c¡c
�ëi �§u vîi nhau váng trán mët l÷ñt. �ëi chi¸n thng �÷ñc 2 �iºm, �ëi
thua �÷ñc 0 �iºm, cán n¸u k¸t qu£ ho  th¼ méi �ëi �·u �÷ñc mët �iºm.
Chùng minh r¬ng sau khi k¸t thóc mòa gi£i, ½t nh§t câ mët �ëi m  sè
�iºm ghi �÷ñc l  sè ch®n.

Líi gi£i. B§t bi¸n trong c¡c b i to¡n d¤ng thi �§u n y th÷íng n¬m trong
sè �iºm m  méi �ëi câ �÷ñc sau méi trªn �§u. Ð �¥y, n¸u ta x²t têng
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�iºm m  hai �ëi thu �÷ñc sau méi trªn �§u luæn l  2. �¥y ch½nh l  b§t
bi¸n giúa hai ph²p bi¸n �êi thng thua v  ho . B§t bi¸n n y cho ta bi¸t
�i·u g¼, thù nh§t l  chóng ta câ thº t½nh �÷ñc sè �iºm têng cëng cõa
t§t c£ �ëi bâng, tø �¥y ta câ thº suy ra gi¡ trà nhä nh§t sè �iºm m  �ëi
�ùng thù nh§t nhªn �÷ñc ch¯ng h¤n. Tuy nhi¶n ð �¥y, �· b i l¤i li¶n
quan �¸n t½nh ch®n l´ n¶n ta h¢y chó þ tîi t½nh ch®n l´.

Theo ph¥n t½ch tr¶n, têng sè �iºm hai �ëi sau mët trªn �§u l  2, tùc
l  mët sè ch®n. Nh÷ vªy, sau khi k¸t thóc mòa gi£i th¼ sè �iºm m  t§t
c£ c¡c �ëi thu �÷ñc công l  mët sè ch®n, do �â khæng câ chuy»n måi �ëi
�·u câ sè �iºm l´ �÷ñc, do sè �ëi l  15 �ëi l  mët sè l´. Nh÷ vªy ph£i
câ mët �ëi ghi �÷ñc sè �iºm ch®n.

B i to¡n 3.0.45. A v  B ti¸n h nh trá chìi vîi 2013 h¤t �ªu. Mët n÷îc
�i l  l§y khäi �èng h¤t �ªu 1, 2 ho°c 3 h¤t �ªu. A �i tr÷îc v  thay phi¶n
nhau. Ng÷íi n o l§y �÷ñc h¤t �ªu cuèi còng l  ng÷íi chi¸n thng. Vªy
ng÷íi n o câ chi¸n thuªt �º luæn thng trong cuëc chìi v  chi¸n thuªt
�â nh÷ th¸ n o?

Líi gi£i. A luæn luæn thng n¸u A thüc hi»n chi¸n thuªt sau: khði �¦u
A l§y 1 h¤t �ªu, n÷îc ti¸p theo A s³ l§y �i 4− x h¤t, ð �¥y x l  sè h¤t
�ªu B �¢ l§y ð n÷îc �i tr÷îc �â. Thªy vªy, sau khi A �i l¦n �¦u ti¶n,
cán l¤i 2012 h¤t �ªu. Ti¸p theo, theo chi¸n thuªt tr¶n th¼ sau méi l¦n
B rçi �¸n A �i, �èng h¤t �ªu luæn cán l¤i sè h¤t b¬ng bëi sè cõa 4. Do
vªy, cuèi còng �¸n l÷ñt B th¼ cán l¤i 4 h¤t. Dò B thüc hi»n c¡ch n o th¼
A công �i �÷ñc n÷îc cuèi s³ l§y �i h¸t sè h¤t �ªu v  A thng cuëc.

B i to¡n 3.0.46. Trong mët chi¸c hëp câ �üng 15 qu£ c¦u xanh, v 
trong mët hëp kh¡c câ 12 qu£ c¦u trng. Hai ng÷íi chìi, trong mët l÷ñt
�i, hå buëc ph£i l§y �i 3 qu£ c¦u xanh ho°c 2 qu£ c¦u trng. Ng÷íi thù
nh§t ph£i chìi nh÷ th¸ n o th¼ mîi thng cuëc?

Líi gi£i. Ta nhªn th§y r¬ng, �iºm b§t bi¸n ð b i to¡n nay ch½nh l  t¿ l»
3 : 2 giúa c¡c qu£ c¦u xanh v  qu£ c¦u trng. Nh÷ vªy, vîi l÷ñt chìi �¦u
ti¶n, ng÷íi chìi thù nh§t s³ l§y �i 2 qu£ c¦u trng v  lóc �â t¿ l» giúa
qu£ c¦u xanh v  qu£ c¦u trng l  15 : 10 = 3 : 2, ð c¡c b÷îc ti¸p theo
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ch¿ c¦n l§y ng÷ñc l¤i ng÷íi thù hai th¼ ng÷íi thù nh§t s³ thng, �£m b£o
sü b§t bi¸n cõa t¿ l» 3 : 2 �¸n cuèi cuëc chìi.

B i to¡n 3.0.47. Hai ng÷íi chìi mët trá chìi vîi hai �èng kµo. �èng
kµo thù nh§t câ 12 c¡i v  �èng kµo thù 2 câ 13 c¡i. Méi ng÷íi chìi �÷ñc
l§y hai c¡i kµo ho°c chuyºn mët c¡i kµo tø �èng thù nh§t sang �èng thù
hai. Ng÷íi chìi n o khæng thº l m �÷ñc nhúng thao t¡c tr¶n coi nh÷ l 
thua. H¢y chùng minh r¬ng ng÷íi chìi �i l÷ñt thù hai khæng thº thua.
Ng÷íi �â câ thº thng khæng?

Líi gi£i. Ta k½ hi»u S l  gi¡ trà tuy»t �èi cõa �èng kµo thù hai trø �i �èng
kµo thù nh§t. Khði �¦u S = |13− 12| = 1. Sau méi l¦n chìi S s³ gi£m
ho°c t«ng l¶n 2. Nh÷ vªy, sè d÷ cõa S chia cho 4 câ d¤ng 1, 3, 1, 3, . . .

Méi l¦n sau khi ng÷íi thù nh§t chìi sè d÷ cõa S chia cho 4 luæn luæn
d÷ 3. Ta th§y r¬ng ng÷íi chìi bà thua khi v  ch¿ khi khæng cán c¡i kµo
n o ð �èng thù nh§t v  ch¿ cán mët c¡i kµo ð �èng thù hai, khi �â
S = |1− 0| = 1. Do �â ng÷íi chìi thù hai luæn thüc hi»n �÷ñc c¡ch chìi,
do �â ng÷íi �â khæng thua. Ta th§y r¬ng, ho°c l  têng sè kµo ð hai �èng
gi£m �i ho°c l  sè kµo ð �èng thù nh§t gi£m �i, nh÷ vªy trá chìi ph£i
câ k¸t thóc, do �â ng÷íi chìi thù hai ph£i thng.

B i to¡n 3.0.48. Hai ng÷íi chìi thay phi¶n nhau vi¸t li¶n ti¸p c¡c chú
sè �º cuèi còng ta câ mët con sè câ 10 chú sè, theo quy �ành: Ng÷íi thù
nh§t vi¸t chú sè thù nh§t, ng÷íi thù hai vi¸t chú sè thù hai, l¤i ng÷íi
thù nh§t vi¸t chú sè thù ba, ... Ng÷íi thù hai muèn câ mët sè chia h¸t
cho 7, cán ng÷íi thù nh§t chèng l¤i þ muèn n y. Vªy ai v  chìi th¸ n o
�º �¤t �÷ñc þ muèn cõa m¼nh?

Líi gi£i. Ng÷íi thù hai l  vi¸t sè cuèi còng �º quy¸t �ành k¸t qu£ sè §y
câ chia h¸t cho 7 khæng. Khi ng÷íi thù nh§t vi¸t chú sè cuèi còng cõa
m¼nh th¼ ng÷íi thù hai nhªn �÷ñc mët sè câ 9 chú sè. �º t¼m sè thù
m÷íi, ng÷íi thù hai th¶m sè 0 v o sè �â, sau �â �em chia cho 7, k¸t qu£
thu �÷ñc sau ph²p chia câ sè d÷ l  r, th¼ sè c¦n vi¸t th¶m v o cõa ng÷íi
thù hai l  7− r. �¥y công l  chi¸n thuªt ng÷íi �i sau luæn luæn thng.
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B i to¡n 3.0.49. Câ mët b n vuæng vîi sè æ vuæng tr¶n c¡c c¤nh l 
l´. Hai ng÷íi chìi l¦n l÷ñt �°t nhúng �çng xu v o c¡c æ vuæng cõa b n.
Ng÷íi chìi n o khæng cán ché �º �°t �çng xu coi nh÷ l  thua trªn. H¢y
ch¿ ra r¬ng ng÷íi chìi thù nh§t câ thº luæn chi¸n thng.

Líi gi£i. Ta nhªn th§y r¬ng, �¤i l÷ñng b§t bi¸n ð �¥y l  æ vuæng t¥m
b n (do sè æ vuæng l  l´ n¶n æ vuæng t¤i t¥m n y luæn tçn t¤i). Tø gñi þ
�â, cho ta �÷ñc chi¸n thuªt thng cõa ng÷íi chìi thù nh§t l : �°t �çng
xu �¦u ti¶n v o æ vuæng t¤i t¥m b n, c¡c n÷îc �i cán l¤i th¼ �°t �çng
xu �èi xùng vîi �çng xu m  ng÷íi thù hai �°t qua �çng xu ð t¥m b n.
V¼ di»n t½ch cõa m°t b n cán trèng gi£m, trá chìi ph£i k¸t thóc. Nh÷
vªy, ng÷íi chìi thù nh§t s³ thng.
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K¸t luªn

B§t bi¸n l  mët ph÷ìng ph¡p �÷ñc sû döng nhi·u trong gi£i to¡n sì
c§p, tø nhúng b i to¡n sè håc, h¼nh håc �¸n tê hñp. Tuy vªy cho �¸n
nay ð Vi»t Nam ch÷a câ mët t i li»u n o têng k¸t, ph¥n lo¤i c¡c b i to¡n
m  ph÷ìng ph¡p gi£i l  dòng b§t bi¸n. T¡c gi£ luªn v«n công ch÷a bi¸t
t i li»u n÷îc ngo i n o chuy¶n d nh �º tr¼nh b y ph÷ìng ph¡p dòng b§t
bi¸n. V¼ th¸, luªn v«n �¢ �°t ra v  ho n th nh mët sè vi»c sau:

- Giîi thi»u chung v· ph÷ìng ph¡p sû döng b§t bi¸n trong vi»c gi£i
to¡n sì c§p.

- Têng k¸t, ph¥n lo¤i c¡c b i to¡n m  líi gi£i c¦n dòng ph÷ìng ph¡p
b§t bi¸n.

- S÷u t¦m (chõ y¸u tø c¡c ký thi Olympic quèc gia, quèc t¸ v  cõa
mët sè n÷îc) m  trong �â b§t bi¸n �÷ñc sû döng nh÷ mët cæng cö chõ
y¸u.

Luªn v«n câ thº gióp ½ch cho håc sinh v  gi¡o vi¶n trong vi»c t¼m
hiºu mët ph÷ìng ph¡p hi»u qu£ �º gi£i nhi·u b i to¡n sì c§p. Vi»c s÷u
t¦m, ph¥n lo¤i �ái häi nhi·u cæng sùc v  thíi gian. B£n luªn v«n n y
công ch¿ mîi l  k¸t qu£ b÷îc �¦u, v  t¡c gi£ s³ cè gng ho n ch¿nh �º
câ �÷ñc mët chuy¶n �· vîi nëi dung phong phó.

52

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên                                      http://www.lrc-tnu.edu.vn



T i li»u tham kh£o

[1] L¶ Tr¦n Ch½nh, Nguy¹n Quþ Di, Nguy¹n V«n Lëc, Vô V«n Th£o
(2002),Tuyºn tªp 200 b i thi væ �ành to¡n (Sè håc v  �¤i sè), NXB
Gi¡o Döc.

[2] Nguy¹n Húu �iºn (2004), Gi£i to¡n b¬ng ph÷ìng ph¡p �¤i l÷ñng b§t
bi¸n, NXB Gi¡o Döc.

[3] To¡n håc v  tuêi tr´ (1997-2004), NXB Gi¡o Döc.

[4] Tõ s¡ch to¡n håc v  tuêi tr´ (2007), C¡c b i thi Olympic to¡n trung
håc phê thæng Vi»t Nam (1990-2006), NXB Gi¡o Döc.

[5] Tuyºn tªp c¡c �· thi Olympic to¡n quèc gia, quèc t¸ (1995-2010).

[6] Agakhanov. N (2007), Olypic To¡n to n n÷îc Nga, NXB MCCME.

[7] Kvant (T¤p ch½ to¡n håc cho nh  tr÷íng phê thæng cõa Li¶n Xæ cô
v  ng y nay l  Li¶n bang Nga, n«m 1970-2002).

[8] McEliece. R. J, Ash. R. B, Ash. C (1989), Introduction to Discrete
Mathematics, McGraw-Hill Book Co.

[9] Schen. A (2007), Trá chìi v  chi¸n thuªt d÷îi quan �iºm to¡n håc,
NXB MCCME.

53

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên                                      http://www.lrc-tnu.edu.vn


