HÌNH CHÖÕ NHAÄT

1/  Giaû söû M , N laø trung ñieåm caùc caïnh AD vaø BC cuûa hình chöõ nhaät ABCD . Treân phaàn keùo daøi veà phía D cuûa caïnh DC ta laáy ñieåm P tuøy yù . Goïi Q laø giao ñieåm  cuûa PM vaø AC .  Chöùng minh raèng  QNM = MNP .  

HÖÔÙNG DAÃN


          Q







Goïi  R laø giao ñieåm cuûa  QC vôùi MN , E  laø giao ñieåm cuûa  QN vôùi DC .


Ta coù : MN // BA   (  MNP = NPC   , QNM = E 


Trong ( QPE ta coù :   MN // PE (  
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MR // CD   neân : 
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(  R laø trung ñieåm cuûa MN   . (  
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TÖØ (1),(2) , (3)  :  
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Trong ( NPE  coù:  NC ( PE  (gt)  , CP = CE   (  ( NPE  caân taïi N 

· NPE = E  (  QNM = MNP .

2/  Cho hình chöõ nhaät ABCD vaø ñieåm E treân ñöôøng cheùo BD sao cho  DAE = 150 . Keû EF ( AB . Bieát EF = ½ AB  vaø  AD = a .  Tính EAC vaø ñoä daøi ñoaïn EC .

DIEÄN TÍCH 

1/  Cho hình chöõ nhaät ABCD . Caùc ñieåm M , N , P , Q laàn löôït ñöôïc laáy moät caùch tuøy yù treân caùc caïnh AB , BC , CD , DA  . Ñaët p vaø S  laø chu vi vaø dieän tích cuûa  töù giaùc MNPQ . Chöùng minh raèng :


a/  p (  AC + BD .


b/  Neáu  p = AC + BD  thì  S (  ½ SABCD .


c/  neáu p =  AC + BD  thì  MP2  + NQ2 (  AC2 .

HÖÔÙNG DAÃN
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a/  Laáy ñoái xöùng hình chöõ nhaät ABCD  qua caïnh BC  ta ñöôïc hình chöõ nhaät  BCD’A’ . Laáy ñoái xöùng hình chöõ nhaät BCD’A’  qua caïnh BA’  ta ñöôïc hình chöõ nhaät  BA’D’’C’ . Laáy ñoái xöùng hình chöõ nhaät BA’D’’C’  qua caïnh AD’’  ta ñöôïc hình chöõ nhaät  A’B’’C’’D’’ . 


Qua laàn löôït caùc pheùp ñoái xöùng treân , caùc ñieåm M , N , P , Q  theo thöù töï bieán thaønh caùc ñieåm töông öùng  nhö hình  treân . Töø ñoù ta coù  :  

p = MN + NP + PQ + QM  = PN + NM’ + M’Q’’ + Q’’P’’’  (  PP’’’ = DD’ = AC + BD .


Daáu “=” xaûy ra (  P , N , M’ , Q’’ , P’’’  thaúng haøng  , khi ñoù töù giaùc MNPQ  laø hình bình haønh coù caùc caïnh  song song vôùi hai ñöôøng cheùo  AC , BD cuûa hình chöõ nhaät ABCD .


b/  Neáu  p = AC + BD  , theo keát quaû treân ta coù :  PN // MQ // BD  vaø  MN // PQ // AC .


Ñaët  
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  ta suy ra  SAMQ = k2 . SABD = ½ k2 .SABCD  vaø  SMNB  = ½ ( 1 - k )2. SABCD 


Vaäy S = SABCD – 2SMAQ – 2SMNB . Töø ñoù suy ra :  

S (  ½ SABCD  (  1 – k2 – ( 1-k )2 (  
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Baát ñaúng thöùc cuoái cuøng hieån nhieân ñuùng neân  ta coù baát ñaúng thöùc caàn chöùng minh  . Daáu “=” xaûy ra  (  k = ½  töùc laø khi caùc ñieåm M , N , P , Q  laø trung ñieåm caùc caïnh cuûa hình chöõ nhaät ABCD . 


c/  Giaû söû  p =  AC + BD . Söû duïng keát quaû treân ta ñöôïc  :

MP2  + NQ2 (  AC2   (  2 ( MN2 + MQ2  ) (  AC2   (   
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2/ Cho ( ABC vaø hình chöõ nhaät  MNPQ noäi tieáp  tam giaùc . Xaùc ñònh vò trí cuûa M , N , P , Q  ñeå MNPQ coùùù dieän tích lôùn nhaát . 

HÖÔÙNG DAÃN
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Ñaët MQ = x ; MN = y  ; AH = h  ; AK = h – x  ; SMNPQ  = S . Ta coù  :


S = xy  .     ( AMN ~ ( ABC  (  
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Daáu “=” xaûy ra      (     x = ½ h     (    K laø trung ñieåm cuûa AH  hay MN laø ñöôøng  trung bình  cuûa ( ABC .

Caùch 2 :  Ñaët x = NP , y = MN  , AI = h – x  .  ( AMN ~ ( ABC  (  
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  . Do ñoù :  SMNPQ = xy =  
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SMNPQ  lôùn nhaát  (  x ( h-x ) lôùn nhaát  . Ta thaáy  x vaø h-x laø hai soá coù toång  khoâng ñoåi neân tích cuûa chuùng  lôùn nhaát (  chuùng baèng nhau  , töùc laø x = h – x  hay x = ½ h . Khi ñoù MN laø ñöôøng trung bình cuûa ( ABC .

3/  Cho ( ABC  , coùùù dieän tích S vaø moät hình chöõ nhaät MNPQ  coùùù dieän tích S1 noäi tieáp ( ABC ( M treân AB , P,Q treân BC  ) . Chöùng minh  S ( 2S1  . 

HÖÔÙNG DAÃN
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CaÙch 1 :
S = ½ AH.BC   ; S1 = MQ.MN 
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Nhaân töøng veá (1) vôùi (2) 
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   (   S  (  2S1  ; Daáu “=” xaûy ra ( AM = MB (  MN laø ñöôøøng trung bình cuûa ( ABC .

CHU VI 

1/Cho hai hình chöõ nhaät  coù chu vi baèng nhau . Moät hình coù caùc caïnh ñöôïc toâ  maøu ñoû , hình kia coù caùc caïnh ñöôïc toâ maøu xanh . Ngöôøi ta choàng hai hình chöõ nhaät leân nhau sao cho  phaàn giao cuûa chuùng laø  moät hình baùt giaùc . Chöùng minh  raèng  hình baùt giaùc coù  toång ñoä daøi 4 caïnh maøu ñoû baèng toång ñoä daøi 4 caïnh maøu xanh .

2/ Cho hai hình chöõ nhaät coù cuøng dieän tích  . Hình chöõ nhaät thöù nhaát coù kích thöôùc a , b  ( a > b ) . Hình chöõ nhaät thöù hai coù kích thöôùc  c , d  ( c > d) .  Chöùng minh raèng neáu  a > c thì  chu vi hình chöõ nhaät thöù nhaát  lôùn hôn chu vi hình chöõ nhaät thöù hai . 

CÖÏC TRÒ

1/   Cho ( ABC  . Haõy döïng hình chöõ nhaät MNPQ noäi tieáp trong ( ABC ( M,N naèm treân caïnh BC , P naèm treân CA , Q naèm treân caïnh AB ) bieát raèng  :


a/  Ñöôøng cheùo MP coù ñoä daøi baèng d cho tröôùc .


b/   Ñöôøng cheùo MP coù ñoä daøi beù nhaát  . 
QUÓ TÍCH

1/ Cho ( ABC . Moät hình chöõ nhaät MNPQ thay ñoåi nhöng luoân luoân noäi tieáp  trong ( ABC . Tìm quó tích taâm O cuûa hình chöõ nhaät MNPQ . 

2/  Cho hình chöõ nhaät  ABCD  ,  O laø giao ñieåm  caùc ñöôøng cheùo .  Tìm taäp hôïp taát caû caùc ñieåm P sao cho ñoaïn thaúng PO ngaén hôn  ñoaïn PA , PC , PB , PD . 

3/  Cho hình chöõ nhaät ABCD vaø  ñieåm  E thuoäc  caïnh AD . Xaùc ñònh vò trí cuûa F thuoäc  caïnh AB , G thuoäc caïnh BC , H thuoäc caïnh CD sao cho  töù giaùc EFGH coù  chu vi nhoû nhaát 

HÖÔÙNG DAÃN
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Goïi I , K , M theo thöù töï laø trung ñieåm cuûa EF , EG , GH  . ( AEF vuoâng taïi A coù AI laø  trung tuyeán  (  AI = ½ EF . Töông töï ta coù : MC = ½ GH .  IK laø ñöôøng trung bình cuûa ( EFG  (  IK = ½ FG . Töông töï ta coù : KM = ½ EH . 

Do ñoù chu vi töù giaùc EFGH = EF + FG + GH + EH = 2 ( AI + IK + KM + MC ) 


Ta laïi coù : AI + IK + KM + MC (  AC ( so saùnh ñoä daøi ñoaïn thaúng vaø ñoä daøi ñöôøng gaáp khuùc . Suy ra  Chu vi töù giaùc EFGH  (  2AC  (  AC coù ñoä daøi khoâng ñoåi ) 


Chu vi töù giaùc EFGH nhoû nhaát baèng 2AC  (  A , I ,  K , M , C  thaúng haøng .


Khi ñoù  ta coù :   EH // AC ; FG // AC ; AEI = EAI = ADB   neân EF // DB . Töông töï  GH // DB . Töù giaùc EFGH laø hình bình haønh  coù caùc caïnh song song vôùi vôùi caùc ñöôøng cheùo cuûa hình chöõ nhaät ABCD .
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