HÌNH VUOÂNG

LAÁY CAÙC ÑIEÅM  TREÂN CAÏNH HÌNH VUOÂNG

1/ Treân caïnh BC cuûa hình vuoâng  ABCD   laáy moät ñieåm M  tuøy yù . Töø ø M keû moät ñöôøng thaúng caét caïnh CD taïi K sao cho  goùc AMB =  goùc AMK . Tính goùc MAK . 
HÖÔÙNG DAÃN 
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Haï  AH ( MK  .  Ta coù  MH = MB  ( Vì M (  tia phaân  giaùc cuûa  goùc BAM )


(  AH = AB = AC   (   ( ABM = ( AHM  ;  ( AHK = ( ACK  ( CAK = HAK ; BAM = HAM 

(      KAM = ½ BAC = 450
2/  Cho hình vuoâng  ABCD coù caïnh baèng 1 . Treân caùc caïnh AB , AD laàn löôït laáy caùc ñieåm P , Q sao cho ( APQ coù chu vi baèng 2 . 


a/ Chöùng minh   :  PB + QD = PQ .


b/ Chöùng minh  :   PCQ = 450 

3/ Cho M , N laø trung ñieåm  caùc caïnh AB , BC cuûa hình vuoâng ABCD . Goïi P laø giao ñieåm cuûa DN vaø CM . Chöùng minh   PA  baèng caïnh hình vuoâng  .  
4/  Töø ñænh A cuûa hình vuoâng ABCD ta veõ hai tia Ax , Ay  ñi qua mieàn trong cuûa hình vuoâng ñoù . Giaû söû caùc  ñieåm M , K  laø hình chieáu cuûa B , D  leân Ax  ;  L , N laø hình chieáu cuûa  B , D  leân Ay . Chöùng minh raèng caùc ñoaïn  thaúng KL , MN vuoâng goùc vôùi nhau vaø baèng nhau .

5/ Cho hình vuoâng ABCD . Treân caùc caïnh  AB , BC , CD , DA laáy laàn löôït 4 ñieåm tuøy yù  M , N ,P , Q  . Noái MP . Haï NE vuoâng goùc vôùi MP . Chöùng minh raèng neáu NE = MP thì E thuoäc ñöôøng thaúng  AD . 
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Haï EE1 ( BC  ; PP1 ( AB    (   (  EE1N  = (  PP1M


(  EE1 ( PP1

(   EE1  =  AB  (   E   naèm treân  AD .

6/ Qua ñænh A cuûa hình vuoâng ABCD  caïnh m  ta keû moät ñöôøng thaúng  baát kyø caét BC taïi P vaø DC keùo daøi taïi Q . Chöùng minh :       
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HÖÔÙNG DAÃN
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Ñaët BP = n   thì  PC = m – n  .


(ABP ~ ( QCP    (    
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Caùch 2 :  Duøng tính  chaát hình thang  .  Veõ QK // AD 

       Ta coù :   
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Aùp duïng tính chaát hình thang  :  
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8/  Cho hình vuoâng ABCD  . Treân caùc caïnh  AB , BC , CD , DA ta laáy theo thöù töï caùc ñieåm E , F , G , H  sao cho  AE = BF = CG = DH  . Xaùc ñònh  vò trí cuûa caùc ñieåm E , F , G , H  sao cho töù giaùc EFGH coù chu vi nhoû nhaát  .

9/  Cho hình vuoâng ABCD . Goïi E laø moät ñieåm di ñoäng treân  caïnh CD  ( E khoâng truøng vôùi C vaø D ) . Ñöôøng thaúng AE caét ñöôøng thaúng  BC taïi F . Ñöôøng thaúng  AE caét  ñöôøng thaúng BC taïi F  . Ñöôøng thaúng vuoâng goùc vôùi AE  taïi A caét ñöôøng thaúng CD taïi K . 


a/  So saùnh hai tam giaùc ABF vaø ADK .


b/  Goïi I laø trung ñieåm cuûa FK . Chöùng minh ñieåm I di ñoäng treân moät ñöôøng thaúng coá ñònh  khi E di ñoäng treân CD .


c/  Chöùng minh raèng EK ( 2AB . (  Ñeà thi hoïc sinh gioûi caáp huyeän naêm 2003 – 2004 )

HÖÔÙNG DAÃN
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a/     BAE = DAK   (  ( ABF = ( ADK  ( g.c.g )

b/     IA = IC = ½ KF  (   I naèm treân ñöôøng trung tröïc cuûa AC  hay I naèm treân ñöôøng thaúng BD .

c/   Ñaët DE = x  . Trong  tam giaùc vuoâng  AEK ta coù : DA2 = DE.DK   (  DK2 =  
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  Ta coù   :   EK =  ED + DK = x +  
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 . Aùp duïng baát ñaúng thöùc Coâsi  cho hai soá khoâng aâm  x vaø  
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ta  ñöôïc :  EK ( 2
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15/ Cho hình vuoâng ABCD . Laáy M treân caïnh BC  . Ñöôøng thaúng AM caét ñöôøng thaúng CD taïi P . Ñöôøng thaúng EF vuoâng goùc vôùi  AM trong ñoù  E , F töông öùng naèm treân  AB , CD . Ñöôøng phaân  giaùc cuûa goùc DAM  caét CD taïi K . Chöùng minh raèng : 


a/   EF = BM + DK 
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HÖÔÙNG DAÃN


Keû AN ( AM  caét ñöôøng thaúng  CD taïi N .  Töù giaùc ANFE laø hình bình haønh   neân  EF = AN (1) .  Ta coù :  DAN = BAM  ; AD = AB  ; AND = ABM  = 900   (   ( AND = ( ABM  ( BM = ND ; AN = AM  (2) .


Maët khaùc  coù  NAK = KAD + DAN = KAM + BAM = KAB = AKN  neân  NA = NK (3)

Keát hôïp (1) , (2) , (3)  ta coù :  EF = AN = NK = ND + DK = BM + DK .

b/  Xeùt tam giaùc vuoâng NAP coù ñöôøng cao AD ta coù :  
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Töø  ñoù vaø (2) suy ra  
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Nhaän xeùt  : Ñieàu maáu choát trong caùch giaûi treân laø veõ theâm ( AND ñeå coù  ( AND = ( ABM . Neáu  thay ñieàu kieän  ABCD  töø hình vuoâng trôû thaønh hình chöõ nhaät thì  trong lôøi giaûi seõ coù  ( AND ~ ( ABM  

(  
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   ( t > 0 ) . Luùc ñoù ta coù : 


a/   EF = AN = NK = ND + DK = t.BM + DK .


b/   
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Töø ñoù ta coù baøi toaùn toång quaùt hôn nhö sau :


Cho hình chöõ nhaät  ABCD ( vôùi  AD = t.AB  ( t > 0 ) . Laáy M treân caïnh BC  . Ñöôøng thaúng AM caét ñöôøng thaúng CD taïi P . Ñöôøng thaúng EF vuoâng goùc vôùi  AM trong ñoù  E , F töông öùng naèm treân  AB , CD . Ñöôøng phaân  giaùc cuûa goùc DAM  caét CD taïi K . Chöùng minh raèng : 


a/   EF = t.BM + DK 


b/    
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HÖÔÙNG DAÃN ( Theo nhaän xeùt treân ) 
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QUÓ TÍCH 

1/ Cho hình vuoâng ABCD taâm O . Veõ ñöôøng thaúng ( d )  quay quanh O caét hai caïnh AD vaø BC taïi E vaø F ( E , F khoâng truøng vôùi caùc ñænh  cuûa hình vuoâng ).  Töø E , F laàn löôït veõ caùc ñöôøng thaúng song song vôùi  DB , AC caét nhau taïi I .


a/ Tìm taäp hôïp caùc ñieåm I .


b/ Töø I veõ ñöôøng vuoâng goùc vôùi  EF taïi H . Chöùng minh raèng  H thuoäc veà moät ñöôøng  coá ñònh  vaø ñöôøng thaúng IH ñi qua moät ñieåm coá ñònh .

HÖÔÙNG DAÃN

a/  Phaàn thuaän :  Qua E veõ ñöôøng thaúng song song vôùi OB caét AB taïi I  (  ( AEI vuoâng caân  ( AE = AI 

Xeùt ( OAE vaø ( OCF  coù :  EAO = FCO = 450  ;  OA = OC ( gt ) ;   AOE = COF (  ñ ñ )


(  ( OAE  = ( OCF  ( g .c . g )  (   AE = CF .


(   ED = BF  ;  AI = CF   do ñoù :   BI = BF .


( ABC coù  : 
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Giôùi haïn :  


+ Khi  d  
AC  thì E
 A  ;  F
          C  ;  I
     B


+ Khi    d  
BD  thì E
 D  ;  F
          B  ;  I
     A

Vaäy I chuyeån ñoäng treân  ñoaïn thaúng  AB tröø A vaø B .

    Phaàn ñaûo :  Laáy I baát kyø treân ñöôøng thaúng AB  ( I khoâng truøng vôùi A vaø B )  .  Goïi E , F laø  ñieåm ñoái xöùng  cuûa I qua AC , BD . 


OA , OB laø hai tia phaân giaùc cuûa hai goùc keà  EOI vaø IOF  (  AOB = ½ EOF  . Maø  AOB = 900  do ñoù  EOF = 1800   (  E , O , F  thaúng haøng  .

Keát luaän :  Taäp hôïp caùc ñieåm I laø caïnh AB cuûa hình vuoâng ABCD  ( tröø hai ñieåm A vaø B ) 

b/  Töù giaùc EAIH noäi tieáp  (   AHI = AEI = 450 . Töù giaùc IBFH noäi tieáp  (   IHB = IFB = 450 . 


Do ñoù :   AHB = AHI + IHB = 450 + 450  = 900 . AB coá ñònh  . Vaäy H thuoäc ñöôøng troøn  coá ñònh ñöôøng kính AB .


Goïi J laø  giao ñieåm cuûa HI  vaø ñöôøng troøn ñöôøng kính AB  ( J khoâng truøng vôùi H )  .


AHI = IHB = 450  (  cung  AJ = cung JB  (  J laø ñieåm chính giöõa cuûa cung  AB neân J coá ñònh .


Vaäy ñöôøng thaúng HI ñi qua ñieåm coá ñònh J .

LAÁY ÑIEÅM TREÂN ÑÖÔØNG CHEÙO

1/ Cho hình vuoâng ABCD . M thuoäc BD   . E vaø F laø hình chieáu cuûa M treân AB vaø AD . Chöùng minh  BF , CM , DE ñoàng qui .  

2/ Cho hình vuoâng ABCD , M laø moät ñieåm treân ñöôøng cheùo AC . Haï MH   (  AD , MK  (  DC .

a/Chöùng minh :  BH  (  AK  , BK  (  CH , BM  (  HK , BM = HK  . Suy ra AK , BM , CH ñoàng qui .

b/BM caét AD taïi N , caét DC taïi P  . Chöùng minh  :  
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c/  Tìm vò trí cuûa M  treân AC sao cho  MHDK coù dieän tích lôùn nhaát  . Tính giaù trò lôùn nhaát ñoù .

3/ Cho hình  vuoâng ABCD  coùùù AB = a  coùùá ñònh . M laø moät ñieåm di ñoäng  treân ñöôøng cheùo AC .  Haï MF vuoâng goùc vôùi  BC , ME  vuoâng goùc vôùi AB . Xaùc ñònh vò trí cuûa  M treân AC sao cho dieän tích  ( DEF nhoû nhaát . Tính giaù trò nhoû nhaát ñoù . 
4/ Cho hình vuoâng ABCD . Haõy xaùc ñònh  ñöôøng thaúng  ñi qua taâm hình vuoâng sao cho  toång caùc khoaûng caùch  töø 4 ñænh cuûa hình vuoâng  ñeán ñöôøng thaúng ñoù laø  :


a/  Lôùn nhaát .


b/  Nhoû nhaát .

VEÕ  HÌNH VUOÂNG VEÀ PHÍA NGOAØI HÌNH BÌNH HAØNH .

1/ Veà phía ngoaøi 2 caïnh DC vaø CB cuûa hình bình haønh  ABCD ta döïng hai hình vuoâng  DCTU vaø BCSR . Chöùng minh  raèng  AC = ST  vaø  AC (  ST .

HÌNH VUOÂNG NOÄI TIEÁP TAM GIAÙC


1/  Trong tam giaùc vuoâng ABC  vuoâng taïi C . Hình vuoâng PQRS noäi tieáp trong tam giaùc . ( P, Q ( AB , S ( AC ) .    Giaû söû AB = c  vaø ñöôøng cao haï töø C xuoáng caïnh  AB laø h  , 
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  . Tính  ñoä daøi caïnh hình vuoâng .

HÖÔÙNG DAÃN  


     C

Veõ ñöôøng cao C H = h , SP = x  . Neáu ñöôøng cao   ñoù  caét SR taïi T thì  CT = h – x .  Caùc tam giaùc SRC  vaø ABC ñoàng daïng  .  Khi ñoù  : 
[image: image21.wmf]c

x

h

x

h

AB

SR

CB

CR

CH

CT

=

-

Û

=

=








Suy ra 
      

     ;


      

( 

[image: image22.wmf]2

3

=

x


BAØI TOAÙN SUY LUAÄN

1/ Trong hình vuoâng caïnh baèng 1  cho 5 ñieåm baát kyø . Chöùng minh raèng trong caùc ñieåm ñaõ cho coù theå tìm ñöôïc hai ñieåm  sao cho khoaûng caùch giöõa chuùng  khoâng lôùn hôn  
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HÖÔÙNG DAÃN

a/


Chia hình vuoâng caïnh 1 thaønh 4 hình vuoâng  caïnh  ½ . Coù 5 ñieåm 



naèm trong 4 hình vuoâng  neân ít nhaát cuõng coù 1 hình vuoâng nhoû  chöùa




2 trong  5 ñieåm ñaõ cho . Hai ñieåm naøy naèm trong ñöôøng troøn coù ñöôøng

kính  laø ñöôøng cheùo cuûa hình vuoâng nhoû chöùc noù  neân khoaûng caùch giöõa chuùng  khoâng vöôït quaù ñöôøng kính ñöôøng troøn  baèng  
[image: image24.wmf]2

2

2

1

.

2

=

 .

2/ Trong hình vuoâng caïnh baèng 1  cho 33 ñieåm baát kyø . Chöùng minh raèng trong caùc ñieåm ñaõ cho coù theå tìm ñöôïc 3 ñieåm  laäp thaønh tam giaùc coù dieän tích khoâng lôùn hôn  
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