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NHÌN BÀI TOÁN DƯỚI QUAN ĐIỂM CỰC TRỊ 

-------------TQT-------------- 

I - Lý thuyÕt 

Gi¶ sö f(x) lµ hµm sè thùc x¸ch ®Þnh trªn miÒn M. Khi ®ã: 

1. NÕu f(x) cã gi¸ trÞ nhá nhÊt trªn M th×: 
Nguyªn lÝ 1: f(x)≥ c víi mäi x∈M khi vµ chØ khi cxf

Mx

≥
∈

)(min . 

Nguyªn lÝ 2: BÊt ph−¬ng tr×nh f(x)≤ c cã nghiÖm thuéc M khi vµ chØ khi 

cxf
Mx

≤
∈

)(min . 

2. NÕu f(x) cã gi¸ trÞ lín nhÊt trªn M th× : 
Nguyªn lÝ 3: f(x)≤ c víi mäi x∈M khi vµ chØ khi cxf

Mx

≤
∈

)(max . 

Nguyªn lÝ 4: BÊt ph−¬ng tr×nh f(x)≥ c cã nghiÖm thuéc M khi vµ chØ khi      

≥
∈

)(max xf
Mx

c 

3. NÕu f(x) cã ®ång thêi gi¸ trÞ nhá nhÊt vµ gi¸ trÞ lín nhÊt trªn M, th× ph−¬ng 
tr×nh f(x) = m cã nghiÖm khi vµ chØ khi  

)(max)(min xfmxf
MxMx ∈∈

≤≤  

         Sau ®©y t«i xin giíi thiÖu mét vµi øng dông cña 4 nguyªn lÝ cùc trÞ trªn ®Ó gi¶i 
quyÕt mét sè bµi to¸n. 

II- Ứng dông. 

1.Ứng dụng trong  phương trình và bất phương trình. 
a) Xét tam thøc bËc hai f(x)= ax2 + bx + c ( a≠ 0) dưới quan điểm cực trị:  

Ta cã f(x) = 
a

acb

a

b
xa

4

4

2

22
−

−







+  

          af(x) = 
42

2
2 ∆

−







+

a

b
xa  

   ⇒    af(x) ≥  -
4

∆
. 
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   Tõ ®ã ta nhËn thÊy: 

+) a > 0 , minf(x) = -
a4

∆
 , maxf(x)  = +∞ . 

+) a < 0 , maxf(x) = -
a4

∆
 , minf(x) = -∞ . 

+) f(x) ≥  0 ∀x ⇔




≤∆

>
⇔








≥
∆

−=

>

0

0

0
4

)(min

0
a

a
xf

a

 

+)Phương trình f(x)=0 có nghiệm khi 

                 

 

 VÝ dô 1: §Ó chøng minh ax2 + bx + c ≥0 , Rx ∈∀  ta chøng minh 




≤∆

>

0

0a
 

CMR: 322242 44)2(2 xyxxyyxyx ≥++++  , yx,∀  

 Gi¶i 

§pcm ⇔ x2(y2+1)2 + 4y(1-y2)x + 4y2 ≥  0 

§Æt f(x) = (y2 +1)2x2 + 4y(1 - y2)x + 4y2  

Ta cã ∆ ’ = 4y2(1 - y2)2 – 4y2(y2 + 1)2 = -16y2 ≤  0 ∀y. 

 Suy ra 




>+

≤∆

0)1(

0'
22y

   ⇒  f(x) ≥0  ∀x,y  (®pcm). 
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VD2: Tõ a.f(x) ≥0 ∀x suy ra 0≤∆ . 

  Chøng minh bÊt ®¼ng thøc Bunhiacèpki  

          





∑





∑≤






∑

===

n

i
i

n

i
i

n

i
ii baba

1

2

1

2
2

1
     (1) 

Giải                                             

  +) NÕu ∑ = 02
ia  th× B§T ®−îc chøng minh. 

  +) NÕu ∑ ≠ 02
ia  th× 

       (1)  ⇔  0
1

2

1

2
2

1
≤






∑





∑−






∑

===

n

i
i

n

i
i

n

i
ii baba  

§Æt f(x) = ∑ )( 2
ia x2 – 2(∑ iiba )X + ∑ 2

ib  

              = ∑ −−
=

n

i
iiii bXbaXa

1

222 )2(  

              = ∑ ≥−
=

n

i
ii bXa

1

2 0)(  ,  X∀ . 

Ta cã :   




≥∑=

≥

0

0)(
2

iaa

xaf
   ⇒  '∆ = 0

1

2

1

2
2

1
≤






∑





∑−






∑

===

n

i
i

n

i
i

n

i
ii baba  

  ⇒   §pcm. 

VD3: Cho x,y,z lµ nghiÖm cña hÖ ph−¬ng tr×nh 




=++

=++

4

8222

xzyzxy

zyx
 

              CMR: 
3

8
,,

3

8
≤≤− zyx  

Gi¶i 

Ta cã   




+−=

−=+

)(4

8 222

yxzxy

zyx
 

)(28)(2)(8 222
yxzyxxyyxz ++−+=−+=−⇒  

16)(2)( 22
=++++⇒ zyxzyx  4±=++⇒ zyx  
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+) x+y+z = 4 hay x + y = -z + 4 

    Thay vµo ph−¬ng tr×nh d−íi ta suy ra xy= (z -2)2. 

 VËy x, y lµ nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh X2 - (4 - z)X + (z - 2)2 = 0. 

Ta cã 0)2(4)4( 22
≥−−−=∆ zz  

3

8
00)38( ≤≤⇒≤−⇒ zzz      (1) 

+) Víi x+y+z = -4 hay x+y = -z – 4 

  Thay vµo ph−¬ng tr×nh sau ta suy ra xy = (z + 2)2. 

VËy x,y lµ nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh:  X2 – (4 + z)X + (z + 2)2 = 0 

    0)2(4)4( 22
≥+−+=∆⇒ zz  

    0)83( ≤+⇒ xz    0
3

8
≤≤−⇒ z   (2) 

KÕt hîp (1) vµ (2) ta ®−îc 
3

8

3

8
≤≤− z . 

 V× vai trß cña x, y, z lµ nh− nhau nªn ta còng cã 
3

8
,,

3

8
≤≤− zyx   

Bµi tËp tham kh¶o 

1) CMR: 19x2 +54y2 + 16z2 – 16xz - 24yz + 36xy ≥  0  zyx ,,∀  
2) Cho a,b,c tho¶ m·n ®iÒu kiÖn a+d = b+c. CMR: nÕu lÊy m sao cho 

mbcad 2≤−  th× (x - a)(x- b)(x - c)(x - d) + m2 ≥0 x∀ . 

3) Cho ax + by xy≥   ,  yx,∀ d−¬ng. CMR: ab 
4

1
≥ . 

4) Cho c¸c sè ai , bi > 0 (i = 1,2,…n) tho¶ m·n: M
a

b
m

i

i ≤≤<0  , i∀ . 

CMR: a) iii baMmmMab )(22
+≤+  

           b) 
( )

mM

Mm

ba

ba

n

i
ii

n

i
i

n

i
i

4

2

2

1

1

2

1

2

+
≤







∑







∑





∑

=

==  
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b) Tính chất của hàm số nhìn theo quan điểm cực trị 

như thế nào   

Giải 

         Ta biết rằng hàm này được quy về 

 

Khi đó ta thấy ngay min f(x)= c  -    và max f(x)= c+  Từ đó ta 

ta suy ra: 

 i) f(x) ≥0 với mọi x khi và chỉ khi min f(x) = c-- và do đó   

c  

ii)  f(x) 0 với mọi x khi và chỉ khi min f(x) = c+ và do 

đó   c  

iii) Phương trình f(x)=0 có nghiệm khi và chỉ khi c-   

. 

điều này tương đương với ,hay         

iv) Bất phương trình  f(x) 0 có nghiệm khi và chỉ khi  

 mìn f(x) = c - hay   c  

v) Bất phương trình f (x) ≥0 có nghiệm  khi và chỉ khi   

  maxf(x) = c+  hay c  

vi) f(x)đồng nhất khi và chỉ khi f(x)=maxf(x)=0 tương  đương  

c -  c+  ,hay a=b=c=0. 

Ví dụ: Tìm giá trị lớn nhất giá trị nhỏ nhất của hàm số y= trong 

khoảng [- ] 

Vì  nên 
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 thuộc miền giá trị của hàm số  :  =   

        (1)     

(1) có nghiệm      

                          

                          

Suy ra . 

BÀI TẬP THAM KHẢO 

1) Cho hàm số với x .  

    Tìm a để min y=2. 

2) Cho hàm số . Tùy theo m tìm min, max của 

hàm số. 

3) Xách định m để . 

4) Xách định a để với mọi x thì : 

        . 

c) Bài toán biện luận số nghiệm và tính có nghiệm của một phương trình và bất 
phương trình luôn là một bài toán quan trọng, sử dụng cực trị để giải bài toán này 
là một công cụ hết sức hiệu quả. Trong phần này tôi xin giới thiệu một số bài toán 
áp dụng tính chất 3 để giải quyết tương đối dễ dàng. 

Ví dụ 1: Xác định m để phương trình sau có nghiệm: 

                                      x   
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Giải 

TXĐ :    

Xét hàm số  

f’(x) =  

f’(x)= 0   +2x =  0  

                    

Ta có bảng biến thiên : 

x                                   

f’(x)                   -             0           + 

 f(x)                                                   

Vậy phương trình f(x) = m  có nghiệm    

 

Ví dụ 2:Giải phương trình sau: 

     

Giải 

xét hàm số f(x)  =      

                    f’(x)= n   

                     = n   

trong  thì n sinxcosx > 0 



ĐẠI HỌC SƯ PHẠM HÀ NỘI 

GV: Trần Quang Thuận                                                   0912.676.613 – 091.5657.952 

8 

                            f’(x) =  )    

x                       0                                       

f’(x)                                +     0       - 

f(x)                                      

Vậy pt đã cho có nghiệm duy nhất  

    Xét phương   trình   xác định trên miền M.  
Nếu  thì phương trình tương đương với phương trình 
sau :  
Xét ví dụ 

    Giải phương trình  

Giải 
    Phương trình đã cho tương đương với  

 
                                    

                                Ta có  

                                 Suy ra  

Do đó ta có : 

                           (1)  

                                

 
    

Vậy nghiệm của phương trình là     

Chú ý   Từ cách giải trên bằng cách tương tự giải bài toán tổng quát sau: 
Với m, n nguyên lớn hơn 2 , giải phương trình sau: 
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Khi đó ta thấy nó tương đương với hệ sau: 
 

      

Có 4 khả năng sau xảy ra: 
1.Nếu m=2k ,n=2l (tức m,n cùng chẵn) 
         

2. Nếu m = 2k, n = 2l +1 (m chẵn ,n lẻ) 
    

3.Nếu m ,n cùng lẻ  

 
4.Nếu m lẻ ,n chẵn  : 

�=�	 ; �= . 

BÀI TẬP THAM KHẢO 

1) Giải phương trình    

 
2) Giải phương trình    
                                     
3) Giải phương trình    
                                        . 
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2. Bất đẳng thức nhìn dưới quan điểm cực trị: 

    Chứng minh 1 bất đẳng thức đại số  

nhìn dưới quan điểm cực trị là tìm cực đại hoặc cực tiểu của hàm số : min f(x)   
(max f(x) ) rồi chứng minh min f(x) .trong việc khảo sát hàm 

số,cực trị của hàm số là giá trị lớn nhất hoặc nhỏ nhất mà hàm số đạt được trong 
lân cận đủ nhỏ. 

VD1 

 Cho > 0. Ta có thể chứng minh một cách rất dễ 

dàng bất đẳng thức sau: 

   +…+      

Giải                                                                                                                                                                                                                                                                                                              

                                         

 

                

    0                

 

Trên trục hoành và trục tung ta đặt liên tiếp các đoạn thẳng  sau: 

 

khi đó ta thấy ,theo Pitago thì: 

   ;  

 

Như vậy VT là tổng của những đường gấp khúc từ O tới . 
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VP là độ dài đoạn  

Vì vậy hiển nhiên là VP =      VT. 

Dấu ‘=’xảy ra khi  thẳng hàng . 

Tức là = . 

Bây giờ ta thử nhìn bài toán trên theo quan điểm cực trị. 

Xét hàm số :  =  

và có  

Đặt =  

  

Ta có 

  

Bài toán được chứng minh. 

Nhận xét 

    Ta thấy rằng đối với cách này, điều kiện các số: > 0  

là không cần thiết. 

    Như vậy ,với các số  thì cách 1 là không thỏa 

mãn? Liệu khắc phục như thế nào? 

    Rõ ràng vẫn lấy các đoạn thẳng như trên nhưng bằng cách với những số dương 
ta lấy các điểm trên trục hoành sang bên phải điểm liền trước(trục tung lấy lên 
trên) và lấy sang bên trái điểm liền trước nếu giái trị âm ( trục tung lấy xuống 
dưới). Ta được ĐPCM. 
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VD2  Cho hàm số .  

Chứng minh . Từ đó chứng minh  

Giải 

 Miền xác định: D =  ; 

            

           

Với n chẵn :  .vậy có nghiệm duy nhất  

Ta có   

           

Ta có bảng biến thiên như sau: 

x                             

f’(x)                       0 

f(x)                         

Suy ra f(x) đạt cực tiểu tại  và  

Chọn  ta có  
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VDVDVDVD3333:::: Cho n nguyên dương .  CMR: 

  

Giải 

   Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương   

Xét hàm số        

Ta có  

                       0 

Suy ra   

Ta cm  

(2)  

      

      

Ta có dãy số   là dãy số  giảm và có giới hạn là e 

   

Vậy ta có đpcm. 
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BÀI TẬP THAM KHẢO 

1.CMR    

2.CMR    

3.Với  

3) Ứng dụng vào các bài toán cực trị hình học 

  Trong toán học giải tích, nguyên lí cực trị “hàm nhận giá trị thực và liên tục 
trên tập compact luôn có giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất trên đó”. Dùng nguyên 
lí này ta có thể dễ dàng chứng minh sự tồn tại cực trị của bài toán hình học. 

Xét bài toán :  

 Trong một đa giác lồi luôn tồn tại các diểm I làm cho 

đạt giá trị lớn nhất,nhỏ nhất ( là các giá trị thực không âm). 

Giải 

 Trong mặt phẳng tọa độ Oxy,gọi tọa độ các điểm là: 

 ;  

Đặt  = . 

 Vì   là một đa giác lồi nên là hàm 2 biến số xác định trên 

tập compact; các  không âm nên f(x,y) là hàm liên tục .Vậy theo nguyên lí trên 

thì  luôn đạt giá trị nhỏ nhất ,lớn nhất trên đó. Tức là luôn tồn tại điểm I 

thỏa mãn yêu cầu. 

Bài toán 1 Cho hình vuông có  cạnh huyền là a không đổi . Cho đường thẳng d 
quay xung quanh cạnh huyền. Hỏi chiều cao tương ứng với cạnh huyền là bao 
nhiêu để hiệu 2 hình nón sinh ra đạt giá trị max. 
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VD1: Cho tam giác ABC vuông hoặc tù. Chứng minh rằng : 12 +≥
r

R  

GIẢI 

Bất đẳng thức cần chứng  minh tương đương: 

21
12

1
≤+⇔

+
≥

R

r

R

r  

2coscoscos ≤++⇔ CBA   

Không giảm tính tổng quát , giả sử A=max{A;B;C} ≥  
2

π ; 

Ta có: ≤
−

+−=++
2

cos
2

sin2
2

sin21coscoscos 2 CBAA
CBA 1

2
sin2

2
sin2 2

++−
AA  

Đặt 
2

sin
A

x = . Bởi vì  suy ra: . 

Xét hàm số  
2

1
024)(' =⇔=+−= xxxf     với  . 

Lập bảng:  

       x        
2

1               
2

2
                1 

      f’(x) 

      f(x) 

∈∀=≤ xfxf ;2)
2

2
()(' )1;

2

2
[  

2coscoscos ≤++⇔ CBA ∈∀x )1;
2

2
[  

Đẳng thức xảy ra khi     








=

=

2

2

2

A
sin

1
2

C-B
cos







=

=
⇔

2

π
A

CB
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VD2: Cho tam giác ABC với a, b,c là độ dài 3 cạnh  

Chứng minh rằng : 2222 sinsinsin pCcaBbcAab ≤++  

Giải 

         Bđt cần chứng minh tương đương 

0)2cos1(2)2cos1(2)2cos1(2)( 2
≥−−−−−−++ CcaBbcAabcba  

0)2cos2()2cos2cos(2)( 222
≥+++++=⇔ BbccbaCcAbaaf  

Xem f(a ) là tam thức bậc hai cúa 

=∇' 0)2cos2()2cos2cos( 222
≥++++ BbccbCcAb  

    )2sin2sin2sin22sin 2222
CcCAbcAb −+−=  

    0)2sin2sin( 2
≤−−= CcAb  

đẳng thức xảy ra khi 




=−

=

02sin2sin CcAb

ccos2C--bcos2Aa
 

                             




=

=
⇔

CcAb

ccos2C(1)--abcos2A

2sin2sin
 

)2sin)2cos( 222
CcAab ++=⇒  

CcaBacca 2coscos2 2222
+=−+⇔  

02cos2cos =+⇔ CB  

0
2

2
cos

2

2
cos =

+−
⇔

BCBC  






=+

=−
⇔

)4(2

)3(2

π

π

BC

BC
 

Xét đẳng thức(3): BCBC +=⇒=− ππ 22  
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−=

>
⇒

BC

C

sin2sin
2

π

 

Thay vào (2):  bsin2A= -CsinB. 

 <0 

 

Vậy (3)không xaỷ ra. 

Từ (4) .Thay vào (2) ta có : bsin2A =  c sin2A 

Cần nhận xét  

Từ đó suy ra  b = c . Vậy thì A = B = C. 

BÀI TẬP THAM KHẢO 

1)  Cho hình vuông có  cạnh huyền là a không đổi .Cho đường thẳng d quay xung 
quanh cạnh huyền. Hỏi chiều cao tương ứng với cạnh huyền là bao nhiêu để hiệu 2 
hình nón sinh ra đạt giá trị max. 

2)  Cho tam giác ABC với  A > B > C ; gọi d = OI. CMR: 

                      cosA <   <  cosC 

3)  Cho tam giác ABC .CMR 

  

4) Các bài toán liên quan đến dạng  f(x) +  

          Để giải các loại bài toán này, thông thường ta phải phá dấu trị tuyệt đối, vì 
vậy cần giải phương trình g(x) = 0. Mà phương trình này không phải lúc nào cũng 
giải được. Nhưng ta biết rằng : 

          Với 2 số thực a, b thì: 
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                i) min{a,b}=  

               ii) max{a,b}= ; 

          Ngược lại, thì a -  và a +  

Như vậy dựa vào những tính chất này để giải các bài toán tìm min, max của những 
hàm số có dạng y= f(x) +  đơn giản hơn nhiều so với việc phá dấu trị tuyệt 

đối. 

Ta có:  

                                        = max{ } 

 

                                        = min{ } 

 

Ví dụ : Tìm giá trị nhỏ nhất của hàm số y = 2cosx + sinx - . 

Giải 

Đặt f(x) = 2cosx + sinx + (cosx+ 3sinx -2) = 3cosx + 4sinx -2. 

       g(x) = 2cosx + sinx - (cosx+ 3sinx -2)= cosx – 2sinx +2. 

Dễ thấy rằng min f(x) = -2 -  

                      min g(x) = 2 -  = 2- . 

Vậy min y = -7. 
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BÀI TẬP THAM KHẢO 

1) Cho hàm số y =  với -2 . 

    a) Xác định a để giá trị lớn nhất của hàm số đạt giá trị nhỏ nhất. 

    b) Tìm a để giá trị nhỏ nhất của hàm số bằng 29. 

2)  Tìm giá trị nhỏ nhấ của hàm số sau: y =  

 

KẾT LUẬN 

Các bài toán sơ cấp là rất đa dạng và phong  phú. Đối với một số dạng bài toán, 
nếu nhìn dưới quan điểm cực trị có thể đưa lại cho ta những cách giải rất độc đáo. 
Mong được tiếp tục trao đổi với bạn đọc. 
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