
t×m gi¸ trÞ lín nhÊt vµ gi¸ trÞ nhá nhÊt 

cña mét biÓu thøc b»ng ph¬ng ph¸p hµm sè  

 

TrÇn V¨n Tá 

(GV tæ to¸n tin – trêng thpt ®øc hîp, hng yªn) 

Bµi to¸n t×m gi¸ trÞ lín nhÊt, nhá nhÊt lµ mét néi 

dung quan träng trong c¸c kú thi tuyÓn sinh §¹i häc, 

Cao ®¼ng h»ng n¨m. Trong chuyªn ®Ò nµy chóng t«i 

tËp trung vµo ý tëng sö dông tÝnh chÊt cña hµm sè ®Ó 

gi¶i bµi to¸n t×m gi¸ trÞ lín nhÊt, gi¸ trÞ nhá nhÊt cña 

biÓu thøc nhiÒu biÕn sè. Ph¬ng ph¸p nµy tá ra kh¸ 

m¹nh, hiÖu qu¶, chÆt chÏ vµ tá ra cã ®êng lèi víi c¸c 

bµi to¸n mµ biÓu thøc cã tÝnh ®èi xøng, ho¸n vÞ vßng quanh, ... 

I/ PH¦¥NG PH¸P GI¶I TO¸N 

 1/ BiÕn ®æi c¸c sè h¹ng trong biÓu thøc vÒ cïng mét ®¹i lîng gièng nhau. 

2/ §a vµo mét Èn phô t míi b»ng c¸ch ®Æt t b»ng ®¹i lîng chung – 

gièng nhau ®ã 

3/ T×m ®iÒu kiÖn rµng buéc cho biÕn t, gi¶ sö t thuéc D 

4/ XÐt hµm sè f(t), t thuéc D khi ®ã h×nh thµnh ®îc bµi to¸n t¬ng ®¬ng 

sau: 

T×m gi¸ trÞ lín nhÊt, gi¸ trÞ nhá nhÊt cña hµm sè f(t), t thuéc tËp D  

5/  Dïng ®¹o hµm ®Ó t×m GTLN, GTNN cña hµm sè f(t) víi t thuéc D 

 

II/ Y£U CÇU Kü N¡NG GI¶I TO¸N 

1/ T×m GTLN, GTNN cña hµm sè trªn kho¶ng (a;b) hoÆc ®o¹n [a;b] 

2/ §Þnh lý Vi-Ðt ®¶o vÒ PT bËc 2: NÕu  2 4 0S P  vµ 
x y S

xy P

 



 th× x, y lµ 

nghiÖm cña PT bËc hai Èn t: 2 0t St P    



3/ BiÕn ®æi biÓu thøc ®èi xøng vµ kÕt hîp gi¶ thiÕt ®a viÖc ®¸nh gi¸ biÓu 

thøc vÒ viÖc kh¶o s¸t hµm sè trªn mét miÒn D 

4/ §Æt vÊn ®Ò t¬ng ®¬ng víi bµi to¸n biÖn luËn sè nghiÖm cña ph¬ng 

tr×nh, bÊt ph¬ng tr×nh 

NhËn xÐt: 

§iÓm mÊu chèt trong c¸ch gi¶i nµy lµ t×m ®îc hµm sè f(t) víi t thuéc D 

vµ P = f(t) 

Trong trêng hîp kh«ng thÓ x©y dùng trùc tiÕp ®îc hµm sè f(t) tháa m·n 

P = f(t) víi t thuéc D th× ta ®i t×m hµm sè f(t) tháa m·n   ,P f t t D   víi bµi 

to¸n t×m GTNN hoÆc hµm sè f(t) tháa m·n   ,P f t t D   víi bµi to¸n t×m GTLN. 

IIi/ c¸c thÝ dô minh häa 

 

 ThÝ dô 1: Cho c¸c sè thùc d¬ng x vµ y tháa m·n x + y = 4. T×m gi¸ trÞ nhá 

nhÊt cña biÕu thøc  
3 3

1 1
P

a b ab
 

 

Bµi gi¶i:  

Ta cã:          
33 3 3 1 3a b a b ab a b ab . Do ®ã:  



1 1

1 3
P

ab ab
 

 Theo B§T C« si ta cã:   
2

4x y xy , Víi mäi sè d¬ng x, y. 

§Æt t = ab v×   
2

4a b ab  nªn     
1

1 4 0 0
4

ab ab .  

VËy bµi to¸n trë thµnh:  

T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña hµm sè    
      

1 1 1
, 0;

1 3 4
P f t t

t t
.    

Víi ®¹o hµm  
 


    


22

3 1 3 3
' 0

61 3
f t t

tt
 

LËp b¶ng biÕn thiªn cña hµm sè f(t) trªn  
 

 

1
0;

4
t  

 



t 0                    
3 3

6
                 

1

4
 

f’(t)             -              0             + 

 

f(t) 

+ ∞                                               8 

 

4 2 3  

 

VËy gi¸ trÞ nhá nhÊt cña hµm f(t) lµ 4 2 3  khi t=
3 3

6
.  

Do ®ã MinP = 4 2 3  khi  
1 2 3 3 1 2 3 3

, 1 ; 1
2 3 2 3

x y
           

    
    

 

hoÆc 
1 2 3 3 1 2 3 3

1 ; 1
2 3 2 3

          
    
    

. 

B×nh luËn:  

 BiÓu thøc P cã tÝnh ®èi xøng víi x,y 

 Trong bµi nµy ta t×m ®îc hµm sè f(t) sao cho biÓu thøc P = f(t) víi t thuéc 

D. 

 ThÝ dô 2: Cho x, y, z lµ ba sè d¬ng tháa m·n 1x y z   . T×m gi¸ trÞ nhá 

nhÊt cña biÓu thøc  
1 1 1

P x y z
x y z

        

(C©u IV, §Ò thi TS C§ Kinh tÕ Kü thuËt CÇn Th¬, Khèi A, n¨m 2006) 

Bµi gi¶i:  

¸p dông B§T C«-si cho 3 sè d¬ng x, y, z ta cã:  

31 3 0x y z xyz      (1) vµ 3
3

1 1 1 1 3
3 0

x y z xyz xyz
      (2) 

DÊu “=” x¶y ra ë B§T (1) vµ (2) khi vµ chØ khi x y z  .  

Do ®ã ta cã ®¸nh gi¸ sau:  

1 1 1
P x y z

x y z
       33 xyz  +

3

3

xyz
.  



XÐt hµm sè  
3

3f t t
t

   víi 3
1

, 0;
3

t xyz t
 

  
 

.  

Ta cã:   2

3 1
' 3 0, 0;

3
f t t

t

 
     

 
 

B¶ng biÕn thiªn cña hµm sè  
3

3f t t
t

  trªn nöa kho¶ng 
1

0;
3

 
 
 

 

t                0                      
1

3
 

f’(t)  -  

 

f(t) 

 

 

 

+ ∞                  

 

                10   

 

 

                       

VËy gi¸ trÞ nhá nhÊt cña f(t) lµ 10 khi t = 
1

3
 hay   10P f t  .  

Do ®ã MinP = 10 khi 
1

3
x y z    

B×nh luËn:  

 BiÓu thøc P cã tÝnh ®èi xøng vµ ho¸n vÞ vßng quanh víi 3 sè x, y, z 

 Trong bµi nµy ta t×m ®îc hµm sè  
3

3f t t
t

  sao cho biÓu thøc 

  ,P f t t D   (víi bµi to¸n t×m GTNN) b»ng c¸ch dïng B§T vÐc-t¬.  

 

 ThÝ dô 3: Cho x, y, z lµ c¸c sè d¬ng vµ tháa m·n 1x y z   . T×m gi¸ trÞ nhá 

nhÊt cña biÓu thøc:       2 2 2

2 2 2

1 1 1
P x y z

x y z
  

(C©u V, §Ò thi tuyÓn sinh §¹i häc, Khèi A, n¨m 2003) 

Bµi gi¶i:  

§¸nh gi¸   ,P f t t D   b»ng c¸ch dïng B§T thøc vÐc-t¬ 

Víi hai vÐc-t¬ 
 
,u v  bÊt kú ta cã:   

   
u v u v .  

DÊu “=” x¶y ra khi vµ chØ khi 
 
,u v cïng híng 

Do ®ã víi 3 vÐc-t¬     
        
, , :a b c a b c a b c .  



Chän c¸c vÐc-t¬ 
    

      
    

  1 1 1
; , ; , ;a x b y c z
x y z

 (chän ®îc v× c¸c sè x, y, z 

kh¸c  0) 

Ta cã:  
 

            
 

2
22 2 2

2 2 2

1 1 1 1 1 1
P x y z x y z

x y z x y z
 

¸p dông B§T C«-si cho 3 sè d¬ng x, y, z ta cã:  

    31 3 0x y z xyz  (1) vµ 3
3

1 1 1 1 3
3 0

x y z xyz xyz
      (2). Khi ®ã: 

   
  

               

22
22

3

3

1 1 1 3
3P x y z xyz

x y z xyz
. §Æt    

  
 

2
3

1
, 0;

9
t xyz t  

 
    

 

9 1
9 , 0;

9
P t t

t
. 

XÐt hµm sè    
9

9f t t
t

 víi  
 

 

1
0;

9
t . Ta cã:    

     
 

2

9 1
' 9 0, 0;

9
f t t

t
 

B¶ng biÕn thiªn : 

t               0                      
1

9
 

f’(t)  -  

 

f(t) 

 

 

 

+ ∞                 

 

             82         

 

 

                       

VËy gi¸ trÞ nhá nhÊt cña f(t) lµ 82  khi t = 
1

9
 hay    82P f t .  

Do ®ã MinP = 82  khi 
1

3
x y z    

B×nh luËn:  

 BiÓu thøc P cã tÝnh chÊt ho¸n vÞ vßng quanh c¸c Èn 

 Trong bµi nµy ta t×m ®îc hµm sè    
9

9f t t
t

sao cho biÓu thøc 

  ,P f t t D   (víi bµi to¸n t×m GTNN) 

 



 ThÝ dô 4: Cho hai sè thùc kh¸c kh«ng vµ tháa m·n   2 2 3x y xy x y xy    . 

T×m gi¸ trÞ lín nhÊt cña biÓu thøc 
3 3

1 1
A

x y
   

(C©u V, §Ò thi tuyÓn sinh §¹i häc, Khèi A, n¨m 2006) 

Bµi gi¶i:  

§Æt
x y S

xy P

 



víi ®iÒu kiÖn:  2 4 0S P  (*). Tõ gi¶ thiÕt  S, P  0. 

 Ta cã: SP = S2 – 3P  P = 
3

S

S




 

   

 Tõ ®iÒu kiÖn (*), ta cã:  S2 – 4P  0  S2 – 


24S

S 3
 0  S2

1

3

 
 

 

S

S  0  

  
1

3





S

S
 0  

3

1

 
 

S

S
 (*)  (víi S0 ) . Khi ®ã, biÓu thøc trë thµnh: 

 A = 
3 3

1 1


x y
 = 

3 3

3 3

x y

x y
= 

2 2

3 3

( )( )  x y x y xy

x y
= 

2

3 3

( )x y xy

x y
= 

2

2 2

( )x y

x y
 

  A =   
22

2

2

3 
  
 

S S
f S

SP
, Víi S tháa ®iÒu kiÖn 

3

1

 
 

S

S
 

 Ta cã:     2

3 3
' 0


    

S
f S f S

S S
 vµ 

3

1

 
 

S

S
 

 B¶ng biÕn thiªn:  

t -∞                -3                  1               +∞   

f’(t) -  - 

 

f(t) 

 

 

1 

 

            

0 

  4 

 

            1                       

 VËy 0 < f(S) ≤ 4 nªn  0 < A ≤ 16.  

Do ®ã MaxA = 16 khi vµ chØ khi S = 1; P =
1

4
 



hay Gi¸ trÞ lín nhÊt cña A b»ng 16 ®¹t ®îc khi vµ chØ khi x = y= 
1

2
. 

B×nh luËn:  

 BiÓu thøc P cã tÝnh chÊt ®èi xøng gi÷a c¸c Èn 

 Trong bµi nµy ta t×m ®îc hµm sè  
3


S

f S
S

 vµ 

     , ; 3 1;A f S S        (víi bµi to¸n t×m GTLN, Gi¸ trÞ nhá nhÊt)  

 

 ThÝ dô 5: Cho x, y lµ c©c sè thùc thay ®æi. T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña biÓu thøc  

  A =    2 22 21 1 2x y x y y        

Bµi gi¶i: Víi hai vÐc-t¬ 
 
,u v  bÊt kú ta cã:   

   
u v u v .  

DÊu “=” x¶y ra khi vµ chØ khi 
 
,u v cïng híng 

§Æt c¸c vÐc-t¬    1 ; , 1 ;a x y b x y     
 

, ta cã:  

        2 2 2 22 21 1 1 1 2x y x y x x y           . DÊu b»ng x¶y ra khi 

vµ chØ khi 2 vÐc-t¬ cïng híng <=> 1- x = 1 + x <=> x = 0 

   

 

2 22 2 2

2

1 1 2 2 1 2

2 1 2 ,

A x y x y y y y

A y y f y y

            

      

 

Trêng hîp 1:  

Víi   22 2 1 2y f y y y       khi ®ã  
2

2 1
' 1 0

31

y
f y y

y
    


 

B¶ng biÕn thiªn:  

y -∞             
1

3
                 2 

f’(y)           -                   +  

 

f(y) 

+ ∞                         2 5  

 

 2 3         

 

                       

VËy gi¸ trÞ nhá nhÊt cña hµm sè f(y) lµ 2 3 khi y = 
1

3
 



Trêng hîp 2:  

Víi y ≥ 2   f(y) ≥ 2  21 y  ≥ 2 5  > 2 + 3 . 

KÕt luËn: Gi¸ trÞ nhá nhÊt cña biÓu thøc A lµ 2 3  khi vµ chØ khi (x;y) = 

(0; 
1

3
) 

B×nh luËn:  

 BiÓu thøc P cã chøa tæng c¸c c¨n bËc hai cña biÓu thøc tæng b×nh ph¬ng 

nªn cã thÓ ®¸nh gi¸ ®Ó t×m hµm sè f(t) theo B§T vÐc-t¬ 

 Trong bµi nµy ta t×m ®îc hµm sè f(t) sao cho biÓu thøc   ,P f t t D   (víi 

bµi to¸n t×m GTNN) b»ng c¸ch dïng B§T vÐc-t¬.  

 Cã thÓ t×m hµm sè f(y) b»ng ph¬ng ph¸p täa ®é trong mÆt ph¼ng Oxy 

nh sau: 

Chän ®iÓm M( 1-x; -y); N(1+x; -y) khi ®ã ta cã: OM + ON  ≥ MN.  DÊu “=” 

x¶y ra khi vµ chØ khi 1 - x = 1 + x <=> x = 0 

 

 ThÝ dô 6: Cho x, y lµ c©c sè thùc d¬ng thay ®æi tháa m·n: x + y = 1. T×m gi¸ 

trÞ nhá nhÊt cña biÓu thøc P = 
1 1

x y

x y


 
 

Bµi gi¶i: 

 ¸p dông B§T sau:  , 0, 0
a b

a b a b
b a

     . Tõ gi¶ thiÕt ta cã: 

 P = 
1

1
1 1 1

x y x x
x x

x y x x


     

  
.  

XÐt hµm sè    1 , 0;1f x x x x    , ta cã:    
1 1

' , 0;1
2 2 1

f x x
x x

  


 

   
1 1 1

' 0 0 /
22 2 1

f x x t m
x x

     


 

B¶ng biÕn thiªn    1 , 0;1f x x x x    :  

x               0          
1

2
        1 

f’(x)       +   0    -   



 

f(x) 

 

 

 

2  

 

1                    1   

 

 

                       

VËy gi¸ trÞ lín nhÊt cña f(x) lµ 2  trªn kho¶ng (0;1) khi x = 
1

2
.  

Do ®ã gi¸ trÞ nhá nhÊt cña A lµ 2  khi x = y = 
1

2
. 

B×nh luËn:  

 BiÓu thøc P cã tÝnh ®èi xøng  

 Trong bµi nµy ta t×m ®îc hµm sè f(t) sao cho biÓu thøc   ,P f t t D   (víi 

bµi to¸n t×m GTNN) 

 Trong bµi cho x > 0, y > 0 nªn gi¸ trÞ lín nhÊt cña f(x) trªn kho¶ng (0;1) 

t¬ng øng víi gi¸ trÞ nhá nhÊt cña biÓu thøc A (chØ khi ®ã míi x¸c ®Þnh 

®îc cÆp (x;y) 

 

 ThÝ dô 7: Cho a, b,c lµ c¸c sè thùc d¬ng ®«i mét kh¸c nhau thuéc [0;2]. T×m 

gi¸ trÞ nhá nhÊt cña biÓu thøc  P = 
     2 2 2

1 1 1

a b b c c a
 

  
. 

Bµi gi¶i: 

 V× vai trß cña a, b, c nh nhau nªn kh«ng gi¶m tÝnh tæng qu¸t, gi¶ sö: 

0 2a b c     

 Khi ®ã:  

 
 

2

2

1 1
0 2 4

4
c a c a

c a
       


     (1).  

DÊu “=” x¶y ra ë B§T (2) khi vµ chØ khi  c - a = 2 

 Ta l¹i cã:    
   

2 2

2 2

1 1
0 2 2

2
c b b c b b

c b b
         

 
  (2).  

DÊu “=”x¶y  ra ë B§T (2) khi vµ chØ khi  c = 2 

MÆt kh¸c:  
 

2 2
2 2

1 1
0 b a b b a b

bb a
       


    (3).  

DÊu “=”x¶y ra ë B§T (3) khi vµ chØ khi  a = 0 



 Céng vÕ víi vÕ t¬ng øng ë c¸c B§T (1), (2), (3) ta cã:  

 P = 
       

 
2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1
, 0;2

42
b

ba b b c c a b
     

   
. 

XÐt hµm sè  
 

 
2 2

1 1 1
, 0;2

42
f b b

bb
   


,  ' 0 1f b b    

B¶ng biÕn thiªn:  

b               0               1                 2 

f’(b)        -       0       +   

 

f(b) 

 

 

 

+∞                     +∞ 

              
9

4
         

 

 

                       

VËy gi¸ trÞ nhá nhÊt cña f(b) lµ 
9

4
 khi vµ chØ khi b = 1.  

Do ®ã MinP = 
9

4
 víi bé 3 sè    ; ; 0;1;2a b c   vµ c¸c ho¸n vÞ cña nã. 

 

 ThÝ dô 8: Cho a, b,c lµ c¸c sè thùc kh«ng ©m tháa 3a b c   . T×m gi¸ trÞ lín 

nhÊt cña biÓu thøc  P =    2 2 2 2 2 2a ab b b bc c c ca a      . 

 

Bµi lµm:  

Kh«ng gi¶m tæng qu¸t ta cã thÓ gi¶ sö: 0 3a b c     

Ta cã: 
 

 

2 2 2

2 2 2

0

0

a a b a ab b b

a a c a ac c c

      
 

      

, khi ®ã suy ra: 

   22 2 2 2 2 2 3P b c b bc c b c b c bc         
 

KÕt hîp víi gi¶ thiÕt. 
3

3
0 3

a b c
b c a b c b c

a b c

  
       

   
 

MÆt kh¸c, theo B§T C«-si, l¹i cã: 2 3bc b c   nªn  
9

0 *
4

bc    

Do ®ã:  2 2 9
9 3 ,0

4
P b c bc bc     ,  



XÐt hµm sè   2 3 9
9 3 , 0;

4
f t t t t

 
   

 
 

Kh¶o s¸t hµm sè , ta cã b¶ng biÕn thiªn sau:  

t -∞                0                2                   
9

4
        +∞ 

f’(t)          -           0        +      0        - 

 

f(t) 

 

 

12 

 

0                           
3

9

4

 
 
 

 

 

 VËy gi¸ trÞ lín nhÊt cña P lµ 12 khi bé (a;b;c) = (0;1;2) vµ c¸c ho¸n vÞ cña 

chóng. 

 

 ThÝ dô 9: Cho c¸c sè thùc x, y, z tháa m·n: x2 + y2 + z2 = 2.  

T×m gi¸ trÞ lín nhÊt, gi¸ trÞ nhá nhÊt của biÓu thøc: P = x3 + y3 + z3 – 3xyz. 

Bµi lµm: Ta có :  

2 2 2( )( )       P x y z x y z xy yz zx  

2 2 2 2
2 2 2 ( )

( )
2

     
      

 

x y z x y z
P x y z x y z  

2 22 ( ) ( )
( ) 2 ( ) 3

2 2

       
          

   

x y z x y z
P x y z x y z  

+) Đặt x +y + z = t, 6( cov )t Bunhia xki , ta được: 31
( ) 3

2
 P t t t  

+) '( ) 0 2   P t t , P( 6 ) = 0; ( 2) 2 2  P ; ( 2) 2 2P  

+) VËy kÕt luËn bµi to¸n lµ: ax 2 2; 2 2  M P MinP . 



IV/ Bµi tËp luyÖn tËp – rÌn kü n¨ng gi¶I to¸n 

1) Cho x, y là các số thực không âm và thỏa mãn x + y = 1. Tìm giá trị lớn nhất 

và giá trị nhỏ nhất của biểu thức P = 3x + 3y
 . 

2) Cho x, y là các số thực không âm và thỏa mãn x + y = 1. Tìm giá trị lớn nhất 

và giá trị nhỏ nhất của biểu thức P = 
1 1

x y

y x


 
. 

3) Tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của hàm số 
2

s inx

s in x + s inx +1
y   

4) Tìm m để phương trình sau có nghiệm: 


     6 9 6 9

6

x m
x x x x (*) 

5) Với những giá trị nào của m thì bất phương trình   3 3sin os ,x c x m x Đáp 

số:  1m  

6) Cho hai số thực x, y thay đổi , đều khác 0 và thỏa mãn 

  2 2x y xy x y xy    . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
3 3

1 1
P

x y
      

(Trích đề thi ĐH, CĐ năm 2006, Khối A) 

7) Cho hai số a, b khác 0. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 

4 4 2 2

4 4 2 2

a b a b a b
M

b a b a b a

 
      

 
 

8) Cho hai số x, y thỏa mãn 2 2 1x y xy   . Tìm GTLN, GTNN của biểu thức 

A = 4 4 2 2x y x y   

9) Cho hai số x, y thỏa mãn 2 2 2x xy y   . . Tìm GTLN, GTNN (nếu có) của 

biểu thức A = 2 225 9x xy y   

10) Tìm GTNN của biểu thức T =    
2 2

2 1 2 5x y x my       

(Dựa theo ý đề thi ĐH GTVT HN năm 2000) 

11) Xác định m để phương trình      29 9x x x x m  có nghiệm./. 

 

–––––––––– HÕt ––––––––––– 


