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Mo.’ d̄à̂u

Bất d̄ă’ ng thú.c (BD- T) là mô.t trong nhũ.ng nô. i dung quan tro.ng trong chu.o.ng

trı̀nh toán phô’ thông, nó vù.a là d̄ố i tu.o.. ng d̄ê’ nghiên cú.u mà cũng vù.a là mô.t

công cu. d̄ắc lu.. c, vó.i nhũ.ng ú.ng du.ng trong nhiè̂u lı̃nh vu.. c khác nhau cu’a toán ho.c.

Trong các d̄è̂ thi cho.n ho.c sinh gio’i toán o.’ các cấp, nhũ.ng bài toán vè̂ chú.ng minh

BD- T thu.̀o.ng xuấ t hiê.n nhu. mô.t da.ng toán khá quen thuô.c, nhu.ng d̄ê’ tı̀m ra lò.i

gia’i không pha’i là mô.t viê.c dẽ̂ dàng.

Lý thuyế t BD- T d̄ã d̄u.o.. c khá nhiè̂u tài liê.u d̄è̂ câ.p và các bài tâ.p vè̂ BD- T cũng

khá phong phú, d̄a da.ng, trong d̄ó các phu.o.ng pháp chú.ng minh BD- T là phà̂n nô. i

dung quan tro.ng thu.̀o.ng gă.p trong nhiè̂u tài liê.u.

Mô.t trong nhũ.ng phu.o.ng pháp chú.ng minh BD- T hoă. c sáng ta.o ra nhũ.ng BD- T

mó.i là viê.c làm chă.t BD- T.

Gia’ su.’ ta có (hoă. c cà̂n chú.ng minh) BD- T A < B (tu.o.ng tu.. vó.i BD- T A > B, A ≤
B, A ≥ B). Nếu tı̀m d̄u.o.. c biê’u thú.c C sao cho A < C < B, thı̀ ta nói rằng BD- T

thú. nhấ t d̄ã d̄u.o.. c làm chă.t (nghiêm ngă. t) bo.’ i BD- T thú. hai và hiê’n nhiên, BD- T

thú. nhấ t d̄u.o.. c suy ra tù. BD- T thú. hai. Viê.c chú.ng minh d̄u.o.. c BD- T thú. hai cho

ta mô.t cách chú.ng minh BD- T thú. nhấ t và d̄ò̂ng thò.i sáng ta.o ra nhũ.ng BD- T mó.i.

Do d̄ó, viê.c tı̀m ra các phu.o.ng pháp d̄ê’ làm chă.t BD- T là rấ t có ý nghı̃a.

D- ó cũng là nô. i dung mà luâ.n văn này d̄è̂ câ.p.

Luâ.n văn dày 74 trang, gò̂m các phà̂n mu.c lu.c, Mo.’ d̄à̂u, 4 chu.o.ng nô. i dung, Kế t

luâ.n và Tài liê.u tham kha’o.

Chu.o.ng 1: Phu.o.ng pháp su.’ du.ng tı́nh chấ t cu’a hàm lò̂i (lõm) .

D- ây là phu.o.ng pháp co. ba’n và quan tro.ng nhấ t d̄ê’ làm chă.t BD- T mà mô.t số

tài liê.u hiê.n hành cũng d̄ã d̄è̂ câ.p, d̄ă. c biê.t là tài liê.u [1]. Phà̂n d̄óng góp cu’a luâ.n

văn, chu’ yếu là viê.c cu. thê’ hóa lý thuyế t cu’a phu.o.ng pháp này bằng nhũ.ng vı́ du.
và bài tâ.p cu. thê’, có thê’ tách riêng thành nhũ.ng bài tâ.p vè̂ BD- T khá phong phú.

Khá nhiè̂u BD- T quen thuô.c, là tru.̀o.ng ho.. p riêng cu’a các BD- T d̄ã d̄u.o.. c ta.o ra tù.

nhũ.ng minh ho.a này. Trong phà̂n cuố i chu.o.ng, luâ.n văn cũng d̄ã d̄u.a ra d̄u.o.. c khá
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nhiè̂u hàm lò̂i (lõm) d̄ê’ ba.n d̄o. c có thê’ áp du.ng sáng ta.o ra nhiè̂u BD- T khác.

Chu.o.ng 2: Phu.o.ng pháp lu.. a cho.n tham số .

Có thê’ minh ho.a ý tu.o.’ ng cu’a phu.o.ng pháp này bo.’ i mô.t vı́ du. sau d̄ây: Gia’ su.’

a, b, c là 3 số không âm có tô’ng bằng 3. Dẽ̂ dàng chú.ng minh d̄u.o.. c bấ t d̄ă’ ng thú.c

√
a +

√
b +

√
c ≥ ab + bc + ca.

Nhu. vâ.y, vó.i k ≥ 1

2
thı̀ BD- T sau d̄ây luôn d̄úng

ak + bk + ck ≥ ab + bc + ca.

Mô.t câu ho’i tu.. nhiên d̄u.o.. c d̄ă. t ra, vó.i k <
1

2
thı̀ khi nào BD- T trên vẫn d̄úng?

Viê.c tı̀m d̄u.o.. c số k (k <
1

2
) nho’ nhấ t sao cho BD- T trên vẫn d̄úng cho ta mô.t

phu.o.ng pháp d̄ê’ làm chă.t BD- T.

D- ó cũng là nô. i dung mà luâ.n văn d̄è̂ câ.p trong chu.o.ng này, trong d̄ó tham số

k d̄u.o.. c xét o.’ hai da.ng, là tham số d̄ô. c lâ.p hoă. c còn phu. thuô.c vào mô.t tham số khác.

Chu.o.ng 3: Phu.o.ng pháp su.’ du.ng tı́nh chấ t cu’a hàm d̄o.n d̄iê.u.

Phu.o.ng pháp này cũng d̄ã d̄u.o.. c mô.t số tài liê.u d̄è̂ câ.p, d̄ă.c biê.t là tài liê.u [1].

Phà̂n d̄óng góp cu’a luâ.n văn o.’ chu.o.ng này chu’ yếu là viê.c hê. thống hóa mô.t số

phu.o.ng pháp sắp thú. tu.. các d̄a. i lu.o.. ng trung bı̀nh và cu. thê’ hóa lý thuyế t cu’a

phu.o.ng pháp bằng nhũ.ng vı́ du. và bài tâ.p cu. thê’. Khá nhiè̂u BD- T mó.i d̄u.o.. c luâ.n

văn sáng tác, thông qua viê.c làm chă.t BD- T bà̆ng cách su.’ du.ng phu.o.ng pháp này.

Chu.o.ng 4: Phu.o.ng pháp hı̀nh ho.c.

Nô. i dung chu.o.ng này d̄è̂ câ.p d̄ế n mô.t số phu.o.ng pháp làm chă.t BD- T d̄a. i số

thông qua nhũ.ng u.́o.c lu.o.. ng tru.. c quan tù. hı̀nh ho.c, vó.i nhũ.ng vı́ du. minh ho.a khá

cu. thê’.

Luâ.n văn d̄u.o.. c hoàn thành du.́o.i su.. hu.́o.ng dẫn khoa ho.c cu’a Tiến sỹ Tri.nh

D- ào Chiến - Ngu.̀o.i Thà̂y rấ t nghiêm khắc và tâ.n tâm trong công viê.c, ngu.̀o.i Thà̂y

không chı’ giúp d̄õ., cung cấp tài liê.u, go.. i mo.’ cho tác gia’ nhiè̂u ý tu.o.’ ng hay và

truyè̂n d̄a. t nhiè̂u kiến thú.c quı́ báu, cũng nhu. nhũ.ng kinh nghiê.m nghiên cú.u khoa

ho.c mà còn chı’ ba’o cho tác gia’ trong tác phong làm viê.c, thông ca’m, khuyến khı́ch

d̄ô.ng viên tác gia’ vu.o.. t qua nhũ.ng khó khăn trong chuyên môn và cuô.c sống. Chı́nh

vı̀ vâ.y mà tác gia’ luôn to’ lòng biế t o.n chân thành và su.. kı́nh phu.c sâu sắc d̄ố i vó.i

thà̂y giáo hu.́o.ng dẫn - Tiến sỹ Tri.nh D- ào Chiến.

Nhân d̄ây, tác gia’ cũng xin bày to’ lòng biế t o.n chân thành d̄ến Ban Giám Hiê.u
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tru.̀o.ng D- a. i ho.c Quy Nho.n, Phòng d̄ào ta.o D- a. i ho.c và sau D- a. i ho.c, khoa Toán, quı́

Thà̂y cô giáo tru.. c tiế p gia’ng da.y d̄ã ta.o mo. i d̄iè̂u kiê.n thuâ.n lo.. i trong thò.i gian tác

gia’ tham gia khóa ho.c.

D- ò̂ng thò.i tác gia’ cũng xin bày to’ lòng biế t o.n d̄ế n UBND Tı’nh Gia Lai, So.’

Giáo du.c và d̄ào ta.o Tı’nh Gia Lai, Ban Giám Hiê.u tru.̀o.ng THPT Ia Grai, d̄ã d̄ô.ng

viên và ta.o mo. i d̄iè̂u kiê.n thuâ.n lo.. i d̄ê’ tác gia’ có nhiè̂u thò.i gian nghiên cú.u và

hoàn thành d̄è̂ tài.

Trong quá trı̀nh hoàn thành luâ.n văn này, tác gia’ còn nhâ.n d̄u.o.. c su.. quan tâm

d̄ô.ng viên cu’a me. , vo.. , các anh chi. em trong gia d̄ı̀nh, các ba.n d̄ò̂ng nghiê.p, các anh

chi. em trong ló.p cao ho.c khóa VII, VIII, IX cu’a tru.̀o.ng D- a. i ho.c Qui Nho.n. Tác gia’

xin chân thành ca’m o.n tấ t ca’ su.. quan tâm và d̄ô.ng viên d̄ó.

D- ê’ hoàn thành luâ.n văn, tác gia’ d̄ã rấ t cố gắng tâ.p trung nghiên cú.u, song do

ı́t nhiè̂u ha.n chế vè̂ thò.i gian, cũng nhu. vè̂ năng lu.. c nên chắc chắn trong luâ.n văn

còn nhiè̂u vấn d̄è̂ chu.a d̄è̂ câ.p d̄ế n và khó tránh kho’i nhũ.ng thiếu sót nhấ t d̄i.nh.

Tác gia’ rấ t mong nhâ.n d̄u.o.. c su.. chı’ ba’o cu’a quı́ thà̂y cô và nhũ.ng góp ý cu’a ba.n

d̄o. c vè̂ luâ.n văn này.

Quy Nho.n, tháng 02 năm 2008

Tác gia’
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Chu.o.ng 1

Phu.o.ng pháp su.’̇ du.ng t́ınh chất

hàm lò̂i (lõm)

1.1 Thú. tu.. sắp d̄u.o.. c cu’a dãy bấ t d̄ă’ ng thú.c

sinh bo.’ i hàm lò̂i (lõm)

Tru.́o.c hế t, vó.i hai số thu.. c a ≥ b, ta su.’ du.ng kı́ hiê.u I(a; b) d̄ê’ ngà̂m d̄i.nh mô.t

trong bốn tâ.p ho.. p (a; b), [a; b), (a; b] và [a; b].

Trong [1], hai kế t qua’ sau d̄ây d̄ã d̄u.o.. c chú.ng minh:

D- i.nh lý 1.1.1. Gia’ su.’ cho tru.́o.c hàm số y = f(x) có f ′′(x) ≥ 0 (hàm lò̂i) trên

I(a; b) và gia’ su.’ x1, x2 ∈ I(a; b) vó.i x1 < x2. Khi d̄ó, vó.i mo.i dãy số tăng dà̂n {uk}
trong

(
x1;

x1 + x2

2

)
:

x1 = u0 < u1 < u2 < ... < un <
x1 + x2

2
(1.1)

và dãy số gia’m dà̂n {vk} trong
(x1 + x2

2
;x2

)
:

x1 + x2

2
< vn < vn−1 < ... < v1 < v0 = x2 (1.2)

sao cho

uj + vj = x1 + x2, ∀j = 0, 1, ..., n (1.3)

ta d̄è̂u có

f(u0) + f(v0) ≥ f(u1) + f(v1) ≥ ... ≥ f(un) + f(vn). (1.4)

Nói cách khác: Dãy
{
f(uj) + f(vj)

}
, j = 0, 1, ..., n, là mô. t dãy gia’m.
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D- i.nh lý 1.1.2. Gia’ su.’ cho tru.́o.c hàm số y = f(x) có f ′′(x) 6 0 (hàm lõm) trên

I(a; b) và gia’ su.’ x1, x2 ∈ I(a; b) vó.i x1 < x2. Khi d̄ó, vó.i mo.i dãy số tăng dà̂n {uk}
trong

(
x1;

x1 + x2

2

)
:

x1 = u0 < u1 < u2 < ... < un <
x1 + x2

2

và dãy số gia’m dà̂n {vk} trong
(x1 + x2

2
;x2

)
:

x1 + x2

2
< vn < vn−1 < ... < v1 < v0 = x2

sao cho

uj + vj = x1 + x2,∀j = 0, 1, ..., n,

ta d̄è̂u có

f(u0) + f(v0) 6 f(u1) + f(v1) 6 ... 6 f(un) + f(vn). (1.5)

Nói cách khác: Dãy
{
f(uj) + f(vj)

}
, j = 0, 1, ..., n, là mô. t dãy tăng.

Nhâ.n xét rằng, d̄ê’ có d̄u.o.. c nhũ.ng kế t qua’ tù. D- i.nh lı́ 1.1.1 hoă. c D- i.nh lı́ 1.1.2,

d̄iè̂u quan tro.ng tru.́o.c hế t là pha’i xây du.. ng trên I(a; b) hai dãy {uk} và {vk} thoa’

mãn nhũ.ng d̄iè̂u kiê.n cu’a d̄i.nh lı́. Sau d̄ó là viê.c tı̀m nhũ.ng hàm số y = f(x) có

f ′′(x) ≥ 0 hoă. c f ′′(x) 6 0 trên I(a; b) d̄ê’ áp du.ng.

Du.́o.i d̄ây là mô.t vài minh ho.a cho hai d̄i.nh lı́ trên, vó.i nhũ.ng dãy số và hàm

số d̄o.n gia’n nhấ t. Ba.n d̄o. c có thê’ tı̀m ra nhũ.ng kế t qua’ khác, phong phú ho.n.

Vó.i hai số thu.. c cho tru.́o.c x1 < x2, hı̀nh a’nh cu’a các d̄iê’m uj và vj là̂n lu.o.. t

”tiế n d̄è̂u” vè̂ trung d̄iê’m cu’a d̄oa.n [x1x2] là
x1 + x2

2
trên tru.c số giúp ta xây du.. ng

d̄u.o.. c hai dãy {uk} và {vk} thoa’ mãn nhũ.ng d̄iè̂u kiê.n cu’a D- i.nh lı́ 1.1.1 và D- i.nh lı́

1.1.2 nhu. sau:

Vı́ du. 1.1.

u0 = x1, u1 = x1 +
x2 − x1

2.(n + 1)
, . . . , un = x1 + n

x2 − x1

2(n + 1)
=

(n + 2)x1 + nx2

2(n + 1)
;

v0 = x2, v1 = x2 −
x2 − x1

2.(n + 1)
, . . . , vn = x2 − n

x2 − x1

2(n + 1)
=

nx1 + (n + 2)x2

2(n + 1)
.

Bây giò., xét hàm số

f(x) = x2;x ∈ R.

Ta có

f ′′(x) = 2 > 0;∀x ∈ R.

Do d̄ó, theo D- i.nh lı́ 1.1.1, ta có
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Bất d̄ă’ ng thú.c 1.1.

x2
1 + x2

2 ≥
((2n + 1)x1 + x2

2(n + 1)

)2

+
(x1 + (2n + 1)x2

2(n + 1)

)2

≥
(2nx1 + 2x2

2(n + 1)

)2

+
(2x1 + 2nx2

2(n + 1)

)2

· · ·

≥
((n + 2)x1 + nx2

2(n + 1)

)2

+
(nx1 + (n + 2)x2

2(n + 1)

)2

≥
(x1 + x2

2

)2

;∀x1, x2 ∈ R.

Tiếp tu.c, nếu xét hàm số

f(x) =
1

x
;x > 0.

Ta có

f ′′(x) =
2

x3
> 0;∀x > 0.

Do d̄ó, theo D- i.nh lı́ 1.1.1, ta có

Bất d̄ă’ ng thú.c 1.2.

1

x1
+

1

x2
≥ 2(n + 1)

(2n + 1)x1 + x2
+

2(n + 1)

x1 + (2n + 1)x2
≥ 2(n + 1)

2nx1 + 2x2
+

2(n + 1)

2x1 + 2nx2
≥ · · ·

≥ 2(n + 1)

(n + 2)x1 + nx2

+
2(n + 1)

nx1 + (n + 2)x2

≥ 4

x1 + x2

;∀x1, x2 > 0, n ≥ 1.

Bây giò., xét hàm số

f(x) =
√

x;x > 0.

Ta có

f ′′(x) = − 1

4x
√

x
> 0;∀x > 0.

Do d̄ó, theo D- i.nh lı́ 1.1.1, ta có

Bất d̄ă’ ng thú.c 1.3.

√
x1+

√
x2 6

√
(2n + 1)x1 + x2

2(n + 1)
+

√
x1 + (2n + 1)3x2

2(n + 1)
6

√
2nx1 + 2x2

2(n + 1)
+

√
2x1 + 2nx2

2(n + 1)

6 · · · 6

√
(n + 2)x1 + nx2

2(n + 1)
+

√
nx1 + (n + 2)x2

2(n + 1)
≤
√

x1 + x2

2
; ∀x1, x2 > 0 n ≥ 1.

Tiếp tu.c, nếu xét hàm số

f(x) =
sinx

1 + sinx
; x ∈ (0;π).

Ta có

f ′′(x) = −sinx + 1 + cos2x

(1 + sinx)3
< 0; ∀x ∈ (0;π).

Do d̄ó, theo D- i.nh lı́ 1.1.1, ta có
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Bất d̄ă’ ng thú.c 1.4.

sinx1

1 + sinx1

+
sinx2

1 + sinx2

≤
sin

(2n + 1)x1 + x2

2(n + 1)

1 + sin
(2n + 1)x1 + x2

2(n + 1)

+

sin
x1 + (2n + 1)x2

2(n + 1)

1 + sin
x1 + (2n + 1)x2

2(n + 1)

6 · · ·

6
sin

(n + 2)x1 + nx2

2(n + 1)

1 + sin
(n + 2)x1 + nx2

2(n + 1)

+

sin
nx1 + (n + 2)x2

2(n + 1)

1 + sin
nx1 + (n + 2)x2

2(n + 1)

≤ 2
sin

x1 + x2

2

1 + sin
x1 + x2

2

; ∀x1, x2 ∈ (0;π), n ≥ 1

Bây giò., tro.’ la. i vó.i D- i.nh lı́ 1.1.1 và D- i.nh lı́ 1.1.2. Có thê’ chú.ng minh d̄u.o.. c

rằng kế t qua’ (1.4) và (1.5) vẫn d̄úng nếu thay (1.3) bo.’ i mô.t gia’ thiế t ma.nh ho.n.

Ta có các kế t qua’ sau d̄ây:

D- i.nh lý 1.1.3. Gia’ su.’ cho tru.́o.c hàm số y = f(x) có f ′′(x) ≥ 0 (hàm lò̂i) trên

I(a; b) và gia’ su.’ x1, x2 ∈ I(a; b) vó.i x1 < x2. Khi d̄ó, vó.i mo.i dãy số tăng dà̂n {uk}
trong

(
x1;

x1 + x2

2

)
:

x1 = u0 < u1 < u2 < ... < un <
x1 + x2

2

và dãy số gia’m dà̂n {vk} trong
(x1 + x2

2
;x2

)
:

x1 + x2

2
< vn < vn−1 < ... < v1 < v0 = x2

sao cho

x1 + x2 = u0 + v0 ≥ u1 + v1 ≥ · · · ≥ un + vn, (1.6)

ta d̄è̂u có

f(u0) + f(v0) ≥ f(u1) + f(v1) ≥ · · · ≥ f(un) + f(vn).

Nói cách khác: Dãy
{
f(uj) + f(vj)

}
, j = 0, 1, · · · , n, là mô. t dãy gia’m.

Chú.ng minh. Vó.i mỗi j ∈ {0, 1, · · · , n}, tù. các gia’ thiế t, ta có

uj < uj+1 <
uj+1 + vj+1

2
6

u0 + v0

2
=

x1 + x2

2
< vj+1 < vj.
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Bây giò., vó.i mỗi j ∈ {0, 1, ..., n}, d̄ă. t




uj+1 − uj = εj+1

vj − vj+1 = δj+1.

Thế thı̀

0 < εj+1 6 δj+1;∀j ∈ {0, 1, ..., n}.

Bây giò., vó.i mỗi j ∈ {0, 1, ..., n}, theo D- i.nh lı́ Lagrange, ta có

f(uj+1) − f(uj) = f ′(cj+1)(uj+1 − uj) = f ′(cj+1)εj+1, vó.i cj+1 ∈ (uj;uj+1);

f(vj) − f(vj+1) = f ′(dj+1)(vj − vj+1) = f ′(dj+1)δj+1, vó.i dj+1 ∈ (vj+1; vj).

Ho.n nũ.a, vı̀ cj+1 < dj+1; ∀j ∈ {0, 1, ..., n} và f ′′(x) ≥ 0, nên ta có

f ′(cj+1) 6 f ′(dj+1);∀j ∈ {0, 1, ..., n}.

Do d̄ó, ta có

f(uj+1) − f(uj) 6 f(vj) − f(vj+1);∀j ∈ {0, 1, ..., n},

hay

f(uj) + f(vj) ≥ f(uj+1) + f(vj+1);∀j ∈ {0, 1, ..., n}.

Ta có d̄iè̂u pha’i chú.ng minh.

Tu.o.ng tu.. , ta có

D- i.nh lý 1.1.4. Gia’ su.’ cho tru.́o.c hàm số y = f(x) có f ′′(x) 6 0 (hàm lõm) trên

I(a; b) và gia’ su.’ x1, x2 ∈ I(a; b) vó.i x1 < x2. Khi d̄ó, vó.i mo.i dãy số tăng dà̂n {uk}
trong

(
x1;

x1 + x2

2

)
:

x1 = u0 < u1 < u2 < · · · < un <
x1 + x2

2

và dãy số gia’m dà̂n {vk} trong
(x1 + x2

2
;x2

)
:

x1 + x2

2
< vn < vn−1 < · · · < v1 < v0 = x2

sao cho

x1 + x2 = u0 + v0 ≥ u1 + v1 ≥ · · · ≥ un + vn,

ta d̄è̂u có

f(u0) + f(v0) 6 f(u1) + f(v1) 6 · · · 6 f(un) + f(vn).

Nói cách khác: Dãy
{
f(uj) + f(vj)

}
, j = 0, 1, · · · , n, là mô. t dãy tăng.
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Bây giò., vó.i hai số thu.. c cho tru.́o.c x1 < x2, hı̀nh a’nh cu’a các d̄iê’m uj và vj là̂n

lu.o.. t ”tiế n châ.m dà̂n d̄è̂u” vè̂ trung d̄iê’m cu’a d̄oa.n [x1x2] là
x1 + x2

2
trên tru.c số

giúp ta xây du.. ng d̄u.o.. c hai dãy {uk} và {vk} thoa’ mãn nhũ.ng d̄iè̂u kiê.n cu’a D- i.nh

lı́ 1.1.3 và D- i.nh lı́ 1.1.4 nhu. sau:

Vı́ du. 1.2.

u0 = x1, u1 = x1 +
x2 − x1

22
, ...,

un = x1 +
x2 − x1

22
+ · · · + x2 − x1

2n+1
=

(2n+1 − 2n + 1)x1 + (2n − 1)x2

2n+1
;

v0 = x2, v1 = x2 −
x2 − x1

22
, · · · ,

vn = x2 −
x2 − x1

22
− · · · − x2 − x1

2n+1
=

(2n − 1)x1 + (2n+1 − 2n + 1)x2

2n+1
.

Ngoài ra, có thê’ phố i ho.. p các cách ta.o dãy nhu. trên, ta thu d̄u.o.. c các că.p dãy

{uk} và {vk} thoa’ mãn nhũ.ng d̄iè̂u kiê.n cu’a D- i.nh lı́ 1.1.3 và D- i.nh lı́ 1.1.4, chă’ ng

ha.n:

Vı́ du. 1.3.

u0 = x1, u1 = x1 +
x2 − x1

2(n + 1)
− x2 − x1

22(n + 1)
, · · · ,

un = x1 + n
x2 − x1

2(n + 1)
−
(

x2 − x1

22(n + 1)
+

x2 − x1

23(n + 1)
+ · · · + x2 − x1

2n+1(n + 1)

)

=

(
(n + 1)2n+1 − (n − 1)2n − 1

)
x1 +

(
(n − 1)2n + 1

)
x2

(n + 1)2n+1
;

v0 = x2, v1 = x2 −
x2 − x1

2(n + 1)
, · · · , vn = x2 − n

x2 − x1

2(n + 1)
=

nx1 + (n + 2)x2

2(n + 1)
.

Cuố i cùng, vó.i viê.c cho.n các hàm số y = f(x) có f ′′(x) ≥ 0 hoă. c f ′′(x) 6 0

trên I(a; b), ta sẽ thu d̄u.o.. c khá nhiè̂u vı́ du. phong phú.

D- ố i vó.i các hàm số lò̂i hoă. c lõm, ngoài các d̄i.nh lı́ nêu trên, các da.ng cu’a Bấ t

d̄ă’ ng thú.c Karamata còn cho ta nhũ.ng phu.o.ng pháp làm chă.t bấ t d̄ă’ ng thú.c rấ t

hiê.u qua’. Sau d̄ây là các kế t qua’ cô’ d̄iê’n, d̄ã d̄u.o.. c trı̀nh bày trong [1], mà ta có

thê’ mô ta’ thông qua mô.t số vı́ du. .
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1.2 Bất d̄ă’ ng thú.c Karamata

D- i.nh lý 1.2.1. (Bấ t d̄ă’ ng thú.c Karamata)

Cho hàm số y = f(x) có d̄a.o hàm cấp hai ta.i mo.i x ∈ (a; b) sao cho f ′′(x) > 0

vó.i mo.i x ∈ (a; b).

Gia’ su.’ a1, a2, · · · , an và x1, x2, · · · , xn là các số thuô. c [a;b], thoa’ mãn d̄iè̂u kiê.n

x1 ≥ x2 ≥ · · · ≥ xn,

a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ an

và 



x1 ≥ a1

x1 + x2 ≥ a1 + a2

...

x1 + x2 + ... + xn−1 ≥ a1 + a2 + ... + an−1

x1 + x2 + ... + xn = a1 + a2 + ... + an

Khi d̄ó, ta luôn có
n∑

k=1

f(xk) ≥
n∑

k=1

f(ak).

Nhâ.n xét rà̆ng, các gia’ thiế t cu’a hai dãy {xk} và {ak} là khá nhiè̂u. Vó.i nhũ.ng

kiến thú.c co. ba’n vè̂ d̄a. i số tuyến tı́nh, ta có thê’ chú.ng minh kế t qua’ sau d̄ây

D- i.nh lý 1.2.2. (I.Schur)

D- iè̂u kiê. n cà̂n và d̄u’ d̄ê’ hai bô. dãy số d̄o.n d̄iê.u gia’m {xk, ak; k = 1, 2, · · · , n},
thoa’ mãn các d̄iè̂u kiê.n





x1 ≥ a1

x1 + x2 ≥ a1 + a2

...

x1 + x2 + · · · + xn−1 ≥ a1 + a2 + · · · + an−1

x1 + x2 + · · · + xn = a1 + a2 + · · · + an

là giũ.a chúng có mô. t phép biế n d̄ô’i tuyến tı́nh da.ng

ai =
n∑

j=1

tijxj; i = 1, 2, · · · , n,
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trong d̄ó

tkl ≥ 0,
n∑

j=1

tkj = 1,
n∑

j=1

tjl = 1; k, l = 1, 2, · · · , n.

Có thê’ mô ta’ ma trâ.n (tij) qua mô.t vı́ du. sau d̄ây:

Vı́ du. 1.4. Xét dãy số không âm bấ t kỳ α1, α2, · · · , αn có tô’ng bà̆ng α > 0.

Vó.i mỗi i = 1, 2, · · · , n, ta d̄ă. t
αi

α
= ai

Thế thı̀ ma trâ. n (aij); i, j = 1, 2, · · · , n, có thê’ xác d̄i.nh nhu. sau

aij = ai+j−1; nếu i + j 6 n + 1

aij = ai+j−n−1; nếu i + j > n + 1.

Vı́ du. 1.5. Gia’ su.’ ε1, ε2, ε3 là 3 số du.o.ng có tô’ng bà̆ng 1. Cho.n k thoa’ mãn

0 6 k 6 min{ 1

ε1(1 − ε1)
;

1

ε2(1 − ε2)
;

1

ε3(1 − ε3)
}.

Thế thı̀ ma trâ. n (aij); i, j = 1, 2, · · · , n, có thê’ xác d̄i.nh nhu. sau

aij = kε2
i − kεi + 1 ; nếu i = j

aij = kεiεj ; nếu i 6= j.

Tu.o.ng tu.. D- i.nh lı́ 1.2.5, ta có

D- i.nh lý 1.2.3. Cho hàm số y = f(x) có d̄a.o hàm cấp hai ta.i mo.i x ∈ (a; b)

sao cho f ′′(x) < 0 vó.i mo.i x ∈ (a; b).

Gia’ su.’ a1, a2, · · · , an và x1, x2, · · · , xn là các số thuô. c [a;b], thoa’ mãn d̄iè̂u kiê.n

x1 6 x2 6 · · · 6 xn,

a1 6 a2 6 · · · 6 an

và 



x1 6 a1

x1 + x2 6 a1 + a2

...

x1 + x2 + · · · + xn−1 6 a1 + a2 + · · · + an−1

x1 + x2 + · · · + xn = a1 + a2 + · · · + an

Khi d̄ó, ta luôn có
n∑

k=1

f(xk) 6
n∑

k=1

f(ak).
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Tuy nhiên, khi gia’ thiế t cuố i cùng

x1 + x2 + · · · + xn = a1 + a2 + · · · + an

trong D- i.nh lı́ 1.2.1 và D- i.nh lı́ 1.2.2 bi. phá võ., cà̂n pha’i có nhũ.ng kế t qua’ ma.nh ho.n

d̄ê’ thay thế . Ta có hai kế t qua’ sau d̄ây

D- i.nh lý 1.2.4. Cho hàm số y = f(x) có d̄a.o hàm cấp hai ta.i mo.i x ∈ (a; b)

sao cho f ′(x) ≥ 0 vó.i mo.i x ∈ [a; b] và f ′′(x) > 0 vó.i mo.i x ∈ (a; b).

Gia’ su.’ a1, a2, · · · , an và x1, x2, · · · , xn là các số thuô. c [a;b], d̄ò̂ng thò.i thoa’ mãn

các d̄iè̂u kiê. n

a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ an,

x1 ≥ x2 ≥ · · · ≥ xn

và 



x1 ≥ a1

x1 + x2 ≥ a1 + a2

...

x1 + x2 + · · · + xn ≥ a1 + a2 + · · · + an

Khi d̄ó, ta luôn có
n∑

k=1

f(xk) ≥
n∑

k=1

f(ak).

D- i.nh lý 1.2.5. Cho hàm số y = f(x) có d̄a.o hàm cấp hai ta.i mo.i x ∈ (a; b)

sao cho f ′(x) ≥ 0 vó.i mo.i x ∈ [a; b] và f ′′(x) < 0 vó.i mo.i x ∈ (a; b).

Gia’ su.’ a1, a2, · · · , an và x1, x2, · · · , xn là các số thuô. c [a;b], d̄ò̂ng thò.i thoa’ mãn

các d̄iè̂u kiê. n

a1 6 a2 6 · · · 6 an,

x1 6 x2 6 · · · 6 xn

và 



x1 6 a1

x1 + x2 6 a1 + a2

...

x1 + x2 + · · · + xn 6 a1 + a2 + · · · + an

Khi d̄ó, ta luôn có
n∑

k=1

f(xk) 6
n∑

k=1

f(ak).
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Ta thấy rà̆ng, d̄ố i vó.i các da.ng cu’a bấ t d̄ă’ ng thú.c Karamata, viê.c tı̀m ra các

că.p dãy {ak} và {xk} thoa’ mãn d̄iè̂u kiê.n cu’a d̄i.nh lı́ là rấ t quan tro.ng. Sau d̄ây

là mô.t số vı́ du. vè̂ viê.c xây du.. ng các dãy này.

Vı́ du. 1.6. Gia’ su.’ cho tru.́o.c dãy số gia’m

x1 ≥ x2 ≥ ... ≥ xn.

Khi d̄ó, luôn tò̂n ta.i dãy số không âm α1, α2, · · · , αn−1 sao cho

x1 − α1 ≥ x2 + α1 − α2 ≥ · · · ≥ xn−1 + αn−2 − αn−1 ≥ xn + αn−1.

Thâ.t vâ.y, ta chı’ cà̂n cho.n dãy α1, α2, · · · , αn−1 nhu. sau

0 6 α1 6 x1 − x2

2
, 0 6 α2 6 x2 − x3

2
, · · · , 0 6 αn−1 6 xn−1 − xn

2
.

Chă’ ng ha.n, xét dãy số {xn}, vó.i xn = −n, n = 1, 2, · · ·
Khi d̄ó, ta có x1 ≥ x2 ≥ · · · ≥ xn.

Ngoài ra, vó.i mo. i n ≥ 2, ta có

xn−1 − xn

2
=

1

2
.

Vâ.y, nếu cho.n dãy số α1, α2, · · · , αn−1, trong d̄ó

αn =
1

2n
;n ≥ 2

thı̀ ta có

0 < αn 6 1

2
;∀n ≥ 2

và

αn−2 − αn−1 =
1

2(n − 2)(n − 1)
;∀n ≥ 3.

Thế thı̀, ta có

x1 − α1 ≥ x2 + α1 − α2 ≥ · · · ≥ xn−1 + αn−2 − αn−1 ≥ xn + αn−1.

Bây giò., xét hàm lò̂i f(x) = x2; x ∈ R. Thế thı̀, theo nhâ.n xét trên, ta có kế t

qua’ sau d̄ây

Bất d̄ă’ ng thú.c 1.5.

x2
1 + x2

2 + · · · + x2
n ≥

(
x1 −

1

2

)2

+
(
x2 +

1

4

)2

+ · · ·

+
(
xn−1 +

1

2(n − 2)(n − 1)

)2

+
(
xn +

1

2(n − 1)

)2

vó.i mo.i số thu.. c x1, x2, · · · , xn.
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Vı́ du. 1.7. Gia’ su.’ a1, a2, · · · , an là các số thu.. c du.o.ng.

Ta xét bô. b =
(
b1, b2, · · · , bn

)
là bô. hoán vi. cu’a dãy

(
lna1, lna2, · · · , lnan

)

xế p theo thú. tu.. gia’m dà̂n. Vó.i mỗi i ∈ {1, · · · , n}, có thê’ coi bi = lnaki, vó.i(
k1, k2, · · · , kn

)
là hoán vi. nào d̄ó cu’a (1, 2, · · · , n).

Bây giò., ta la.i xét bô. c =
(
c1, c2, · · · , cn

)
là bô. hoán vi. cu’a dãy

(
ln

a2
1

a2
,ln

a2
2

a3
, · · · ,ln

a2
n−1

an
,ln

a2
n

a1

)

xế p theo thú. tu.. gia’m dà̂n. Vó.i mỗi i ∈ {1, · · · , n}, có thê’ coi ci = ln
a2

ki

aki+1
, vó.i

(
k1, k2, · · · , kn

)
là hoán vi. nào d̄ó cu’a (1, 2, · · · , n).

Dẽ̂ dàng kiê’m tra d̄u.o.. c rằng că. p dãy {ck} và {bk} thoa’ mãn d̄iè̂u kiê.n cu’a D- i.nh

lı́ 1.2.1.

Bây giò., xét hàm lò̂i f(x) =ln
(
1 + ex

)
, x ∈ R. Thế thı̀, theo D- i.nh lı́ 1.2.1, ta

có

Bất d̄ă’ ng thú.c 1.6.

(
1 + a1

)(
1 + a2

)
· · ·
(
1 + an

)
6
(

1 +
a2

1

a2

)(
1 +

a2
2

a3

)
· · ·
(

1 +
a2

n

a1

)

vó.i mo.i số thu.. c du.o.ng a1, a2, · · · , an.

Hê. qua’ 1.2.1.

(
1 + a1

)(
1 + a2

)
· · ·
(
1 + an

)
6
(

1 +
a2

1

a2

)(
1 +

a2
2

a3

)
· · ·
(

1 +
a2

n

a1

)

6
(

1 +
a4

1a3

a4
2

)(
1 +

a4
2a4

a4
3

)
· · ·
(

1 +
a4

na2

a4
1

)
6 · · ·

vó.i mo.i số thu.. c du.o.ng a1, a2, · · · , an.

Ta thấy rà̆ng, vó.i că.p dãy {ck} và {bk} trên, nếu cho.n hàm số phù ho.. p, ta

sẽ thu d̄u.o.. c nhiè̂u bấ t d̄ă’ ng thú.c khác. Chă’ ng ha.n, xét hàm lò̂i f(x) =
√

1 + ex,

x ∈ R, ta d̄u.o.. c

Bất d̄ă’ ng thú.c 1.7.

√
1 + a1 +

√
1 + a2 + · · · +

√
1 + an 6

√
1 +

a2
1

a2
+

√
1 +

a2
2

a3
+ · · · +

√
1 +

a2
n

a1
,

vó.i mo.i số thu.. c du.o.ng a1, a2, · · · , an.
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Hê. qua’ 1.2.2.

√
1 + a1 +

√
1 + a2 + · · · +

√
1 + an 6

√
1 +

a2
1

a2

+

√
1 +

a2
2

a3

+ · · · +

√
1 +

a2
n

a1

6

√
1 +

a4
1a3

a4
2

+

√
1 +

a4
2a4

a4
3

+ · · · +

√
1 +

a4
na2

a4
1

6 · · ·

vó.i mo.i số thu.. c du.o.ng a1, a2, · · · , an.

Vı́ du. 1.8. Tru.́o.c hế t, ta có nhâ. n xét rằng: Nếu hai dãy số {xk, yk ∈
I(a; b); k = 1, 2, · · · , n} thoa’ mãn các d̄iè̂u kiê. n

x1 ≥ x2 ≥ · · · ≥ xn,

y1 ≥ y2 ≥ · · · ≥ yn

và
xi

xj
≥ yi

yj
;∀i < j,

thı̀ chúng thoa’ mãn d̄iè̂u kiê. n cu’a D- i.nh lı́ 1.2.1.

Chú.ng minh. Thâ. t vâ.y, xét hai bô. số (x1, x2, · · · , xn) và (y1, y2, · · · , yn).

Vó.i i là̂n lu.o.. t bà̆ng 1, 2, · · · , n, ta có

xi

x1
≥ yi

y1
.

Cô.ng các bấ t d̄ă’ ng thú.c này theo vế , ta có

x1 + x2 + · · · + xn

x1
≥ y1 + y2 + · · · + yn

y1
.

Suy ra

x1 ≥ y1.

Bây giò., tiế p tu.c xét hai bô. số (x1 + x2, x3, · · · , xn) và (y1 + y2, y3, · · · , yn).

Chú.ng minh tu.o.ng tu.. , ta có

x1 + x2 ≥ y1 + y2.

Tiếp tu.c quá trı̀nh tu.o.ng tu.. , ta có

x1 + x2 + · · · + xn−1 ≥ y1 + y2 + · · · + yn−1



17

Nhu. vâ.y, cùng vó.i nhũ.ng gia’ thiế t ban d̄à̂u, nhâ.n xét trên d̄ã d̄u.o.. c khă’ ng d̄i.nh.

Bây giò., xét a1, a2, ..., an là các số thu.. c du.o.ng. Vó.i mỗi i ∈ {1, ..., n}, ta d̄ă. t

yi =
ai

a1 + a2 + · · · + an
,

xi =
a2

i

a2
1 + a2

2 + · · · + a2
n

.

Khi d̄ó

x1 + x2 + · · · + xn = y1 + y2 + · · · + yn = 1.

Không mấ t tı́nh tô’ng quát, gia’ su.’ a1 ≥ a2 ≥ ... ≥ an. Khi d̄ó

x1 ≥ x2 ≥ · · · ≥ xn,

y1 ≥ y2 ≥ · · · ≥ yn.

Ngoài ra, vó.i mo. i i ≥ j, ta có

xi

xj
=

a2
i

a2
j

≥ ai

aj
=

yi

yj
.

Nhu. vâ.y, theo nhâ.n xét trên, că.p dãy số {xk} và {yk} thoa’ mãn d̄iè̂u kiê.n cu’a

D- i.nh lı́ 1.2.1 và do d̄ó, vó.i hàm số lò̂i

f(x) =
x

1 − x
;x > 0,

ta có kế t qua’ sau

Bất d̄ă’ ng thú.c 1.8.

a1

a2 + a3 + · · · + an
+...+

an

a1 + a2 + · · · + an−1
6

a2
1

a2
2 + a2

3 + · · · + a2
n

+· · ·+ a2
n

a2
1 + a2

2 + · · · + a2
n−1

,

vó.i mo.i số thu.. c du.o.ng a1, a2, · · · , an.

Hê. qua’ 1.2.3.

a1

a2 + a3 + · · · + an
+· · ·+ an

a1 + a2 + · · · + an−1
6

a2
1

a2
2 + a2

3 + · · · + a2
n

+...+
a2

n

a2
1 + a2

2 + ... + a2
n−1

6
a4

1

a4
2 + a4

3 + · · · + a4
n

+ · · · + a4
n

a4
1 + a4

2 + · · · + a4
n−1

6 · · · ,

vó.i mo.i số thu.. c du.o.ng a1, a2, · · · , an.
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Lu.u ý: Ngu.̀o.i ta d̄ã chú.ng minh d̄u.o.. c rằng, các kế t qua’ cu’a D- i.nh lı́ 1.2.1

và D- i.nh lı́ 1.2.4 vẫn d̄úng mà không cà̂n d̄ế n gia’ thiế t

x1 ≥ x2 ≥ · · · ≥ xn.

D- iè̂u này cũng tu.o.ng tu.. d̄ố i vó.i gia’ thiế t

x1 6 x2 6 · · · 6 xn

trong các D- i.nh lı́ 1.2.3 và D- i.nh lı́ 1.2.5.

Khi d̄ó, ta quy u.́o.c go. i các d̄i.nh lı́ tu.o.ng tu.. là̂n lu.o.. t là D- i.nh lı́ 1.2.1a, D- i.nh lı́

1.2.3a, D- i.nh lı́ 1.2.4a và D- i.nh lı́ 1.2.5a.

Ngoài ra, trong [1] cũng d̄ã trı̀nh bày mô.t số kế t qua’ vè̂ các da.ng D- i.nh lı́

Karamata mo.’ rô.ng mà ba.n d̄o. c có thê’ tham kha’o.

Ho.n nũ.a, khá nhiè̂u kế t qua’ vè̂ d̄ô. gà̂n d̄è̂u và thú. tu.. sắp d̄u.o.. c cu’a mô.t dãy

các tam giác cũng d̄ã d̄u.o.. c d̄è̂ câ.p trong [1]. D- ây chı́nh là mô.t phu.o.ng pháp khá

hũ.u hiê.u d̄ê’ làm chă.t các bấ t d̄ă’ ng thú.c lu.o.. ng giác cu’a tam giác. Vı́ du. sau d̄ây

sẽ cho ta mô.t minh hoa. d̄o.n gia’n vè̂ vấn d̄è̂ này.

Vı́ du. 1.9. Xét tam giác ABC. Không mấ t tı́nh tô’ng quát, có thê’ gia’ su.’

A ≥ B ≥ C.

D- ă. t A′ = 2A − B, B′ = 2B −C, C ′ = 2C − A.

Rõ ràng A′ > 0 và B′ > 0. Do d̄ó, nếu thêm gia’ thiế t C ′ > 0 (tú.c là A < 2C),

thı̀ A′, B′ , C ′ cũng là 3 góc cu’a mô. t tam giác. Ho.n nũ.a, ta có

A′ ≥ A

A′ + B′ ≥ A + B

A′ + B′ + C ′ = A + B + C

Do d̄ó, hai bô. dãy số {A,B,C} và {A′, B′, C ′} thoa’ mãn các d̄iè̂u kiê.n cu’a

D- i.nh lı́ 1.2.1a.

Bây giò., nếu xét hàm số lò̂i f(x) = sinx; x ∈ (0;π), thı̀ ta có kế t qua’ sau

Bất d̄ă’ ng thú.c 1.9. Gia’ su.’ tam giác ABC có góc ló.n nhấ t nho’ ho.n hai là̂n

góc nho’ nhấ t. Thế thı̀, ta có

sin(2A − B) + sin(2B − C) + sin(2C − A) ≥ sinA + sinB + sinC.

Phà̂n này sẽ d̄u.o.. c khép la. i vó.i viê.c gió.i thiê.u mô.t số hàm lò̂i, lõm d̄ê’ ba.n d̄o. c

có thê’ áp du.ng.
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1.3 Gió.i thiê.u mô. t số hàm lò̂i và hàm lõm

1.3.1 Mô.t số hàm lò̂i

f(x) = xα ; x > 0, α < 0.

f(x) = (S − x)α ; S > 0, x ∈ (0;S), α < 0.

f(x) =
(
x +

1

x

)α
; x > 0, α > 1.

f(x) =
x2

x + S
; S > 0, x ≥ 0.

f(x) =
1

x2
; x > 0.

f(x) =
x

S − x
; S > 0, x ∈ (0;S).

f(x) = eαx ; x ∈ R, α > 0.

f(x) =
1

1 + eαx
; x ≥ 0, α ≥ 1.

f(x) =
(
ex +

1

ex

)2
; x ∈ R.

f(x) =ln
(
1 +

1

x

)
; x > 0.

f(x) =ln
(
1 + eαx

)
; x ∈ R, α > 0.

f(x) =ln
(
ex +

1

ex

)
; x ∈ R.

f(x) =sinkx ; x ∈ (0;π), k < 0.

f(x) =ln
(
1 +

1

sin2x

)
; x ∈ (0;π).

f(x) =coskx ; x ∈
(
0;

π

2

)
, k < 0.

f(x) =tankx ; x ∈
(
0;

π

2

)
, k ≥ 1.

f(x) =arcsinx ; x ∈ (0; 1).

f(x) =arctan(ex) ; x < 0.

f(x) =arctan
x

S − x
; S > 0, x ∈ (0;S).

1.3.2 Mô.t số hàm lõm

f(x) = xα ; x > 0, 0 < α < 1.

f(x) = (S − x)α ; S > 0, x ∈ (0;S), 0 < α < 1.

f(x) =lnx1/n ; x > 1, n = 1, 2, ...

f(x) =ln
(
eαx − 1

)
; x > 0, α > 0.

f(x) =lnx ; x > 0.

f(x) =sinkx ; x ∈ (0;π), k ∈ (0; 1].

f(x) =ln(sinx) ; x ∈ (0;π).
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f(x) =
sinx

1 + sinx
; x ∈ (0;π).

f(x) =coskx ; x ∈
(
0;

π

2

)
, k ∈ (0; 1].

f(x) =ln(1- cosx) ; x ∈ (0;π).

f(x) =cosx tanx ; x ∈
(
0;

π

2

)
.

f(x) =arcsin
x

1 + x
; x ≥ 0.

f(x) =arcsin
x

S + x
; S > 0, x > 0.

f(x) =arctanx ; x > 0.

1.4 Bài tâ.p

Bài tâ.p 1.1. Cho a, b, c > 0. Chú.ng minh rà̆ng vó.i α > 0, ta có:

(a + b

2

)α

+
(b + c

2

)α

+
(c + a

2

)α

≤
(2a + b

3

)α

+
(2b + c

3

)α

+
(2c + a

3

)α

≤
(

2(4a + b)

9

)α

+

(
2(4b + c)

9

)α

+

(
2(4c + a)

9

)α

≤ · · ·

Hu.́o.ng dẫn: Xét hàm số f(x) = xα; x > 0

Bài tâ.p 1.2. Cho a ≥ b ≥ c ≥ 0. Chú.ng minh rà̆ng

1

a
+

4

b
+

9

c
≥ 1
(a + b

2

) +
4(c + a

2

) +
9

(b + c

2

)

≥ 1
(2a + b + c

4

) +
4

(a + 2b + c

4

) +
9

(a + b + 2c

4

) ≥ · · ·

Hu.́o.ng dẫn: Xét hàm số f(x) =
1

x
; x > 0

Bài tâ.p 1.3. Cho a, b, c không âm.Chú.ng minh rà̆ng vó.i α ≥ 1

2
, ta có:

(
1 + a2

)α

+
(
1 + b2

)α

+
(
1 + c2

)α

≥
(
1 + ab

)α

+
(
1 + bc

)α

+
(
1 + ca

)α

≥ 3
(
3 +

3
√

a2b2c2
)α

.

Hu.́o.ng dẫn: Xét hàm số f(x) =
√

1 + x2; x ≥ 0
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Bài tâ.p 1.4. Cho a, b, c ∈ (0; 1). Chú.ng minh rà̆ng:

√
1 − a +

√
1 − b +

√
1 − c ≤

√
1 −

√
ab +

√
1 −

√
bc +

√
1 −

√
ca

≤
√

1 − 4
√

ab2c +

√
1 − 4

√
bc2a +

√
1 − 4

√
ca2b ≤ · · ·

Hu.́o.ng dẫn: Xét hàm số f(x) =
√

1 − x; x ∈ (0; 1)

Bài tâ.p 1.5. Cho a, b, c ∈ (0; 1). Chú.ng minh rà̆ng

√
1 − a +

√
1 − b +

√
1 − c ≤

√
1 −

√
ab +

√
1 −

√
bc +

√
1 −

√
ca

≤
√

a + b − 2ab

a + b
+

√
b + c − 2bc

b + c
+

√
c + a − 2ca

c + a

Hu.́o.ng dẫn: Xét hàm số f(x) =
√

1 − x ;x ∈ (0; 1)

Bài tâ.p 1.6. Cho a ≥ b ≥ c ≥ 0. Chú.ng minh rà̆ng:

a + 2
√

b + 3 3
√

c ≥
√

ab + 2 4
√

ca + 3 6
√

ca

≥ 4
√

a2bc + 2
8
√

ab2c + 3
12
√

abc2 ≥ · · ·

Hu.́o.ng dẫn: Xét hám số f(x) = ex ;x ∈ R

Bài tâ.p 1.7. Cho a, b, c > 0. Chú.ng minh rà̆ng

a + b + c ≤ 3
√

a2b +
3
√

b2c +
3
√

c2a

≥ 9
√

a4b4c +
9
√

b4c4a +
9
√

c4a4b ≥ · · ·

Hu.́o.ng dẫn: Xét hàm số f(x) = ex ;x ∈ R

Bài tâ.p 1.8. Cho a, b, c > 0. Chú.ng minh rà̆ng vó.i α, β > 0 và α + β = 1, ta có:

a + b + c ≥ aαbβ + bαcβ + cαaβ

≥ aα2

b2αβcβ2

+ bα2

c2αβaβ2

+ cα2

a2αβbβ2 ≥ · · ·

Hu.́o.ng dẫn: Xét hàm số f(x) = ex , x ∈ R

Bài tâ.p 1.9. Choa, b, c du.o.ng. Chú.ng minh rà̆ng

√
ab +

√
bc +

√
ca ≤ 3

√
a2b +

3
√

b2c +
3
√

c2a

≤ 9
√

a8b2 +
9
√

b8c2 +
9
√

c8a2 ≤ · · ·

Hu.́o.ng dẫn: Xét hàm số f(x) = ex , x ∈ R



22

Bài tâ.p 1.10. Cho a, b, c không nho’ ho.n 1. Chú.ng minh rà̆ng:

a

1 + a
+

b

1 + b
+

c

1 + c
≤

3
√

a2b

1 +
3
√

a2b
+

3
√

b2c

1 +
3
√

b2c
+

3
√

c2a

1 +
3
√

c2a

≤
9
√

a4b4c

1 +
9
√

a4b4c
+

9
√

b4c4a

1 +
9
√

b4c4a
+

9
√

c4a4b

1 +
9
√

c4a4b
≤ · · · .

Hu.́o.ng dẫn: Xét hàm số f(x) =
ex

1 + ex
;x ≥ 0

Bài tâ.p 1.11. Cho a, b, c không nho’ ho.n 1. Chú.ng minh rà̆ng vó.i α, β > 0 và

α + β = 1, ta có:

a

1 + a
+

b

1 + b
+

c

1 + c
≤ aαbβ

1 + aαbβ
+

bαcβ

1 + bαcβ
+

cαaβ

1 + cαaβ

≤ aα2
.b2αβ.cβ2

1 + aα2.b2αβ.cβ2 +
bα2

.c2αβ.aβ2

1 + bα2.c2αβ.aβ2 +
cα2

.a2αβ.bβ2

1 + cα2.a2αβ.bβ2 ≤ · · ·

Hu.́o.ng dẫn: Xét hàm số f(x) =
ex

1 + ex
;x ≥ 0

Bài tâ.p 1.12. Cho a, b, c ló.n ho.n 1. Chú.ng minh rà̆ng

a

a − 1
+

b

b − 1
+

c

c − 1
≥

3
√

a2b
3
√

a2b − 1
+

3
√

b2c
3
√

b2c − 1
+

3
√

c2a
3
√

c2a − 1

≥
9
√

a4b4c
9
√

a4b4c − 1
+

9
√

b4c4a
9
√

b4c4a − 1
+

9
√

c4a4b
9
√

c4a4b − 1
≥ · · · .

Hu.́o.ng dẫn: Xét hàm số f(x) =
ex

ex − 1
;x > 0

Bài tâ.p 1.13. Cho a, b, c ló.n ho.n 1. Chú.ng minh rà̆ng vó.i α, β > 0 và α + β = 1,

ta có:

a

a − 1
+

b

b − 1
+

c

c − 1
≥ aαbβ

aαbβ − 1
+

bαcβ

bαcβ − 1
+

cαaβ

cαaβ − 1

≥ aα2
.b2αβ.cβ2

aα2.b2αβ.cβ2 − 1
+

bα2
.c2αβ.aβ2

bα2.c2αβ.aβ2 − 1
+

cα2
.a2αβ.bβ2

cα2.a2αβ.bβ2 − 1
≥ · · ·

Hu.́o.ng dẫn: Xét hàm số f(x) =
ex

ex − 1
;x > 0

Bài tâ.p 1.14. Cho a, b, c ∈ (0; 1). Chú.ng minh rà̆ng:

(1 − a)(1 − b)(1 − c) ≤
(
1 −

√
ab
)(

1 −
√

bc
)(

1 −
√

ca
)

≤
(
1 − 4

√
ab2c

)(
1 − 4

√
bc2a

)(
1 − 4

√
ca2b

)
≤ · · ·
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Hu.́o.ng dẫn: Xét hàm số f(x) = ln(1 − x) ;x ∈ (0; 1)

Bài tâ.p 1.15. Cho a, b, c ∈ (0; 1). Chú.ng minh rà̆ng:

(1 − a)(1 − b)(1 − c) ≤
(
1 −

√
ab
)(

1 −
√

bc
)(

1 −
√

ca
)

≤
(

a + b − 2ab

a + b

)(
b + c − 2bc

b + c

)(
c + a − 2ca

c + a

)

Hu.́o.ng dẫn: Xét hàm số f(x) = ln(1 − x) ;x ∈ (0; 1)
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Chu.o.ng 2

Phu.o.ng pháp lu.. a cho.n tham số

Tru.́o.c hế t ta xét bài toán sau

Chú.ng minh rà̆ng nếu a, b, c là 3 số không âm có tô’ng bà̆ng 3, thı̀ ta có

√
a +

√
b +

√
c ≥ ab + bc + ca

Lò.i gia’i cho bài toán này không quá khó.

Ta có

2(ab + bc + ca) = (a + b + c)2 − (a2 + b2c2).

Do d̄ó ta cà̂n chú.ng minh rà̆ng

a2 + b2 + c2 + 2(
√

a +
√

b +
√

c) ≥ 9

Su.’ du.ng bấ t d̄ă’ ng thú.c giũ.a trung bı̀nh cô.ng và trung bı̀nh nhân (thu.̀o.ng go. i là

bấ t d̄ă’ ng thú.c AM-GM) cho 3 số , ta có

a2 +
√

a +
√

a ≥ 3a

b2 +
√

b +
√

b ≥ 3b

c2 +
√

c +
√

c ≥ 3c

Cô.ng các vế cu’a các bấ t d̄ă’ ng thú.c trên, ta d̄u.o.. c d̄iè̂u cà̂n chú.ng minh.

Nhâ.n xét rằng, bấ t d̄ă’ ng thú.c trên có thê’ viế t la. i du.́o.i da.ng

a
1
2 + b

1
2 + c

1
2 ≥ ab + bc + ca

Nhu. vâ.y, vó.i k ≥ 1

2
thı̀ bấ t d̄ă’ ng thú.c sau d̄ây luôn d̄úng

ak + bk + ck ≥ ab + bc + ca.
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Mô.t câu ho’i tu.. nhiên d̄u.o.. c d̄ă. t ra: Vó.i k <
1

2
, thı̀ khi nào bấ t d̄ă’ ng thú.c trên

vẫn còn d̄úng? Nói cách khác, ta có bài toán.

Tı̀m hằng số k tố t nhấ t (nho’ nhấ t) trong bấ t d̄ă’ ng thú.c sau

ak + bk + ck ≥ ab + bc + ca,

trong d̄ó a, b, c là các số thu.. c không âm và a + b + c = 3.

Cách d̄ă.t vấn d̄è̂ và viê.c gia’i các bài toán tu.o.ng tu.. nhu. trên cho ta mô.t phu.o.ng

pháp d̄ê’ làm chă.t bấ t d̄ă’ ng thú.c: Phu.o.ng pháp lu.. a cho.n tham số (tố t nhấ t).

Có thê’ chia nhũ.ng bài toán thuô. c phu.o.ng pháp này bo.’ i hai da.ng nhu. sau.

+ Da.ng 1: Tham số k là tham số d̄ô. c lâ.p (không phu. thuô.c vào mô.t tham

số nào khác) và chı’ có mă.t o.’ mô.t vế cu’a bấ t d̄ă’ ng thú.c (chă’ ng ha.n o.’ bài toán

trên) hoă. c có mă.t o.’ hai vế cu’a bấ t d̄ă’ ng thú.c.

+ Da.ng 2: Tham số k là tham số phu. thuô. c vào các tham số khác (chă’ ng

ha.n k = k(n), vó.i n là số các số thu.. c cho tru.́o.c).

Trong chu.o.ng này, luâ.n văn sẽ d̄è̂ câ.p d̄ế n mô.t số bài toán minh hoa. cho phu.o.ng

pháp lu.. a cho.n tham số (tố t nhấ t) vó.i các da.ng nêu trên, cùng vó.i viê.c d̄è̂ xuấ t lò.i

gia’i phù ho.. p.

2.1 Các da.ng toán chú.a tham số d̄ô. c lâ.p

2.1.1 Tham số chı’ thuô. c mô. t vế cu’a bấ t d̄ă’ ng thú.c

Khi tham số chı’ thuô.c mô.t vế cu’a bấ t d̄ă’ ng thú.c thı̀ vế còn la. i cu’a bấ t d̄ă’ ng

thú.c d̄u.o.. c xem là không d̄ô’i. Phu.o.ng pháp này d̄u.o.. c minh hoa. bo.’ i các bài toán

sau

Bài toán 2.1. Tı̀m hằng số k tố t nhấ t (nho’ nhấ t) trong bấ t d̄ă’ ng thú.c sau

ak + bk + ck ≥ ab + bc + ca,

trong d̄ó a, b, c là các số thu.. c không âm và a + b + c = 3

Lò.i gia’i. Theo phà̂n gió.i thiê.u ta d̄ã chú.ng minh bấ t d̄ă’ ng thú.c trên vó.i k =
1

2
,

do d̄ó nó vẫn d̄úng vó.i mo. i k ≥ 1

2
. Bây giò. ta xét bấ t d̄ă’ ng thú.c khi k ≤ 1

2
. Tru.́o.c

hế t ta xét bô’ d̄è̂ sau

Bô’ d̄è̂ 2.1.1. Gia’ su.’ a + b = 2t ≥ 1, khi d̄ó

ak + bk − ab ≥ min
(
(2t)k, 2tk − t2

)
.
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Thâ. t vâ.y, gia’ su.’ a ≥ b. Tò̂n ta. i mô.t số không âm x vó.i a = t + x, b = t− x.

Xét hàm số

f(x) = (t + x)k + (t− x)k − t2 + x2

f ′(x) = k(t + x)k−1 − k(t− x)k−1 + 2x

f ′′(x) = k(k − 1)(t + x)k−2 + k(k − 1)(t − x)k−2 + 2

f ′′′(x) = k(k − 1)(k − 2)
(
(t + x)k−3 − (t − x)k−3

)

Nhu. vâ.y f ′′′(x) có duy nhấ t mô.t nghiê.m x = 0, do d̄ó f ′′(x) là hàm d̄o.n d̄iê.u và

có quá không quá mô.t nghiê.m, suy ra f ′(x) có không quá 2 nghiê.m (t ≥ x ≥ 0).

Vı̀ f’(0)=0 và

f ′′(0) = 2k(k − 1)tk−2 + 2 = 2 − 2k(1 − k) ≥ 0,

Do d̄ó giá tri. nho’ nhấ t cu’a f sẽ lấ y ta. i x = 0 hoă. c x = t.

Vó.i bô’ d̄è̂ trên, bài toán d̄u.o.. c chú.ng minh nhu. sau: Không mấ t tı́nh tô’ng quát

ta gia’ su.’ a ≥ b ≥ c. D- ă.t a + b = 2t ≥ 1, khi d̄ó

ak + bk + ck − (ab + bc + ca) ≥ min
(
(2t)k, 2tk − t2

)
−2ct + ck.

(i) Nếu (2t)k ≤ 2tk − t2, áp du.ng bô’ d̄è̂ vó.i 2t và c

ak + bk + ck − (ab+ bc+ ca) ≥ (2t)k + ck − c.2t ≥ min
(
(2t+ c)k, 2(t+

c

2
)k − (t+

c

2
)2
)
.

Vı̀ 2t + c = 3 nên

ak + bk + ck − (ab + bc + ca) ≥ min

(
3k, 2

3k

2k
− 9

4

)

(ii) Nếu (2t)k ≥ 2tk − t2. Ta có thê’ coi tru.̀o.ng ho.. p này giống nhu.

a = b = z ≥ 1, c = 3 − 2z. Xét hàm số

g(z) = 2zk + (3 − 2z)k − 2z(3 − 2z) − z2

= 2zk + (3 − 2z)k − 6z + 3z2

g′(z) = 2kzk−1 − 2k(3 − 2z)k−1 − 6 + 6z

g′′(z) = 2k(k − 1)
(
zk−2 − 2(3 − 2z)k−2

)
+6

g′′′(z) = 2k(k − 1)(k − 2)
(
zk−3 − 4(3 − 2z)k−3

)

Dẽ̂ thấy g′′′(z) vô nghiê.m vó.i z ≥ 1, suy ra g′(z) có không quá hai nghiê.m.

Vı̀ lim
z→ 3

2

g(z) = −∞, nên giá tri. nho’ nhấ t cu’a g(z) vó.i 1 ≤ z ≤ 3

2
lấ y o.’ 2 d̄à̂u

g(z) ≥ min
(
0, 2

3k

2k
− 9

4

)
.
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Kế t ho.. p ca’ hai tru.̀o.ng ho.. p ta tı̀m d̄u.o.. c

ak + bk + ck − (ab + bc + ca) ≥ min
(
0, 2

3k

2k
− 9

4

)
.

D- ê’ có ak + bk + ck ≥ ab + bc + ca, ta pha’i có

2
3k

2k
− 9

4
≥ 0 ⇔ k ≥ 2ln3 − 3ln2

ln3 − ln2
≈ 0.2905

Khi d̄ó sẽ có hai tru.̀o.ng ho.. p xa’y ra d̄ă’ ng thú.c là a = b = c = 1 hoă. c

a = b =
3

2
, c = 0, hoă.c các hoán vi. tu.o.ng ú.ng.

Bài toán 2.2. Tı̀m hằng số k tố t nhấ t trong bấ t d̄ă’ ng thú.c sau

1

(a − b)2
+

1

(b − c)2
+

1

(c − a)2
≥ k

a2 + b2 + c2

Lò.i gia’i. Nhâ.n xét rằng: Cố d̄i.nh |a|, |b|, |c| thı̀ bấ t d̄ă’ ng thú.c nho’ nhấ t khi

abc ≤ 0, nói cách khác ta có thê’ gia’ su.’ a ≥ c ≥ 0 ≥ b. D- iè̂u này tu.o.ng d̄u.o.ng vó.i

viê.c ta chú.ng minh bấ t d̄ă’ ng thú.c sau (sau khi d̄ã d̄ô’i dấu cu’a b) là

1

(a + b)2
+

1

(b + c)2
+

1

(a − c)2
≥ k

a2 + b2 + c2
(a, b, c ≥ 0),

trong d̄ó k vẫn là hê. số mà ta chu.a biế t. Viê.c d̄à̂u tiên là ta loa. i bo’ c kho’i biê’u

thú.c vế trái nhò. bấ t dă’ ng thú.c d̄o.n gia’n sau

1

(b + c)2
+

1

(a − c)2
≥ 8

(a + b)2

Do d̄ó hiê’n nhiên ta có

V T ≥ 9

(a + b)2
≥ 9

2(a2 + b2)
≥ 9

2(a2 + b2 + c2)

Ta tı̀m d̄u.o.. c k tố t nhấ t là
9

2
, bấ t d̄ă’ ng d̄u.o.. c chú.ng minh, d̄ă’ ng thú.c xa’y ra khi

a = −b, c = 0 hoă. c các hoán vi. tu.o.ng ú.ng.

Bài toán 2.3. 1. Các số thu.. c du.o.ng a, b, c thoa’ mãn a3 + b3 + c3 = 3. Xét bấ t

d̄ă’ ng thú.c
ab

c
+

bc

a
+

ca

b
≥ 3.

(i) Chú.ng minh bấ t d̄ă’ ng thú.c không thê’ luôn d̄úng vó.i mo.i a, b, c.

(ii) Chú.ng minh rà̆ng bấ t d̄ă’ ng thú.c sẽ d̄úng nếu a, b, c thoa’ mãn d̄iè̂u

kiê. n

a3b3 + b3c3 + c3a3 ≥ abc(a3 + b3 + c3).
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2. Tı̀m hà̆ng số du.o.ng k tố t nhấ t sao cho vó.i mo.i số thu.. c du.o.ng a, b, c bấ t d̄ă’ ng

thú.c sau luôn d̄úng

ab

c
+

bc

a
+

ca

b
≥ 3

k

√
ak + bk + ck

3

Lò.i gia’i. 1.(i). Cho a = b = 0.8, c = 3
√

1.976

(ii). Theo bấ t d̄ă’ ng AM-GM ta có

a2b + b2a + 1 ≥ 3ab,

b2c + c2b + 1 ≥ 3bc,

c2a + a2c + 1 ≥ 3ca

⇒ abc
(
ab(a + b) + bc(b + c) + ca(c + a)

)
≥ abc(ab + bc + ca).

Tù. d̄ó kế t ho.. p vó.i d̄iè̂u kiê.n a3b3 + b3c3 + c3a3 ≥ abc(a3 + b3 + c3) = 3abc, ta suy

ra

(ab + bc + ca)(a2b2 + b2c2 + c2a2) ≥ 3abc(ab + bc + ca)

⇒ a2b2 + b2c2 + c2a2 ≥ 3abc ⇒ ab

c
+

bc

a
+

ca

b
≥ 3.

2. Ta xét bài toán ngu.o.. c la. i, gia’ su.’ rằng a, b, c là các số thu.. c thoa’ mãn

ab

c
+

bc

a
+

ca

b
= 3,

Ta cà̂n tı̀m giá tri. ló.n nhấ t cu’a

S = ak + bk + ck.

D- ă.t x =
ab

c
, y =

bc

a
, z =

ca

b
. Khi d̄ó x + y + z = 3.

S = (xy)
k
2 + (yz)

k
2 + (zx)

k
2 .

Theo mô.t kế t qua’ quen biế t thı̀

S ≤ max
(
3,

3k

2k

)
.

Và do d̄ó giá tri. tố t nhấ t d̄ê’ bấ t d̄ă’ ng thú.c còn d̄úng là

3 =
3k

2k
⇔ k =

ln3

ln3 − ln2
≈ 2.709511... < 3
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Bài toán 2.4. Gia’ su.’ a, b, c là các số thu.. c du.o.ng có tô’ng bà̆ng 3, hãy tı̀m số k

tố t nhấ t sao cho bấ t d̄ă’ ng thú.c sau luôn d̄úng

(ab)k + (bc)k + (ca)k ≤ 3.

Lò.i gia’i. Ta thu.. c hiê.n phu.o.ng pháp dò̂n biến. Hiê’n nhiên vó.i mo. i k ≤ 0 thı̀ bấ t

d̄ă’ ng thú.c trên luôn d̄úng. ta xét trong tru.̀o.ng ho.. p 1 ≤ k ≤ 2.

D- ă.t t =
a + b

2
, u =

a− b

2
⇒ a = t + u, b = t − u. Xét hàm

f(u) = ck
(
(t + u)k + (t− u)k

)
+(t2 − u2)k,

f ′(u) = kck
(
(t + u)k−1 − (t− u)k−1

)
−2ku(t2 − u2)k−1

= kck(t2 − u2)k−1

(
1

(t − u)k−1
− 1

(t + u)k−1
− 2u

ck

)
.

Theo d̄i.nh lý Lagrange vó.i hàm g(x) = x1−k, tò̂n ta. i t0 ∈ [t − u, t + u] sao cho

(t + u)1−k − (t− u)1−k = 2u(1 − k)t−k
0

⇔ 1

(t − u)k−1
− 1

(t + u)k−1
=

2u(k − 1)

tk
0

.

Vı̀ t0 ≥ t − u ≥ c nên tk
0 ≥ ck, mă.t khác do k ≤ 2 nên

1

(t − u)k−1
− 1

(t + u)k−1
=

2u(k − 1)

tk
0

≤ 2u

ck
.

Do d̄ó f ′(u) ≤ 0 ⇒ f(u) ≤ f(0). Vó.i kế t qua’ này ta chı’ cà̂n xét bài toán khi

a = b ≥ 1 ≥ c. Xét hàm số mô.t biế n cu’a a

h(a) = 2ak(3 − 2a)k + a2k,

h′(a) = 2kak−1(3 − 2a)k − 4kak(3 − 2a)k−1 + 2ka2k−1

= 2kak−1(3 − 2a)k−1
(
3 − 4a +

ak

(3 − 2a)k−1

)
.

Xét phu.o.ng trı̀nh

h′(a) = 0 ⇔ ak

(3 − 2a)k−1
= 4a − 3.

Rõ ràng phu.o.ng trı̀nh vô nghiê.m khi a ≤ 3

4
, ta chı’ cà̂n xét khi a ≥ 3

4
, khi d̄ó

phu.o.ng trı̀nh tu.o.ng d̄u.o.ng vó.i

klna − (k − 1)ln(3 − 2a) = ln(4a − 3).
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Xét hàm số sau

q(a) = klna − (k − 1)ln(3 − 2a) − ln(4a − 3),

q′(a) =
k

a
+

2(k − 1)

3 − 2a
− 4

4a − 3
,

aq′(a) = k +
2(k − 1)a

3 − 2a
− 4a

4a − 3
.

Chú ý rà̆ng các hàm số
a

3 − 2a
và − a

4a − 3
là các hàm số tăng nên phu.o.ng trı̀nh

aq′(a) = 0 có không quá mô.t nghiê.m, do d̄ó phu.o.ng trı̀nh q(a) = 0 có không quá

2 nghiê.m, suy ra phu.o.ng trı̀nh h′(a) = 0 có không quá 2 nghiê.m. Do h′(1) = 0 và

q′(1) = k + 2(k − 1) − 4 = 3k − 6 ≤ 0 nên tù. ba’ng biến thiên ta suy ra

h(a) ≤ max

(
h(1), h

(3

2

))
.

Bài toán d̄u.o.. c chú.ng minh khi 2 ≥ k ≥ 1. Nếu k ≤ 1 thı̀

3
(
(ab)k + (ba)k + (ca)k

)
≤ (ak + bk + ck)2 ≤ 3.

Còn nếu k ≥ 2, vó.i gia’ thiế t a ≥ b ≥ c, ta sẽ chú.ng minh

(ab)k + (bc)k + (ca)k ≤ (ab + ac)k,

nhu.ng d̄iè̂u này hiê’n nhiên vı̀ V P ≥ (ab)k + (bc)k + ak−2bc ≥ V T.

Ngoài ra a(b + c) = a(3 − a) ≤ 9

4
nên

(ab)k + (bc)k + (ca)k ≤
(3
2

)2k

Tù. các chú.ng minh trên ta d̄i d̄ế n kế t luâ.n sau

(ab)k + (bc)k + (ca)k ≤ max

(
3,
(3

2

)2k
)

.

Và hằng số k tố t nhấ t cà̂n tı̀m là
ln3

2(ln3 − ln2)
.

2.1.2 Tham số có trong hai vế cu’a bấ t d̄ă’ ng thú.c

Trong tru.̀o.ng ho.. p này ca’ hai vế cu’a bấ t d̄ă’ ng thú.c sẽ thay d̄ô’i theo giá tri. cu’a

tham số . Phu.o.ng pháp này d̄u.o.. c minh hoa. bo.’ i các bài toán sau
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Bài toán 2.5. (i) Chú.ng minh rà̆ng vó.i a, b, c là các số thu.. c tuỳ ý ta luôn có

a4 + b4 + c4 + ab3 + bc3 + ca3 ≥ 2(a3b + b3c + c3a).

(ii) Gia’ su.’ a, b, c là các số thu.. c du.o.ng thoa’ mãn a2 + b2 + c2 + ab + ba + ca = 6.

Chú.ng minh rà̆ng

a3b + b3c + c3a + abc(a + b + c) ≤ 6.

(iii) Tı̀m hà̆ng số k tố t nhấ t (ló.n nhấ t) sao cho bấ t d̄ă’ ng thú.c sau

a4 + b4 + c4 + k(ab + bc + ca)2 ≥ (1 + 3k)(a3b + b3c + c3a)

luôn d̄úng vó.i mo.i a, b, c ∈ R

Lò.i gia’i. Xét khai triê’n sau

(x2 − kxy + kxz − z2)2 + (y2 − kyz + kyx− x2)2 + (z2 − kzx + kzy − y2)2 ≥ 0.

Tù. khai triê’n trên ta suy ra

a4 + b4 + c4 + (k2 − 1)(a2b2 + b2c2 + c2a2) + k(ab3 + bc3 + ca3)

≥ 2k(a3b + b3c + c3a) + (k2 − k)abc(a + b + c).

(i). Cho k = 1 ta d̄u.o.. c

a4 + b4 + c4 + ab3 + bc3 + ca3 ≥ 2(a3b + b3c + c3a).

(ii). Cho k = 2 ta d̄u.o.. c

(a2 + b2 + c2)2 + (ab2 + b2c2 + c2a2) + 2(ab3 + bc3 + ca3)

≥ 4(a3b + b3c + c3a) + 2abc(a + b + c)

⇔ (a2 + b2 + c2 + ab + bc + ca)2 ≥ 6(a3b + b3c + c3a) + 6abc(a + b + c).

Vâ.y nếu a2 + b2 + c2 + ab + bc + ca = 6 thı̀

a3b + b3c + c3a + abc(a + b + c) ≤ 6 .

(iii). Xét khai triê’n
(
(a − b)2 + 2c(a − c)

)2

+
(
(b − c)2 + 2a(b− a)

)2

+
(
(c − a)2 + 2b(c − b)

)2

≥ 0

⇔ 6(a4 + b4 + c4) + 4abc(a + b + c) + 2(a2b2 + b2c2 + c2a2) ≥ 12(a3b + b3c + c3a)

⇔ a4 + b4 + c4 +
1

3
(ab + bc + ca)2 ≥ 2(a3b + b3c + c3a).

Vâ.y hằng số k tố t nhấ t (ló.n nhât) cho bấ t d̄ă’ ng thú.c là k =
1

3
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Bài toán 2.6. Tı̀m hằng số du.o.ng k ló.n nhấ t d̄ê’ ta có bấ t d̄ă’ ng thú.c

a

b + c
+

b

c + a
+

c

a + b
+ k

ab + bc + ca

a2 + b2 + c2
≥ k +

3

2
.

d̄úng vó.i mo.i a, b, c không âm.

Lò.i gia’i. Trong lò.i gia’i này, ta ký hiê.u
∑
sym

- Tô’ng d̄ố i xú.ng, sym là viế t tắt cu’a

symmetric, chă’ ng ha.n∑
sym

a3(b+c+d) = a3(b+c+d)+b3(c+d+a)+c3(d+a+b)+d3(a+b+x)

Ta su.’ du.ng biến d̄ô’i

∑

sym

a

b + c
− 3

2
=

1

2

∑

sym

(a − b)2

(a + b)(b + c)

Bấ t d̄ă’ ng thú.c d̄u.o.. c viế t thành

∑

sym

(a − b)2

(a + b)(b + c)
≥ k

∑

sym

(a− b)2

a2 + b2 + c2

⇔
∑

sym

(a − b)2

(
a2 + b2 + c2

(a + c)(b + c)
− k

)
≥ 0.

+ Cho b = c, khi d̄ó k pha’i thoa’ mãn d̄iè̂u kiê.n sau vó.i mo. i a, b không âm

k ≤ a2 + b2 + c2

(a + c)(b + c)
=

a2 + 2b2

2b(a + b)
.

Có thê’ dẽ̂ dàng tı̀m d̄u.o.. c vó.i a, b ≥ 0 thı̀

minf(a, b) =
a2 + 2b2

2b(a + b)
=

√
3 − 1

2
.

Ta sẽ chú.ng minh d̄ây là giá tri. tố t nhấ t cu’a k.

+ Vó.i k =

√
3 − 1

2
. Không mấ t tı́nh tô’ng quát ta gia’ su.’ a ≥ b ≥ c.

Sa =
a2 + b2 + c2

(a + c)(a + b)
− k, Sb =

a2 + b2 + c2

(b + a)(b + c)
− k, Sc =

a2 + b2 + c2

(c + a)(c + b)
− k.

Khi d̄ó dẽ̂ thấy Sc ≥ Sb ≥ Sa. Ngoài ra

Sb + Sa =
(a2 + b2 + c2)(a + b + 2c)

(a + b)(a + c)(b + c)
− 2k.
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D- ă.t t =
a + b

2
, không mấy khó khăn ta chú.ng minh d̄u.o.. c

Sb + Sa ≥ 2t2 + c2)(2t + 2c)

2t(t + c)2
− 2k =

2t2 + c2

t(t + c)
− 2k ≥ 0

(Theo su.. xác d̄i.nh cu’a số k, mà ta không cà̂n tı́nh cu. thê’ tù. tru.́o.c). Vâ.y giá tri.

tố t nhấ t cu’a k là

√
3 − 1

2
. D- ă’ ng thú.c xa’y ra khi và chı’ khi a = b = c và có thêm

tru.̀o.ng ho.. p a = b =

√
3 + 1

2
c (hoă. c các hoán vi.) khi k =

√
3 − 1

2
.

Bài toán 2.7. Tı̀m hằng số k tố t nhấ t d̄ê’ bấ t d̄ă’ ng thú.c sau luôn d̄úng

(a + b)(b + c)(c + a)

abc
+

k(ab + bc + ca)

a2 + b2 + c2
≥ 8 + k,

trong d̄ó a, b, c là các số thu.. c không âm tuỳ ý.

Lò.i gia’i. Ta su.’ du.ng các biến d̄ô’i sau

(a + b)(b + c)(c + a)

abc
− 8 =

c(a − b)2 + a(b− c)2 + b(c − a)2

abc

1 − ab + bc + ca

a2 + b2 + c2
=

(a − b)2 + (b − c)2 + b(c − a)2

2(a2 + b2 + c2)

Vâ.y ta pha’i tı̀m k thoa’ mãn bấ t d̄ă’ ng thú.c

∑

sym

(a − b)2

(
2(a2 + b2 + c2)

ab
− k

)
≥ 0

⇔
∑

sym

(a − b)2Sc ≥ 0 (2.1)

trong d̄ó các hê. số Sa, Sb, Sc d̄u.o.. c xác d̄i.nh bo.’ i

Sa = 2a(a2 + b2 + c2) − kabc,

Sb = 2b(a2 + b2 + c2) − kabc,

Sc = 2c(a2 + b2 + c2) − kabc.

(i). D- iè̂u kiê. n cà̂n:

Lấy b = c, ta có Sb = Sc. D- ê’ (2.1) d̄úng thı̀ pha’i có

Sb ≥ 0 ⇔ 2(a2 + 2b2) ≥ kab.

Theo bấ t d̄ă’ ng thú.c AM −GM ta tı̀m d̄u.o.. c ngay giá tri. tố t nhấ t cu’a k là 4
√

2.
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(ii). D- iè̂u kiê. n d̄u’:

Vó.i k ≤ 4
√

2, ta chú.ng minh bấ t d̄ă’ ng thú.c cu’a d̄è̂ bài luôn d̄úng. Thâ. t vâ.y,

không mấ t tı́nh tô’ng quát, ta gia’ su.’ a ≥ b ≥ c ⇒ Sa ≥ Sb ≥ Sc.

Sa = 2a(a2 + b2 + c2) − kabc ≥ 0 là hiê’n nhiên

Sb + Sc = 2(b + c)(a2 + b2 + c2) − 2kabc ≥ 4x(a2 + 2x2) − 2kax2 ≥ 0.

Bấ t d̄ă’ ng thú.c trên hiê’n nhiên d̄úng theo su.. xác d̄i.nh cu’a số k, o.’ d̄ây x =
√

bc.

Kế t luâ. n: Bấ t d̄ă’ ng thú.c d̄úng vó.i mo. i a, b, c ≥ 0 khi và chı’ khi k ≤ 4
√

2.

Nếu k = 4
√

2 thı̀ d̄ă’ ng thú.c xa’y ra khi a = b = c hoă. c a =
√

2b =
√

2c. Ngoài

giá tri. d̄ó chı’ có mô.t tru.̀o.ng ho.. p xa’y ra d̄ă’ ng thú.c là a = b = c

Bài toán 2.8. Tı̀m hằng số k ló.n nhấ t d̄ê’ bấ t d̄ă’ ng thú.c sau d̄úng vó.i mo.i a, b, c

không âm.
c2 + kab

(a + b)2
+

b2 + kac

(a + c)2
+

a2 + kbc

(b + c)2
≥ 3(1 + k)

4

Lò.i gia’i. Cho c = 0 và a = b rút ra k ≤ 5

2
. Ta sẽ chú.ng minh d̄ây chı́nh là kế t

qua’ tố t nhấ t cu’a k. Rõ ràng d̄ê’ chú.ng minh bấ t d̄ă’ ng thú.c d̄úng vó.i mo. i k ≤ 5

2

ta chı’ cà̂n chú.ng minh bài toán trong tru.̀o.ng ho.. p k =
5

2
.

2c2 + 5ab

(a + b)2
+

2b2 + 5ac

(a + c)2
+

2a2 + 5bc

(b + c)2
≥ 21

4
.

Ta có

2a2 + 5bc

(b + c)2
− 7

4
=

8a2 + 6bc − 7b2 − 7c2

4(b + c)2
=

4(2a2 − b2 − c2) − 3(b − c)2

4(b + c)2
.

Ta pha’i chú.ng minh

4
∑

sym

(a2 − b2)

(
1

(b + c)2
− 1

(a + c)2

)
≥ 3

∑

sym

(b − c)2

(b + c)2

⇔ 4
∑

sym

(a − b)2(a + b)(a + b + 2c)

(b + c)2(a + c)2
≥ 3

∑

sym

a − b)2

(a + b)2

⇔
∑

sym

(
4(a + b)3(a + b + 2c) − 3(a + c)2(b + c)2(a − b)2 ≥ 0.

Lấy tu.o.ng ú.ng Sc, Sa, Sb là các hê. số cu’a (a − b)2, (b − c)2, (c − a)2 trong khai

triê’n co. so.’ trên. Không mấ t tı́nh tô’ng quát ta có thê’ gia’ su.’ a ≥ b ≥ c.



35

Dẽ̂ thấy Sc ≥ Sb ≥ Sa và nhu. vâ.y phà̂n còn la. i cu’a bài toán ta chı’ cà̂n chú.ng

minh bấ t d̄ă’ ng thú.c Sa + Sb ≥ 0, hay

4(a + c)(b + c)
(
(a + c)2 + (b + c)2

)
+4(a + b)

(
(a + c)3 + (b + c)3

)
≥

≥ 3(a + b)2
(
(b + c)2 + (a + c)2

)
.

Có thê’ nhâ.n thấy rà̆ng hê. số cu’a c và c2 o.’ vế pha’i nho’ ho.n o.’ vế trái. Do d̄ó ta

chı’ cà̂n chú.ng minh trên khi c = 0, hay

4ab(a2 + b2) + 4(a + b)(a3 + b3) ≥ 3(a + b)2(a2 + b2).

Bất d̄ă’ ng thú.c này tu.o.ng d̄u.o.ng vó.i

a4 + b4 + 2ab(a2 + b2) ≥ 6a2b2 ⇔ (a − b)2(4ab + a2 + b2) ≥ 0.

Hiê’n nhiên d̄úng, d̄ă’ ng thú.c xa’y ra trong tru.̀o.ng ho.. p k =
5

2
khi a = b = c hoă. c

a = b, c = 0 hoă. c các hoán vi..

Bài toán 2.9. Tı̀m hằng số k ló.n nhấ t d̄ê’ bấ t d̄ă’ ng thú.c sau d̄úng vó.i mo.i a, b, c

không âm.
a2 + kbc

b2 + c2
+

b2 + kac

a2 + c2
+

c2 + kab

a2 + b2
≥ 3(1 + k)

2

Lò.i gia’i. Ta lấy c = 0, a = b d̄ê’ suy ra k ≤ 1

2
. Ta sẽ chú.ng minh giá tri. này thoa’

mãn, và do d̄ó bấ t d̄ă’ ng thú.c sẽ vẫn d̄úng vó.i mo. i k ≤ 1

2
.

2a2 + bc

b2 + c2
+

2b2 + ac

a2 + c2
+

2c2 + ab

a2 + b2
≥ 9

2

D- u.a vè̂ các tô’ng bı̀nh phu.o.ng bằng khai triê’n

2a2 + bc

b2 + c2
− 3

2
=

2(2a2 − b2 − c2) − (b − c)2

2(b2 + c2)

Và do d̄ó ta cà̂n chú.ng minh bấ t d̄ă’ ng thú.c

2
∑

sym

(a2 − b2)

(
1

b2 + c2
− 1

a2 + c2

)
≥
∑

sym

(a − b)2

a2 + b2

⇔
∑

sym

(
2(a + b)2(a2 + b2) − (a2 + c2)(b2 + c2)

)
(a − b)2 ≥ 0.

Lấy Sa, Sb, Sc là các hê. số tu.o.ng ú.ng cu’a (b − c)2, (c − a)2, (a − b)2 trong bấ t

d̄ă’ ng thú.c trên, không mấ t tı́nh tô’ng quát gia’ su.’ a ≥ b ≥ c, khi d̄ó Sc ≥ Sb ≥ Sa.

Ta pha’i chú.ng minh thêm Sb + Sa ≥ 0, hay tu.o.ng d̄u.o.ng vó.i

2(a + c)2(a2 + c2) + 2(b + c)2(b2 + c2) ≥ (a2 + b2)(a2 + b2 + 2c2).
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Cũng dẽ̂ dàng nhâ.n thấy hê. số cu’a c2 o.’ vế pha’i nho’ ho.n vế trái, và do d̄ó ta chı’

cà̂n chú.ng minh khi c = 0, hay

2a4 + 2b4 ≥ (a2 + b2)2 ⇔ (a2 − b2)2 ≥ 0.

Bất d̄ă’ ng thú.c d̄ã d̄u.o.. c chú.ng minh xong. D- ă’ ng thú.c xa’y ra khi a = b = c và

nếu k =
1

2
thı̀ có thêm 1 tru.̀o.ng ho.. p a = b, c = 0 hoă. c các hoán vi..

2.2 Các da.ng toán chú.a tham số phu. thuô. c vào

tham số khác

Vè̂ mă.t ba’n chấ t, các da.ng toán này khác hă’ n vó.i các da.ng toán o.’ phà̂n trên

và thu.̀o.ng có lò.i gia’i khá phú.c ta.p. Du.́o.i d̄ây là mô.t số bài toán minh hoa. cho

phu.o.ng pháp này.

D- i.nh lý 2.2.1. (Inequality General Induction).

Cho các số thu.. c du.o.ng x1, x2, · · · , xn ∈ I ⊂ R và (cn) ∈ I ′ ⊂ R là mô. t dãy số

thu.. c không gia’m cho tru.́o.c. Vó.i d̄iè̂u kiê. n x1.x2 · · ·xn = kn (k = const). Xét bấ t

d̄ă’ ng thú.c sau

f(c, x1) + f(c, x2 + · · · + f(c, xn) ≥ nf(c, k) (∗)

Trong d̄ó f(c, x) : I ′ × I → R tho’a mãn hai d̄iè̂u kiê.n

1. f là hàm thuà̂n nhấ t vó.i hai biế n c, x, tú.c là tò̂n ta.i số d sao cho

f(ac, ax) = adf(c, x), ∀a ∈ I, c ∈ I ′.

2. Bấ t d̄ă’ ng thú.c (*) d̄úng vó.i mo.i c ≥ cn trong tru.̀o.ng ho.. p

x1 = x2 = · · · = xn−1.

Khi d̄ó (*) luôn d̄úng vó.i mo.i c ≥ cn và vó.i mo.i dãy x1, x2, · · · , xn.

D- i.nh lý Inequality General Induction thu.̀o.ng d̄u.o.. c go. i là d̄i.nh lý I.G.I ( lấ y theo

các chũ. cái d̄à̂u trong tên tiế ng Anh)

Bài toán 2.10. Tı̀m k = k(n) nho’ nhấ t d̄ê’ bấ t d̄ă’ ng thú.c sau luôn d̄úng vó.i mo.i

dãy số thu.. c x1, x2, · · · , xn

x2
1 + (x1 + x2)

2 + · · · + (x1 + x2 + · · · + xn)2 ≤ k(x2
1 + x2

2 + · · · + x2
n)
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Lò.i gia’i. Su.’ du.ng bấ t d̄ă’ ng thú.c Cauchy - Schwarz

n∑

k=1

( k∑

i=1

xi

)2

≤
n∑

k=1

Sk

k∑

i=1

x2
i

ci

Sk =
k∑

i=1

ci, ci ≥ 0

Cho.n các số ci, i = 1, n

S1 + S − 2 + · · · + Sn

c1

=
S2 + S3 + · · · + Sn

c2

= · · · =
Sn

cn

= t

⇒ ci = siniα − sin(i− 1), α =
π

2n + 1

Tù. d̄ó suy ra

k = k(n) =
1

4sin2 π
2(2n+1)

.

Bài toán 2.11. Tı̀m số thu.. c k = k(n) ló.n nhấ t d̄ê’ bấ t d̄ă’ ng thú.c sau luôn d̄úng

vó.i mo.i dãy số x1, x2, · · · , xn ∈ R

x2
1 + (x1 + x2)

2 + · · · + (x1 + x2 + · · · + xn)2 ≥ k(x2
1 + x2

2 + · · · + x2
n)

Lò.i gia’i. Su.’ du.ng bấ t d̄ă’ ng thú.c AM − GM cho hai số

a1y
2
1 +

1

a1

y2
2 + 2y1y2 ≥ 0

.............

an−1y
2
n−1 +

1

an

y2
n + 2yn−1yn ≥ 0

trong d̄ó a1, a2, · · · , an là các số thu.. c du.o.ng mà ta cho.n sau. Cô.ng theo vế các bấ t

d̄ă’ ng thú.c trên la. i ta d̄u.o.. c

a1y
2
1 +

( 1

a1
+ a2

)
y2

2 + · · ·+
( 1

an−2
+ an−1

)
y2

n−1 +
1

an−1
y2

n+

+ 2y1y2 + 2y2y3 + · · · + 2yn−1yn ≥ 0

(2.2)

Cho.n các số thu.. c du.o.ng ai, i = 1, n d̄ê’

a1 =
1

a1
+ a2 = · · · =

1

an−1
− 1
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Ta tı̀m d̄u.o.. c

ak =
sin(k + 1)α

sin(kα)
, α =

2π

2n + 1

Tù. (2.2) ta có

2cosα(y2
1 + y2

2 + · · · + y2
n) + 2(y1y2 + y2y3 + · · · + yn−1yn) + y2

n ≥ 0

⇔ 2(1 + cosα)(y2
1 + · · · + y2

n) ≥ 2(y2
1 + · · · + y2

n) − 2(y1y2 + · · · + yn−1yn) − y2
n

⇔ 2(1 + cosα)(y2
1 + y2

2 + · · · + y2
n) ≥ y2

1 + (y1 − y2)
2 + · · · + (yn−1 − yn)

2

Thay các số yi, i = 1, n bo.’ i yi = x1 + x2 + · · · + xi,ta d̄u.o.. c

4cos2 α

2

(
x2

1 + (x1 + x2)
2 + · · · + (x1 + x2 + · · · + xn)2

)
≥ x2

1 + x2
2 + · · · + x2

n.

Số k = k(n) tố t nhấ t bà̆ng
1

4cos2 π
2n+1

, d̄ă’ ng thú.c xa’y ra khi

xk = (−1)k
(
sinkα + sin(k − 1)α

)
.

Bài toán 2.12. Tı̀m hằng số k = kn tố t nhấ t d̄ê’ bấ t d̄ă’ ng thú.c sau d̄úng vó.i mo.i

số x1, x2, · · · , xn, xi ≥ 0 ∀i = 1, n và x1x2 · · · xn = 1

1√
1 + knx1

+
1√

1 + knx2

+ · · · + 1√
1 + knxn

≤ n − 1

Lò.i gia’i. Cho x1 = x2 = · · · = xn = 1, suy ra

1√
kn + 1

≤ n − 1 ⇔ kn ≥ 2n − 1

(n − 1)2
.

D- ê’ chú.ng minh d̄iè̂u kiê.n d̄u’, ta sẽ chú.ng minh bài toán hoán toàn tu.o.ng d̄u.o.ng

1√
cn + x1

+
1√

cn + x2

+ · · · + 1√
cn + xn

≤
√

2n − 1, vó.i cn =
1

kn

=
(n − 1)2

2n − 1

Nhu.ng ta sẽ chú.ng minh kế t qua’ tô’ng quát ho.n, d̄ó là

1√
c + x1

+
1√

c + x2
+ · · · + 1√

c + xn
≤ n√

c + 1
, ∀c ≥ cn

Thâ. t vâ.y, d̄ê’ cho go.n ta xét trong tru.̀o.ng ho.. p có n + 1 số .

Lấy x1 = x2 = · · · = xn = x và xn+1 = x−n. Ta pha’i chú.ng minh

n√
c + x

+
1√

c + x−n
≤ n + 1√

c + 1
(2.3)
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Gia’ su.’ f(x) là vế trái cu’a bấ t d̄ă’ ng thú.c. Su.’ du.ng d̄a.o hàm

f ′(x) = − n

2(c + x)
3
2

+
nx−n−1

2(c + x−n)
3
2

.

Và do d̄ó

f ′(x) = 0 ⇔ 1

(c + x)
3
2

=
x−n−1

(c + x−n)
3
2

⇔ (cxn + 1)3 = xn−2(c + x)3.

g(x) = (cxn + 1)3 − xn−2(c + x)3

= c3x3n + 3c2x2n − xn+1 − 3c2xn−1 − c3xn−2 + 1

= (xn+1 − 1)(c3x2n−1 + 3c2xn−1 + c3xn−1 − 1) = 0

Do hàm c3x2n−1+3c2xn−1 +c3xn−1−1 d̄o.n d̄iê.u tăng nên có duy nhấ t mô.t nghiê.m

trong khoa’ng (0; 1). Chú ý rằng g(1) = 0 nên ta có

max
x≥0

f(x) = max[f(0), f(1)] = max
( n√

c
,

n + 1√
c + 1

)

Tù. d̄ó, kế t ho.. p vó.i d̄iè̂u kiê.n cn+1 ≥ n2

2n + 1
, (2.3) d̄ã d̄u.o.. c chú.ng minh xong.

D- ă.t f(c, x) =
1√

c + x
. Hiê’n nhiên f(c, x) là mô.t hàm thuà̂n nhấ t.

Ta pha’i chú.ng minh

f(c, x1) + f(c, x2) + · · · + f(c, xn) ≤ nf(c, 1), ∀c ≥ cn.

Dẽ̂ thấy rà̆ng cn =
(n − 2)2

2n − 1
là mô.t dãy số du.o.ng tăng.

Theo chú.ng minh trên thı̀ f(c, x) d̄ã thoa’ d̄iè̂u kiê.n (2) cu’a d̄i.nh lý I.G.I. Vâ.y

bấ t d̄ă’ ng thú.c d̄ã d̄u.o.. c chú.ng minh hoàn chı’nh. D- ă’ ng thú.c xa’y ra khi và chı’ khi

ca’ n số xi bằng nhau hoă. c có n − 1 số bằng 0, số còn la. i bằng +∞

Bài toán 2.13. Gia’ su.’ n và k là hai số tu.. nhiên thoa’ mãn n ≥ k > 2. Tı̀m số

thu.. c ló.n nhấ t g(n, k) có tı́nh chấ t: bấ t kỳ k trong n số thu.. c du.o.ng x1, x2, · · · , xn

sẽ là d̄ô. dài k ca.nh cu’a mô. t d̄a giác lò̂i nế u

(x1 + x2 + · · · + xn)
( 1

x1
+

1

x2
+ · · · + 1

xn

)
< g(n, k).

Lò.i gia’i. Chúng ta biế t rằng ak ≥ ak+1 ≥ · · · ≥ a1 là d̄ô. dài k ca.nh cu’a mô.t k

giác lò̂i khi và chı’ khi a1 + a2 + · · ·+ ak−1 > ak. Do d̄ó bài toán sau có thê’ diẽ̂n d̄a. t
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la. i là: vó.i d̄iè̂u kiê.n xn ≥ x1 + x2 + · · · + xk−1 và xn ≥ xn−1 ≥ · · · ≥ x1, tı̀m giá tri.
nho’ nhấ t cu’a hàm số

(x1 + x2 + · · · + xn)
( 1

x1
+

1

x2
+ · · · + 1

xn

)
< g(n, k).

D- ê’ làm d̄iè̂u d̄ó ta sẽ thiế t lâ.p hê. thú.c liên hê. g(n + 1, k) và g(n, k).

Gia’ su.’ rằng giá tri. g(n, k) d̄ã xác d̄i.nh và d̄ă’ ng thú.c có xa’y ra ta. i(x1, x2, · · · , xn)

vó.i xn ≥ xn−1 ≥ · · · ≥ x1. Xét d̄iè̂u kiê.n

0 < x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xn+1 ≥ x1 + x2 + · · · + xk.

D- ă.t

A = x1 + x2 + · · · + xn−1 + xn

B =
1

x1
+

1

x2
+ · · · + 1

xn−1
+

1

xn
.

Xét hàm số f(x) = (x + A)
(1

x
+ B

)
vó.i x > 0

f ′(x) =
1

x
+ B − x + A

x2
= B − A

x2

f ′(x) = 0 ⇔ x =

√
A

B
= x0 > 0.

Do A ≤ nxn+1, B ≥ n

xn+1
⇒ x0 ≤ xn+1. Ta. i x0, hàm f d̄ă. t cu.. c tiê’u vı̀ vâ.y

f(x) ≥ f(x0) =

(√
A

B
+ A

)(√
B

A
+ B

)
= (

√
AB + 1)2.

Theo gia’ thiế t AB ≥ g(n, x) và d̄ă’ ng thú.c xa’y ra d̄u.o.. c nên

g(n + 1, x) ≥
(√

g(n, k) + 1
)2

D- ă’ ng thú.c xa’y ra ta. i

(x1, x2, · · · , xn, xn+1) =

(√
x1 + x2 + · · · + xn

1
x1

+ 1
x2

+ · · · + 1
xn

)
.

Bây giò. ta chı’ cà̂n tı́nh giá tri. cu’a g(k, k), xét vó.i d̄iè̂u kiê.n

0 < x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xk ≥ x1 +x2 + · · ·+xk−1. Ta vẫn d̄ă.t A′ = x1 +x2 + · · ·+xk−1
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và B′ =
1

x1
+

1

x2
+ · · · + 1

xk−1
.

Xét hàm số

h(x) = (x + A′)
(1

x
+ B′

)
⇒ h′(x) = B′ − A′

x2

Vó.i d̄iè̂u kiê.n x ≥ x1 + x2 + · · · + xk−1 ≥ xk−1, vı̀

√
A

B
< xk−1 < x nên

h(x) ≥ h(x1 + x2 + · · · + xk−1) = h(A′) = 2A′
( 1

A′ + B′
)
= 2 + 2A′B′

= 2 + 2(x1 + x2 + · · · + xk−1)
( 1

x1
+

1

x2
+ · · · + 1

xk−1

)

≥ 2 + 2(k − 1)2 = 2k2 − 4k + 4

vâ.y g(k, k) = 2k2 − 4k + 4, d̄ă’ ng thú.c xa’y ra khi và chı’ khi

x1 = x2 = · · · = xk−1 =
xk

k − 1

Tù. kế t qua’ trên suy ra

√
g(n, k) =

√
g(n − 1, k) + 1 ⇒ g(n, k) =

(
n − k +

√
2k2 − 4k + 4

)2

Và do d̄ó n2 + 1 chu.a pha’i là d̄ánh giá tố t nhấ t cho bấ t d̄ă’ ng thú.c ban d̄à̂u, giá

tri. tố t nhấ t pha’i là (n − 3 +
√

10)2 ≥ n2 + 1, ∀n ≥ 3.
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2.3 Bài tâ.p

Bài tâ.p 2.1. Tı̀m số thu.. c α nho’ nhấ t d̄ê’ bấ t d̄ă’ ng thú.c sau luôn d̄úng vó.i mo.i

x > 0

2

(
xα +

1

xα
+ 3

)
≥ 3

(
x +

1

x

)

Bài tâ.p 2.2. Tı̀m tấ t ca’ các số thu.. c k sao cho tò̂n ta.i hà̆ng số Ck > 0 d̄ê’ bấ t

d̄ă’ ng thú.c sau d̄úng vó.i các số thu.. c a, b, c tuỳ ý

(a2 + 1)(b2 + 1)(c2 + 1) ≥ Ck(ab + bc + ca)k

Bài tâ.p 2.3. Tı̀m tấ t ca’ các số thu.. c k sao cho tò̂n ta.i hà̆ng số Ck > 0 d̄ê’ bấ t

d̄ă’ ng thú.c sau d̄úng vó.i các số thu.. c a, b, c tuỳ ý

(a2 + 1)(b2 + 1)(c2 + 1) ≥ Ck(a + b + c)k.

Bài tâ.p 2.4. Tı̀m hằng số k tố t nhấ t d̄ê’ bấ t d̄ă’ ng thú.c sau d̄úng vó.i mo.i x, y, z

không âm có tô’ng bà̆ng 1

√
x + k(y − z)2 +

√
y + k(z − x)2 +

√
z + k(x − y)2 ≤

√
3

Bài tâ.p 2.5. Tı̀m hằng số du.o.ng k tố t nhấ t sao cho vó.i mo.i a, b, c không âm thoa’

mãn a + b + c = 3 thı̀ ta có bấ t d̄ă’ ng thú.c

1

2 + k
√

a
+

1

2 + k
√

b
+

1

2 + k
√

c
≥ 1.

Bài tâ.p 2.6. Tı̀m hằng số du.o.ng k ló.n nhấ t d̄ê’ bấ t d̄ă’ ng thú.c sau d̄úng vó.i mo.i

a, b, c không âm có tô’ng bà̆ng 3

a3 + b3 + c3 + kabc ≤ 3 + k

Bài tâ.p 2.7. Tı̀m hằng số du.o.ng k tố t nhấ t d̄ê’ bấ t d̄ă’ ng thú.c sau luôn d̄úng vó.i

các bô. số thu.. c không âm a, b, c tuỳ ý

1√
k2a2 + bc

+
1√

k2b2 + ca
+

1√
k2c2 + ab

≥ 4 + 2k

k(a + b + c)

Bài tâ.p 2.8. Tı̀m hằng số thu.. c k tố t nhấ t cho bấ t d̄ă’ ng thú.c sau

1 + bc

ka2 + bc
+

1 + ca

kb2 + ca
+

1 + ab

kc2 + ab
≥ 12

k + 1

vó.i a, b, c là các số thu.. c không âm thoa’ mãn ab + bc + ca = 1.
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Bài tâ.p 2.9. Tı̀m hằng số thu.. c du.o.ng k nho’ nhấ t cho bấ t d̄ă’ ng thú.c sau

ab

(a + b)2
+

bc

(b + c)2
+

ca

c + a)2
+ k

a2 + b2 + c2

(a + b + c)2
≥ 3

4
+

k

3
,

trong d̄ó a, b, c là các số thu.. c không âm tuỳ ý.

Bài tâ.p 2.10. Tı̀m hằng số thu.. c du.o.ng k nho’ nhấ t cho bấ t d̄ă’ ng thú.c sau

8abc

(a + b)(b + c)(c + a)
+ k

a2 + b2 + c2

(a + b + c)2
≥ 1 +

k

3
,

vó.i a, b, c là các số thu.. c không âm tuỳ ý.

Bài tâ.p 2.11. Tı̀m d̄iè̂u kiê.n cho các số du.o.ng k, l d̄ê’ bấ t d̄ă’ ng thú.c sau d̄úng

vó.i mo.i a, b, c không âm

a

b + c
+

b

c + a
+

c

a + b
+ k

ab + bc + ca

a2 + b2 + c2
+ l

a2 + b2 + c2

(a + b + c)2
≥ 3

2
+ k +

l

3

Bài tâ.p 2.12. Tı̀m hằng số thu.. c k ló.n nhấ t d̄ê’ bấ t d̄ă’ ng thú.c sau d̄úng vó.i mo.i

a, b, c không âm

a2 + kbc

b2 − bc + c2
+

b2 + kac

a2 − ac + c2
+

c2 + kab

a2 − ab + b2
≥ 3(1 + k).

Bài tâ.p 2.13. Cho các số thu.. c du.o.ng a1, a2, · · · , an thoa’ mãn d̄iè̂u kiê.n

a1a2 · · · an = 1. Tı̀m giá tri. tố t nhấ t cu’a k d̄ê’ bấ t d̄ă’ ng thú.c sau luôn d̄úng

1

(1 + a1)k
+

1

(1 + a2)k
+ · · · + 1

(1 + an)k
≥ n

2k

Bài tâ.p 2.14. Tı̀m hằng số k = k(n) ló.n nhấ t sao cho bấ t d̄ă’ ng thú.c sau d̄úng

vó.i mo.i dãy số không âm a1, a2, · · · , an

(a1 + a2 + · · · + an)
2 ≥ k(a1a2 + a2a3 + · · · + an−1an + ana1).

Bài tâ.p 2.15. Cho các số thu.. c du.o.ng a1, a2, · · · , an có tı́ch bà̆ng 1. Tı̀m hà̆ng số

thu.. c k = k(n) ló.n nhấ t sao cho bấ t d̄ă’ ng thú.c sau luôn d̄úng

1√
1 + kna1

+
1√

1 + kna2

+ · · · + 1√
1 + knan

≥ n − 1

Bài tâ.p 2.16. Cho các số thu.. c không âm x1, x2, · · · , xn có tô’ng bà̆ng n. Tı̀m hà̆ng

số du.o.ng k = kn tố t nhấ t d̄ê’ bấ t d̄ă’ ng thú.c sau luôn d̄úng

x1x2 · · ·xn

( 1

x1
+

1

x2
+ · · · + 1

xn

)
≤ n + kn(x1x2 · · ·xn − 1).
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Bài tâ.p 2.17. Cho x1, x2, · · · , xn là các số thu.. c không âm có tô’ng bà̆ng n và k là

số thu.. c du.o.ng tuỳ ý. Hãy tı̀m giá tri. ló.n nhấ t cu’a biê’u thú.c sau

(i) Sk,n−1 = (x1.x2 · · ·xn−1)
k + (x2.x3 · · · xn)

k + · · · + (xn.x1.x2 · · ·xn−2)
k.

(ii) Sk,p =
∑

1≤i1>i2 ···<ip≤n

xk
i1
xk

i2
· · · xk

ip.
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Chu.o.ng 3

Phu.o.ng pháp su.’̇ du.ng t́ınh chất

cu̇’a hàm d̄o.n d̄iê.u

3.1 Hàm d̄o.n d̄iê.u

Mô.t hàm số f(x) xác d̄i.nh trên tâ.p I(a, b) ⊂ R và thoa’ mãn d̄iè̂u kiê.n: Vó.i

mo. i x1, x2 ∈ I(a, b), ta d̄è̂u có

f(x1) ≤ f(x2) ⇔ x1 ≤ x2,

thı̀ ta nói rằng f(x) là mô.t hàm d̄o.n d̄iê.u tăng trên I(a, b).

D- ă.c biê.t, khi ú.ng vó.i mo. i că.p x1, x2 ∈ I(a, b), ta d̄è̂u có

f(x1) ≤ f(x2) ⇔ x1 < x2,

thı̀ ta nói rằng f(x) là mô.t hàm d̄o.n d̄iê.u tăng thu.. c su.. trên I(a, b).

Ngu.o.. c la. i, khi

f(x1) ≥ f(x2) ⇔ x1 ≤ x2; ∀x1, x2 ∈ I(a, b),

thı̀ ta nói rằng f(x) là mô.t hàm d̄o.n d̄iê.u gia’m trên I(a, b). Nếu xa’y ra

f(x1) > f(x2) ⇔ x1 < x2; ∀x1, x2 ∈ I(a, b),

thı̀ ta nói rằng f(x) là mô.t hàm d̄o.n d̄iê.u gia’m thu.. c su.. trên I(a, b).

Nhũ.ng hàm số d̄o.n d̄iê.u tăng thu.. c su.. trên I(a, b) d̄u.o.. c go. i là hàm d̄ò̂ng biến

trên I(a, b) và hàm d̄o.n d̄iê.u gia’m thu.. c su.. trên I(a, b) d̄u.o.. c go. i là hàm nghi.ch biến

trên tâ.p d̄ó.
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Nhâ.n xét 3.1. D- ố i vó.i nhiè̂u bài toán, d̄ê’ chú.ng minh tı́nh chấ t d̄o.n d̄iê.u cu’a

hàm số trong mô. t khoa’ng, d̄ôi khi viê. c áp du.ng mô. t số kỹ thuâ. t co. ba’n la.i to’ ra

không hiê.u lu.. c bà̆ng viê. c áp du.ng nhũ.ng tı́nh chấ t sau d̄ây (tı́nh chấ t phân số o.’

bâ. c tiê’u ho.c)

D- i.nh lý 3.1.1. Cho hàm số f(x) có d̄a.o hàm trên khoa’ng (a, b).

(i) Nếu f ′(x) > 0 vó.i mo.i x ∈ (a, b) thı̀ hàm số f(x) d̄ò̂ng biế n trên khoa’ng d̄ó

(ii) Nếu f(x) < 0 vó.i mo.i x ∈ (a, b) thı̀ hàm số f(x) nghi.ch biến trên kha’ng d̄ó.

D- i.nh lý 3.1.2. hàm f(x) xác d̄i.nh trên R+ là mô. t hàm số d̄o.n d̄iê.u tăng khi và

chı’ khi vó.i mo.i că. p bô. số du.o.ng a1, a2, · · · , an và x1, x2, · · · , xn ta d̄è̂u có

n∑

k=1

akf(xk) ≤
( n∑

k=1

ak

)
f
( n∑

k=1

xk

)
.

D- i.nh lý 3.1.3. Cho phân số
p

q
vó.i q > 0 và số du.o.ng d. Khi d̄ó

(i) Nếu phân số
p

q
du.o.ng thı̀

p

q
≥ p

q + d
.

(ii) Nếu phân số
p

q
âm thı̀

p

q
≤ p

q + d

Du.́o.i d̄ây là mô. t số bài toán mà viê.c su.’ du.ng tı́nh chấ t cu’a hàm số d̄o.n d̄iê.u

nhu. là mô.t phu.o.ng pháp hũ.u hiê.u d̄ê’ làm chă.t bấ t d̄ă’ ng thú.c.

Bài toán 3.1. Vó.i mo.i bô. số du.o.ng cho tru.́o.c, hàm số

f(x) =
at

bt + ct
+

bt

ct + at
+

ct

at + bt
, t ∈ R,

là mô. t hàm số d̄ò̂ng biế n trong [0,+∞)

Chú.ng minh. Không mấ t tı́nh tô’ng quát gia’ su.’ a ≥ b ≥ c > 0.Khi d̄ó vó.i mo. i

t1 ≥ t2, ta có

bt1 + ct1 < ct1 + at1 < at1 + bt1

bt2 + ct2 < ct2 + at2 < at2 + bt2

Suy ra

M =
at1

bt1 + ct1
− at2

bt2 + ct2
=

at2.bt2(at1−t2 − bt1−t2) + at2.ct2(at1−t2 − ct1−t2)

(bt1 + ct1)(bt2 + ct2)
≥ 0

N =
bt1

ct1 + at1
− bt2

ct2 + at2
=

bt2.ct2(bt1−t2 − ct1−t2) + bt2.at2(bt1−t2 − at1−t2)

(ct1 + at1)(ct2 + at2)

P =
ct1

at1 + bt1
− ct2

at2 + bt2
=

at2.ct2(ct1−t2 − at1−t2) + bt2.ct2(ct1−t2 − bt1−t2)

(at1 + bt1)(at2 + bt2)
≤ 0
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mă.t khác

M ≥ at2.bt2(at1−t2 − bt1−t2) + at2.ct2(at1−t2 − ct1−t2)

(ct1 + at1)(ct2 + at2)

N =
bt2.ct2(bt1−t2 − ct1−t2) + bt2.at2(bt1−t2 − at1−t2)

(ct1 + at1)(ct2 + at2)

P ≥ at2.ct2(ct1−t2 − at1−t2) + bt2.ct2(ct1−t2 − bt1−t2)

(ct1 + at1)(ct2 + at2)

Do d̄ó M + N + P ≥ 0, hay

at1

bt1 + ct1
+

bt1

ct1 + at1
+

ct1

at1 + bt1
≥ at2

bt2 + ct2
+

bt2

ct2 + at2
+

ct2

at2 + bt2

Tú.c là

f(t1) ≥ f(t2)

Vâ.y f(x) d̄ò̂ng biến trên [0,+∞)

Hê. qua’ 3.1.1. Cho α ≥ β ≥ 0. Chú.ng minh rằng vó.i mo.i bô. số du.o.ng a, b, c, ta

d̄è̂u có

aα

bα + cα
+

bα

cα + aα
+

cα

aα + bα
≥ aβ

bβ + cβ
+

bβ

cβ + aβ
+

cβ

aβ + bβ
.

Bài toán 3.2. Cho a, b, c là 3 ca.nh cu’a tam giác. Chú.ng minh rà̆ng hàm số

f(t) =
( 3a

2b + 2c − a

)t

+
( 3b

2c + 2a − b

)t

+
( 3c

2a + 2b − c

)t

.

là mô. t hàm số d̄ò̂ng biế n trên [1;+∞)

Chú.ng minh. Nhâ.n xét rà̆ng vó.i a, b, c là 3 ca.nh cu’a tam giác, thı̀

3a

2b + 2c − a
+

3b

2c + 2a − b
+

3c

2a + 2b − c
≥ 1

Khi d̄ó, vó.i ∀t ≥ 1, ta có

( 3a

2b + 2c − a

)t

+
( 3b

2c + 2a − b

)t

+
( 3c

2a + 2b − c

)t

≥ 3

Thâ. t vâ.y, bấ t d̄ă’ ng thú.c d̄úng vó.i t = 1. Ta xét tru.̀o.ng ho.. p t > 1. Ta có

( 3a

2b + 2c − a

)t

+t − 1 ≥ t
( 3a

2b + 2c − a

)
,

( 3b

2c + 2a − b

)t

+t − 1 ≥ t
( 3b

2c + 2a − b

)
,
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( 3c

2a + 2b − c

)t

+t − 1 ≥ t
( 3c

2a + 2b − c

)
,

(t − 1)

(
3a

2b + 2c − a
+

3b

2c + 2a − b
+

3c

2a + 2b − c

)
≥ 3(t − 1) ∀a, b, c > 0, ∀t ≥ 1.

Cô.ng theo vế 4 bấ t d̄ă’ ng thú.c ta thu d̄u.o.. c d̄iè̂u pha’i chú.ng minh

( 3a

2b + 2c − a

)t

+
( 3b

2c + 2a − b

)t

+
( 3c

2a + 2b − c

)t

≥ 3

Tiếp theo ta chú.ng minh hàm f(t) d̄ò̂ng biến trên [1;+∞),

tú.c là ∀t1, t2 ∈ [1;+∞), t1 < t2, ta cà̂n chú.ng minh f(t1) ≤ f(t2) hay cà̂n chú.ng

minh ( 3a

2b + 2c − a

)t2
+
( 3b

2c + 2a − b

)t2
+
( 3c

2a + 2b − c

)t2
≥

≥
( 3a

2b + 2c − a

)t1
+
( 3b

2c + 2a − b

)t1
+

3c

2a + 2b − c

)t1

Ta có ( 3a

2b + 2c − a

)t2
+

t2
t1

− 1 ≥ t2
t1

( 3a

2b + 2c − a

)t1
,

( 3b

2c + 2a − b

)t2
+

t2
t1

− 1 ≥ t2
t1

( 3b

2c + 2a − b

)t1
,

( 3c

2a + 2b − c

)t2
+

t2
t1

− 1 ≥ t2
t1

( 3c

2a + 2b − c

)t1
,

(t2
t1

− 1
)(( 3a

2b + 2c − a

)t1
+
( 3b

2c + 2a − b

)t1
+

3c

2a + 2b − c

)t1
)
≥ 3
(t2
t1

− 1
)
.

Cô.ng theo vế 4 bấ t d̄ă’ ng thú.c trên, ta thu d̄u.o.. c( 3a

2b + 2c − a

)t2
+
( 3b

2c + 2a − b

)t2
+
( 3c

2a + 2b − c

)t2
≥

≥
( 3a

2b + 2c − a

)t1
+
( 3b

2c + 2a − b

)t1
+

3c

2a + 2b − c

)t1
, ∀t2 > t1 ≥ 1

Vâ.y f(t) d̄ò̂ng biến trên khoa’ng [1;+∞)

Bài toán 3.3. Chú.ng minh rằng vó.i mo.i bô. số a1, a2, · · · , an ∈ R ta luôn có d̄a

thú.c

Q(x) =
n∑

i=1

n∑

j=1

aiaj

i + j
xi+j

là mô. t hàm d̄ò̂ng biế n trong [0,+∞)

Chú.ng minh. Nhâ.n xét rà̆ng khi n = 1, ta có

Q(x) =
a2

i

2
x2 ⇒ Q′(x) = a2

i x
2 =

1

x
(aix)2 > 0, ∀x > 0
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và n = 2, ta có

Q(x) =
2∑

i=1

2∑

j=1

aiaj

i + j
xi+j

⇒ Q′(x) =
1

x

2∑

i=1

2∑

j=1

aiajx
i+j =

1

x
(a2

1x
2 + 2a1a2x

3 + a2x
4)

=
1

x

(
a1x + a2x

2)2 =
1

x

( 2∑

i=1

aixi

)2

> 0, ∀x > 0

Do d̄ó khi

Q(x) =
n∑

i=1

n∑

j=1

aiaj

i + j
xi+j

⇒ Q′(x) =
1

x

n∑

i=1

n∑

j=1

aiajx
i+j

=
n∑

i=1

(aia1x
i+1 + aia2x

i+2 + · · · + aianxi+n)

= a1a1x
2 + a1a2x

3 + · · · + a1anx
1+n + a2a1x

3 + a2a2x
4 + · · · + a2anx2+n+

+ · · · + ana1x
n+1 + ana2x

n+2 + · · · + ananx
2n

= a2
1x

2 + a2
2x

4 + · · · + a2
nx

2n + 2a1a2x
3 + · · · + 2ana1x

n+1

=
1

x
(a1x + a2x

2 + · · · + anx
n)= 1

n

( n∑

i=1

aix
i
)2

> 0, ∀x > 0

3.2 T́ınh d̄o.n d̄iê.u cu̇’a hàm các d̄a. i lu.o.. ng trung

b̀ınh

Bất d̄ă’ ng thú.c vè̂ các d̄a. i lu.o.. ng trung bı̀nh d̄óng mô.t vai trò khá quan tro.ng

trong viê.c nghiên cú.u và sáng ta.o bấ t d̄ă’ ng thú.c. Do d̄ó, viê.c làm chă.t các bấ t

d̄ă’ ng thú.c này là rấ t có ý nghı̃a. Nghiên cú.u tı́nh d̄o.n d̄iê.u cu’a hàm các d̄a. i lu.o.. ng

trung bı̀nh là mô.t trong nhũ.ng phu.o.ng pháp d̄ó.
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3.2.1 Các d̄a.i lu.o.. ng trung b̀ınh

Ký hiê.u a = (ai)
n
i=1 là dãy cu’a n số không âm. Vó.i n cố d̄i.nh, ta ký hiê.u

A(a) =
1

n

n∑

i=1

ai, G(a) =
( n∏

i=1

ai

) 1
n
, H(a) =

n∑n
i=1 a−1

i

(ai > 0, ∀i = 1, n

Ta biế t rằng, A(a), G(a),H(a) tu.o.ng ú.ng d̄u.o.. c go. i là trung bı̀nh cô.ng, trung

bı̀nh nhân và trung bı̀nh d̄iè̂u hòa. Ho.n nũ.a, d̄i.nh lý quan tro.ng sau d̄ây d̄ã d̄u.o.. c

nhiè̂u tài liê.u chú.ng minh

D- i.nh lý 3.2.1. Có các bấ t d̄ă’ ng thú.c sau

A(a) ≥ G(a) ≥ H(a)

Dấu d̄ă’ ng thú.c xa’y ra khi và chı’ khi a1 = a2 = · · · = an.

3.2.2 Các d̄a. i lu.o.. ng trung b̀ınh suy rô.ng

Vó.i a = (ai)
n
i=1, ai > 0, r ∈ R, r 6= 0, ký hiê.u

Mr(a) =

(
1

n

n∑

i=1

ar
i

) 1
r

Rõ ràng là

M1(a) = A(a), M−1 = H(a).

Su.’ du.ng quy tắc Lopital, dẽ̂ dàng chú.ng minh d̄u.o.. c rằng

lim
r→0

Mr(a) = G(a).

Nếu ak = max(a), thı̀ vó.i r > 0, ta có

ak
1

n
1
r

≤ Mr(a) ≤ ak.

Do d̄ó

lim
r→∞

Mr(a) = max(a).

Mă.t khác, tù. hê. thú.c

M−r(a) =
1

Mr(
1
a
)
,

ta có

lim
r→−∞

Mr(a) = min(a).
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Vı̀ vâ.y, ta d̄i.nh nghı̃a

M0(a) := G(a), M+∞(a) = max(a), M−∞(a) = min(a).

Ta có kế t qua’ sau d̄ây

D- i.nh lý 3.2.2. Vó.i dãy số du.o.ng a = (ai)
n
i=1, r1 < r2, thı̀ Mr1(a) ≤ Mr2(a).

Dấu d̄ă’ ng thú.c xa’y ra khi và chı’ khi a1 = a2 = · · · = an

Chú.ng minh. a) Tru.̀o.ng ho.. p r1 < 0 < r2:

Theo bấ t d̄ă’ ng thú.c giũ.a trung bı̀nh cô.ng và trung bı̀nh nhân, ta có

( n∏

i=1

ari
i

) 1
n

≤ 1

n

n∑

i=1

ar1
i

Nhân hai vế cu’a bấ t d̄ă’ ng thú.c này vó.i số mũ
1

r1
< 0, ta có

( n∏

i=1

ai

) 1
n

≥
(

1

n

n∑

i=1

ar1
i

) 1
r1

.

Vâ.y M0(a) ≥ Mr1(a)

Tu.o.ng tu.. ta cũng chú.ng minh d̄u.o.. c

M0(a) ≤ Mr2(a).

Suy ra Mr1(a) ≤ Mr2(a).

b) Tru.̀o.ng ho.. p 0 < r1 < r2:

D- ă.t k = Mr1(a). Khi d̄ó

Mr2(a)

Mr1(a)
=

Mr2(a)

k
=

1

k

(
1

n

n∑

i=1

ar2
i

) 1
r2

=

(
1

n

n∑

i=1

(ai

k

)r2
) 1

r2

=

(
1

n

n∑

i=1

(ai

k

)r1(
r2
r1

)
) 1

r2

D- ă.t

di =
(ai

k

)r1

; i = 1, n.

Thế thı̀, ta có

Mr2(a)

Mr1(a)
=

(
1

n

n∑

i=1

d
r2
r1
i

) 1
r2

(3.1)
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Ngoài ra, ta có
(

1

n

n∑

i=1

d
r2
r1
i

) 1
r1

=

(
1

n

n∑

i=1

(ai

k

)r1
) 1

r1

=
1

k

(
1

n

n∑

i=1

ar1
i

)
1

r1

=
1

k
.Mr1(a) =

k

k
= 1.

Suy ra
n∑

i=1

di = n.

D- ă.t di = 1 + xi; i = 1, n, vó.i
n∑

i=1

xi = 0; xi ≥ −1, ∀i = 1, n.

Vı̀
r2

r1
> 1 nên theo bấ t d̄ă’ ng thú.c Bernoulli, ta có

d
r2
r1
i =

(
1 + xi

)r2
r1 ≥ 1 +

r2

r1
xi; i = 1, n

Suy ra
n∑

i=1

d
r2
r1
i ≥ n +

r2

r1

n∑

i=1

xi = n. (3.2)

Bo.’ i (3.1) và (3.2), ta suy ra
Mr2(a)

Mr1(a)
≥ 1

hay Mr1(a) ≤ Mr2(a).

c) Tru.̀o.ng ho.. p r1 < r2 < 0: Lâ.p luâ.n tu.o.ng tu.. phà̂n trên và áp du.ng bấ t d̄ă’ ng

thú.c Bernoulli vo.i 0 <
r2

r1
< 1, ta có

n∑

i=1

d
r2
r1
i ≤ n +

r2

r1

n∑

i=1

xi = n.

Tù. d̄ó suy ra
Mr2(a)

Mr1(a)
≥ 1

hay Mr1(a) ≤ Mr2(a).

D- i.nh lý d̄u.o.. c chú.ng minh.

Nhâ.n xét 3.2. D- i.nh lý (3.2.2) cho ta mô. t phu.o.ng pháp làm chă. t bấ t d̄ă’ ng thú.c

vè̂ các d̄a.i lu.o.. ng trung bı̀nh suy rô. ng

Bây giò., gia’ su.’ pi (i = 1, n) là các số du.o.ng tho’a mãn d̄iè̂u kiê.n
n∑

i=1

pi = 1 và

x =
(
xi

)n
i=1

là dãy số không âm. Ta ký hiê.u

Mr(x, p) =

( n∑

i=1

pix
r
i

) 1
r
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và go. i Mr(x, p) là trung bı̀nh vó.i tro.ng p.

Nhâ.n xét rằng, nếu d̄ă. t

xi = n− 1
r p

− 1
r

i ai; i = 1, 2, · · · , n,

thı̀ ta d̄u.o.. c

Mr(x, p) =

(
1

n

n∑

i=1

ar
i

)1
r

= Mr(a).

Có thê’ chú.ng minh d̄u.o.. c rằng

lim
r→0

Mr(x, p) =
n∏

i=1

xpi
i ,

lim
r→+∞

Mr(x, p) = max(x),

lim
r→−∞

Mr(x, p) = min(x).

Tu.o.ng tu.. các trung bı̀nh A(a), G(a), H(a), ta d̄i.nh nghı̃a

A(x, p) = M1(x, p) =
n∑

i=1

pixi,

G(x, p) = M0(x, p) =
n∏

i=1

xpi

i ,

H(x, p) = M−1(x, p) =

( n∑

i=1

pix
−r
i

)−1

.

Tu.o.ng tu.. , ta có kế t qua’ sau d̄ây

D- i.nh lý 3.2.3. Có các bấ t d̄ă’ ng thú.c

a) A(x, p) ≥ G(x, p) ≥ H(x, p)

b) Mr1(x, p) ≤ Mr2(x, p), ∀r1 < r2.

Nhâ.n xét 3.3. D- i.nh lý (3.2.3) tiế p tu.c cho ta mô. t phu.o.ng pháp làm chă. t bấ t d̄ă’ ng

thú.c vè̂ các d̄a.i lu.o.. ng trung bı̀nh vó.i tro.ng p.

Tiếp theo, ta ký hiê.u

Sr(a) =

( n∑

i=1

ar

) 1
r

.

Rõ ràng là

Sr(a) = n
1
r Mr(a).

Ta có kế t qua’ sau d̄ây
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D- i.nh lý 3.2.4. Nếu 0 < α < β, thı̀

Sβ(a) ≤ Sα(a)

D- ă’ ng thú.c xa’y ra khi và chı’ khi a1 = a2 = · · · = an = 0 hoă. c chı’ có mô. t ai 6= 0

Chú.ng minh. Ta chú.ng minh bằng phu.o.ng pháp quy na.p.

Tru.́o.c hế t ta chú.ng minh vó.i n = 2, nghı̃a là chú.ng minh bấ t d̄ă’ ng thú.c
(
aβ

1 + aβ
2

) 1
β ≤
(
aα

1 + aα
2

) 1
α
, 0 < α < β.

Thâ. t vâ.y, nếu a1 = 0 hoă. c a2 = 0, thı̀ bấ t d̄ă’ ng thú.c d̄úng.

Gia’ su.’ a1 > 0, a2 > 0. Không mấ t tı́nh tô’ng quát, gia’ su.’ a1 ≥ a2 > 0.

Ta có 0 <
a1

a2
≤ 1. Vı̀ β > α, nên

0 <
(a1

a2

)β

≤
(a1

a2

)α

⇔ 1 +
(a1

a2

)β

≤ 1 +
(a1

a2

)α

⇔
(

1 +
(a1

a2

)β
) 1

α

≤
(

1 +
(a1

a2

)α
) 1

α

.

(3.3)

D- ă’ ng thú.c xa’y ra khi và chı’ khi a1 = a2.

Mă.t khác, vı̀ 1 +
(a1

a2

)β

> 1 và 0 <
1

β
<

1

α
, nên

(
1 +

(a1

a2

)β
) 1

β

<

(
1 +

(a1

a2

)β
) 1

α

(3.4)

Tù. (3.3) và (3.4), suy ra
(

1 +
(a1

a2

)β
) 1

β

<

(
1 +

(a1

a2

)α
) 1

α

.

hay (
aβ

1 + aβ
2

) 1
β ≤

(
aα

1 + aα
2

) 1
α

.

Ta có d̄iè̂u pha’i chú.ng minh.

Bây giò. gia’ su.’ bấ t d̄ă’ ng thú.c d̄úng vó.i n số không âm a1, a2, · · · , an. Khi d̄ó, ta

có
((

aβ
1 + aβ

2 + · · · + aβ
n

)
+aβ

n+1

) 1
β

≤

((
aα

1 + aα
2 + · · · + aα

n

)β
α

+aβ
n+1

) 1
β

≤

≤
((

aα
1 + aα

2 + · · · + aα
n

)α
α
+aα

n+1

) 1
α

=
(
aα

1 + aα
2 + · · · + aα

n + aα
n+1

) 1
α

Ta có d̄iè̂u pha’i chú.ng minh
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Nhâ.n xét 3.4. D- i.nh lý 3.2.4 cũng cho ta mô. t phu.o.ng pháp làm chă. t bấ t d̄ă’ ng

thú.c vè̂ các d̄a.i lu.o.. ng trung bı̀nh suy rô. ng mô. t cách tô’ng quát nhấ t.

3.3 T́ınh d̄o.n d̄iê.u cu̇’a hàm các d̄a thú.c d̄ối xú.ng

so. cấp

Tru.́o.c hế t ta nhắc la. i công thú.c khai triê’n nhi. thú.c Newton:

(x + a)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
an−kxk.

Nếu ta coi (x + a)n nhu. là tı́ch cu’a n thù.a số : (x + a)(x + a) · · · (x + a), thı̀ khi

d̄ó tı́ch

(x + a1)(x + a2) · · · (x + an)

cũng có thê’ viế t du.́o.i da.ng mô.t biê’u thú.c tu.o.ng tu.. nhu. công thú.c khai triê’n nhi.
thú.c Newton nhu. sau:

(x + a1)(x + a2) · · · (x + an) =
n∑

k=0

(
n

k

)
pn−k

n−kx
k,

trong d̄ó 



p1 =
a1 + a2 + · · · + an

n
,

p2
2 =

∑
1≤i<j≤n aiaj(

n
2

) ,

... ..........

pn
n = a1a2 · · · an.

(3.5)

Vâ.y nên, nếu các số a1, a2, · · · , an d̄è̂u du.o.ng (hoă. c không âm và không d̄ò̂ng

thò.i bằng 0) thı̀ không mấ t tı́nh tô’ng quát, ta có thê’ coi các số p1, p2, · · · , pn d̄è̂u

là số du.o.ng (không âm). Tù. (3.5), ta thu d̄u.o.. c





p1 =
a1 + a2 + · · · + an

n
,

p2 =

√∑
1≤i<j≤n aiaj(

n
2

) ,

... ..........

pn = n
√

a1a2 · · · an.

(3.6)



56

Ta thấy, p1 chı́nh là trung bı̀nh cô.ng, pn là trung bı̀nh nhân, và do d̄ó các pj

khác cũng là các d̄a. i lu.o.. ng trung bı̀nh cà̂n d̄ă. t tên cho chúng nhu. là nhũ.ng d̄ố i

tu.o.. ng co. ba’n cà̂n tâ.p trung nghiên cú.u.

D- i.nh nghı̃a 3.1. Cho a là bô. n số du.o.ng {a1, a2, · · · , an}, (n ≥ 1, n ∈ N). Khi d̄ó

f(x) = (x + a1)(x + a2) · · · (x + an)

= xn + E1(a)xn−1 + E2(a)xn−2 + · · · + En(a),

trong d̄ó

E1(a) =
n∑

i=1

ai, E2(a) =
∑

1≤i<j≤n

aiaj, · · · , En(a) = a1a2 · · · an.

D- ă. t E0(a) = 1. Ta go.i Er(a), (r ∈ {1, · · · , n}) là các hàm (d̄a thú.c) d̄ố i xú.ng so.

cấ p thú. r (Er(a) là tô’ng cu’a tấ t ca’ các tı́ch r số khác nhau cu’a bô. số a).

Ký hiê.u

Pr(a) =
r!(n − r)!

n!
Er(a).

D- i.nh nghı̃a 3.2. Gia’ su.’ x1, x2, · · · , xn là bô. n các số thu.. c không âm (ký hiê.u bo.’ i

(x)) và y1, y2, · · · , yn là bô. các số thu.. c không âm khác (d̄u.o.. c ký hiê.u bo.’ i (y)).

Hai dãy (x) và (y) d̄u.o.. c go.i là d̄ò̂ng da.ng (và ký hiê.u (x) ∼ (y)) nếu tò̂n ta.i

λ ∈ R (λ 6= 0) sao cho ta có xj = λyj (j = 1, 2, · · · , n).

Bài toán 3.4. Cho a là bô. (a1, a2, · · · , an) các số thu.. c du.o.ng. D- ă. t P0 = 1,

Pk = Pk(a); Er = Er(a). Chú.ng minh rà̆ng

Pk−1.Pk+1 ≤ P 2
k (k = 1, 2, · · · , n − 1).

(Nếu các ai d̄è̂u du.o.ng và không d̄ò̂ng thò.i bằng nhau thı̀ ta có dấu bấ t d̄ă’ ng thú.c

thu.. c su.. ).

Chú.ng minh. Giu.’ su.’

f(x, y) = (x + a1y)x + a2y) · · · (x + any) = E0x
n + E1x

n−1y + · · · + Enyn,

Ei là tô’ng tấ t ca’ các tı́ch i số khác nhau,

Pk =
k!(n − k)!

n!
ek.

Vı̀ tấ t ca’ các ai > 0 và t =:
x

y
= 0, v :=

y

x
= 0 không pha’i là nghiê.m cu’a phu.o.ng

trı̀nh f(t, 1) = 0 và f(1, v) = 0, tu.o.ng ú.ng, nên
x

y
= 0 và

y

x
= 0 không pha’i là
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nghiê.m bô. i trong các phu.o.ng trı̀nh nhâ.n tù. d̄a.o hàm cu’a nó.

Tù. d̄ó ta có kế t luâ.n rà̆ng các số Pi > 0, tú.c là phu.o.ng trı̀nh

Pk−1x
2 + 2Pkxy + Pk+1y

2 = 0

nhâ.n d̄u.o.. c tù. f(x, y) = 0 bằng cách lấ y vi phân liên tiế p theo x và y. Do phu.o.ng

trı̀nh này có nghiê.m thu.. c nên

Pk−1.Pk+1 ≤ P 2
k

Bài toán 3.5. Chú.ng minh bấ t d̄ă’ ng thú.c

Er−1Er+1 ≤ E2
r .

Chú.ng minh. Tù. bấ t d̄ă’ ng thú.c trong bài toán 3.3 ta có

Pk−1.Pk+1 ≤ P 2
k .

Suy ra

(k − 1)!(n − k + 1)!

n!
Ek−1

(k + 1)!(n − k − 1)!

n!
Ek+1 ≤

(k!(n− k)!

n!

)2

E2
k

hay
(k + 1)(n − k + 1)

k(n − k)
Ek−1.Ek+1 ≤ E2

k

Vı̀
(k + 1)(n − k + 1)

k(n − k)
> 1 nên, ta có d̄iè̂u pha’i chú.ng minh.

Bài toán 3.6. Cho các số ai > 0 (i ∈ {1, 2, · · · , n}) và không d̄ò̂ng thò.i bà̆ng nhau.

Chú.ng minh bấ t d̄ă’ ng thú.c

P1 > p
1
2
2 > P

1
3

3 > · · · > P
1
n

n . (3.7)

Chú.ng minh. Theo bấ t d̄ă’ ng thú.c trong bài toán 3.3, ta có

P0.P2 < P 2
1

(P1.P3)
2 < P 4

2

...............

(Pr−1.Pr+1)
r < P 2r

r
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Suy ra

(P0.P2)(P1.P3)
2 · · · (Pr−1.Pr+1)

r < P 2
1 P 4

2 · · ·P 2r
r

⇒ P r
r+1 < P r+1

r ⇒ P
1
r

r > P
1

r+1

r+1 .

Nhâ.n xét 3.5. Ta dẽ̂ dàng chú.ng minh Pr−1Pr+1 < P 2
r bà̆ng phu.o.ng pháp quy na.p.

Thâ. t vâ.y, gia’ su.’ bấ t d̄ă’ ng thú.c d̄úng vó.i n− 1 số du.o.ng a1, a2, · · · , an−1 và d̄ă. t

E′
r, P ′

r là các Er, Pr ta.o bo.’ i n − 1 số ấ y và gia’ su.’ tấ t ca’ các số d̄ó không d̄ò̂ng

thò.i bằng nhau.

Khi d̄ó E′
r = anE

′
r−1 ⇒

r

n
P ′

r +
r

n
anP

′
r−1.

Tù. d̄ó suy ra

n2(Pr−1Pr+1 − P 2
r ) = A + Ban + Ca2

n,

trong d̄ó

A =
(
(n − r)2 − 1

)
P ′

r−1P
′
r+1 − (n − r)2P ′

r

B = (n − r + 1)(r + 1)P ′
r−1P

′
r+1 + (n − r − 1)(r − 1)P ′

r−2P
′
r+1−

− 2(r − 1)P ′
r−2P

′
r+1

C = (r2 − 1)P ′
r−2P

2
r+1.

Vı̀ các ai không d̄ò̂ng thò.i bằng nhau nên theo gia’ thiế t ta có

P ′
r−1P

′
r+1 < P ′

rP
′
r−2 − P ′

r < P ′
r−1

P ′
r−2P

′
r+1 < P ′

r−1P
′
r ⇒ A < −P ′

r, B < 2P ′
r−1P

′
r, C < P ′

r−1

n2(Pr−1Pr+1 − P ′
r) < −(P ′

r − anP
′
r−1) ≤ 0.

D- iè̂u này vẫn d̄úng khi a1 = a2 = · · · = an−1. Khi d̄ó an 6= a1.

Tù. bấ t d̄ă’ ng thú.c (3.7), ta thu d̄u.o.. c bấ t d̄ă’ ng thú.c sau:

Hê. qua’ 3.3.1. Ta có p1 ≥ p2 ≥ · · · ≥ pn, trong d̄ó




p1 =
a1 + a2 + · · · + an

n
,

p2 =

√∑
1≤i<j≤n aiaj(

n
2

) ,

... ..........

pn = n
√

a1a2 · · · an.

D- ă. c biê. t, p1 ≥ pn. D- ó chı́nh là bấ t d̄ă’ ng thú.c giũ.a giá tri. trung bı̀nh cô. ng và trung

bı̀nh nhân.
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Bây giò. ta xét tru.̀o.ng ho.. p riêng cu’a su.. xen kẽ vào bấ t d̄ă’ ng thú.c giũ.a trung

bı̀nh cô.ng và trung bı̀nh nhân (vó.i n = 4). cu. thê’ ta có kế t qua’ sau:

Vó.i a, b, c, d ≥ 0, ta có dãy bấ t d̄ă’ ng thú.c

4
√

abcd ≤ 3

√
abc + abd + acd + bcd

4
≤
√

ab + ac + ad + bc + bd + cd

6
≤ a + b + c + d

4

D- iè̂u hay o.’ d̄ây là ta dùng chı́nh bấ t d̄ă’ ng thú.c giũ.a trung bı̀nh cô.ng và trung

bı̀nh nhân d̄ê’ chú.ng minh

Tru.́o.c hế t ta chú.ng minh

3

√
abc + abd + acd + bcd

4
≤
√

ab + ac + ad + bc + bd + cd

6
(∗)

Thâ. t vâ.y, sau khi lũy thù.a ba ca’ hai vế , ta có

abc + abd + acd + bcd
(√

ab + ac + ad + bc + bd + cd
)3 ≤ 2

3
√

6

D- ă.t S = ab + ac + ad + bc + bd + cd và chú ý rằng

abc

(
√

S)3
.

1√
6

=
4
√

a2bc.
4
√

ab2c.
4
√

abc2

√
S
√

S
√

S
.

1√
6

Khi d̄ó theo bấ t d̄ă’ ng thú.c giũ.a trung bı̀nh cô.ng và trung bı̀nh nhân, ta có

abc

(
√

S)3
.

1√
6
≤ 1

4

(
a2bc + ab2c + abc2

S2
+

1
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)

⇒ abc

(
√

S)3
≤

√
6

4

a2bc + ab2c + abc2

S2
+

√
6

4.62

Lý luâ.n hoàn toàn tu.o.ng tu.. , ta có

abd

(
√

S)3
≤

√
6

4

a2bd + ab2d + abd2

S2
+

√
6

4.62

acd

(
√

S)3
≤

√
6

4

a2cd + ac2d + acd2

S2
+

√
6

4.62

bcd

(
√

S)3
≤

√
6

4

b2cd + bc2d + bcd2

S2
+

√
6

4.62

Cô.ng tù.ng vế cu’a các bấ t d̄ă’ ng thú.c trên, ta d̄u.o.. c
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abc + abd + acd + bcd(√
ab + ac + ad + bc + bd + cd

)3 ≤
√

6

4S2
(a2bc + ab2c + abc2 + a2bd + ab2d+

+abd2 + a2cd + ac2d + acd2 + b2cd + bc2d + bcd2) +
1

6
√

6

Ta hãy chú.ng minh

√
6

4S2
(a2bc + ab2c + abc2 + a2bd + ab2d + abd2 + a2cd+

+ac2d + acd2 + b2cd + bc2d + bcd2) +
1

6
√

6
≤ 2

3
√

6

⇔
√

6

4S2
(a2bc+ab2c+abc2 +a2bd+ab2d+abd2 +a2cd+ac2d+acd2+

+b2cd + bc2d + bcd2) ≤ 1

2
√

6

⇔ a2bc+ab2c+abc2 +a2bd+ab2d+abd2 +a2cd+ac2d+acd2+

b2cd + bc2d + bcd2 ≤ 1

3
S2

⇔ 3(a2bc+ab2c+abc2+a2bd+ab2d+abd2+a2cd+ac2d+acd2+

b2cd + bc2d + bcd2) ≤ (ab + ac + ad + bc + bd + cd)2

Thâ. t vâ.y, d̄ă. t X = ab + cd; Y = ac + bd; Z = ad + bc, thı̀

(ab + ac + ad + bc + bd + cd)2 = (X + Y + Z)2 ≥ 3(XY + Y Z + ZX)

hay

⇔ 3(a2bc+ab2c+abc2+a2bd+ab2d+abd2+a2cd+ac2d+acd2+

b2cd + bc2d + bcd2) ≤ (ab + ac + ad + bc + bd + cd)2

Khi d̄ó, bấ t d̄ă’ ng thú.c (*) d̄u.o.. c chú.ng minh.

Bây giò. ta chú.ng minh

√
ab + ac + ad + bc + bd + cd

6
≤ a + b + c + d

4

⇔ ab + ac + ad + bc + bd + cd

6
≤ (a + b + c + d)2

16
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⇔ 8(ab+ac+ad+ bc+ bd+ cd) ≤ 3(a+ b+ c+d)2

⇔ 2(ab + ac + ad + bc + bd + cd) ≤ 3(a2 + b2 + c2 + d2)

⇔ (a− b)2 + (a− c)2 + (a− d)2 + (b− c)2 + (d − b)2 + (c− d)2 ≥ 0

d̄iè̂u này hiê’n nhiên d̄úng. Ta chú.ng minh vế còn la. i

4
√

abcd ≤ 3

√
abc + abd + acd + bcd

4

Thâ. t vâ.y, theo bấ t d̄ă’ ng thú.c giũ.a trung bı̀nh cô.ng và trung bı̀nh nhân, ta có

1

a
+

1

b
+

1

c
+

1

d
≥ 4

4

√
1

abcd

⇒
(abcd)

(1

a
+

1

b
+

1

c
+

1

d

)

4
≥ (abcd) 4

√
(abcd)3

⇒ abc + abd + acd + bcd

4
≥ 4
√

(abcd)3

⇒ 3

√
abc + abd + acd + bcd

4
≥ 4

√
abcd

Vâ.y dãy bấ t d̄ă’ ng thú.c (ú.ng vó.i n = 4) d̄u.o.. c chú.ng minh.
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Chu.o.ng 4

Phu.o.ng pháp h̀ınh ho.c

Khá nhiè̂u bấ t d̄ă’ ng thú.c d̄a. i số d̄u.o.. c làm chă.t nhò. vào nhũ.ng nhâ.n xét tru.. c

quan tù. hı̀nh ho.c. Du.́o.i d̄ây là mô.t số vı́ du. minh ho.a.

4.1 Hı̀nh ho.c hóa các d̄a. i lu.o.. ng trung b̀ınh

Trong mă.t phă’ ng to.a d̄ô. Oxy cho ba d̄iê’m A(a; b), B(c; d), X(x; y). Go. i M(p; q)

là d̄iê’m thuô.c d̄oa.n AB (M khác B). Khi d̄ó d̄iê’m M chia d̄oa.n thă’ ng AB theo tı’

số m ≤ 0 và ta có

p =
a −mc

1 − m
, q =

b− md

1 − m

Bây giò., trên d̄oa.n MX lấy là̂n lu.o.. t các d̄iê’m X1(x1; y1), X2(x2; y2), · · · ,Xn(xn; yn)

sao cho

MX ≥ MX1 ≥ MX2 ≥ · · · ≥ MXn ≥ 0.

Khi d̄ó, nếu X1 khác X, thı̀ vó.i mỗi i = 1, 2, · · · , n, d̄iê’m Xi sẽ chia d̄oa.n MX

theo tı’ số ki ≤ 0.
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Rõ ràng

k1 ≤ k2 ≤ · · · ≤ kn ≤ 0

và vó.i mỗi i = 1, 2, · · · , n, ta có

xi =
p − kix

1 − ki
, yi =

q − kiy

1 − ki
.

Do d̄ó

XA + XB =
√

(x − a)2 + (y − b)2 +
√

(x− c)2 + (y − d)2 =: f0

XiA + XiB =
√

(xi − a)2 + (yi − b)2 +
√

(xi − c)2 + (yi − d)2 =: fi (i = 1, n)

MA + MB = AB =
√

(a − c)2 + (b − d)2 =: f∗.

Theo tı́nh chấ t trong hı̀nh ho.c phă’ ng, ta thu d̄u.o.. c bấ t d̄ă’ ng thú.c sau d̄ây

f0 ≥ f1 ≥ · · · ≥ fn ≥ f∗.

Bất d̄ă’ ng thú.c 4.1. Cho các số thu.. c a, b, c, d, x, y. Vó.i mố i số m ≤ 0 và dãy số

k1, k2, · · · , kn tho’a mãn

k1 ≤ k2 ≤ · · · ≤ kn ≤ 0,

d̄ă. t

p =
a − mc

1 −m
, q =

b −md

1 − m
,

xi =
p − kix

1 − ki
, yi =

q − kiy

1 − ki
,

f0 =
√

(x − a)2 + (y − b)2 +
√

(x− c)2 + (y − d)2

fi =
√

(x − a)2 + (y − b)2 +
√

(x− c)2 + (y − d)2

f∗ =
√

(a − c)2 + (b− d)2

Thế thı̀, ta có

f0 ≥ f1 ≥ · · · ≥ fn ≥ f∗.

Nhâ.n xét 4.1.

Cho nu.’ a d̄u.̀o.ng tròn tâm O, d̄u.̀o.ng kı́nh BC, bán kı́nh OD vuông góc vó.i BC.

Trên tia CB lấy d̄iê’m A sao cho B nà̆m giũ.a A,C. Vẽ tiế p tuyến AE vó.i nu.’ a d̄u.̀o.ng

tròn. Ha. EF vuông góc vó.i BC (hı̀nh vẽ)
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D- ă.t AB = a1, AC = a2. Ta có

• AD =
√

AO2 + OD2 =

√
(AO − OD)2 + (AO + OD)2

2
=

√
(AO − OB)2 + (AO + OC)2

2

=

√
AB2 + AC2

2
=

√
a2

1 + a2
2

2
.

Vâ.y AD là trung bı̀nh bı̀nh phu.o.ng cu’a a1, a2.

• AO =
AB + AC

2
=

a1 + a2

2
.

Vâ.y AO là trung bı̀nh cô.ng cu’a a1, a2.

• AE =
√

AB.AC =
√

a1.a2.

Vâ.y AE là trung bı̀nh nhân cu’a a1 và a2.

• AF =
AE2

AO
=

a1.a2

a1 + a2

2

=
2

1

a1
+

1

a2

.

Vâ.y AF là trung bı̀nh d̄iè̂u hòa cu’a a1 và a2

Ta có

AD > AO > AE > AF

Do d̄ó ta có bấ t d̄ă’ ng thú.c sau

Bất d̄ă’ ng thú.c 4.2. Cho a1 > 0, a2 > 0, a1 6= a2. Thế thı̀

√
a2

1 + a2
2

2
>

a1 + a2

2
>

√
a1a2 >

2
1

a1

+
1

a2

.
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4.2 Mô.t số phu.o.ng pháp khác

Trong quá trı̀nh da.y và ho.c toán, chúng ta d̄ã gia’i nhiè̂u bài tâ.p, chú.ng minh

nhiè̂u BD- T, ... nhu.ng thông thu.̀o.ng chı’ dù.ng la. i o.’ nhũ.ng bài tâ.p rò.i ra. c d̄ó, ı́t khi

trăn tro.’ , suy ngẫm tı̀m mố i liên hê. giũ.a chúng vó.i nhau, d̄ă.c biê.t là mố i liên hê.
giũ.a các bài toán d̄a. i số vó.i các bài toán hı̀nh ho.c, tù. d̄ó có thê’ khai thác và sáng

ta.o ra nhiè̂u bài toán mó.i d̄à̂y thú vi.. Sau d̄ây là nhũ.ng vı́ du. minh ho.a.

Bài toán 4.1. (Bài toán d̄a.i số ) D- ố i vó.i bấ t kı̀ x ∈
(
0;

π

2

)
, ta luôn có

x

2
< tan

x

2
<

2x

π
< sinx < x.

Chú.ng minh. Du.́o.i d̄ây chı’ chú.ng minh hai bấ t d̄ă’ ng thú.c

sinx >
2x

π
, và tan

x

2
<

2x

2

a) D- ă.t f(x) =
1

x
sinx là hàm số xác d̄i.nh và liên tu.c trong

(
0;

π

2

]
. Ta có

f ′(x) =
xcosx − sinx

x2
.

D- ă.t g(x) = xcosx− sinx trong
[
0;

π

2

]
, khi d̄ó g′(x) = −xsinx ≤ 0 ⇒ g(x) nghi.ch

biến trong d̄oa.n
[
0;

π

2

]
nên g(x) < g(0) = 0 vó.i x ∈

(
0;

π

2

]
.

Do d̄ó f ′(x) < 0 vó.i mo. i x ∈
(
0;

π

2

]
, suy ra f(x) > f(

π

2
=

2

π
hay sinx >

2x

π
vó.i

x ∈
(
0;

π

2

)

b) D- ă.t h(x) =
1

x
tan

x

2
xác d̄i.nh và liên tu.c trên

(
0;

π

2

]
.

Ta có

h′(x) =
x − sinx

2x2cos2
x

2

> 0, ∀x ∈
(
0;

π

2

)

nên hàm số h(x) d̄ò̂ng biến, do d̄ó

h(x) < h(
π

2
=

2

π
hay tan

x

2
<

2x

π
vó.i x ∈

(
0;

π

2

)
.

Bây gió. xét tam giác ABC vó.i các kı́ hiê.u quen biế t, BC = a,CA = b,AB = c.

Go. i A, B, C là d̄ô. ló.n các góc trong tam giác tı́nh bằng radian; r,R, p, S thú. tu.. là

bán kı́nh d̄u.̀o.ng tròn nô. i tiế p, bán kı́nh d̄u.̀o.ng tròn ngoa. i tiế p, nu.’ a chu vi và diê.n

tich tam giác; la, ha, ma, ra tu.o.ng ú.ng là d̄ô. dài d̄u.̀o.ng phân giác, d̄u.̀o.ng cao,

d̄u.̀o.ng trung tuyến và bán kı́nh d̄u.̀o.ng tròn bàn tiế p ú.ng vó.i d̄ı’nh A.
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Bài toán 4.2. Trong tam giác nho.n ABC, ta luôn có

pπ

4R
< Acos2A

2
+ Bcos2B

2
+ Ccos2C

2
<

p

R

Tù. d̄i.nh lý hàm số sin quen thuô. c trong tam giác ta có

sinA + sinB + sinC =
p

R

Acos2A

2
< 2tan

A

2
cos2A

2
= sinA <

4

π
Acos2A

2

Bài toán 4.3. Trong tam giác ABC nho.n, ta luôn có

√
2p <

√
rasinA +

√
rbsinB +

√
rcsinC <

π

2

√
2p.

Bài toán này d̄u.o.. c xây du.. ng tù. công thú.c ra = ptan
A

2
, rb = ptan

B

2
, rc = ptan

C

2
,

kế t ho.. p vó.i kế t qua’
A

π
< sin

A

2
<

A

2
ta d̄u.o.. c

A
√

2p

π
<
√

rasinA =
√

2psin
A

2
<
√

2p.
A

2

Do d̄ó
√

2p

π
(A + B + C) <

√
rasinA +

√
rbsinB +

√
rcsinC <

A + B + C

2

√
2p.

Bài toán 4.4. Trong tam giác nho.n ABC, ta luôn có

4 < ha

(1

b
+

1

c

)
+hb

(1

c
+

1

a

)
+hc

(1

a
+

1

b

)
< 2π

Bài toán d̄u.o.. c xuấ t phát tù. kế t qua’

sinB =
ha

c
=

hc

a
, sinA =

hb

c
=

hc

b
, sinC =

ha

b
=

hb

a

và kế t qua’ cu’a bài toán d̄a. i số , ta có 2 < sinA+ sinB + sinC < π. Do d̄ó bài toán

d̄u.o.. c chú.ng minh.

Bài toán 4.5. Trong tam giác ABC nho.n, ta luôn có

12R

π
<

ab

lc
+

bc

la
+

ca

lb
< 3πR
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Bài toán này d̄u.o.. c xây du.. ng tù. công thú.c la =
2bccos

A

2
b + c

và kế t qua’ bài toán trên

R(B + C)

π − A
π >

bc

la
=

b + c

2cos
A

2

=
2R(sinB + sinC)

2sin
(π

2
− A

2

) >
R.

2(C + B)

π
π

2
− A

2

⇒ πR(B + C)

B + C
>

bc

la
>

4R

π
.
B + C

B + C

⇒ πR >
bc

la
>

4R

π
Hoàn toàn tu.o.ng tu.. ta cũng có

πR >
ab

lc
>

4R

π
, πR >

ca

lb
>

4R

π

Tù. d̄ó ta suy ra d̄u.o.. c d̄iè̂u cà̂n chú.ng minh.

Bài toán 4.6. Trong tam giác nho.n ABC, ta có

π(2R − r) < aA + bB + cC < 4(2R − r)

Tù. các kế t qua’

ra = ptan
A

2
, rb = ptan

B

2
, rc = ptan

C

2

r = (p − a)tan
A

2
= (p − b)tan

B

2
= (p − c)tan

C

2

Dẫn d̄ế n ra = r + atan
A

2
, rb = r + btan

B

2
, rc = r + ctan

C

2
.

Suy ra ra + rb + rc = 4R + r. áp du.ng kế t qua’ bài toán d̄a. i số ta d̄u.o.. c

4R + r = 3r + atan
A

2
+ btan

B

2
+ ctan

C

2
< 3r +

2

π
(aA + bB + cC)

và

4R + r = 3r + atan
A

2
+ btan

B

2
+ ctan

C

2
> 3r +

1

2
(aA + bB + cC)

Tù. d̄ó ta có d̄iè̂u cà̂n chú.ng minh.

Bài toán 4.7. Tú. diê.n ABCD có d̄ô. dài các d̄u.̀o.ng cao là hi (i = 1, 2, 3, 4). Các

mă. t phân giác cu’a các nhi. diê.n (cu’a tú. diê.n) cắt các ca.nh d̄ố i tu.o.ng ú.ng o.’ các
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d̄iê’m Ei (i = 1, 6). Go.i xi là khoa’ng cách tù. Ei d̄ế n hai mă. t bên không chú.a Ei.

Chú.ng minh

384(∑4
i=1 hi

)2 ≤
6∑

i=1

1

x2
i

≤ 6

( 4∑

i=1

1

h2
i

)

Khi nào xa’y ra các dấu d̄ă’ ng thú.c?

Lò.i gia’i. Go. i h1, h2, h3, h4 là d̄ô. dài các d̄u.̀o.ng cao cu’a tú. diê.n là̂n lu.o.. t ha. tù.

các d̄ı’nh A, B, C, D; Si là diê.n tı́ch cu’a mă.t ú.ng vó.i d̄u.̀o.ng cao hi (i = 1, 2, 3, 4).

Gia’ su.’ E1, E2, E3, E4, E5, E6 là̂n lu.o.. t thuô.c các ca.nh Ab, AC, AD, BC, BD, CD

và V là thê’ tı́ch cu’a tú. diê.n. Ta có các hê. thú.c sau

3V = (S1 + S2)x1 = (S1 + S3)x2 = (S1 + S4)x3 = (S2 + S3)x4 =

= (S2 + S4)x5 = (S3 + S4)x6 = Sihi (i = 1, 2, 3, 4)
(4.1)

Tù. d̄ó ta d̄u.o.. c
1

x1

=
1

h1

+
1

h2

;
1

x4

=
1

h2

+
1

h3

1

x2
=

1

h1
+

1

h3
;

1

x5
=

1

h2
+

1

h4

1

x3
=

1

h1
+

1

h4
;

1

x6
=

1

h3
+

1

h4

áp du.ng bấ t d̄ă’ ng thú.c Côsi, ta có ngay nếu a > 0, b > 0, thı̀

(a + b)2 ≤ 2(a2 + b2)

Tù. d̄ó theo trên suy ra

1

x2
1

≤ 2

(
1

h2
1

+
1

h2
1

)
;

1

x2
4

≤ 2

(
1

h2
1

+
1

h2
3

)

1

x2
2

≤ 2

(
1

h2
1

+
1

h2
3

)
;

1

x2
5

≤ 2

(
1

h2
2

+
1

h2
4

)



69

1

x2
3

≤ 2

(
1

h2
1

+
1

h2
4

)
;

1

x2
6

≤ 2

(
1

h2
3

+
1

h2
4

)

Cô.ng tù.ng vế 6 bấ t d̄ă’ ng thú.c trên, ta d̄u.o.. c

6∑

i=1

1

x2
i

≤ 6
4∑

i=1

1

h2
i

Dấu bằng xa’y ra khi và chı’ khi h1 = h2 = h3 = h4 ⇔ ABCD là tú. diê.n gà̂n d̄è̂u.

Mă.t khác theo bấ t d̄ă’ ng thú.c a2 + b2 ≥ 1

2
(a + b)2 ta có

1

x2
1

+
1

x2
6

=

(
1

h1
+

1

h2

)2

+

(
1

h3
+

1

h4

)2

≥ 1

2

( 4∑

i=1

1

hi

)2

Ho.n nũ.a ta có
4∑

i=1

1

hi
≥ 16

4∑
i=1

hi

Suy ra
1

x2
1

+
1

x2
6

≥ 128(
4∑

i=1

hi

)2

Lý luâ.n hoàn toàn tu.o.ng tu.. ta có

1

x2
2

+
1

x2
5

≥ 128
(

4∑
i=1

hi

)2

1

x2
3

+
1

x2
4

≥ 128
(

4∑
i=1

hi

)2

Cô.ng tù.ng vế các bấ t d̄ă’ ng thú.c trên ta có

6∑

i=1

1

x2
i

≥ 384(
4∑

i=1

hi

)2

Dấu d̄ă’ ng thú.c xa’y ra khi h1 = h2 = h3 = h4 ⇔ ABCD là tú. diê.n gà̂n d̄è̂u.

Bài toán 4.8. Cho tam giác ABC có tro.ng tâm G và nô. i tiế p trong d̄u.̀o.ng trong

bán kı́nh R. Các d̄u.̀o.ng trung tuyến ke’ tù. A, B, C kéo dài cắt d̄u.̀o.ng tròn ngoa.i

tiế p ta.i các d̄iê’m A’, B’, C’ tu.o.ng ú.ng. Chú.ng minh rà̆ng

3

R
≤ 1

GA′ +
1

GB′ +
1

GC ′ ≤
√

3

(
1

AB
+

1

AC
+

1

BC

)
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Lò.i gia’i. Mo. i M là trung d̄iê’m cu’a BC. Khi d̄ó 4AMB ∼ 4MA′C suy ra

MA.MA′ = MB.MC (4.2)

Ký hiê.u a, b, c là d̄ô. dài ba ca.nh cu’a 4ABC d̄ố i diê.n vó.i các d̄ı’nh A, B, C; còn

ma,mb,mc là d̄ô. dài ba d̄u.̀o.ng trung tuyến tu.o.ng ú.ng. Nhu. vâ.y tù. 4.2 ta có

ma.MA′ =
a2

4
⇒ MA′ =

a2

4ma

Ta có GM =
1

3
AM =

1

3
ma, vâ.y

GA′ = GM + MA′ =
1

3
ma +

a2

4ma

.

Theo bấ t d̄ă’ ng thú.c giũ.a trung bı̀nh cô.ng và trung bı̀nh nhân, ta có

GA′ =
1

3
ma +

a2

4ma
≥ 2

√
1

3
ma.

a2

4ma
=

a2

4ma

suy ra
1

GA′ ≤
√

3

a
=

√
3

BC
. (4.3)

Dấu bằng xa’y ra khi và chı’ khi
1

3
ma =

a2

4ma
⇔ ma =

a
√

3

2
Lý luâ.n tu.o.ng tu.. , ta có

1

GB′ ≤
√

3

AC
. (4.4)

Dấu d̄ă’ ng thú.c xa’y ra khi và chı’ khi mb =
b
√

3

2

1

GC ′ ≤
√

3

AB
. (4.5)
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Dấu d̄ă’ ng thú.c xa’y ra khi và chı’ khi mc =
c
√

3

2
.

Cô.ng tù.ng vế (4.3), (4.4), (4.5), ta d̄u.o.. c

1

GA′ +
1

GB′ +
1

GB′ ≤
√

3

(
1

AB
+

1

AC
+

1

BC

)

Dấu d̄ă’ ng thú.c xa’y ra khi và chı’ khi d̄ò̂ng thò.i dấu d̄ă’ ng thú.c trong (4.3), (4.4),

(4.5) xa’y ra,

⇔ ma =
a
√

3

2
, mb =

b
√

3

2
, mc =

c
√

3

2

⇔ m2
a =

3a2

4
, m2

b =
3b2

4
, m2

c =
3c2

4

⇔





2b2 + 2c2 − a2 = 3a2

2a2 + 2c2 − b2 = 3b2

2a2 + 2b2 − c2 = 3c2

⇔





b2 + c2 = 2a2

a2 + c2 = 2b2

a2 + b2 = 2c2

⇔ a2 = b2 = c2 ⇔ a = b = c

Hay tam giác ABC d̄è̂u.

Vâ.y bấ t d̄ă’ ng thú.c bên pha’i d̄u.o.. c chú.ng minh, bây giò. ta xét bấ t d̄ă’ ng thú.c

bên trái cu’a bài toán.

Ta có

GA

GA′ =

2

3
ma

1

3
ma +

a2

4ma

=
8m2

a

4m2
a + 3a2

=

=
2(2b2 + 2c2 − a2)

2b2 + 2c2 − a2 + 3a2
=

2b2 + 2c2 − a2

a2 + b2 + c2

Tu.o.ng tu.. , ta có
GB

GB′ =
2a2 + 2c2 − b2

a2 + b2 + c2

GC

GC ′ =
2a2 + 2b2 − c2

a2 + b2 + c2

⇒ GA

GA′ +
GB

GB′ +
GC

GC ′ = 3

Mă.t khác, ta có

AA′

GA′ +
BB′

GB′ +
CC ′

GC ′ = 1 +
GA

GA′ + 1 +
GB

GB′ + 1 +
GC

GC ′ = 6
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Do AA′ ≤ 2R, BB′ ≤ 2R, CC ′ ≤ 2R. Suy ra

6 =
AA′

GA′ +
BB′

GB′ +
CC ′

GC ′ ≤ 2R

(
1

GA′ +
1

GB′ +
1

GC ′

)

⇒ 1

GA′ +
1

GB′ +
1

GC ′ ≥
3

R

Dấu d̄ă’ ng thú.c xa’y ra khi và chı’ khi AA′ = BB′ = CC ′ = 2R ⇔ ABC là

tam giác d̄è̂u. Vâ.y bài toán d̄u.o.. c chú.ng minh

4.3 Bài tâ.p

Bài tâ.p 4.1. Cho tam giác nho.n ABC. Chú.ng minh rà̆ng:

2πp − 8(R + r) < aA + bB + cC < 2πp − 2π(R + r)

Bài tâ.p 4.2. Cho tam giác nho.n ABC. Chú.ng minh rà̆ng:

πS

2
< (p − a)(p − b) + (p − b)(p − c) + (p − c)(p − a) < 2S

Bài tâ.p 4.3. Cho tam giác nho.n ABC. Chú.ng minh rà̆ng:

abc < a2(p − a) + b2(p − b) + c2(p − c) <
π

2
abc

Bài tâ.p 4.4. Cho tam giác nho.n ABC. Chú.ng minh rà̆ng:

4

π2
(A2 + B2 + C2) <

m2
a + m2

b + m2
c

3R2
< A2 + B2 + C2

Bài tâ.p 4.5. Cho tam giác nho.n ABC. Chú.ng minh rà̆ng:

4 < la
(1

b
+

1

c

)
+lb
(1

c
+

1

a

)
+lc
(1

a
+

1

b

)
< 2π
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Kết luâ.n cu’a luâ.n văn

Luâ.n văn d̄è̂ câ.p d̄ế n mô.t số phu.o.ng pháp làm chă.t BD- T. Nhũ.ng kế t qua’ chı́nh

cu’a luâ.n văn thu d̄u.o.. c là:

1. D- ã cu. thê’ hóa lý thuyế t cu’a phu.o.ng pháp su.’ du.ng tı́nh chấ t cu’a hàm lò̂i

(lõm) bà̆ng nhũ.ng vı́ du. và bài tâ.p cu. thê’, có thê’ tách riêng thành nhũ.ng bài tâ.p

vè̂ BD- T khá phong phú. Khá nhiè̂u BD- T quen thuô.c, là tru.̀o.ng ho.. p riêng cu’a các

BD- T d̄ã d̄u.o.. c ta.o ra tù. nhũ.ng minh ho.a này. Trong phà̂n cuố i chu.o.ng, luâ.n văn

cũng d̄ã d̄u.a ra d̄u.o.. c khá nhiè̂u hàm lò̂i (lõm) d̄ê’ ba.n d̄o. c có thê’ áp du.ng sáng ta.o

ra nhiè̂u BD- T khác và các bài tâ.p do tác gia’ luâ.n văn sáng tác.

2. Luâ.n văn d̄ã d̄u.a ra các cách lu.a cho.n tham số k d̄ê’ làm chă.t Bấ t d̄ă’ ng thú.c,

trong d̄ó tham số k d̄u.o.. c trı̀nh bày o.’ hai da.ng:

Da.ng 1: Tham số k d̄ô.c lâ.p không phu. thuô.c vào tham số khác và chı’ xuấ t

hiê.n o.’ mô.t vế cu’a Bấ t d̄ă’ ng thú.c.

Da.ng 2: Tham số k còn phu. thuô.c vào tham số khác.

3. Luâ.n văn hê. thống hóa mô.t số phu.o.ng pháp sắp thú. tu.. các d̄a. i lu.o.. ng trung

bı̀nh và cu. thê’ hóa lý thuyế t cu’a phu.o.ng pháp bà̆ng nhũ.ng vı́ du. và bài tâ.p cu.
thê’. Khá nhiè̂u BD- T mó.i d̄u.o.. c luâ.n văn sáng tác, thông qua viê.c làm chă.t BD- T

bằng cách su.’ du.ng phu.o.ng pháp này.

4. Luâ.n văn cuố i cùng cu’a luâ.n văn d̄è̂ câ.p d̄ế n mô.t số phu.o.ng pháp làm chă.t

BD- T d̄a. i số thông qua nhũ.ng u.́o.c lu.o.. ng tru.. c quan tù. hı̀nh ho.c, vó.i nhũ.ng vı́ du.
minh ho.a khá cu. thê’.
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