Bài 1: Cho ba số dương $a,b,c$. Chứng minh rằng:
   $\frac{a^{2}}{b}+\frac{b^{2}}{c}+\frac{c^{2}}{a}\geq a+b+c+\frac{4\left ( a-b \right )^{2}}{a+b+c}$

Lời giải:

     Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với:

     $\sum \left ( \frac{a^{2}}{b}-2a+b \right )\geq \frac{4\left ( a-b \right )^{2}}{a+b+c}$  (1)
     $\Leftrightarrow \sum \frac{\left ( a-b \right )^{2}}{b}\geq \frac{4\left ( a-b \right )^{2}}{a+b+c}$
     $VT\geq \frac{\left ( \left | a-b \right |+\left | b-c \right |+\left | c-a \right | \right )^{2}}{a+b+c}$

     Không mất tính tổng quát ta có thể giả sử $\left | a-b \right |=min\left \{ \left | a-b \right |;\left | b-c \right      |;\left | c-a \right | \right \}$

     Khi đó ta suy ra $\left | a-b \right |+\left | b-c \right |+\left | c-a \right | \geq 2\left | a-b \right |$
     Từ đây (1) đã được chứng minh. Vậy bài toán hoàn tất.

      Dấu bằng xảy ra khi $a=b=c$ và $a=\frac{\sqrt{5}-1}{2}c;c=\frac{\sqrt{5}-1}{2}b$
Mở rộng 1:  Ta có một bài toán với dạng tương tự như trên:

Cho các số thực $a,b,c$ không âm thỏa mãn $ab+bc+ca>0$. CMR:

  $\frac{a}{b+c}+\frac{b}{c+a}+\frac{c}{a+b}\geq \frac{3}{2}+\frac{7\left ( a-c \right )^{2}}{16\left ( ab+bc+ca \right )}$

*Nhận xét: Đây là một làm chặt BĐT Nesbit. Để chứng minh bài toán này chúng ta có thể đi chứng minh bài toán chặt hơn

Mở rộng 2: Cho $a,b,c$ là các số thực không âm thỏa mãn $ab+bc+ca>0$. CMR:

 $\frac{a}{b+c}+\frac{b}{c+a}+\frac{c}{a+b}\geq \frac{3}{2}+\frac{7}{16}\frac{max\left \{ \left ( a-b \right )^{2};\left ( b-c \right )^{2};\left ( c-a \right )^{2} \right \}}{ab+bc+ca}$
Lời giải: 
Giả sử $a\geq b\geq c$. Khi đó BĐT cần chứng minh trở thành:
$\sum \frac{a}{b+c}\geq \frac{3}{2}+\frac{7}{16}.\frac{(a-c)^2}{ab+bc+ca}$

$\Leftrightarrow \sum _{cyc}\frac{a[a(b+c)+bc]}{b+c}\geq \frac{3}{2}(ab+bc+ac)+\frac{17}{6}(a-c)^2$

$\Leftrightarrow \sum a^2+abc.\sum \frac{1}{b+c}\geq \frac{3}{2}(ab+bc+ac)+\frac{7}{16}(a-c)^2$

Theo AM-GM ta có:

$\frac{1}{a+c}+\frac{1}{b+c}+\frac{1}{a+b}\geq \frac{9}{2.(a+b+c)}$

Cần chứng minh:

$a^2+b^2+c^2+\frac{9abc}{2(a+b+c)}\geq \frac{3}{2}(ab+bc+ac)+\frac{7}{16}(a-c)^2$

Đặt $a=c+x;b=c+y$  $\left ( x\geq y\geq 0 \right )$

Bất đẳng thức tương đương với:

$(11x^2-32xy+32y^2)c+(x+y)(3x-4y)^2\geq 0$  (đúng)

Dấu bằng xảy ra khi $a=b=c$ và $a=\frac{4}{3b};c=0$

Bài 2:  Cho $a,b,c$ dương. CMR:
$ \frac{a}{b} + \frac{b}{c} + \frac{c}{a} \ge \frac{{c + a}}{{c + b}} + \frac{{a + b}}{{a + c}} + \frac{{b + c}}{{b + a}}$

Lời giải 1: BĐT cần chứng minh tương đương với

$ \sum(\frac{a}{b}-\frac{a}{b+c})\ge \sum \frac{c}{b+c}$

$ \Leftrightarrow \sum \frac{ca}{b(b+c)}+\sum\frac{b}{b+c}\ge 3$

$ \Leftrightarrow \frac{b^2+ca}{b(b+c)}+\frac{c^2+ab}{c(c+a)}+\frac{a^2+bc}{a(a+b)}\ge 3$

Áp dụng BĐT Cauchy-Schwarz ta có:

$ [\sum \frac{b^2+ca}{b(b+c)}][\sum \frac{1}{a+b}]\ge [\sum\sqrt{\frac{b^2+ca}{b(b+c)(b+a)}}]^2$

Và: 

$ [\sum\sqrt{\frac{b^2+ca}{b(b+c)(b+a)}}]^2 \geq 3\sum \sqrt{\frac{(a^2+bc)(b^2+ca)}{ab(a+b)^2(b+c)(c+a)}}$

Do đó cần chứng minh:

$ \sum \sqrt{\frac{(a^2+bc)(b^2+ca)}{ab(a+b)^2(b+c)(c+a)}}\ge \sum \frac{1}{a+b}$

Ta sẽ chứng minh:

$ \frac{(a^2+bc)(b^2+ca)}{ab(a+b)^2(b+c)(c+a)}\ge \frac{1}{(a+b)^2}$

$ \Leftrightarrow \frac{c(a-b)^2}{ab(a+b)(b+c)(c+a)}\ge 0$  (đúng)

$ \Rightarrow \sqrt{\frac{(a^2+bc)(b^2+ca)}{ab(a+b)^2(b+c)(c+a)}}\ge \frac{1}{a+b}$

Cộng các BĐT tương tự lại ta có đpcm

Dấu bằng xảy ra khi $a=b=c$.

Lời giải 2:  (của Popa Alexandru):

Biến đổi tương đương cho ta:
$ \begin{array}{rcl}\frac{a}{b} + \frac{b}{c} + \frac{c}{a} - \frac{{a + b}}{{a + c}} - \frac{{b + c}}{{b + a}} - \frac{{c + a}}{{c + b}} &=& \frac{{abc}}{{\left( {a + b} \right)\left( {b + c} \right)\left( {c + a} \right)}}\left( {\frac{{{a^2}}}{{{b^2}}} + \frac{{{b^2}}}{{{c^2}}} + \frac{{{c^2}}}{{{a^2}}} - \frac{a}{b} - \frac{b}{c} - \frac{c}{a}} \right)\\&+& \frac{{abc}}{{\left( {a + b} \right)\left( {b + c} \right)\left( {c + a} \right)}}\left( {\frac{{ab}}{{{c^2}}} + \frac{{bc}}{{{a^2}}} + \frac{{ca}}{{{b^2}}} - 3} \right)\end{array}$
 Dễ thấy theo BĐT AM-GM thì:
$\frac{{ab}}{{{c^2}}} + \frac{{bc}}{{{a^2}}} + \frac{{ca}}{{{b^2}}} \ge 3\sqrt[3]{{\frac{{ab}}{{{c^2}}}.\frac{{bc}}{{{a^2}}}.\frac{{ca}}{{{b^2}}}}} = 3$

${\left( {\frac{{{a^2}}}{{{b^2}}} + \frac{{{b^2}}}{{{c^2}}} + \frac{{{c^2}}}{{{a^2}}}} \right)^2} \ge 3\sqrt[3]{{\frac{{{a^2}}}{{{b^2}}}.\frac{{{b^2}}}{{{c^2}}}.\frac{{{c^2}}}{{{a^2}}}}}\left( {\frac{{{a^2}}}{{{b^2}}} + \frac{{{b^2}}}{{{c^2}}} + \frac{{{c^2}}}{{{a^2}}}} \right) \ge {\left( {\frac{a}{b} + \frac{b}{c} + \frac{c}{a}} \right)^2}$ 

Lời giải 3 (của Raghav Grover):

Đặt $x=\frac{a}{b};y=\frac{b}{c};z=\frac{c}{a}$,suy ra $ xyz=1$
 BĐT trở thành:
${x^2}y + {y^2}z + {z^2}x + {x^2} + {y^2} + {z^2} \ge x + y + z + 3$
Dễ dàng có:

 $\begin{array}{l}{x^2} + 1 \ge 2x\\{y^2} + 1 \ge 2y\\{z^2} + 1 \ge 2z\\\Rightarrow \sum\limits_{cyc} {{x^2}}  + 3 \ge 2\sum\limits_{cyc} x  \ge 3 + \sum\limits_{cyc} x \\\Rightarrow \sum\limits_{cyc} {{x^2}}  \ge \sum\limits_{cyc} x \end{array}$
 Và ${x^2}y + {y^2}z + {z^2}x \ge 3$ nên ta có đpcm.

 Lời giải 4 (của Popa Alexandru):

Khai triển BĐT sẽ có:
${a^4}{c^2} + {b^4}{a^2} + {c^4}{b^2} + \sum\limits_{cyc} {{a^3}{b^3}}  \ge abc\left( {\sum\limits_{cyc} {a{b^2}}  + 3abc} \right)$
BĐT này đúng do theo AM-GM:
${a^3}{b^3} + {b^3}{c^3} + {c^3}{a^3} \ge 3{a^2}{b^2}{c^2}$

 Và BĐT Muirhead:

${a^4}{c^2} + {b^4}{a^2} + {c^4}{b^2} \ge abc\left( {a{b^2} + b{c^2} + c{a^2}} \right)$
 Lời giải 5 (của Popa Alexandru):

Chú ý rằng BĐT tương đương với:

$\sum\limits_{cyc} {\frac{{{a^2} + bc}}{{a\left( {b + a} \right)}}}  \ge 3$
 Nên sử dụng AM-GM:
$ \sum\limits_{cyc} {\frac{{{a^2} + bc}}{{a\left( {b + a} \right)}}}  \ge 3\sqrt[3]{{\frac{{\prod {\left( {{a^2} + bc} \right)} }}{{abc\prod {\left( {a + b} \right)} }}}}$
 Ta chỉ cần chứng minh:

$\prod {\left( {{a^2} + bc} \right)}  \ge abc\prod {\left( {a + b} \right)}$
 Để ý rằng:

 $\begin{array}{l}\left( {{a^2} + bc} \right)\left( {{b^2} + ac} \right) \ge ab\left( {c + a} \right)\left( {c + b} \right)\\\Leftrightarrow {a^3} + {b^3} \ge {a^2}b + a{b^2}\\\Leftrightarrow \left( {a + b} \right){\left( {a - b} \right)^2} \ge 0\end{array}$
Nhân các BĐT tương tự ta có đpcm.

**Sau đây mình sẽ trình bày một lời giải rất độc đáo của bạn VuTuanHien
Lời giải 6: 
Giả sử  $c=min\left \{ a, b, c \right \}$
Ta có: $ \frac{a}{b}+\frac{b}{c}+\frac{c}{a}-3=\frac{(a-b)^2}{ab}+\frac{(a-c)(b-c)}{ac}$
Do đó BĐT đã cho tương đương với:

$ \left [ \frac{1}{ab}-\frac{1}{(a+c)(b+c)} \right ](a-b)^2+\left [ \frac{1}{ac}-\frac{1}{(a+c)(a+b)} \right ](a-c)(b-c)\geq 0$ (đúng vì $c$ là số nhỏ nhất trong ba số)
Bài 3: Cho $a,b,c>0$ và $abc=1$. CMR:

$\sum_{cyc}{\frac{\sqrt{2a^2+5ab+2b^2}}{1+\sqrt{2a^2+5ab+2b^2}}}\le\frac{3(a+b+c)}{4}$

Lời giải: Theo BĐT Cauchy-Schwarz ta có:

$\frac{\sqrt{2a^2+5ab+2b^2}}{1+\sqrt{2a^2+5ab+2b^2}}\le \frac{1}{16}(\frac{\sqrt{2a^2+5ab+2b^2}}{1}+\frac{\sqrt{2a^2+5ab+2b^2}}{\frac{\sqrt{2a^2+5ab+2b^2}}{3}}+\frac{\sqrt{2a^2+5ab+2b^2}}{\frac{\sqrt{2a^2+5ab+2b^2}}{3}}+\frac{\sqrt{2a^2+5ab+2b^2}}{\frac{\sqrt{2a^2+5ab+2b^2}}{3}})$
$\Rightarrow \sum \frac{\sqrt{2a^2+5ab+2b^2}}{1+\sqrt{2a^2+5ab+2b^2}}\le \sum \frac{1}{16}(\sqrt{2a^2+5ab+2b^2}+9)$

Theo AM-GM ta có: 

$a+b+c\ge 3\sqrt[3]{abc}=3$

Do đó ta chỉ cần chứng minh:

$\sum \sqrt{2a^2+5ab+2b^2}\le 3(a+b+c)$

Ta có: $2a^2+5ab+2b^2=\frac{9}{4}(a+b)^2-\frac{1}{4}(a-b)^2\le \frac{9}{4}(a+b)^2$

   $\Rightarrow \sqrt{2a^2+5ab+2b^2} \le \frac{3}{2}(a+b)$

   $\Rightarrow \sum \sqrt{2a^2+5ab+2b^2} \le 3(a+b+c)$

Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi $a=b=c=1$

Bài 4: Cho $a,b,c>0$ và $abc=1$. CMR:

$\frac{{ab}}{{{a^2} + {b^2} + \sqrt c }} + \frac{{bc}}{{{b^2} + {c^2} + \sqrt a }} + \frac{{ca}}{{{c^2} + {a^2} + \sqrt b }} \le 1$

Lời giải: Sử dụng AM- GM và giả thiết $abc=1$, ta có:

$\frac{ab}{a^2+b^2+\sqrt{c}} \le \frac{ab}{2ab+c\sqrt{ab}}=\frac{\sqrt{ab}}{2\sqrt{ab}+\sqrt{c}}$

Đặt $\sqrt{a}=x ; \sqrt{b}=y ; \sqrt{c}=z$

Khi đó ta cần chứng minh:

$\frac{xy}{2xy+z}+\frac{yz}{2yz+x}+\frac{zx}{2zx+y}\le 1$ (*) với $xyz=1$

(*) tương đương với: $\frac{z}{2xy+z}+\frac{x}{2yz+x}+\frac{y}{2zx+y}\ge 1$
Sử dụng BĐT Cauchy-Schwarz ta có: 

$\sum \frac{z}{2xy+z}\ge \frac{(x+y+z)^2}{6xyz+x^2+y^2+z^2}$

Mặt khác do $xyz=1$ nên $xy+yz+zx\ge 3\sqrt[3]{xyz}=3xyz$

Suy ra: 

$\frac{(x+y+z)^2}{6xyz+x^2+y^2+z^2}\ge \frac{(x+y+z)^2}{2(xy+yz+zx)+x^2+y^2+z^2}=1$ (đpcm)

Dấu bằng xảy ra khi $a=b=c=1$

Bài 5: Cho $a,b,c >0$ thỏa mãn $a+b+c \ge \dfrac{a}{b}+\dfrac{b}{c}+\dfrac{c}{a}$. CMR:

$\dfrac{a^3c}{b(a+c)} +\dfrac{b^3a}{c(a+b)}+\dfrac{c^3b}{a(b+c)} \ge \dfrac{3}{2}$

Lời giải 1 : Theo BĐT Cauchy ta có:

$\sum \frac{a^3c}{b(a+c)}+\sum \frac{a+c}{4}+\sum \frac{b}{2c}\geq \sum \frac{3a}{2}$

Do đó:

$\dfrac{\sum (a^3c)}{b(a+c)}\geq \sum \frac{3a}{2}- \frac{\sum a}{2}-\sum \frac{b}{2c} \geq \sum \frac{a}{2}+(\sum \frac{a}{2}-\sum \frac{b}{2c})\geq \sum \frac{a}{2}$

Từ giả thiết $a+b+c\geq \frac{a}{b}+\frac{b}{c}+\frac{c}{a}\geq 3$ suy ra đpcm

Lời giải 2: BĐT cần chứng minh tương đương với:

$\frac{{{a^2}}}{{\frac{b}{a}\left( {1 + \frac{a}{c}} \right)}} + \frac{{{b^2}}}{{\frac{c}{b}\left( {1 + \frac{b}{a}} \right)}} + \frac{{{c^2}}}{{\frac{a}{c}\left( {1 + \frac{c}{b}} \right)}} \ge \frac{3}{2}$

Sử dụng BĐT Cauchy-Schwarz ta có:

$\frac{{{a^2}}}{{\frac{b}{a}\left( {1 + \frac{a}{c}} \right)}} + \frac{{{b^2}}}{{\frac{c}{b}\left( {1 + \frac{b}{a}} \right)}} + \frac{{{c^2}}}{{\frac{a}{c}\left( {1 + \frac{c}{b}} \right)}} \ge \frac{{{{\left( {a + b + c} \right)}^2}}}{{\frac{b}{a} + \frac{c}{b} + \frac{a}{c} + \frac{a}{b} + \frac{b}{c} + \frac{c}{a}}}$

Ta cần chứng minh:

$2{\left( {a + b + c} \right)^2} \ge 3\left( {\frac{b}{a} + \frac{c}{b} + \frac{a}{c} + \frac{a}{b} + \frac{b}{c} + \frac{c}{a}} \right)$

Mặt khác ta có:

${\left( {\frac{a}{b} + \frac{b}{c} + \frac{c}{a}} \right)^2} \ge 3\left( {\frac{a}{b}.\frac{b}{c} + \frac{b}{c}.\frac{c}{a} + \frac{c}{a}.\frac{a}{b}} \right) = 3\left( {\frac{b}{a} + \frac{c}{b} + \frac{a}{c}} \right)$

Và theo giả thiết $a + b + c \ge \frac{a}{b} + \frac{b}{c} + \frac{c}{a}$ nên:

$3\left( {\frac{b}{a} + \frac{c}{b} + \frac{a}{c} + \frac{a}{b} + \frac{b}{c} + \frac{c}{a}} \right) \le {(a + b + c)^2} + 3(a + b + c)$

Do đó bài toán sẽ đưa về chứng minh

$\begin{array}{l}2{\left( {a + b + c} \right)^2} \ge {\left( {a + b + c} \right)^2} + 3\left( {a + b + c} \right)\\\Leftrightarrow \left( {a + b + c} \right)\left( {a + b + c - 3} \right) \ge 0\end{array}$

BĐT này hiển nhiên đúng vì theo AM-GM và giả thiết
$a + b + c \ge \frac{a}{b} + \frac{b}{c} + \frac{c}{a} \ge 3\sqrt[3]{{\frac{a}{b}.\frac{b}{c}.\frac{c}{a}}} = 3$

Bài toán được chứng minh. Dấu bằng xảy ra khi $a=b=c=1$
