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Câu%1%(2,0%điểm).%Cho!hàm!số!   y = x 4−2mx 2 +1 (1) .!!
1. Khảo!sát!sự!biến!thiên!và!vẽ!đồ!thị!hàm!số!(1)!với!   m =1 .!!
2. Tìm!m!để!(1)!có!ba!điểm!cực!trị!cùng!với!gốc!toạ!độ!tạo!thành!một!tứ!giác!lồi!có!diện!tích!

bằng!
 

1
2
.!!

Câu%2%(1,0%điểm).%!

a) Giải!phương!trình!
   
log

2
x(x + 8)⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥+ 2log

4

x + 8
x

= 4 .!!

b) Tìm!x!thuộc!khoảng
   
0;
π
2

⎛

⎝
⎜⎜⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟⎟⎟
!thoả!mãn!phương!trình   (1+ tan x )sin x = 2 cot x .!!

Câu%3%(1,0%điểm).%Tính!tích!phân!

    

I = 1−sin3 x .cot x dx
π
6

π
2

∫ .!

Câu%4%(1,0%điểm).%%
a) Cho!số!phức!z!thoả!mãn!   z + 2−4i = (2− i ).iz .!Tìm!phần!ảo!của!số!phức!   w = z 3− i .!!!
b) Gọi!X!là!tập!hợp!các!số!tự!nhiên!chẵn!gồm!4!chữ!số!khác!nhau.!Lấy!ra!ngẫu!nhiên!một!số!của!

X,!tính!xác!suất!để!số!được!chọn!có!mặt!các!chữ!số!6!và!9?!

Câu%5%(1,0%điểm).%Cho!hình!chóp!đều!S.ABC&có!   SA = 6a, AB = 3a. !Gọi!M!là!điểm!thuộc!cạnh!SC!

sao!cho!
   
MS =

1
2

MC. !Tính!thể!tích!của!khối!chóp!S.ABC&theo!a!và!côsin!của!góc!giữa!hai!đường!

thẳng!SB!và!AM.!

Câu%6%(1,0%điểm).%Trong!không!gian!với!hệ!tọa!độ!  Oxyz, !cho!hai!đường!thẳng!
   
d :

x
2

=
y
−1

=
z−1
−2

!

và!
   
Δ :

x
1

=
y−1

1
=

z−2
−2

. !Viết!phương!trình!mặt!cầu!có!tâm!I!thuộc!d,!cắt! Δ !tại!hai!điểm!A,!B!sao!

cho!IAB!là!tam!giác!vuông!và!   AB = 2 11. !
Câu%7%(1,0%điểm).%Trong!mặt!phẳng!với!trục!toạ!độ!Oxy!cho!tam!giác!ABC!vuông!tại!A!có!
A(1;2).!Gọi!E!là!chân!đường!cao!hạ!từ!đỉnh!A,!F!là!điểm!đối!xứng!của!E!qua!A!và!H(1;}1)!là!
trực!tâm!tam!giác!FBC.!Tìm!toạ!độ!các!đỉnh!B,C!biết!diện!tích!tam!giác!FBC!bằng!78!và!đỉnh!B!
có!hoành!độ!âm.!

Câu%8%(1,0%điểm).%Giải!hệ!phương!trình!

   

x
1+ x 2

1+ y2
+ y

1+ y2

1+ x 2
= x + y

x 3−3x−1= 5− y2

⎧

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪

⎩

⎪⎪⎪⎪⎪

.!

Câu%9%(1,0%điểm).!Cho!x,y,z!là!các!số!thực!thoả!mãn!   xy + yz + zx =−1 .!Tìm!giá!trị!nhỏ!nhất!của!

biểu!thức!
   
P = x + y + z − 2(x 2 + y2 + z 2 + 4) .!!
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PHÂN%TÍCH%BÌNH%LUẬN%ĐÁP%ÁN%
Câu%1%(2,0%điểm).%Cho!hàm!số!   y = x 4−2mx 2 +1 (1) .!!
1. Khảo!sát!sự!biến!thiên!và!vẽ!đồ!thị!hàm!số!(1)!với!   m =1 .!!
2. Tìm!m!để!(1)!có!ba!điểm!cực!trị!cùng!với!gốc!toạ!độ!tạo!thành!một!tứ!giác!lồi!có!diện!tích!

bằng!
 

1
2
.!!

1. Học!sinh!tự!giải.!

2. Ta!có:!
   
y ' = 4x 3−4mx; y ' = 0⇔

x = 0

x 2 = m

⎡

⎣
⎢
⎢ .!

Để!(1)!có!ba!điểm!cực!trị!khi!y’!có!ba!nghiệm!phân!biệt!   ⇔m > 0 .!
Khi!đó!toạ!độ!ba!điểm!cực!trị!là!   A(0;1),B(− m ;1−m2 ),C ( m ;1−m2 ) .!
Tam!giác!ABC!cân!tại!A!và!có!B,C!đối!xứng!qua!Oy.!Để!A,B,C,O!tạo!thành!một!tứ!giác!lồi!thì!
B,C!nằm!phía!trên!trục!hoành!và!dưới!đường!thẳng!y=1   ⇔1>1−m2 > 0⇔ 0 < m <1(do  m > 0) .!

+)!Khi!đó!do!OA!vuông!góc!với!BC!nên!
   
S

OBAC
=

1
2

OA.BC = m.1=
1
2
⇔m =

1
4

(t / m) .!!

Câu%2%(1,0%điểm).%!

a) Giải!phương!trình!
   
log

2
x(x + 8)⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥+ 2log

4

x + 8
x

= 4 .!!

b) Tìm!x!thuộc!khoảng
   
0;
π
2

⎛

⎝
⎜⎜⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟⎟⎟
!thoả!mãn!phương!trình   (1+ tan x )sin x = 2 cot x .!!

a) Điều!kiện:!
   
x(x + 8) > 0⇔

x > 0

x <−8

⎡

⎣
⎢
⎢ .!

Phương!trình!tương!đương!với:!

!

   

log
2

x(x + 8)⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥+ log

2

x + 8
x

= 4⇔ log
2
(x + 8)2 = 4

⇔ (x + 8)2 =16⇔
x + 8 = 4

x + 8 =−4

⎡

⎣
⎢
⎢ ⇔

x =−4(l )

x =−12(t / m)

⎡

⎣
⎢
⎢

.!

Vậy!phương!trình!có!nghiệm!duy!nhất!   x =−12 .!!!

b) Với!x!thuộc!khoảng
   
0;
π
2

⎛

⎝
⎜⎜⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟⎟⎟
!phương!trình!tương!đương!với:!
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!

    

sin x(sin x + cos x )
cos x

=
2 cos x
sin x

⇔ (sin x + cos x )sin2 x = 2 cos2 x

⇔ (sin x + cos x )sin2 x = 2(sin2 x + cos2 x ).cos2 x

⇔
(sin x + cos x )sin2 x

cos3 x
=

2(sin2 x + cos2 x ).cos2 x

cos3 x

⇔ tan3 x + tan2 x = 2(tan2 x +1)

⇔ tan4 x(tan x +1)2 = 2(tan2 x +1)

⇔ tan6 x + 2tan5 x + tan4 x−2tan2 x−2 = 0

⇔ (tan x−1)(tan5 x + 3tan4 x + 4tan3 x + 4tan2 x + 2) = 0

⇔ tan x =1⇔ x =
π
4

+ kπ⇒ x =
π
4

.!!

Vậy!
    
x =
π
4
là!giá!trị!cần!tìm.!!!

Câu%3%(1,0%điểm).%Tính!tích!phân!

    

I = 1−sin3 x .cot x dx
π
6

π
2

∫ .!

Ta!có:!

    

I =
1−sin3 x .cos x

sin x
dx

π
6

π
2

∫ =
1−sin3 x .sin2 x cos x

sin3 x
dx

π
6

π
2

∫ .!

Đặt!   t = 1−sin3 x ⇒ t 2 =1−sin3 x⇒−3sin2 x cos xdx = 2tdt .!
Và!!

   

I =
t.

2tdt
3

1− t 2
0

7
8

∫ =−
2
3

t 2

t 2−1
dt

0

7
8

∫ =−
2
3

1+
1

2(t−1)
−

1
2(t +1)

⎛

⎝
⎜⎜⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟⎟⎟
dt

0

7
8

∫

=−
2
3

t +
1
2

ln
t−1
t +1

⎛

⎝
⎜⎜⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟⎟⎟⎟

7
8

0

=−
2
3

7
8

+
1
2

ln
2 2− 7

2 2 + 7

⎛

⎝

⎜⎜⎜⎜⎜

⎞

⎠

⎟⎟⎟⎟⎟

.!

Câu%4%(1,0%điểm).%%
a) Cho!số!phức!z!thoả!mãn!   z + 2−4i = (2− i ).iz .!Tìm!phần!ảo!của!số!phức!   w = z 3− i .!!!
b) Gọi!X!là!tập!hợp!các!số!tự!nhiên!chẵn!gồm!4!chữ!số!khác!nhau.!Lấy!ra!ngẫu!nhiên!một!số!của!

X,!tính!xác!suất!để!số!được!chọn!có!mặt!các!chữ!số!6!và!9?!
a)!Giả!sử!    z = x + y.i(x, y∈!)⇒ i.z =−y + x.i .!
Theo!giả!thiết!ta!có:!

   

x + yi + 2−4i = (2− i )(−y− xi )

⇔ x + 2+ ( y−4)i =−2y− x + ( y−2x )i

⇔
x + 2 =−2y− x

y−4 = y−2x

⎧
⎨
⎪⎪

⎩⎪⎪
⇔

x = 2

y =−3

⎧
⎨
⎪⎪

⎩⎪⎪
⇒ z = 2−3i

.!

Vì!vậy!   w = (2−3i )3− i = (2−3i )2(2−3i )− i = (−5−12i )(2−3i )− i =−47−10i .!!
Vậy!phần!ảo!của!w!bằng!}10.!
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b)!Một!số!thuộc!X!có!dạng:!   abcd, d ∈{0, 2, 4, 6, 8}. !Ta!tìm!số!phần!tử!của!X.!

+)!Nếu!   d = 0;abc !có!
  A9

3 !cách!chọn.!

+)!Nếu!
   
d ∈ 2;4;6;8{ }⇒ d có!4!cách!chọn;!a!có!8!cách!chọn!và! bc !có!

  A8
2 !cách!chọn.!

Vậy!X!có!tất!cả!!!
   A9

3 + 4.8.A
8
2 =phần!tử.!

Ta!tìm!số!phần!tử!có!mặt!chữ!số!6!và!9:!

Giả!sử!số!cần!lập!là!   abcd, d ∈{0, 2, 4, 6, 8}. !Xét!các!trường!hợp!sau!

*!   d = 0. !Số!cách!lập! abc !trong!đó!có!các!chữ!số!6!và!9!là!
   C7

1.3!= 42. !

*!   d = 6 !Số!cách!lập! abc !trong!đó!có!chữ!số!9!là!
   C8

2.3!−C
7
1.2!=154. !

*!   d ∈{2, 4, 8} !Số!cách!lập! abc !trong!đó!có!các!chữ!số!6!và!9!là!
   
3. C

7
1.3!−2( )=120. !

Vậy!số!các!số!lập!được!là!  42+154+120 = 316. !

Vì!vậy!xác!suất!cần!tính!là!
   
P =

316

A
9
3 + 4.8.A

8
2
.!!

Câu%5%(1,0%điểm).%Cho!hình!chóp!đều!S.ABC&có!   SA = 6a, AB = 3a. !Gọi!M!là!điểm!thuộc!cạnh!SC!

sao!cho!
   
MS =

1
2

MC. !Tính!thể!tích!của!khối!chóp!S.ABC&theo!a!và!cosin!của!góc!giữa!hai!đường!

thẳng!SB!và!AM.!
! Gọi!O!là!tâm!tam!giác!đều!ABC;!P!là!trung!điểm!AB.!

Từ!giả!thiết!suy!ra!
   
SO ⊥ (ABC ), CO =

2
3

CP (O!thuộc!đoạn!CP).!

   
AB = 3a⇒S

ABC
=

9a2 3
4

, CP =
3a 3

2
⇒CO = a 3 !

   
⇒SO = SC 2−CO 2 = a 33⇒V

S .ABC
=

1
3

SO.S
ABC

=
9 11

4
a3. !

!
!

Kẻ!MN&//&SB&(N!thuộc!đoạn!BC,!
   
NB =

1
2

NC ). !!

Suy!ra!
    
cos(SB, AM ) = cos(MN , AM ) = cos AMN! . ! ! ! ! ! (1)!

Ta! có!
   
MN =

2
3

SB = 4a. !Áp! dụng! định! lý! cosin! cho! các! tam! giác! ANC,! SAC,! SAM! ta! có!

    
AN = a 7, cos ASC! =

7
8

, AM = a 19. !

Suy!ra!
    
cos AMN! =

MA2 + MN 2−AN 2

2MA.MN
=

7 19
38

. ! ! ! ! ! (2)!

Từ!(1)!và!(2)!ta!suy!ra!
   
cos(SB, AM ) =

7 19
38

. !

S&

A& C&

B&

M&

N&P&

O&



KHOÁ%GIẢI%ĐỀ%THI%THỬ%THPT%QUỐC%GIA%MÔN%TOÁN%–%Thầy:%ĐẶNG%THÀNH%NAM%%

Hotline:%0976%266%202%% Đăng%ký%nhóm%3%học%sinh%nhận%ưu%đãi%học%phí%%%
Chi%tiết:%Mathlinks.vn!

5!

Câu%6%(1,0%điểm).%Trong!không!gian!với!hệ!tọa!độ!  Oxyz, !cho!hai!đường!thẳng!
   
d :

x
2

=
y
−1

=
z−1
−2

!

và!
   
Δ :

x
1

=
y−1

1
=

z−2
−2

. !Viết!phương!trình!mặt!cầu!có!tâm!I!thuộc!d,!cắt! Δ !tại!hai!điểm!A,!B!sao!

cho!IAB!là!tam!giác!vuông!và!   AB = 2 11. !
!   ΔIAB !có!  IA = IB !nên!vuông!tại!I.!Suy!ra!

   
IH =

1
2

AB = 11 !(H!là!hình!chiếu!của!I!lên!AB)!

Suy!ra!   d (I ,Δ) = 11 ! ! ! !

! !!!!!!!!!(1)!

Khi!đó!bán!kính!mặt!cầu!   R = IH 2 = 22. !!
!

    I ∈d⇒ I (2t;− t;−2t +1); uΔ
! "!

= (1;1;−2) !và!   M (0;1; 2)∈Δ !    ⇒MI
! "!!

= (2t;− t−1;−2t−1) !

    
⇒ uΔ
! "!

, MI
! "!!⎡

⎣
⎢

⎤
⎦
⎥= (−4t−3;−2t +1;−3t−1)

    

⇒ d (I ,Δ) =
uΔ
! "!

, MI
! "!!⎡

⎣
⎢

⎤
⎦
⎥

uΔ
! "! =

29t 2 + 26t +11

6
. ! ! (2)!

Từ!(1)!và!(2)!

   

⇒ 29t 2 + 26t−55 = 0⇔
t =1

t =−
55
29

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⇒
I (2;−1;−1)

I −
110
29

;
55
29

;
139
29

⎛

⎝
⎜⎜⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟⎟⎟

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

!

Suy!ra!pt!mặt!cầu!   (x−2)2 + ( y +1)2 + (z +1)2 = 22 !và!
   

x +
110
29

⎛

⎝
⎜⎜⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟⎟⎟

2

+ y−
55
29

⎛

⎝
⎜⎜⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟⎟⎟

2

+ z−
139
29

⎛

⎝
⎜⎜⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟⎟⎟

2

= 22. !

Câu%7%(1,0%điểm).%Trong!mặt!phẳng!với!trục!toạ!độ!Oxy!cho!tam!giác!ABC!vuông!tại!A!có!
A(1;2).!Gọi!E!là!chân!đường!cao!hạ!từ!đỉnh!A,!F!là!điểm!đối!xứng!của!E!qua!A!và!H(1;}1)!là!
trực!tâm!tam!giác!FBC.!Tìm!toạ!độ!các!đỉnh!B,C!biết!diện!tích!tam!giác!FBC!bằng!78!và!đỉnh!B!
có!hoành!độ!âm.!

!

+)!Do!AE!vuông!góc!với!BC!nên!H!thuộc!đường!thẳng!AE!
và!có!pt!là!   x−1= 0 .!
!+)!Đường!thẳng!BC!vuông!góc!với!AE!có!pt!là!   y−m = 0 .!
Toạ!độ!điểm!E!là!giao!điểm!của!AE!và!BC!nên!E(1;m),!có!A!
là!trung!điểm!của!EF!nên!F(1;4}m).!
+)!Gọi!B(b;m)!và!C(c;m)!với!b<0!theo!giả!thiết!ta!có!

    

AB
! "!!

.AC
! "!!

= 0

FC
! "!!

.BH
! "!!

= 0

⎧
⎨
⎪⎪⎪

⎩
⎪⎪⎪

.!

Ta!có:!    AB
! "!!

= (b−1;m−2),AC
! "!!

= (c−1;m−2);BH
! "!!

= (1−b;−1−m),FC
! "!!

= (c−1;2m−4) .!!

Vì!vậy!ta!có!hệ!phương!trình:
   

(b−1)(c−1)+ (m−2)2 = 0

(1−b)(c−1)−(1+ m)(2m−4) = 0

⎧
⎨
⎪⎪

⎩⎪⎪
.!!

Trừ!theo!vế!2!pt!ta!được:!   (m−2)2−(1+ m)(2m−4) = 0 = 0⇔m2 + 2m−8 = 0⇔m = 2;m =−4 .!

d&

B&H&

R&

A&

I&

Δ &
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+)!Với!m=2!có!E(1;2)!trùng!với!A!nên!loại.!
+)!Với!m=}4!có!E(1;}4),!F(1;8)!và!   (b−1)(c−1) =−36 .!

Ta!có!
   
S

FBC
=

1
2

BC.d (F ;BC ) = 6 b− c = 78⇔ b− c =13 .!

Vậy!ta!có!hệ!pt!
   

(b−1)(c−1) =−36

b− c =13

⎧
⎨
⎪⎪

⎩
⎪⎪

(b < 0)⇔
(b−1)(c−1) =−36

c−b =13

⎧
⎨
⎪⎪

⎩⎪⎪
(b < 0)⇔

b =−10,c = 3

b =−8,c = 5

⎡

⎣
⎢
⎢ .!!

Kết%luận:!Vậy!B(}10;}4)!và!C(3;}4)!hoặc!B(}8;}4)!và!C(5;}4).!!
Bình%luận.!Việc!tham!số!hoá!ba!ẩn!đưa!về!giải!hệ!gồm!2!phương!trình,!khéo!ta!khử!ẩn!b,c!ta!
tìm!được!m.!Thực!ra!để!giải!nhanh!ta!có!thể!chứng!minh!H!là!trung!điểm!của!AE:!
Cách%2:!Phát!hiện!tính!chất!hình!học!

!

+)!Ta!chứng!minh!H!là!trung!điểm!của!AE!
Chứng%minh:%
Gọi!P!là!trung!điểm!cạnh!BE,!Ta!có!AP!là!đường!
trung!bình!cuả!tam!giác!BEF.!
Mặt!khác!  CH ⊥ FB⇒CH ⊥ AP .!
Lại!có!  AH ⊥CP nên!H!là!trực!tâm!tam!giác!APC.!
Do!đó!  PH ⊥ AC ,!suy!ra!PH//AB!(vì!cùng!vuông!
góc!với!AC).!
Vì!PH//AB,!P!là!trung!điểm!của!BE!nên!H!là!
trung!điểm!của!AE.!
Khi!đó!tìm!được!ngay!E(1;}4),!F(1;8)!bước!sau!
thực!hiện!tương!tự!trên.!

Ngoài!ra!ta!có!thể!chứng!minh!bằng!cách!gắn!trục!mới!như!sau:!
Cách%3:!!Gắn!hệ!tọa!độ!Oxy!với!  E (0,0),A(0,a),C (c,a),F (0,2a) .!!
Tam!giác!ABC!vuông!tại!A!,B!thuộc!Ox!nên!tìm!được:!

    
B(
−a2

b
,0).BH ⊥ FC⇒ BH : bx−2ay + a2 = 0;H = BH O∩ y⇒H (0,

a
2

) .!

Từ!đây!suy!ra!H!chính!là!trung!điểm!AE.!
Bài%tập%tương%tự%Ä!!
Bài%số%01:%Trong!mặt!phẳng!với!trục!toạ!độ!Oxy!cho!tam!giác!ABC!vuông!tại!A!có!A(1;2).!Gọi!
E!là!chân!đường!cao!hạ!từ!đỉnh!A,!F!là!điểm!đối!xứng!của!E!qua!A!và!H(1;}1)!là!trực!tâm!tam!
giác!FBC.!Tìm!toạ!độ!các!đỉnh!B,C!biết!tam!giác!FBC!có!chu!vi!bằng!  18+ 4 10 !và!đỉnh!B!có!
hoành!độ!dương.!!!!
Đ/s:!B(10;}4)!và!C(}3;}4)!hoặc!B(5;}4)!và!C(}8;}4).!
Bài%số%02:%Trong!mặt!phẳng!với!trục!toạ!độ!Oxy!cho!hình!chữ!nhật!ABCD!nội!tiếp!đường!tròn!
(C)!tâm!I(1;2).!Các!tiếp!tuyến!của!(C)!tại!B,C,D!cắt!nhau!tại!M,N.!Giả!sử!H(1;}1)!là!trực!tâm!
tam!giác!AMN!và!diện!tích!tam!giác!AMN!bằng!78.!Tìm!toạ!độ!các!đỉnh!A,M,N!biết!M!có!
hoành!độ!lớn!hơn!5.!
Đ/s:!A(1;8)!và!M(10;}4),!N(}3;}4).!!

Câu%8%(1,0%điểm).!Giải!hệ!phương!trình!

   

x
1+ x 2

1+ y2
+ y

1+ y2

1+ x 2
= x + y

x 3−3x−1= 5− y2

⎧

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪

⎩

⎪⎪⎪⎪⎪

.!
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Điều!kiện:!
   
y ≤ 5 .!

Bình!phương!hai!vế!phương!trình!thứ!nhất!của!hệ!ta!được:!

!

   

x
1+ x 2

1+ y2
+ y

1+ y2

1+ x 2

⎛

⎝

⎜⎜⎜⎜⎜

⎞

⎠

⎟⎟⎟⎟⎟⎟

2

= x 2 + y2 + 2xy

⇔ x 2.
1+ x 2

1+ y2
+ y2.

1+ y2

1+ x 2
+ 2xy = x 2 + y2 + 2xy

⇔ x 2.
1+ x 2

1+ y2
+ y2.

1+ y2

1+ x 2
= x 2 + y2⇔ x 2 1+ x 2

1+ y2
−1

⎛

⎝
⎜⎜⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟⎟⎟⎟
+ y2 1+ y2

1+ x 2
−1

⎛

⎝
⎜⎜⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟⎟⎟⎟
= 0

⇔
x 2(x 2− y2 )

1+ y2
+

y2( y2− x 2 )

1+ x 2
= 0⇔ (x 2− y2 )(

x 2

1+ y2
−

y2

1+ x 2
) = 0

⇔
(x 2− y2 )2(x 2 + y2 +1)

(1+ x 2 )(1+ y2 )
= 0⇔ x 2 = y2

!.!

Vậy!ta!có!   y
2 = x 2 thay!vào!phương!trình!thứ!hai!của!hệ!ta!được:!

!

   

x 3−3x−1= 5− x 2

⇔ (x 3−3x−2) = ( 5− x 2 −1)

⇔ (x−2)(x 2 + 2x +1) =
4− x 2

5− x 2 +1

⇔ (x−2)(x 2 + 2x +1+
x + 2

5− x 2 +1
) = 0

⇔ (x−2)((x +1)2 5− x 2 + x 2 + 3x + 3) = 0⇔ x = 2

.!

Bởi!vì!
   
(x +1)2 5− x 2 ≥0,x 2 + 3x + 3 = (x +

3
2

)2 +
3
4

> 0 .!

Kết%luận:!Hệ!phương!trình!có!nghiệm!duy!nhất!   (x; y) = (2;2) .!
Bình%luận:!Phương!trình!đầu!của!hệ!có!rất!nhiều!cách!biến!đổi!khác!như!sau:!
Quy!đồng!rút!gọn!ta!được:!

!

   

x(1+ x 2 )+ y(1+ y2 )

(1+ x 2 )(1+ y2 )
= x + y

⇔ (x + y)(x 2− xy + y2 +1) = (x + y) (1+ x 2 )(1+ y2 )

⇔
x =−y

x 2− xy + y2 +1= (1+ x 2 )(1+ y2 )

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

!.!

Đối!với!phương!trình!!

!

   

x 2− xy + y2 +1= (1+ x 2 )(1+ y2 )≤
1+ x 2 +1+ y2

2
⇒ x 2−2xy + y2≤0⇔ (x− y)2≤0⇔ x = y

.!

Vậy!ta!cũng!có!   x = y∨ x =−y⇔ x 2 = y2 .!!
Câu%9%(1,0%điểm).!Cho!x,y,z!là!các!số!thực!thoả!mãn!   xy + yz + zx =−1 .!Tìm!giá!trị!nhỏ!nhất!của!

biểu!thức!
   
P = x + y + z − 2(x 2 + y2 + z 2 + 4) .!!
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Ta!có:!

!

   

x 2 + y2 + z 2 = ( x + y + z )2−2( xy + yz + zx ),

xy + yz + zx ≥ xy + yz + zx =1

⇒ x 2 + y2 + z 2 + 4≤ ( x + y + z )2 + 2

.!

Đặt!
   
t = x + y + z ,P ≥ f (t ) = t− 2. t 2 + 2 .!

!
   
f '(t ) =1−

2t

t 2 + 2
; f '(t ) = 0⇔ t = 2 .!

Tuy!nhiên!dấu!bằng!lại!không!xảy!ra!tại!   t = 2 !bởi!vì!!

!
   
t = x 2 + y2 + z 2 + 2( xy + yz + zx )≥ −(xy + yz + zx )+ 2 xy + yz + zx = 3 .!

Tuy!nhiên!đây!cũng!không!phải!chặn!dưới!tốt!nhất!của!t,!ta!chặn!miền!giá!trị!của!t!như!sau!
bằng!cách!sử!dụng!điều!kiện:!
Trong!ba!số!x,y,z!luôn!tồn!tại!hai!số!cùng!dấu!và!ta!giả!sử!đó!là!x!và!y!khi!đó:!

Ta!có!
   
t = x + y + z ≥ x + y + z =

1+ xy
z

+ z ≥
1
z

+ z ≥ 2 .!

Do!đó!f(t)!đồng!biến!với!t>=2.!
Suy!ra   P ≥ f (t )≥ f (2) = 2−2 3 .!Dấu!bằng!đạt!tại!   (x; y;z ) = (1;0;−1) hoặc!các!hoán!vị.!
Bình%luận:!Ta!có!thể!chứng!minh!

   
t = x + y + z ≥ 2bằng!cách!khác!sau!đây:!

!
   

t 2 = x 2 + y2 + z 2 + 2 xy∑ = (x + y + z )2 + 2 xy∑ − xy( )
= (x + y + z )2 + 2 xy∑ + 2≥ 4⇒ t ≥ 2

.!

!!
!!
!!!!!!


