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I. Giới thiệu 
   Như chúng ta đã biết, định lý Pappus và định lý Desargues là một trong những phương pháp khá mạnh để giải các bài toán hình học như hình học vector, hình học phẳng, hình học tọa độ, hình học tuyến tính,…và đặc biệt là hình học xạ ảnh. Hai định lý này có vai trò và ứng dụng khá quan trọng trong các bài toán THPT và các đề thi HSG trong nước cũng như quốc tế. Đây là một số tư liệu nhỏ bé mà nhóm chúng tôi thu thập được, chắc hẳn còn nhiều thiếu sót, mong nhận được ý kiến của các bạn. Qua tư liệu này, hy vọng các bạn sẽ học tập được thật nhiều điều bổ ích. Xin chân thành cám ơn! 
II. Sơ lược tiểu sử Pappus và Desargues
1. Pappus (290 – 350)_Người thắp lại ngọn lửa cho Euclid
       Là một nhà toán học cổ người Hy Lạp được biết đến với Synagoge hay Collection (năm 340), và với định lý Pappus trong hình học xạ ảnh. Không có bất cứ thông tin nào nói về đời sống của ông ta, ngoại trừ (từ các văn bản ông ta để lại) ông có một cậu con trai tên Hermodorus, và là một giáo viên ở Alexandria.

       Collection, công trình được biết đến nhiều nhất của ông, là một bản tóm tắt của Toán học trong tám tuyển tập, số đông công trình còn lại. Nó bao trùm nhiều chủ đề như hình học, toán học vui, hình học không gian, đa giác và khối đa diện.
       Pappus được nhiều người biết đến vào thế kỉ thứ IV. Trong một khoảng thời gian trì trệ nói chung trong các nghiên cứu toán học, ông đã đứng ra như là một ngoại lệ đáng kể. Số phận của ông trong thời gian này khá nổi bật, rất giống với Diophantus.  

     Pappus đã viết những bài bình giải về tập “Cơ bản” và về cả “Dữ kiện” của Euclid, về “Almagest” và “Planispherium” của Ptolemy. Công trình thật sự lớn lao của Pappus là “Tuyển tập toán học” của ông, một cuốn sách vừa bình giải vừa hướng dẫn về các công trình về hình học hiện hữu của thời ông. Tuyển tập toán học của Pappus thực sự là một mỏ vàng giàu có về hình học. Những hiểu biết ta có được về hình học Hy Lạp là nhờ luận văn này, trong đó chứa những lời bình đầy giá trị, có những trích dẫn và nhắc đến những công trình của trên 30 nhà toán học khác nhau của thời cổ đại.

       Sau Pappus, nền toán học Hy Lạp không còn là một đối tượng nghiên cứu tìm ra những phát minh mới nữa mà người ta chỉ thấy những tác gia ít quan trọng và những nhà bình giải toán học như Theon của Alexandria, Proclus, Hypatia,… Họ đưa ra những quyển sách bình giải về các tác phẩm của Euclid, Apollonius, Archimedes. 
    2. Girard Desargues (1591 - 1661)_Ông tổ Hình học xạ ảnh
     Là một nhà toán học Pháp, kĩ sư quân giới - đặt nền móng cơ sở cho môn hình họa. Hai định lý nói về trường hợp riêng của định lý Desargues là một trong những định ý cơ bản của hình học xạ ảnh. Tư tưởng Desargues được phát triển vào đầu thế kỉ XIX trong các công trình của nhà toán học Pháp Mongia và Ponxen, nhà toán học Đức Steiner…
[image: image1.wmf]Ông sinh ngày 21/2/1591 và mất vào tháng 9/1661 tại Lyon (Pháp). Gia đình ông mấy đời giàu có và có những người làm Luật sư, Thẩm phán ở Pháp, viện tối cao ở Paris cũng như ở Lyon – một thành phố trọng điểm thứ 2 của Pháp. Ông là một người thực sự có nhiều thuận lợi trong việc ăn học. Ông có thể mua bất cứ loại sách nào mà mình muốn và có thời gian, điều kiện theo đuổi những gì ông thích. Với Desargues, niềm đam mê lớn nhất là Hình học. Ông là người đặt nền móng cho một môn Hình học mới mà ngày nay gọi là “Hình Học Xạ Ảnh” hay “Hình Học Hiện Đại”. Ông thực sự là một nhà toán học tài ba. Tuy nhiên, lối toán học của ông không dễ hiểu chút nào!
 Nói về Desargues, chúng ta không thể không nhắc đến định lý nổi tiếng: “Khi đường thẳng nối ba đỉnh tương ứng của hai tam giác đồng quy thì giao điểm của các cặp cạnh tương ứng thẳng hàng”. 
III. Định lý
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    (Gọi các giao điểm lần lượt là 
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Ngoài cách chứng minh như trên, các bạn còn có thể 
chứng minh bằng những phương pháp khác như:

( Tọa độ

( Phép chiếu xuyên tâm

( Mô hình xạ ảnh của mặt phẳng aphin

2. Định lý Desargues
a) Phần thuận

       Trong mặt phẳng cho hai tam giác
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b) Phần đảo
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   IV. Một số bổ đề quan trọng
      1. Định nghĩa
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     2. Định lý
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       Chúng ta sẽ chứng minh dựa vào 12 bước sau:
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   V. Một số bài tập áp dụng
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[image: image170.wmf]123

,,

AOBOCO

 đồng quy.       
(Lời giải.
       Gọi 
[image: image171.wmf]a

O

là điểm đối xứng qua 
[image: image172.wmf]BC

,từ 
[image: image173.wmf]O

kẻ đường thẳng 
[image: image174.wmf]a

d

vuông góc
với 
[image: image175.wmf]AD

. Thế thì 
[image: image176.wmf]23

,,,

a

OOOO

cùng thuộc một đường tròn tâm 
[image: image177.wmf]D


và 
[image: image178.wmf]a

d

 là tiếp tuyến tại 
[image: image179.wmf]O

của đường tròn đó. Ta có 
[image: image662.wmf]X

Y

Z

 S

P

N'

M


(hình tứ giác toàn phần),suy ra tứ giác 
[image: image180.wmf]23

a

OOOO

điều hòa. 
      Hiển nhiên là tiếp tuyến tại 
[image: image181.wmf]O

và
[image: image182.wmf]a

O

của 

[image: image183.wmf]()

D

cắt nhau trên 
[image: image184.wmf]BC

, nên ta có 
[image: image185.wmf]23

,,

a

BCdOO

 
đồng quy tại một điểm 
[image: image186.wmf]0

A

. Xác định tương tự 
[image: image187.wmf]00

,

BC

.
      Khi đó ta có 
[image: image188.wmf]2

02030

AOAOAO

·=

, hay 
[image: image189.wmf]0

A

thuộc trục đẳng phương 
của điểm 
[image: image190.wmf]O

 và đường tròn 
[image: image191.wmf]123

()

OOO

.

      Tương tự thì ta có 
[image: image192.wmf]000

,,

ABC

thẳng hàng. Theo định lý Desargues thì 
[image: image193.wmf]123

,,

AOBOCO

đồng quy.

      
[image: image194.wmf]Þ

Điều phải chứng minh.   
    ( Nhận xét.
[image: image195.wmf]  
      Từ chứng minh này, để ý rằng tâm của 
[image: image196.wmf]123

()

OOO

là điểm đẳng giác của 
[image: image197.wmf]M

wrt tam giác 
[image: image198.wmf]DEF

, ta cũng có một kết quả khá đẹp là trục riêng lẻ của một điểm 
[image: image199.wmf]M

wrt tam giác tam giác 
[image: image200.wmf]ABC

vuông góc với đường nối 
[image: image201.wmf]M

và điểm đẳng giác với 
[image: image202.wmf]M

wrt tam giác thường của 
[image: image203.wmf]M

wrt tam giác 
[image: image204.wmf]ABC

. 
      [image: image663.wmf]2323

()(,,,)(,,,)1

aa

OOOOOdOOOOOODADFDEDB

===-

(Bài toán 3. [Một trường hợp đặc biệt của định lí Pappus] Trên mặt phẳng cho ba điểm 
[image: image205.wmf],,

XYZ

 thẳng hàng và ba điểm 
[image: image206.wmf],,

MNP

thỏa mãn 
[image: image207.wmf]XN

 song song 
[image: image208.wmf]YP

, 
[image: image209.wmf]YM

 song song 
[image: image210.wmf]ZN

, 
[image: image211.wmf]XM

song song
[image: image212.wmf]ZP

. 
Khi đó ta cũng có 
[image: image213.wmf],,

MNP

 thẳng hàng. 
          (Lời giải.

    Trường hợp 
[image: image214.wmf]MP

song song 
[image: image215.wmf]XYZ

thì đơn giản, bạn đọc tự chứng minh.

    Ta sẽ xét khi 
[image: image216.wmf]MP

không song song với 
[image: image217.wmf]XYZ

.

    Gọi 
[image: image218.wmf]S

là giao điểm của 
[image: image219.wmf]MP

với 
[image: image220.wmf]XYZ

. Đường thẳng qua 
[image: image221.wmf]X

song song 
với
[image: image222.wmf]YP

cắt 
[image: image223.wmf]MP

ở 
[image: image224.wmf]'

N

.
    Bài toán sẽ được giải quyết nếu ta chứng minh được rằng 
[image: image225.wmf]'

ZN


song song 
[image: image226.wmf]YM

(vì khi ấy 
[image: image227.wmf]'

N

trùng 
[image: image228.wmf]N

).
    Thật vậy, vì 
[image: image229.wmf]YP

song song 
[image: image230.wmf]'

XN

, 
[image: image231.wmf]ZP

 song song 
[image: image232.wmf]XM

nên theo định lí Thales, ta có:

       
[image: image233.wmf]''

SYSYSXSPSMSM

SZSXSZSNSPSN

=·=·=


[image: image234.wmf]Þ


[image: image235.wmf]'

SZSN

SYSM

=
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image237.wmf]'

ZN

song song 
[image: image238.wmf]YM

(theo định lí Thales đảo).
      (Bài toán 4. 

a) Tìm 13 điểm của mặt phẳng xạ ảnh 
[image: image239.wmf]3

()

Z

Ã

. Đặt chúng lần lượt là 
[image: image240.wmf],2,3,...,10,,,

AJQK

(như trong một bộ số).

b) Dựng một bảng đường thẳng cho 
[image: image241.wmf]3

()

Z

Ã

 trong điều kiện như trên. Nó sẽ có 13 cột và 4 dòng. Các cột tương đương 13 đường thẳng, cho 4 điểm trên mỗi đường thẳng. (Bậc của hàng và cột thích hợp, nhưng cố gắng có hệ thống.)
         c)   Sử dụng bảng trên minh họa định lí Desargues và Pappus.

(Lời giải.
         a) 
[image: image242.wmf](0,0,1)

A

=áñ

; 
[image: image243.wmf]2(0,1,0)

=áñ

; 
[image: image244.wmf]3(0,1,1)

=áñ

; 
[image: image245.wmf]4(0,1,2)

=áñ

; 
[image: image246.wmf]5(1,0,0)

=áñ

; 
[image: image247.wmf]6(1,0,1)

=áñ

; 
[image: image248.wmf]7(1,0,2)

=áñ

;
[image: image249.wmf]8(1,1,0)

=áñ

; 
[image: image250.wmf]9(1,1,1)

=áñ

; 
[image: image251.wmf]10(1,1,2)

=áñ

; 
[image: image252.wmf](1,2,0)

J

=áñ

; 
[image: image253.wmf](1,2,1)

Q

=áñ

; 
[image: image254.wmf](1,2,2)

K

=áñ

.
         b)    

	
[image: image255.wmf]A

^


	
[image: image256.wmf]2

^


	
[image: image257.wmf]3

^


	
[image: image258.wmf]4

^


	
[image: image259.wmf]5
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[image: image264.wmf]8
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[image: image265.wmf]9

^


	
[image: image266.wmf]10

^


	
[image: image267.wmf]J

^


	
[image: image268.wmf]Q

^


	
[image: image269.wmf]K

^
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[image: image270.wmf]Q
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[image: image271.wmf]K


	
[image: image272.wmf]K


	4
	
[image: image273.wmf]K


	
[image: image274.wmf]Q


	
[image: image275.wmf]K


	
[image: image276.wmf]J


	
[image: image277.wmf]J
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[image: image278.wmf]Q
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c) Định lí Desargues:
      Tam giác 528 và 739 cùng nhìn A. 
[image: image279.wmf]52738

Ç=

; 
[image: image280.wmf]5879

J

Ç=

; 
[image: image281.wmf]28395

Ç=

 và 5, 8, 
[image: image282.wmf]J

thẳng hàng (nằm trên 
[image: image283.wmf]A

^

).

               Định lí Pappus:

      
[image: image284.wmf]{,3,4}

A

 và 
[image: image285.wmf]{6,8,4}

 là những điểm thẳng hàng. 
[image: image286.wmf]83610

A

Ç=

; 
[image: image287.wmf]34484

Ç=

; 
[image: image288.wmf]4464

A

Ç=

 và 
[image: image289.wmf],

X

4, 4                 thẳng hàng.
      (Bài toán 5.
Cho 
[image: image290.wmf](1,2,4)

A

=áñ

; 
[image: image291.wmf](5,3,2)

B

=á-ñ

; 
[image: image292.wmf](3,7,6)

C

=á-ñ

; 
[image: image293.wmf](13,13,2)

D

=á--ñ

.
a) Tìm 
[image: image294.wmf]AB

 và  chứng minh rằng 
[image: image295.wmf],

CD

 nằm trên 
[image: image296.wmf]AB

.
b) Sử dụng bổ đề Collinearty để tìm các vectors 
[image: image297.wmf],

ab

rr

 và một tích vô hướng 
[image: image298.wmf]l

sao cho 
[image: image299.wmf]Aa

=áñ

; 
[image: image300.wmf]Bb

=áñ

; 
[image: image301.wmf]Cab

=á+ñ

; 
[image: image302.wmf]Dab

l

=á+ñ

.
(Lời giải.
[image: image303.wmf]
        
[image: image304.wmf](1,2,4)(5,3,2)(16,18,13)

AB

=á´-ñ=á-ñ^

.

       Từ 
[image: image305.wmf](3,7,6)(16,18,13)0

-´-=

 và 
[image: image306.wmf](13,13,2)(16,18,13)0

--´-=

 nên 
[image: image307.wmf],

CD

 nằm trên 
[image: image308.wmf]AB

.
       Giả sử 
[image: image309.wmf](3,7,6)(1,2,4)(5,3,2)

xy

-=+-

. Khi đó, ta có
                           
[image: image310.wmf]53

xy

+=-


                           
[image: image311.wmf]237

xy

-=


                           
[image: image312.wmf]426

xy

+=


       Giải hệ trên ta được 
[image: image313.wmf]2,1

xy

==-

.

       Vì thế, 
[image: image314.wmf](3,7,6)2(1,2,4)(5,3,2)

-=--

.
       Đặt 
[image: image315.wmf]2(1,2,4)(2,4,8)

a

==

 và 
[image: image316.wmf](5,3,2)(5,3,2)

b

=--=--

. Khi đó 
[image: image317.wmf]Aa

=áñ

, 
[image: image318.wmf]Bb

=áñ

 và 
[image: image319.wmf]Cab

=á+ñ

.
       Giả sử 
[image: image320.wmf](13,13,2)(1,2,4)(5,3,2)

xy

-=+-

, ta có 

                 
[image: image321.wmf]513

xy

+=


                 
[image: image322.wmf]2313

xy

-=-


                 
[image: image323.wmf]422

xy

+=


       Giải hệ trên ta được 
[image: image324.wmf]2,3

xy

=-=

.

       Do đó, 
[image: image325.wmf](3,7,6)2(1,2,4)3(5,3,2)3

ab

-=-+-=--


       Kẻ 
[image: image326.wmf]1

()(3,7,6)

3

c

-

=-

 khi đó 
[image: image327.wmf]1

3

cab

=+

.
       Vì thế, 
[image: image328.wmf](2,1,1)

a

=

, 
[image: image329.wmf](5,3,2)

b

=--

 và 
[image: image330.wmf]1

3

l=

.

      (Bài toán 6. Cho 
[image: image331.wmf](1,0,0)

A

=áñ

, 
[image: image332.wmf](0,1,0)

B

=áñ

, 
[image: image333.wmf](0,0,1)

C

=áñ

 và 
[image: image334.wmf]'(2,1,1)

A

=áñ

, 
[image: image335.wmf]'(2,3,2)

B

=áñ

, 
[image: image336.wmf]'(3,3,4)

C

=áñ

. Gọi 
[image: image337.wmf]''

LABAB

=Ç

, 
[image: image338.wmf]''

MACAC

=Ç

, 
[image: image339.wmf]''

NBCBC

=Ç

. Tìm 
[image: image340.wmf],

LM

và 
[image: image341.wmf]N

, chứng minh rằng chúng thẳng hàng.
 (Lời giải.

      
[image: image342.wmf](0,0,1)

AB

^

=áñ

, 
[image: image343.wmf]''(1,2,4)

AB

^

=á--ñ

, vì vậy 
[image: image344.wmf](2,1,0)

L

=á-ñ

.

      
[image: image345.wmf](0,1,0)

AC

^

=á-ñ

, 
[image: image346.wmf]''(1,5,3)

AC

^

=á-ñ

, vì vậy 
[image: image347.wmf](3,0,1)

M

=á-ñ

.

      
[image: image348.wmf](1,0,0)

BC

^

=áñ

, 
[image: image349.wmf]''(6,2,3)

BC

^

=á--ñ

, vì vậy 
[image: image350.wmf](0,3,2)

N

=á-ñ

.

       
[image: image351.wmf]Þ
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LM

^^

=á---ñ=áñ

,  
[image: image353.wmf](3,6,9)

MNLM

^

=á---ñ=


[image: image354.wmf]  
       Do đó, ta có 
[image: image355.wmf]3(2,1,0)2(3,0,1)(0,3,2)(0,0,0)

-+-+-=


       Vậy 
[image: image356.wmf]L

, 
[image: image357.wmf]M

, 
[image: image358.wmf]N

 thẳng hàng. 
      (Bài toán 7. Trong mặt phẳng xạ ảnh 
[image: image359.wmf]5

()

Z

Ã

, lấy 
[image: image360.wmf]Aa

=áñ

, 
[image: image361.wmf]Bac

=á+ñ

, 
[image: image362.wmf]Cc

=áñ

, 
[image: image363.wmf]Dpc

=á+ñ

. Xác định hình dạng cho 
[image: image364.wmf]3

pa

á+ñ

, như là một dãy giao điểm của các đường thẳng.

          (Lời giải.

        Lấy 
[image: image365.wmf]EADBCpac

=Ç=á++ñ

, 
[image: image366.wmf]4

FACBDac

=Ç=á+ñ

, 
[image: image367.wmf]2

GEFPApa

=Ç=á+ñ

, 
[image: image368.wmf]24

HGCBDpac

=Ç=á++ñ

, 
[image: image369.wmf]234

KHEPApapa

=Ç=á+ñ=á+ñ

, 
[image: image370.wmf]42

LKCBDpac

=Ç=á++ñ

, 
[image: image371.wmf]3

MLEPApa

=Ç=á+ñ

. 

    VI. Bài tập làm thêm
      ( Bài 1. Cho 
[image: image372.wmf](1,2,8)

P

=áñ

, 
[image: image373.wmf](4,1,5)

Q

=áñ

, 
[image: image374.wmf](5,4,14)

R

=á-ñ

, 
[image: image375.wmf](14,7,31)

S

=áñ

. Tìm 2 vector 
[image: image376.wmf],

pq

urr

 và tích vô hướng 
[image: image377.wmf]l

 sao cho 
[image: image378.wmf]Pp

=áñ

, 
[image: image379.wmf]Qq

=áñ

, 
[image: image380.wmf]Rpq

=á+ñ

, 
[image: image381.wmf]Spq

l

=á+ñ

.

      ( Bài 2. Cho tam giác 
[image: image382.wmf]ABC

 và 3 điểm 
[image: image383.wmf],,

XYZ

 lần lượt thuộc các cạnh 
[image: image384.wmf],,

BCCAAB

sao cho 
[image: image385.wmf]AX

, 
[image: image386.wmf]BY

, 
[image: image387.wmf]CZ

 đồng quy tại 
[image: image388.wmf]N

. 
[image: image389.wmf]AX

 cắt 
[image: image390.wmf]YZ

 tại 
[image: image391.wmf]T

, 
[image: image392.wmf]TB

 cắt 
[image: image393.wmf]XZ

tại 
[image: image394.wmf]M

, 
[image: image395.wmf]TC

cắt 
[image: image396.wmf]XY

 tại 
[image: image397.wmf]P

, 
[image: image398.wmf]YZ

 cắt 
[image: image399.wmf]BC

 tại 
[image: image400.wmf]Q

. Chứng minh rằng: 
[image: image401.wmf],,,

MNPQ

 thẳng hàng.

      ( Bài 3. Cho tứ giác 
[image: image402.wmf]ABCD

, trên tia đối của tia 
[image: image403.wmf]AC

 lấy một điểm 
[image: image404.wmf]K

, cát tuyến 
[image: image405.wmf]KMN

 và 
[image: image406.wmf]KPQ

 (
[image: image407.wmf],,,

MNPQ

 lần lượt thuộc 
[image: image408.wmf],,,

ABBCCDDA

).

a) Chứng minh rằng 
[image: image409.wmf],,

BDMQNP

 đồng quy tại 
[image: image410.wmf]L

.

b) Gọi 
[image: image411.wmf],

IJ

 lần lượt là điểm thuộc 
[image: image412.wmf],

ABBD

 sao cho 
[image: image413.wmf]()()1

ACIKBDJK

==-

, 
[image: image414.wmf]NQ

 cắt 
[image: image415.wmf]MP

 tại 
[image: image416.wmf]O

. 

Chứng minh rằng 
[image: image417.wmf],,

OIJ

 thẳng hàng..


      ( Bài 4. 
       a) Cho 2 điểm 
[image: image418.wmf]P

 và 
[image: image419.wmf]Q

. Qua 
[image: image420.wmf],

PQ

 lần lượt kẻ 3 đường thẳng. Đường thẳng thứ nhất qua 
[image: image421.wmf]Q

 lần lượt cắt 3 đường thẳng qua 
[image: image422.wmf]P

 lần lượt tại 
[image: image423.wmf],,

BLC

. Tương tự ta có 2 cặp 3 điểm 
[image: image424.wmf],,

KOM

 và 
[image: image425.wmf],,

AND

.

 Chứng minh rằng: 
[image: image426.wmf],,

KLACMN

 đồng quy.

       b) Chứng minh rằng nếu 
[image: image427.wmf]O

 nằm trên 
[image: image428.wmf]BD

 thì giao điểm của 
[image: image429.wmf],

KLAC

 và 
[image: image430.wmf]MN

 nằm trên 
[image: image431.wmf]PQ

. 
      ( Bài 5. Cho tứ giác lồi 
[image: image432.wmf]ABCD

, 
[image: image433.wmf]EAD

Î

, 
[image: image434.wmf]FBC

Î

. 
[image: image435.wmf]AC

 cắt 
[image: image436.wmf]BD

 tại 
[image: image437.wmf]H

, 
[image: image438.wmf]AF

 cắt 
[image: image439.wmf]BE

 tại 
[image: image440.wmf]O

, 
[image: image441.wmf]DF

 cắt 
[image: image442.wmf]EC

 tại 
[image: image443.wmf]M

. Chứng minh rằng 
[image: image444.wmf],,

OHM

 thẳng hàng. 
[image: image664.wmf]A

  

F

G

E

D

B

C

      ( Bài 6. Tam giác 
[image: image445.wmf]ABC

 có đường cao 
[image: image446.wmf],

ADBE

 và 
[image: image447.wmf]CF

, trực tâm 
[image: image448.wmf]H

. Vẽ 
[image: image449.wmf]DPAB

=

, 
[image: image450.wmf]DQAC

=

. 
[image: image451.wmf]R

 là giao điểm của 
[image: image452.wmf]DP

 và 
[image: image453.wmf]BE
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Định lý Pappus, Desargues và ứng dụng
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