Lời nói đầu

Phương pháp sử dụng tính đơn điệu của hàm số trong các bài toán chứng minh bất đẳng thức (BĐT) có lẽ đã trở thành một trong những phương pháp “kinh điển”, chính vì thế bạn đọc có thể tìm thấy phương pháp này trong tất cả các quyển sách về BĐT. Tuy nhiên, trong hầu hết các quyển sách viết về BĐT nói chung và phương pháp sử dụng tính đơn điệu của hàm số nói riêng chỉ mới dừng lại ở việc nêu ra một BĐT và chứng minh, mà không nói từ đâu lại có BĐT đó.

         Trong chuyên đề này các BĐT cũng là những BĐT quen thuộc và đều được chứng minh bằng phương pháp sử dụng tính đơn điệu của hàm số, tuy nhiên vấn đề “trọng tâm” ở đây là từ các BĐT đó ta có thể sáng tạo ra các BĐT khác.

         Hy vọng rằng qua đó, học sinh có thể biết “quy lạ về quen” khi đứng trước một BĐT lạ– đây cũng là phương pháp quan trọng thường xuất hiện trong các kì thi tuyển sinh đại học cao đẳng trong nhưng năm gần đây.

· Bài toán chung:  chứng minh BĐT 
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· Cách giải: 

· Chuyển BĐT(1) thành: 
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· Tìm TXĐ của hàm số y = h(x), giả sử là [a;b]

· Tính y’ = h’(x) và giải phương trình  h’(x) = 0 
[image: image3.wmf]Þ

 nghiệm.

· Lập bảng biến thiên 
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 BĐT cần chứng minh.

· Chú ý: 

1. Nếu phương trình h’(x) = 0 không giải được thì ta tiếp tục tính đạo hàm cấp 2, 3,… đến khi nào có thể xét dấu được thì dừng.

2. Trong một số trường hợp ta phải đặt ẩn phụ cho gọn, chẳng hạn đặt 
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 thì ta phảI dựa vào tập xác định của x để tìm tập giá trị của t, từ đó xét hàm số mới có ẩn là t.

3. Trong một số bài toán ta có thể áp dụng các BĐT Côsi, Bunhiacopski, … sau đó mới xét hàm số.

MỘT SỐ VÍ DỤ TÌM GTLN, GTNN CỦA HÀM SỐ
Trong mục này tôi trình bày một số ví dụ tìm GTLN, GTNN của hàm số

Ví dụ 1: Tìm GTLN, GTNN của hàm số 
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TXĐ: D=[-2;2]; 
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Từ BBT ta thấy 
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Ví dụ 2: Cmr  eq \b\bc\((\a\ac\vs0(,))

eq   \o\al(\a\al\vs13(3,,))
 > cosx    ( x ( (0 ; ())eq \s\don1(\f(,2))
 )  (1)
 Giải: BĐT (1) (  eq \s\don1(\f(sinx,x)) > eq \l(\r(3,cosx)) ( 3,cosx))eq \s\don1(\f(sinx,))
 - x > 0

 
Xét hàm số f(x) = 3,cosx))eq \s\don1(\f(sinx,))
 - x    ( x ( (0 ; ())eq \s\don1(\f(,2))
 )  có f’(x) =  2, ))eq \l(\r(3, x))
))
  + 2, ))eq \s\don1(\f( x))
,3,cosx))eq \l(\l(3cosx    ))
))
 - 1
 f’’(x) = 3, ))eq \s\don1(\f( x))
,2, ))eq \l(\l(9cos xeq \l(\r(3,cosx)) ))
))
 > 0    ( x  ( (0 ; ())eq \s\don1(\f(,2))
 )  ( f’(x) > f’(0) = 0  ( x  ( (0 ; ())eq \s\don1(\f(,2))
 ) 

 ( f(x) > f(0) = 0   ( x  ( (0 ; ())eq \s\don1(\f(,2))
 ) (    eq \b\bc\((\a\ac\vs0(,))

eq   \o\al(\a\al\vs13(3,,))
 > cosx    ( x ( (0 ; ())eq \s\don1(\f(,2))
 )

Bài tập:

1. Tìm GTNN, GTLN của hàm số 
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3. Tìm GTNN, GTLN của hàm số 
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4. Tìm GTNN, GTLN của hàm số 
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5. Tìm GTNN, GTLN của hàm số
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II. KỸ THUẬT GIẢM BIẾN TRONG TÌM GTLN,GTNN CỦA BIỂU THỨC

1. Kỹ thuật tìm GTLN, GTNN bằng phương pháp thế

Ví dụ 1: Cho x,y>0 thỏa 
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. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
[image: image17.wmf]41

4

=+

P

xy


Từ giả thiết ta có 
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. Xét hàm số 
[image: image20.wmf]415

();(0;)

544

=+Î

-

fxx

xx

. 

Ta có: 
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Từ bảng biến thiên ta có 
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. Đạt được khi x=1 và x= 
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Nhận xét: Bài toán này được giải bằng cách thế một biến qua một biến còn lại rồi đưa về khảo sát hàm số 
Ví dụ 2: Cho 
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. Tìm GTLN, GTNN của biểu thức 
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Từ giả thiết ta có 
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. Khi đó 
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. Xét hàm số 
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Ta có 
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Từ bảng biến thiên ta có 
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Vậy min P=-12 đạt được khi x=1;y=-10 và max P=20 đạt được khi x=-3; y=-6 hoặc x=3; y=0

Nhận xét: Bài toán này được giải bằng cách thế một biến qua biến còn lại nhưng phải đánh giá biến còn lại. Từ đó tìm GTLN, GTNN của hàm số chứa biến bị chặn.

Ví dụ 3: Cho x,y>0 thỏa x+y=1. Tìm GTNN của biểu thức 
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Từ giả thiết ta có y=1-x, 0<x<1. Khi đó K viết lại thành 
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Xét hàm số f(x)= 
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Vậy min K=
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 đạt được khi 
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Nhận xét: Bài toán này được giải bằng cách thế một biến qua một biến còn lại và sử dụng các giả thiết để đánh giá biến còn lại. Từ đó tìm được giá trị nhỏ nhất của hàm số chứa một biến bị chặn. Ngoài ra ta có thể dùng BĐT Côsi, Bernouli, Jensen,… để chứng minh BĐT này.

1. Cho 
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 thỏa mãn 
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. Tìm GTLNN của biểu thức 
[image: image43.wmf]23

2

342

4

++

=+

xy

P

xy


2. Cho 
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 thỏa mãn 
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. Tìm GTNN của 
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3. Cho 
[image: image47.wmf]1

+=

xy

. Tìm GTNN của biểu thức 
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4. Cho 
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HD: Tìm GTLN của 
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 với ẩn y; x là tham số, tìm GTNN của 
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. Sau đó tìm GTNN của 
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5.Cho 
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HD: Nếu x>0 thì 
[image: image62.wmf]62

£

xy

. Từ đó xét hàm số 
[image: image63.wmf]62

()816

=+-+

fxxxx


Nếu 
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6. Cho 
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. Tìm GTNN của biểu thức 
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HD: Xét hàm số 
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. Ta sẽ chứng minh 
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Ta có 
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2. Bài toán tìm GTLN, GTNN của biểu thức đối xứng.

Trong phần này tôi xin trình bày một số bài toán tìm GTLN, GTNN của biểu thức hai biến mà giả thiết hoặc biểu thức đó thể hiện tính đối xứng. Từ đó xét hàm số và tìm GTLN, GTNN của hàm số

Ví dụ 1: Cho x,y,z thoả mãn là các số thực: 
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Đề thi thử ĐH chuyên Nguyễn Tất Thành – Yên Bái 2012

Tõ gi¶ thiÕt suy ra: 
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 bµi to¸n trë thµnh t×m GTLN,GTNN cña:     
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TÝnh 
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Do hµm sè liªn tôc trªn 
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Nhận xét: Giả thiết và biểu thức P ở dạng đối xứng với 2 biến x,y. Vì vậy ta tìm cách đổi biến t=xy. Nhưng để giải trọn vẹn ta phải tìm điều kiện của biến t. 

Sau đây là một số bài toán tương tự.

Ví dụ 2: Cho 
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Áp dụng BĐT 
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Do đó Max P=4 đạt dược khi 
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Ta có min P=0 khi 
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Ví dụ 3: Cho 
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Ví dụ: Cho 
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Đặt 
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Áp dụng BĐT 
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Xét hàm số 
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Từ BTT ta có 
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Bài tập:

1. Cho 
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. Tìm GTNN, GTLN của biểu thức 
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2. Cho 
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3. Cho 
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. Tìm GTLN của biểu thức 
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4. Cho 
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5. Cho 
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3. Bài toán tìm GTLN, GTNN của biểu thức chứa 3 biến

Trong phần này tôi trình bày một số dạng bài tìm GTNN- GTLN của biểu thức bằng cách đặt ẩn phụ kết hợp các BĐT cơ bản hoặc thế hai biến qua một biến còn lại. Từ đó chuyến được về bài toán tìm GTLN, GTNN hàm số.

Ví dụ 1: Cho 
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 thỏa mãn 
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. Chứng minh 
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Đặt 
[image: image145.wmf]=+

txy

 từ giả thiết ta có 
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Xét hàm số 
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Từ BBT ta có 
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Nhận xét: Bài toán này khá đơn giản ta chỉ cần thế 
[image: image154.wmf]z

 theo x,y và đổi biến 
[image: image155.wmf]=+
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 chúng ta đã chuyển được bài toán về một biến.
Ví dụ 2 : (khối B–2007) Cho các số thực không âm thỏa mãn 
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[image: image157.wmf]222222222

3()3()2

=++++++++

Aabbccaabbccaabc



Đặt 
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Xét hàm số 
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Đạo hàm 
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Dựa vào bảng biến thiên, ta được 
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Đẳng thức xảy ra khi 
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Ví dụ 3: [Dự bị khối A-2 -2009] Cho 
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Từ giả thiết suy ra 
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Từ đây ta dễ dàng kết luận bài toán.
Ví dụ 4:  Cho a,b,c là 3 số thực thuộc 
[image: image184.wmf]1
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 . Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức:
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Đặt 
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[image: image187.wmf]a
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Nếu
[image: image189.wmf]³³

abc

 và 
[image: image190.wmf]1

,,;3

3

éù

Î

êú

ëû

abc

, suy ra:

[image: image191.wmf](

)

(

)

2

0;00

¢

-³-³Þ³Þ

bcabcPaPa

 tăng trên 
[image: image192.wmf]1

;3

3

éù

êú

ëû



[image: image193.wmf](

)

(

)

(

)

3

3

33

Þ£=++=

+++

bc

PaPfc

bbcc


Xem 
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Do đó 
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Xem 
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. Khi đó:
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Lập bảng biến thiên của 
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Mặt khác: 
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Vậy 
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Nhận xét: Ở bài này ta sử dụng kỹ thuật dồn biến. Đây là một bài toán khó được đưa ra trong cuốn “Algebraic inequalities” và ý tưởng bài toán này cũng trùng ý tưởng của bài BĐT khối A–2011

Ví dụ 5: (Khối A–2011) Cho x,y,z là ba số thực thuộc đoạn [1;4] và 
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Khi đó 
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Xét bài toán mới này có các biến 
[image: image217.wmf]b

 và 
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 bình đẳng nên ta dự đoán đẳng thức xảy ra khi 
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Khi đó 
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Khi đó b=c=2 và ta tìm được các giá trị của 
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Ví dụ 6: Cho 
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Đặt: 
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Dễ thấy: 
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 là một hàm bậc nhất với biến 
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Suy ra: 
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Dấu bằng xảy ra khi: 
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Ví dụ  7 : Cho a,b,c là các số thực dương thỏa 
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Cố định a và c. Xét hàm:
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Tư đây ta có đpcm

Ví dụ 8 : (Khối A –2012) Cho x,y,z thực không âm thỏa x+y+z=0. Tìm GTNN của chiều thức thực x,y,z thỏa mãn x+y+z=0. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức:
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Cách 1: Từ giả thiết ta có 
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 (1) trong 3 số x,y,z luôn có 2 số cùng dấu, không mất tính tổng quát giả sử hai số đó là x,y ta có 
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Đặt 
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Nên suy ra hàm 
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Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 
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Cách 2: 
Ta chứng minh 
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Áp dụng bất đẳng thức: 
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Do đó:
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Mà 
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Khi 
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 thì dấu bằng xảy ra, vậy giá trị nhỏ nhất của P bằng 3.

Ví dụ 9: (Khối B–2012) Cho các số thực x,y,z thỏa mãn 
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Mà 
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[image: image294.wmf]56

36

=

GTLN

 khi x,y,z là bộ hoán vị của 
[image: image295.wmf]116

(;;)

3

66

--


Ví dụ 10: Cho a,b,c là các số thực không âm,khác nhau từng đôi một thỏa mãn 
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Không mất tính tổng quát giả sử 
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Khi đó ta chỉ cần chứng minh:
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Mà lại có:
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Vì thế ta sẽ đi chứng minh:


[image: image303.wmf]222

111

4

()

æö

++³

ç÷

-

èø

ab

abba


Ta có:


[image: image304.wmf]222

1111

.

()

2

æö

++=++

ç÷

-

èø

+-

ab

ab

ab

abbaba

ba


Khảo sát hàm số 
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Vậy bài toán đã giải quyết xong.

Ví dụ 11: Cho a,b,c số thực dương và
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Từ giả thiết ta có : 
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Xét hàm số 
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Bài tập

1. Cho x,y,z là ba số thực dương  có tổng bằng 3.Tìm giá trị nhỏ nhất của  biểu thức 
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BÀI TẬP TỔNG HỢP

Bài 1: (Đề thi ĐH khối B năm 2011 )

Cho a,b là 2 số thực dương thỏa 
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Khảo sát hàm số trên ta được: 
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Bài 2: (Đề dự bị khối D năm 2008 )
Cho số nguyên n (
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Không mất tính tổng quát, giả sử 
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Khi đó, bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với: 
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Xét hàm số: 
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Suy ra 
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Bài 3 :
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Tới đây , chỉ cần bình phương 2 vế lên , và đặt điều kiện 
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Bài 4 : Cho x,y thực dương thỏa 
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Đặt  f(x) = 
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Bài 6: Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số : 
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Bài 7:Cho x,y,z là các số dương thỏa mãn x+y+z=4 và xyz=2.Tìm GTLN và GTNN của biểu thức
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