PHUONG PHAP PHAN TICH NHAN TU
TRONG PHUONG TRINH VA HE PHUONG TRINH

BUi ThéE Viét, Idp 10 Todn 2, THPT Chuyén Thai Binh, Théi Binh

Nhu ching ta da biét, phuong trinh va hé phuong
trinh la mét dang toan hay va khd, duoc rat
nhiéu ban hoc sinh va th8y cé giao yéu thich. N6
thuong xuyén xudt hién trong cac ki thi quan
trong nhu ki thi HSG, tét nghiép THPT, Pai hoc
va Cao dang, ...Tuy nhién, dé gidi mét phuong
trinh hay hé phuong trinh, nhiéu khi chung ta
cdn phai nhém, phén tich hop ly dé cé nhén tu,
tao diéu kién dé dang hon trong viéc giai toan.
D6 la mét diéu kha khd, khbéng han ai ciing lam
duoc, khéng c6 phuong phdp chung dé gidi. Em
xin trinh bay y tudng cua em vé phuong phap
phén tich thanh nhén tu trong Phuong trinh vé
ty va Hé phuong trinh cé hé sé nguyén.

I. Phuong trinh vo ty:

Nhu ching ta da biét, viéc phan tich thanh nhan
tu trong phuagng trinh vo ty thudng dugc dua vé
dang:

f+kyg =(a+kyfg, )(b+k.g, )

Phucong phap phan tich:

1. Tim nghiém cua phucong trinh

2. Ta chia lam hai truéng hgp:

a) Nghiém cua phuong trinh la s6 vé ty
Phuong phap dudc thé hién qua vi du sau:
VD1: Giai phuadng trinh:

f(X)=x2 +1—(X+D)Vx* —2x+3=0

Hudng giai:

Budc 1: Tim tédp nghiém cla phudng trinh:
S={1+/2}

Budc 2: Tai gia tri X 1a nghiém thi gia tri cGa
can thic la bao nhiéu:

X=1+2 >x2 —2x+3=2

x=1-+/2 >/x* —2x+3=2

biéu nay ching toé sau khi phan tich thanh

nhan tir thi s& c6 nhan to 13 (\/x2 —2x+3—2)
Budc 3: Xét téng, hiéu d& lam mat can thic:

f()+(X+D)(WX2=2x+3-2) =x?—2x—-1

Budc 4: Nhan lién hgp nhan tur & budc 2:
(X —2x+3-2)({i —2x+3+2) = x* ~2x-1

Suy ra:

f(x) =(«/x2 —2x+3—2)(1/x2 —2x+3+2)
~(x+1)({* -2x+3-2)
=(«/x2 —2x+3—2)(«/x2 —2x+3—x+1)

Nhén xét: Phuong phap nay ap dung cho cac
bai phuong trinh vé ty ma chi cé chdla mét can
thdc va nghiém cua phuong trinh la s6 vo ty.
Tuy nhién, @& mé réng pham vi cia phuong
phap thi hdy xét vi du sau:

VD2: Gidi phuadng trinh:
f(X) =5X+7+13VX-1-9JXx+1-7/x*-1=0

Hudng gidi: (tuong tu VD1)
Budc 1: Tap nghiém cua phuadng trinh la

5={20‘4ﬁ 35+9J§}

9 8

ﬂ "

q/_x_lzﬁ va Jx+1 =#

Budc 3: Do hé s6 cua phudng trinh vo ty
déu la s6 nguyén nén gia s sau khi phan
tich f(x)thanh nhan td thi trong nhan ta

do cbé dang (a«/x—1+b\/x+1+c) vGi

a,b,c 1a cac s6 nguyén. Do d9, ta chi can
tim moi lién hé gilta cac can thdec:

Ix+1-2x-1-1=0

Tuong tu véi nghiém X =

Budc 2: Tai X=

M thi maéi
lién hé gilra cac can thic la: |
Jx-1-3/x+1+6=0

Do d6 f(X) chlra cac nhan tur
(Vx+1-24x-1-1) va (\/ﬁ—:«;\/ﬁw)
Budc 4: Nhdm thay

f(x) =(Jﬁ—3ﬁ+6)(2ﬂ—ﬁ+1)

(néu khéng thi tir cdc nhan tu, ta bién ddi dan
dan f(x) thanh cac cum chra nhén tu do)



b) Nghiém cua phuong trinh la s6 nguyén:
TH1: Phuong trinh vo ty chi c6 mot can
thiic, biéu thirc trong cin cé dang Jax+b
Luuy: K~é’ ca khi nghiém cua phuong trinh la s6
vé ty van cé thé dp dung duoc phuong phdp
nay.

VD3: Gidi phuadng trinh:

f(X) =2x* —3x+2-x,/3x—2=0

Hudng gidi:

t?+2
Budc 1: Pat t=+/3x—-2 5> x=

o P42
Budc 2: Thé x=

vao phuang trinh, ta
dugc:

2
f(x)= z(lt2 +3j —t? —Gtz +g)t
3 3 3 3

=%(t ~1)(t—2)(2t* + 3t +4)

Budc 3: Thay ngudc trd lai: t=+/3x—2 va
t> =3x—2 vao cac nhan tl, ta dudc:

f(x) :%(J3x—2 ~1)({Bx-2-2)
(2(3x-2)+3,Bx-2+4)

=%(\/3x—2 -1)((Bx=2-2)(2x+f3x-2)

TU d6 ta c6 thé phan tich thanh nhéan tu.

TH2: Phudng trinh vo ty chira 1 can thirc
nhung bi€u thirc trong cén thirc 1a da thirc
bac cao.

VD4: Gidi phuong trinh:

f(X) =2 +x—=2—(4x* —x+2)Vx* —=x=1=0
Nhén xét: Phuong trinh nay kha khé phéan tich
thanh nhén tu' vi né chi cé nghiém X =2 nén can
thuc va bién khé c6 mdi lién hé nao. Do do, ta
sé nghi tdi viéc tim nghiém phic cua phuong
trinh.

Budc 1: Tu giai thiét ta co:

2 2
0:(2x3+x—2) —(4x2—x+2) (xz—x—l)

= —(x—2)(3x2 —3x+2)(4x3 +4x° +3x+2)

Ta khong quan tdam dén nghiém X =2ma quan
tam dén nhan tor 3x* —3x+2.

Budc 2: N&u X thda man 3x? —3x+2=0 thi

khi d6 VX% —x— :gi =1-2x

Do d6 f(X) sé co nhan tur ( x2—x—1—2x+l)

Budc 3: Xét tdng, hiéu véi nhan tir d€ lam mat
can thuc:

f(x)+(4x2 —x+2)( xz—x—1—2x+1)

=—2x(3x2 —3x+2)

Budc 4: Nhan lién hdp nhan td tim dugc &
buéc 2:

( x> —x—1—2x+1)(\/x2 —x—1+2x—1)

=-3x*+3x-2
TU d6 ta dugc:

£ (%)
= 2x( X2 —x—1—2x+1)(\/x2 —x—1+2x—1)

—(4x2 —x+2)( x? —x—1—2x+1)

:( x2—x—1—2x+1)(2x\/x2—x—1—x—2)

TH3: Phuong trinh vo ty chira nhiéu can
thic va cac hé so la cac s6 nguyén nho
VD5: Gidi phuang trinh:

8x% —8x% —8x—127 + 73X +1+39xy/x-1=0
Huéng giai:

Ta c6 thé bién d6i phudng trinh thanh

8b° —8a° -119+73a+3% =0 vdi
a=+x+1,b=xvx-1

Khi d6 8b® —8a® —119+73a+39b
=—(8a+8b—l7)(a—b—7):0

TH4: Phuong trinh vo ty c6 nhiéu can
thirc, c6 nhiéu hon hai nghiém hiru ty:

Luu y: Trudng hop nay hiém gap
VDG6: Gidi phuadng trinh:

11X +47 —/x* =1 —-6/x—-1-38Jx+1=0
Hudng giai:
Budc 1: Tim tap nghiém cua phuadng trinh:

NEE
4 36

Budc 2: Xét tirng gia tri cia nghiém dé tim
hai s6 a,b théa méan:

Jx=1l+aJx+1+b=0

7 8
Ta dugc a=——,b==
5 5

Chirng té da thirc c6 mot nhan tur
(5\/x—1—7\/x+1+8)
Budc 3: Chia da thirc ta dugc

(SM—7M+8)(ZM+3M—2)

Toém lai: Viéc phan tich thanh nhan tua trong
phuong trinh vé ty sé dé dang hon trong viéc
tim dugc nghiém cua phuong trinh. Viéc tim
nghiém con giup ich trong viéc giai hé phuong
trinh, do dé ky ndng nhdm nghiém ciing kha
quan trong.



II. Hé phucong trinh hé s6 nguyén

Sau day la moét phudng phap mdi em tu nghi ra
cho viéc giai hé phuadng trinh véi hé s6 nguyén.
Phuang phap nay yéu cau phai biét trudc mot
vai cap nghiém cua hé phuang trinh va cling yéu
cau su cham chi trong viéc phan tich thanh nhan
tur.

D& hiéu dugc phuong phéap, ta thi 1am mot vi
du sau:
VD7: Gidi hé phuong trinh sau:

X* +3xy—9y* +23y-17=0
x? —2xy+3y*—6y—-3=0

Hudng giai:

Dat a=x*+3xy—9y?+23y—17 va

b=x?-2xy+3y’-6y-3

Cach 1: T gia thiét ta co:

O=a+b=(x+2y-5)(2x—3y+4)

Cach 2: T gia thiét ta co:

0=33a+59b =(23x+ 24y —123)(4x -5y +6)

T cdc cach trén ta co thé th€ x=my+n vao

mot trong hai phudng trinh a=0 hodac b=0.

LGi giai danh cho ban doc

Nhé&n xét: Theo cdch 1, nhiéu ngudi cé thé nghi

tdi viéc phén tich nhan t& a+b. Tuy nhién, néu

lam theo cach 2 thi tai sao lai xuat hién viéc

phén tich thanh nhén t& 33a+59b, tai sao lai

khéng 18y cac hé sé khac ma lai 18y hé sé

(33,59) ? Do dé phuong phap nay gitup cac ban

tim cdc hé sé cén bién ddi dé phén tich duogc

thanh nhén tu.

Nhu phucng phap phan tich thanh nhan tir trong

phuaong trinh voO ty, ta chia phudng phap nay

lam  cdc  trudng hogp  khac  nhau:

TH1: Hé phuong trinh hai an dang:
A=ax’+by*+cxy+dx+ey+f =0
B=a,x*+b,y* +c,xy+d,x+e,y+f, =0

Ta can tim hé s8 k sao cho A+kB c6 thé phan

tich thanh nhan tur .

Cach 1: bat a=a, +ka,,b=b +kb,,c=c, +kc,,

d=d +kd, e=¢e +ke, f =f +kf,

Khi d6 k 1a nghiém cta phuong trinh sau véi

a=0

(cd —2ae)? = (c? —4ab)(d? —4af)

hodc c6 thé viét gon han thanh:

cde + 4abf =ae’ +bd?* + fc?

Cach 2: Tim it nhat hai cap nghiém cua hé
phuang trinh, gia s doé 1a (x,y¥)=(m,n);(p,q)
Khi d6 hai diém (m,n);(p,q) thudc dudng

thang (n—q)x—(m—-p)y+mg—np=0

Cho (a,b) la mét diém khac (m,n);(p,q)
thudc dudng thang nay. Khi do, tai
(x,y)=(a,b) thi A=A,B=B, Id cic hing

A

s6. Vay k=——
Bl
VDS8: Giai hé phuadng trinh sau:

X? +8y? —6Xxy+Xx—3y—624=0

21x* —24y* —30xy —83x+49y +585=0
Hudng giai:
a) Theo cach 1 thi k |a nghiém cua phuong
trinh: cde +4abf =ae’ +bd” + fc?
Véi a=1+21k,b=8-24k,c =—6—-30k
d =1-83k,e =—-3+49Kk, f =624+ 585k
Ta dugc (9k —11)(31k —1)(5265k —227) =0
TU d6 ta dudc 3 cach lam cho bai toadn nay.

b) Theo cach 2, ta tim trudc cac nghiém cua
hé phuadng trinh:

13 169).( ,,, 897).( 131 1201
3° 24) 8 )\ 727144
Chon hai cap nghiém bat ki, vi du nhu
E,—@ : —222,—g . Khi @6 dudng
3 24 8
théng di qua hai diém nay la:
26x—56y—-507=0

L 39 R R o .
Do do, diém (?,OJ thudc duong thang nay.

Cw . . 897 27807
Tai diém nay thi A=——, B=——
4 4
B 31

Tdc la phan tich thanh nhan t& da thic
31A+ B, ta dudc
(2x—4y+37)(26x—-56y—507) =0

Luu y: Theo cach 2 thi sau khi tim duogc k va
phuong trinh dudng thdng di qua 2 diém
nghiém thi sau khi phan tich thanh nhén tu,
Sé c6 moét nhédn tu chinh la phuong trinh
dudng thang dé.

TH2: Hé phuong trinh hai 4an hé sé
nguyén c6 dang khac TH1

O diy, hé s6 k cdn nhdn thém vao khéng
phai la mét hdng s ma la mét biéu thic chira
bién.

Cach lam sé c6 mét s6 su' khac biét so vdi TH1.
Hay xem cach lam mdt bai hé phuong trinh
sau day, no sé khién mot bai Hé phuong trinh
c6 kha nhiéu cach lam.



VD9: Giai hé phuang trinh:

3X° +xy—9x—y* -9y =0

2x% —20x—x?y—20y =0
Hudng giai:
Pat a=3x"+xy—-9x—-y?-9y=0
b=2x*-20x—x*y—20y=0.

Budc 1: Tim nghiém cla hé phuadng trinh, can it
nhat la hai bdé nghiém hi{tu ty hodac moét bo
nghiém vo ty.

Phuong trinh trén cé 2 cdp nghiém dé thay
nhat la (x,y)=(0,0);(2,-1)

Ngoai ra con cac cap nghiém

(10,15);[%,1“ J14_5J;
[15—;/14_5111_\/14—5j

Budc 2: Chon 2 cap nghiém bat ki, vi du nhu
(0,0);(2,-1) . Khi d6 dudng thang di qua hai
diém nay la x+2y=0
Tai x=-2y thi a=9y(y+1) va
b=-20y(y+1)(y-1)
Vay dé sau khi phén tich thanh nhan ti cé
nhan tirla (x+2y) thi can lay
20(y—1Da+9b =0 roi phan tich thanh nhéan tu.
Tuc la 20(y—1)a+9b
=(x+ 2y)(18x2 +15xy —60x—10y? —80y)
Budc 3: Xét hé mai:
{ 3x° +xy—9x—y* -9y =0

18x* +15xy —60x—10y* —80y =0

Theo TH1 ta s& tim dudgc cac cach khac nhau dé
phan tich nhan tlr hé mdi nay.

Nhén xét: V& mbi 2 cdp nghiém, ta cé dugc
khoang 3 cach cho moi trudng hgp. Do do bai
toan trén cé khoang hon 10 cach lam, nhung
hdu hét cach lam déu gibng nhau. V&i nhitng
cach lam kiéu nhu nay, khd khé khdn cho ngudi
chdm thi, va ciling kha kho khan cho ca ngudi
lam bai vi dé viét sai. Tuy nhién, phuong phap
nay cé thé€ giadi quyét dudc nhiéu hé phuong
trinh hé s6 nguyén. Xét vi du sau:

VD10: Giai hé phuong trinh:

x*—y*-240=0
X3 —2y? —3(x* —4y?*)+4(x-8y) =0
Hudng gidi: Goi a la VT cta PT(1)
b 1a VT cla PT(2). Dé thay hé cé nghiém
(x,¥)=(4,2);(—4,-2) nén theo phudng phap
thi chdng ta nghi téi viéc cho X =2y ,tur dé lay
5(y? +4)a—2yb =0. Tuy nhién, cach nay kha

dai, khéng kha quan vi hai phudng trinh
khéng chlra hé s6 xy. Ta s& dat x==xy+t dé

PT(1) giam bac xudng con bac 3, PT(2) van la
bac 3, thuén tién trong viéc tim hé s k Ia
mot hang s ch khdng phai [ mét biéu thirc
nira. Do hé cé nghiém (X,y)=(4,2);(-4,-2)
nén ta tim dugc nhéan tr Ia (X+Yy—6)hodc
(X+y+6)

Tai Xx=6-Yy thi a=-24(y—-2)(y*-7y+22)
va b=-3(y-2)(y*-7y+22)

Duy ra k=-8

vay ldy PT(1)—8PT(2) ta dugc:
(x+y—6)(x—y+2)((x—2)* +(y—4)*) =0
Con tai X=—-6-Y thi
a=24(y+2)(y*+7y+22) va
b=-3(y+2)(y*+y+58)

Khi d6 k khéng phai l1a hdng s6 nén loai

VAy ta cé thé phan tich nhan t&r bédng cach
trén.

VD11: Gidi hé phuadng trinh:
X°y? +3x+3y—-3=0
X2y —4xy —3y* +2y —x+1=0
Hudng giai:
Goi a, b 1a VT ctia PT(1), PT(2)
Dé thdy HPT c6 nghiém (X, Yy)=(0,1);(L0)
nén ta nghi tdi viéc thay x=1-y
Tai x=1-y thi a=y’(y-1)° va
b=y’(y-1). Do dé k=1-y
Vay ta phén tich thanh nhan tur da thic:
a+(l-y)b, ta dugc:
(x+y-1D@y*+xy—2y+2)=0
Xét hé mdi:
3yr"2+xy-2y+2=0
X°y —4xy -3y +2y—x+1=0
Trong cac nghiém cua HPT nay, c6 mot cap
nghiém ma ta phai dé y tdi:

(., —1%4/23i
(X! y) - (3’ TJ

Do d6, dudng thadng di qua 2 diém nay la
X=3. Tai X=3 thi HPT trg thanh 2 PT béac 2
an y nén ta cho y=0 (hodc bao nhiéu ciing
dugc), khi d6 3y"2+xy—-2y+2=2 va
X2y —4xy —3y* +2y —x+1=-2.

T d6 k=1, nén cbng 2 PT nay vdi nhau, ta
dugc: (x=3)(xy—-1) =0



LGi két: Hy vong day s€ la mot con dudng mon
cho nhitng bai toan lién quan dén viéc phan
tich da thic thanh nhéan tlr. Sau day la mot s6
bai tédp ap dung:

Gidi cac phuang trinh, hé phuong trinh sau:

1. X2 +x+12Jx+1-36=0
2. (8x—3)W2x2 +1+3x*+x+3=0
3. (Ax—DVX +1-2x3—2x—-1=0
4. (Wx+3-Ix+1)( +VX2 +4x+3-2x=0
5. 3X—7+4x +4/x-1=0
. { x° +3xy? +49 =0
x> —8xy +y> =8y —17x

- {xy —2y+3x* =0

Yy +X y+2x 0

8. { =8x+2y
x* —3y* =6

9 {4x +y! —4x+y

X} +y?—xy’ =1

14x? —21y +22x-39y =0
35x° +28y* +11x—-10y =0



