Chuyén dé 8

Nguyén Ham - Tich Phan

§1. Nguyén Ham

A. Kién Thidic Can Nhé
1. Khai niém nguyén ham.

Dinh nghia 8.1. Cho ham s6 f xac dinh trén K. Ham s6 F dugc goi 1a nguyén ham clia f trén K néu F'(z) = f(x),
v6i moi x thuoc K.

Nhan xét. Néu F 1a mot nguyén ham ctia f trén K thi moi nguyén ham ctia f tren K déu c6 dang F(z) + C v6i
C € R, goi 1a ho tat ci cac nguyen ham cta f tren K, ky hieu la [ f(z)dz. Vay [ f(z)dz = F(z) + C.

2. Nguyén ham ctia mot s6 ham sé thudng gap.

1./0d$=C. /’“du— “ o (a>0,a#1).
Ina
2. /dx:erC. /CObxdm—SlnI+C
a+1
3. /xadx: ] +C (a#-1). /s1n:z:dx_—cosz+C’
1
4./fdm=1n|a:|—|—0. / o dx =tanx + C.
x cos
5./ewd:r:ew+C. dx = —cotx + C.
sin’z

3. Tinh chit ctia nguyén ham.

. /[f(x) g(:c)]d:c:/f(m)do::t/g(x)dx. . /kf(x)dx: k:/f(:z:)d:c (k # 0).

B. Bai Tap
8.1. Tim cac ho nguyén ham sau
1
a) /(337—&—41133—\/:?)(133. b) /(%—l—l—\[) dx. c) /(3:172+1) (2x — 3) dx.
x
2
d) /\/5 (Vo —2z) (z + 1) da. e) / (3 sinx + x) dx. f) / (3cosz — 371 da.
8.2. Tim cac ho nguyén ham sau
T+T+1 23 4+ 522 — 3z + T 4% +1
a) /Td:v b) / oz dz. c) / 5% dz.
2* —1 1
e’ sin“zcos?x

8.3. Tim mot nguyén ham F(z) ciia cac ham sb sau
a) f(z) = 2 — a2, biét F(2) = b) f(x)zx—%—i—l biét F(1) =
c) f(z) = (z+1)(x — 1)+ 1, biét F(O) =1 d) f(z) = Yz + 23+ 1, biét F(1) =
e) f(z) = az + x% bist F(—1) =2, F(1) = 4 va F(2) = 5.

w\q

1 .
8.4. Goi F(x) la mot nguyén ham cta f(x) = — théa F(1) = —1. Tim z dé 2F(x) = OESE 1.
x x

o1



Nguyén Minh Hiéu

§2. Mot S6 Phuong Phap Tim Nguyén Ham

A. Kién Thitc Can Nhé

1. Phuong phap d6i bién sb.

Dinh ly 8.2. Cho ham s6 u = u(x) ¢6 dao ham lién tuc trén K va ham sé6 y = f(u) lién tuc sao cho f [u(x)] xdc
dinh trén K. Khi dé néu F la mot nguyén ham cia f the [ f [u(z)] v/ (x)dz = F [u(z)] + C.

Nhan xét. [ f(Az+ B)dx = LF (Az+ B)+C
2. Phuong phap nguyén ham ting phan.
Dinh 1y 8.3. Néu u, v la hai ham s6 ¢6 dao ham lién tuc trén K thi [ u(z)v'(z)dz = u(z)v(z) — [v(z)u' (z)dz.

B. Bai Tap

8.5. Tim céac ho nguyén ham sau

7
a) I:/(3m+3)9dac. b) I:/2 o 0 / et + cosbz) da.
dr —1
d) I :/ Rl e) I = /sinzzdx. /smesmzdw
2z 41
8.6. Tim cac ho nguyén ham sau
2012
a)I:/ (2 +1)" “da. b)I:/tanxdx. /€x+1x.
Vi+lnz / 5 /
d)I= [ ——d=x. I= d = | ——=dv
) / - x e) cos’xdx et
8.7. Tim céac ho nguyén ham sau
3
a) I = /fﬂ(x —1)*""%4z. b) I :/ 23:_ 1dm. c) I = /x5\/x3 + 1dz.
x
d) I /7 d ) I /le_ld £) 1 /'3\/1+ d
— = . = 1n .
) NEEwT x e e sin”z cos xdx
8.8. Tim céc ho nguyén ham sau
a) I = /(a: —1)e"dx. b) I = /xcosxdw. c) I = /:c2 In zdz.
d) I = /ln(2:1c +1)dz. e) I = /xge%_ldx. f) I = /e”“' sin zdzx.

83. Tich Phan

A. Kién Thitc Can Nhé

1. Khai niém tich phan.

Dinh nghia 8.4. Cho ham s f lién tuc trén K v a, b 13 hai s6 bat k¥ thuoc K. Néu F' 1a mot nguyén ham clia f
b

tréen K thi hieu so F(b) — F(a) dugce goi 1a tich phan clia f tit a dén b va ky hieu 1a [ f(z)dz
a

Nhan xét.

b
a) Hieu s6 F(b) — F(a) con duge ky hieu 1a F(z)|°. Khi d6 [ f(z)dz = F(x)|" = F(b) — F(a).

b b
b) Tich phan khong phu thuoc bién so, tic 1a [ f(z)dz = [ f(t)dt = [ f(u)du = ... = F(b) — F(a).

2. Tinh chét caa tich phan.
Dinh 1y 8.5. Gid st cdc ham s6 f, g lien tuc trén K va a, b, ¢ la ba s6 bat ky thuoc K. Khi dé ta cé

1) f @)z =o0. 2) [ fa)is = flayis
9 [ $a)ds+ ] f(a)ds = [ e
b b b b b
B [ (@) + g()lde = [ f(@)ds = [ gw)d. 5) [ Kf@)dz = b [ f@)de (k € R).
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Chuyén dé 8. Nguyén Ham - Tich Phan

3. Tich phan ctia ham sé chia diu gia tri tuyét déi.
Bai toan 8.1. Tinh tich phan I = f |f(z)] dz.

Phuong phap.
e Cho f(z) = 0= 2 = z; (chi 1y nhing z; thuoc khoang (a;b)).

T; b
e Khido I = [ |f(z)|dz+ [|f(z)|dx.

e Xét dau f(x) trén cac khodng (a;x;) va (x;;b) dé pha gid tri tuyet doi.

Luu y. Dé xét dau f(z) tréen (a;z;) ta lay zg € (a; ;) thay vao f(z) dé xac dinh dau.

B. Bai Tap

8.9. Tinh cac tich phan sau

1 e 5
d
a) [ = /53:4dx. b) I = /i = /cos?)xdx.
0 1 0
In2 1 1
1= [ea o) 1= [ (20— 1" 01 [ V5= s,
0 3 -1
8.10. Tinh cac tich phan sau
1 z
a) I = /e2f5md:ﬂ. / 2x+ d /
c0522x
0 0
1 0
/ —2z4+1)7 e)I:/\3/3a:+2dx. /
(3-— 5£C
0 1 S1
8.11. Tinh cac tich phan sau
2 In2 1
a) I = / (627 — 4z + 1) da. b) I = / (e* 4 2z) dx ¢) (Cb-2010) /
1 0 0
jus % ) 3 1
2cos“x + 1
*2xdz. I:/ dz. fI:/ dz.
/COS o ®) 1 —sin?s ) ) Veri-Vi-1
0 0

8.12. Tinh céc tich phan sau

’ 4 2 B
1
a)I:/(2x+\/E)d$ b)I:/(ZE+) dx C)I:/(l—i-sinf)cosfdx.
z 2 2
1 5 )
/ [? 3043 1
~ 3¢+
/cos 3z cos xdz. e) I = / z . _x2 dx. f)I= /x(g: —1)*"d.
0 0 0

8.13. Tinh cac tich phan sau
2
a) I:/|x—1|dx.
)

2
d)I:/]x2—3a:+2]dx.
0

3
g)I:/‘\/x274x+471‘dx.
0
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4
b)I:/|3—:c\dx.
0

2
e)I:/|2x—|x—|—lde.

-2

27
h) I = /\/1 — cos 2xdzx.
0

53

) (D-03) I = [ |2* — 2| da.
/
3
f)I:/(\a:+1|+\a:—2|)dx.

27
i) (BDT-103) I = / V1 + sinzdz.
0



Nguyén Minh Hiéu

§4. Mot S6 Phuong Phap Tinh Tich Phan

A. Kién Thitc Can Nhé

1. Phuong phap hé s bat dinh.

b
Bai toan 8.2. Tinh tich phan I = [ %dm, trong do6 bac f(z) < bac g(x).

Phuong phap. Phan tich tich phan can tinh thanh téng hoiic hiéu ctia cac tich phan c6 méu la cic nhi thiic bac

nhit hodc tam thic bac hai ¢6 bigt thiic A < 0 hoiic céc lily thita clia chiing.

Luu y.
a) Néu bac f(z) > bac g(z) thi chia f(z) cho g(z).
b) Trong thyc hanh ta thudng gip cac truong hgp sau

ar+b A . B i A
(x—x)(r—22) x—27 T—19 (x —x0)° T—%0 (x—m)°
ax? +bx +c A B C (2a3x + by)

. = +
(a1 +b1)(agx?® + box + o)  a1x+by  asx® +box+co  agx? +box+ o

(tam thic vo nghiém).

Sau khi phan tich nhu trén ta dimng phuong phap dong nhét hé sb6 hodc phuong phép tri sb rieng dé tim A, B, C, ...

2. Phuong phap déi bién dang 1.
b
Bai toan 8.3. Tinh tich phan I = [ f(z)dx.
Phuong phap.
e Dit x = p(t) = dx = ¢'(t)dt.
eDéicaini x =a=t=o;x=b=t =7 (trong d6 p(a) = a,p(B) = b).

3
e Khi do I = [ f(p(t)) ¢ (t)dt.

Luu y.
ea’+ 27 x:|a|tant,t€(—%;g>. o Va?—z2: x:|a\sintt€{—
lal T
e R U BT
SV T G 23]\

3. Phuong phap déi bién dang 2.
b
Bai toan 8.4. Tinh tich phan I = [ f [u(z)] v/ (z)dx.

Phuong phap.
e Dat u = u(z) = du = v/(x)dz.
e Déi can: x = a = u = u(a); v = b= u = u(b).

b
e Khid6 I = [ f(u)du.

IE}
2’20

Luu §. u(z) thuong ndm trong diu liiy thira, lugng giac, trén sd mi, dudi mau hay ca dau cin, dau logarit.

4. Phuong phap tich phan timg phan.

b
Bai toan 8.5. Tinh tich phan I = [u(z).v'(z)dz.

Phuong phap.

R A

b
o Khi d6 I = w|’ — /Udu.

a

Luu y. Trong tich phan ting phan ta thudng gip cac trudng hdp sau
o= [{P(z);¢"}dx u= P(x)
o I = [{P(z);sinz, cosw, o, o} da u= P(x)
o= [{P(z);lnz}dr u=Inx
o [ = [{e%;sinz,cosx}dr u=e" (hoac U = sina:,cos:z:)
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B. Bai Tap
8.14. Tinh cac tich phan sau
5 1 1
1 5 — 13 4
I = d b) I = d I = d
3) /(x—2)(x—|—1) * ) /3“2—5334—6 °) / 2 1™
3 0 0
; ( 1) ; 3 1 ; 3
z(x — T — T
d) (DB-07) I = d 1= f) (B-2012) I
) ( ) / 2Z2—1 ) /x +6x+9 ) ( ) /x4+3x2+2
0 0

8.15. Tinh cac tich phan sau

0 2 1
322 +3x+3 ¥ —3r+ 2 r —2
I= | ———dx. b) I =
2 /x3f3x+2 v ) /m(w2+2x+1) /x+2 @2+
-1 1 0
V3 2 4 1
1 1—=x
d) I = ~dzx. e ]:/ = / ———dx.
) /x+:c3 v ) x+x° —333—}—2
1 1 0
8.16. Tinh cac tich phan sau
1 1 1
1 1 23
I=[| ——dx. b) I = dx. I=
2) /1+x2 * ) /3—1—:1:2 . °) /CL‘S—l-l
0 0 0
1 V2 2
/ 2 i 1’2 f) I—/#
I:/ 1—.’17d$ e)[:/ﬁdx J 1'/372—1
0 0 V3
8.17. Tinh cac tich phan sau
1 ) 1 V2
24z
= [/ — - _ 2
a) I /a:2+:1:—|—1dx' b) I /\/296 x?dx. /,/ dx
0 0 0
h 2 2 2 1
r“+ T+ sin’x
d)I= | ———duz. I= | ——dx. ff:/ dx.
) /x3+x2+x+l ‘ °) /ar:Q\/l-i-ix2 ! ) 3+l
0 1 —7
8.18. Tinh cac tich phan sau
1 1 1
_ 3 4\ 3 _ -’I;+2 . -'173
0 0
1 1 2 @ 1
d) (BDT-18) I:/ T _dr. e I:/a:5(x2+1)2011d:v. / T
(x+1) (z+1)"
0 0 1
8.19. Tinh cac tich phan sau
4 6
4r —1
DB-03) I = V1—22d b) (D-2011) I = :
a) ( / whdz.  b) ) Vit /2x+1+\/4x+
0 0
2V3 1
1
(A-03) / e I:/idﬂc. / dz.
x 332 ) VT + Yz V(z x+8)
1 0
8.20. Tinh cac tich phan sau
In2 1
2
2
(D-09) b)I—/ L ¢) (A-2010) I = /"” w et ater
1+4+e 14 2e®
1 0 0
Inb Inb 1
e e’ nx
d) (DB-03) [ = | ——dx. 1= dx. f) (B-2010) / dx.
) ( ) /\/ef”—l v ° /(10—61) @1 ) ( / (2 +Inz)?
In2 In2
e Ve
1+1n? VI+3na.l
o) I = / 1tz b 1= / 1 de. 1) (B-04) [ = / vit3hglng
/ T / x(ln a:—31n:r+2) / T
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8.21. Tinh cac tich phan sau

1 1 z
a) (D-06) I = /(x —2)e*dx. b) (CD-09) I = / (e +z)e"dr. d) (D-2012) I = /x(l + sin2z) d
0 0 0
2 1 ; ; 1+1 1
d) (D-08) I:/n—fdx. e) (D-04) I = /ln (a2 — z) da. f) (A-2012) I :/ + n(f+ ) d.
x x
1 2 1
8.22. Tinh cac tich phan sau
T e 0
3
a) I = /de d) (D-2010) I = / <2x— ) Inzdz.c) I /w( oy Jr+ )
1+ cos2x z
0 —1
3 ! In3 N 5 )
(B-09) / T e) I = / Y . ) (B-2011) I:/wdm
1+ ) er +1 cos2x
1 0 0
8.23. Tinh cac tich phan sau
In2 5 e
a) I = /xQe”da:. b) (DB-07) I /332 cos zdz. c) (D-07) I = /x3ln2xdx.
0 1
2 er
- / e cos zda. e) (BDT-37) I = / e sin®zdz. f)1= / cos (Inz) d.
0 0 1
1 7_(_2 5
i . Inz. In(Inx)
g) (DB-03) I = [ a®¢® *dz. h) (DB-04) I = | & siny/zdz. i) I = fdx
0 0 e2
§5. Tich Phan Ctaa Ham So6 Lugng Giac
A. Kién Thitc Can Nhé
b
1. Dang [ sin™zcos"zdz.
e Néu m 18 thi dat u = cosz. e Néu n 18 thi dit v = sin x.
e Néu m,n duong chin thi ha bac.
e Néu m =0 va n am chin thi dat v = tanz. e Néun =0 va m am chin thi dit u = cot z.
b b
2. Dang [ {f(sinz);cosz}dz hodc [{f(cosz);sinz}dz. Dét u = sinz hodic u = cosz.
b b
3. Dang [ {f(tanz); =L~} dz ho#c [ {f(cotx); 5=} dx. Dat u = tanz hodic u = cot z.
B. Bai Tap
8.24. Tinh cac tich phan sau
i by 5
a) I = /sin%dw. b) I = /tanxda:. c) I = /cos%dw
0 0
5 i
1 1
I - d . =
/ cosiz ) / sinz f1 / cosdx de.
5 0
i, 5 )
/sm x tan xdx. h) I:/Sm Ld i) I:/ dx
costz cos xsin“z
0 0 5
8.25. Tinh cac tich phan sau
-2 2
(B-03) / sin” ? d. (B-05) / sin TERT s (D-05) / sine 4 cos z) cos zd.
1+ sin2x 1+ cosz
0 0 0
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(A-06) / sin 2z dz.e) / CST 4. (A-11) /J;smx—l— +1) COST , .
Vcos2a + dsin’x J V7 + cos 2z ) rsinz + cosx
0

8.26. Tinh cac tich phan sau

us
2

x
1 tant 1
a)I:/ — dz. b) (A—O8)I:/ BT . c)Iz/,Q—dx.
cos2x (CO . ) / cos 2z 3sin“x + cos?x
0
i 1 7 1
Q) I = /7,@. o) I:/,—dx. f) (BDT-57) I / .
1+sin 1+sinz 4 cosz cos x cos ( 7)
0 0 0

§6. Ung Dung Cuia Tich Phan

A. Kién Thitc Can Nhé
1. Tinh dién tich hinh phing.
b
e Dién tich hinh phang gi6i han béi dd thi y = f(z), truc Oz va 2 dudng thing z =a, x =b1a S = [|f(z)|dx.

b
e Dién tich hinh phéng gii han bdi d6 thiy = f(z), y = g(z) va 2 dudng thang z = a, z = bla S = [ |f(z) — g(x)| dz.

b
e Dién tich hinh phéng gi6i han béi do thi z = f(y), z = g(y) vd 2 duong thingy = a,y =bla S = [|f(y) — g(y)| dy.

2. Tinh thé tich khéi tron xoay.
e Thé tich khoi tron xoay tao thanh khi quay hinh phéng gii han bsi do thi ham s6 y = f(z), truc hoanh va hai
b

dudng thang « = a, z = b quanh truc Oz 1a V, = 7 [ f2(z)dz

e Thé tich khéi tron xoay tao thanh khi quay hinh (;)héng gi6i han béi d6 thi ham s6 y = f(z), y = g(x) (trong do
f(x) va g(x) cting dau) va hai duong thing x = a, x = b quanh truc Oz 1a V, = ﬂfb | f2(z) — ¢*(2)| da.

o Thé tich khéi tron xoay tao thanh khi quay hinh phéng gi6i han bdi do thi hérr? s6 x = g(y), truc hoanh va hai

duong théng y = a, y = b quanh truc Oy 14V, = 7rfg )dy.

B. Bai Tap
8.27. Tinh dién tich hinh phing gisi han bdi cac dudng sau
—3x—1
a)y=12>—2x;Ox; x =—1vhz=2. b)y= xil va hai truc toa do.
Tz —
c) y = —2% — 322 vA truc hoanh. d)y=2a%—-2zvay=—a2+4x.

8) (A7) y = (e+1)a,y = (1+ ) w. b) (B-02) y = /1= vay = 2

8.28. Tinh dién tich hinh phing gi6i han bdi cac dudng sau
a) (A-02) y=|2? —dz+ 3| vay=a+3. b) (BDT-96) y? = 2z va 27y? = 8(x — 1)3.
c) y = 2% x +y = 2 va truc hoanh. d)y:i—?;y:g—;w}y:xz.

8.29. Tinh thé tich vat thé tron xoay sinh ra béi hinh phang giéi han bdi cac duong cong sau khi quay quanh Ox

a)y=122"—2% y=0,2=0vaz=3. b) (BDT-42) y = xe®*, x = 1 va tryc hoanh.
)(BO?)y:xlnx;y:()vax:e. d)y=4—2>vay=2a%+2.

8.30. Tinh thé tich vat thé tron xoay sinh ra béi hinh phang gisi han bdi cac duong cong sau khi quay quanh Oy
)(BDTGS)y—Zx—x vay = 0. b) y = 22, y—%vay_Z—7
Jyr=@-1"vaz=2 d) 4y = 2% va y = .
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