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më ®Çu

BÊt ®¼ng thøc lµ mét vÊn ®Ò kh¸ cæ ®iÓn, nh­ng xuÊt hiÖn trong mäi lÜnh
vùc cña to¸n häc. Trong ch­¬ng tr×nh to¸n phæ th«ng, bÊt ®¼ng thøc cã mÆt
ë tÊt c¶ c¸c bé m«n Sè häc, §¹i sè, Gi¶i tÝch, H×nh häc vµ L­îng gi¸c. §Æc
biÖt, trong kú thi §¹i häc, Häc sinh giái quèc gia vµ quèc tÕ ®Òu cã bµi bÊt
®¼ng thøc. ChÝnh v× thÕ mµ chuyªn ®Ò bÊt ®¼ng thøc rÊt thiÕt thùc ®èi víi
nh÷ng ai muèn t×m hiÓu s©u vÒ to¸n s¬ cÊp. H¬n n÷a, bÊt ®¼ng thøc cßn liªn
quan ®Õn sù ®¸nh gi¸, t×m c¸i chÆn hoÆc cùc trÞ cho mét biÓu thøc. Bëi vËy
bÊt ®¼ng thøc lµ mét trong sè nh÷ng bµi to¸n ®­îc rÊt nhiÒu ng­êi thuéc
nhiÒu lÜnh vùc quan t©m ®Õn.

BÊt ®¼ng thøc kh«ng ph¶i lµ bµi to¸n khã, nh­ng chän c¸ch chøng minh
nh­ thÕ nµo cho ®¬n gi¶n. S¸ng t¸c bÊt ®¼ng thøc còng kh«ng khã, nh­ng
biÓu diÔn h×nh thøc ë hai vÕ thÕ nµo cho ®Ñp m¾t. NÕu ®Ó ý sÏ thÊy c¸c bµi
to¸n bÊt ®¼ng thøc ®­îc chia ra lµm hai nhãm. Nhãm I lµ vËn dông mét sè
bÊt ®¼ng thøc lu«n ®óng ®Ó chøng minh mét bÊt ®¼ng thøc míi qua c¸c phÐp
biÕn ®æi vµ nhãm II lµ t×m cùc trÞ mét biÓu thøc. §©y chÝnh lµ bµi to¸n t×m
mét c¸i chÆn vµ xÐt xem khi nµo biÓu thøc sÏ ®¹t ®­îc c¸i chÆn Êy. Nh­ vËy,
chuyªn ®Ò tr×nh bµy ë ®©y nh»m gi¶i quyÕt ®­îc hai vÊn ®Ò chÝnh:

(i) Chøng minh l¹i, nh­ng theo ph­¬ng ph¸p s¸ng t¸c, mét sè bÊt ®¼ng thøc
g¾n liÒn víi tªn tuæi nh÷ng nhµ to¸n häc vµ tr×nh bµy viÖc vËn dông ®Ó
gi¶i quyÕt mét vµi vÝ dô.

(ii) T×m cùc trÞ cho mét sè biÓu thøc ®Ó tõ ®ã suy ra tÝnh chÊt ®Æc biÖt cÇn
quan t©m cña mét ®èi t­îng nµo ®ã.

LuËn v¨n nµy gåm ba ch­¬ng. Ch­¬ng 1 tr×nh bµy kh¸i niÖm vµ mét vµi
tÝnh chÊt ®Æc biÖt cña bÊt ®¼ng thøc ®­îc nh¾c l¹i cïng víi mét vµi vÝ dô vËn
dông ë môc 1.1. Môc 1.2 giíi thiÖu mét vµi ph­¬ng ph¸p ®¬n gi¶n th­êng
sö dông ®Ó chøng minh bÊt ®¼ng thøc.
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Ch­¬ng 2: TËp trung tr×nh bµy ph­¬ng ph¸p hµm sè ®Ó x©y dùng bÊt ®¼ng
thøc cïng víi viÖc chøng minh l¹i mét sè bÊt ®¼ng thøc cæ ®iÓn.

Ch­¬ng 3: Mét sè øng dông bÊt ®¼ng thøc vÒ viÖc t×m gi¸ trÞ lín nhÊt vµ
nhá nhÊt cña mét biÓu thøc ë môc 3.1, chøng minh bÊt ®¼ng thøc trong h×nh
s¬ cÊp ë môc 3.2, ¸p dông gi¶i ph­¬ng tr×nh vµ hÖ ph­¬ng tr×nh víi nh÷ng
®iÒu kiÖn nhÊt ®Þnh ë môc 3.3 .

Dï ®· rÊt cè g¾ng, nh­ng ch¾c ch¾n néi dung ®­îc tr×nh bµy trong luËn
v¨n kh«ng tr¸nh khái nh÷ng thiÕu xãt nhÊt ®Þnh vµ t¸c gi¶ rÊt mong nhËn
®­îc sù gãp ý cña c¸c thÇy c« gi¸o vµ c¸c b¹n.

LuËn v¨n nµy ®­îc hoµn thµnh d­íi sù h­íng dÉn khoa häc cña PGS. TS.
§µm V¨n NhØ. Xin ®­îc tá lßng c¶m ¬n ch©n thµnh nhÊt tíi thÇy. T¸c gi¶
xin c¶m ¬n ch©n thµnh tíi Tr­êng §¹i häc Khoa Häc Th¸i Nguyªn, n¬i t¸c
gi¶ ®· nhËn ®­îc mét häc vÊn sau ®¹i häc c¨n b¶n vµ cuèi cïng, xin c¶m ¬n
gia ®×nh, b¹n bÌ, ®éng nghiÖp ®· c¶m th«ng, ñng hé vµ gióp ®ì trong suèt
thêi gian trong thêi gian t¸c gi¶ häc Cao häc vµ viÕt luËn v¨n.

Hµ Néi, ngµy 09 th¸ng 09 n¨m 2011
NguyÔn TiÕn Thµnh
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Ch­¬ng 1

BÊt ®¼ng thøc

1.1 Kh¸i niÖm vµ mét vµi tÝnh chÊt cña bÊt ®¼ng thøc

§Þnh nghÜa 1.1.1. Cho hai sè thùc a vµ b. a ®­îc gäi lµ lín h¬n b, ký hiÖu
a > b, nÕu hiÖu a − b lµ mét sè d­¬ng; a ®­îc gäi lµ lín h¬n hoÆc b»ng b,
ký hiÖu a > b, nÕu hiÖu a − b lµ mét sè kh«ng ©m; a ®­îc gäi lµ nhá h¬n
b, ký hiÖu a < b, nÕu hiÖu a − b lµ mét sè ©m; a ®­îc gäi lµ nhá h¬n hoÆc
b»ng b, ký hiÖu a 6 b, nÕu hiÖu a− b lµ mét sè kh«ng d­¬ng.

Gi¸ trÞ tuyÖt ®èi cña a lµ |a| =

{
a khi a > 0

−a khi a < 0.

TÝnh chÊt 1.1.2. Víi c¸c sè thùc a, b, c vµ sè tù nhiªn n lu«n cã tÝnh chÊt:

a > b ⇐⇒ a− b > 0

a > b ⇐⇒ a+ c > b+ c

a > b ⇐⇒ a2n+1 > a2n+1

|a| > |b| ⇐⇒ a2n > a2n

a > b ⇐⇒
[a=b
a>b.

Víi a > b, c > 0 ⇐⇒ ac > bc

c < 0 ⇐⇒ ac < bc.

a > b, b > c =⇒ a > c.

|a| 6 α ⇐⇒

{
α > 0

−α 6 a 6 α.

Khi chøng minh bÊt ®¼ng thøc, nh÷ng ®ång nhÊt thøc th­êng ®­îc sö dông:

4
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MÖnh ®Ò 1.1.3. Víi c¸c sè thùc a, b, c, x, y, z vµ d 6= 0 cã c¸c ®ång nhÊt thøc
sau ®©y:

(i) (a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2 vµ (a− b)2 = a2 − 2ab+ b2.

(ii) (a+ b+ c)2 = a2 + b2 + c2 + 2(ab+ bc+ ca).

(iii) (a+ b)3 = a3 + 3ab(a+ b) + b3 vµ (a− b)3 = a3 − 3ab(a− b)− b3.

(iv) a2 − b2 = (a− b)(a+ b).

(v) a3 − b3 = (a− b)(a2 + ab+ b2) vµ a3 + b3 = (a+ b)(a2 − ab+ b2).

(vi) (a2 + b2)(x2 + y2) = (ax+ by)2 + (ay − bx)2.

(vii) (a2 + b2 + c2)(x2 + y2 + z2) = (ax + by + cz)2 + (ay − bx)2 + (bz −
cy)2 + (cx− az)2.

(viii) |ab| = |a||b|, |a
d
| = |a|
|d|

vµ |a| = |b| khi vµ chØ khi a = ±b.

Ba bæ ®Ò d­íi ®©y tr×nh bµy c¸c bÊt ®¼ng thøc th­êng ®­îc sö dông sau nµy.

Bæ ®Ò 1.1.4. Víi c¸c sè thùc a, b, c, x, y, z vµ d 6= 0 cã c¸c kÕt qu¶ sau:

(i) a2 + b2 > 2ab.

(ii) (a2 + b2)(x2 + y2) > (ax+ by)2.

(iii) (a2 + b2 + c2)(x2 + y2 + z2) > (ax+ by + cz)2.

(iv) ||a| − |b|| 6 |a+ b| 6 |a|+ |b|.

Bµi gi¶i: (i) Bëi v× (a− b)2 > 0 nªn a2 + b2 > 2ab. DÊu = xÈy ra khi vµ chØ
khi a = b.
(ii) Do bëi (a2 + b2)(x2 + y2) = (ax+ by)2 + (ay − bx)2 > (ax+ by)2 nªn

(a2 + b2)(x2 + y2) > (ax+ by)2. DÊu = xÈy ra khi vµ chØ khi
a

x
=
b

y
.

(iii) Do (a2+b2+c2)(x2+y2+z2) = (ax+by+cz)2+(ay−bx)2+(bz−cy)2+
(cx−az)2 > (ax+by+cz)2 nªn (a2+b2+c2)(x2+y2+z2) > (ax+by+cz)2.

DÊu = xÈy ra khi vµ chØ khi
a

x
=
b

y
=
c

z
.

(iv) Ta lu«n cã |a| > ±a, |b| > ±b.Khi a+b > 0 th× |a+b| = a+b 6 |a|+|b|;
Cßn khi a+b < 0 th× |a+b| = −a−b 6 |a|+|b|. Tãm l¹i |a+b| 6 |a|+|b|. Bëi
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v× |a| = |a+ b+(−b)| 6 |a+ b|+ |− b| = |a+ b|+ |b| nªn |a|− |b| 6 |a+ b|.
T­¬ng tù |b| = |a + b + (−a)| 6 |a + b| + | − a| = |a + b| + |a| nªn
|b| − |a| 6 |a+ b|. Tãm l¹i ||a| − |b|| 6 |a+ b| 6 |a|+ |b|.

Bæ ®Ò 1.1.5. Víi a, b, c, x, y, z, u, v, t > 0 lu«n cã c¸c bÊt ®¼ng thøc sau:

(i) a+ b+ c > 3 3
√
abc.

(ii) 3
√

(a+ x)(b+ y)(c+ z) > 3
√
abc+ 3

√
xyz.

(iii) 3
√

(a+ x+ u)(b+ y + v)(c+ z + t) > 3
√
abc+ 3

√
xyz + 3

√
uvt.

Bµi gi¶i: (i) V× a+ b+ c+ 3
√
abc > 2

√
ab+ 2

√
c 3
√
abc > 4

4
√
abc 3
√
abc nªn

a+ b+ c+ 3
√
abc > 4 3

√
abc hay a+ b+ c > 3 3

√
abc.

(ii) NÕu mét trong ba sè a+ x, b+ y, c+ z b»ng 0, ch¼ng h¹n a+ x = 0, th×
a = x = 0 vµ bÊt ®¼ng thøc hiÓn nhiªn ®óng. XÐt a + x, b + y, c + z 6= 0 :

Theo (i) ta cã


a

a+ x
+

b

b+ y
+

c

c+ z
> 3 3

√
abc

(a+ x)(b+ y)(c+ z)
x

a+ x
+

y

b+ y
+

z

c+ z
> 3 3

√
xyz

(a+ x)(b+ y)(c+ z)

vµ

céng vÕ theo vÕ ®­îc 3 > 3
3
√
abc+ 3

√
xyz

3
√

(a+ x)(b+ y)(c+ z)
. Tõ ®©y suy ra (ii).

(iii) V× 3
√

(a+ x+ u)(b+ y + v)(c+ z + t) > 3
√

(a+ x)(b+ y)(c+ z)+
3
√
uvt nªn 3

√
(a+ x+ u)(b+ y + v)(c+ z + t) > 3

√
abc+ 3

√
xyz+ 3

√
uvt.

Bæ ®Ò 1.1.6. Cho ba sè thùc a, b, c > 0. Chøng minh c¸c bÊt ®¼ng thøc sau:

(i)
1

1 + a2
+

1

1 + b2
>

2

1 + ab
khi ab > 1.

(ii)
1

1 + a2
+

1

1 + b2
+

1

1 + c2
>

3

1 + abc
khi a, b, c > 1.

(iii)
1

(1 + a)2
+

1

(1 + b)2
>

1

1 + ab
.

(iv)
1

(1 + a)2
+

1

(1 + b)2
6

2

1 + ab
khi ab 6 1.

(v)
1

(1 + a)2
+

1

(1 + b)2
+

1

(1 + c)2
6

3

1 + abc
khi a, b, c 6 1.
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(vi)
1√

1 + a2
+

1√
1 + b2

>
2√

1 +
(a+ b

2

)2 vµ
1√

1 + a2
+

1√
1 + b2

+

1√
1 + c2

>
3√

1 +
(a+ b+ c

3

)2 khi a, b, c >
1√
2
.

Bµi gi¶i: (i) BÊt ®¼ng thøc t­¬ng ®­¬ng víi bÊt ®¼ng thøc (ab−1)(a−b)2 >
0. VËy

1

1 + a2
+

1

1 + b2
>

2

1 + ab
khi ab > 1.

(ii) V× a, b, c > 1 nªn tõ


1

1 + a2
+

1

1 + b2
>

2

1 + ab
>

2

1 + abc
1

1 + b2
+

1

1 + c2
>

2

1 + bc
>

2

1 + abc
1

1 + c2
+

1

1 + a2
>

2

1 + ca
>

2

1 + abc

ta suy ra

1

1 + a2
+

1

1 + b2
+

1

1 + c2
>

3

1 + abc
.

(iii) BÊt ®¼ng thøc t­¬ng ®­¬ng víi bÊt ®¼ng thøc (ab−1)2 +ab(a− b)2 > 0.

VËy
1

(1 + a)2
+

1

(1 + b)2
>

1

1 + ab
.

(iv) lµ hiÓn nhiªn qua quy ®ång hai vÕ.

(v) V× a, b, c 6 1 nªn tõ



1

(1 + a)2
+

1

(1 + b)2
6

2

1 + ab
6

2

1 + abc
1

(1 + b)2
+

1

(1 + c)2
6

2

1 + bc
6

2

1 + abc
1

(1 + c)2
+

1

(1 + a)2
6

2

1 + ca
6

2

1 + abc

ta

suy ra
1

(1 + a)2
+

1

(1 + b)2
+

1

(1 + c)2
6

3

1 + abc
.

(vi) Hµm sè y =
1√

1 + x2
víi x > 0 cã y′ = −x(1+x2)−3/2 < 0. VËy y ®¬n

®iÖu gi¶m. Ta l¹i cã y” = 3x2(1 + x2)−5/2 − (1 + x2)−3/2 =
2x2 − 1√
(1 + x2)5

>

0 khi x >
1√
2

vµ nh­ vËy y lµ hµm låi. VËy
1√

1 + a2
+

1√
1 + b2

>

2√
1 +

(a+ b

2

)2 vµ
1√

1 + a2
+

1√
1 + b2

+
1√

1 + c2
>

3√
1 +

(a+ b+ c

3

)2

8Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên                                                http://www.lrc-tnu.edu.vn



8

khi a, b, c >
1√
2
.

Chó ý 1.1.7. Khi ab > 1 sÏ kh«ng cã (iv). ThËt vËy, khi a = 2, b = 1 cã

ab = 2 > 1 vµ
1

(1 + a)2
+

1

(1 + b)2
=

1

9
+

1

4
<

2

3
=

2

1 + ab
; cßn khi a =

9, b = 1 cã ab = 9 > 1 vµ
1

(1 + a)2
+

1

(1 + b)2
=

1

100
+

1

4
>

2

10
=

2

1 + ab
.

1.2 Mét vµi ph­¬ng ph¸p chøng minh ®¬n gi¶n

Sö dông ®Þnh nghÜa

§Ó chøng minh A > B ta cã thÓ xÐt hiÖu A−B vµ chØ ra A−B > 0.

VÝ dô 1.2.1. Víi ba sè thùc a, b, c lu«n cã a2 + b2 + c2 > ab+ bc+ ca.

Bµi gi¶i: V× a2+b2+c2−ab−bc−ca =
1

2

[
(a−b)2+(b−c)2+(c−a)2

]
> 0

nªn a2 + b2 + c2 > ab+ bc+ ca.

VÝ dô 1.2.2. Víi sè thùc a < 1 lu«n cã bÊt ®¼ng thøc

T = (1 + a)(1 + a2)(1 + a4) . . . (1 + a64) 6
1

1− a
.

Bµi gi¶i: V× T =
(1− a)(1 + a)(1 + a2)(1 + a4) . . . (1 + a64)

1− a
=

1− a128

1− a
nªn T =

1− a128

1− a
6

1

1− a
.

VÝ dô 1.2.3. Gi¶ sö a, b, c lµ ®é dµi ba c¹nh mét tam gi¸c. Khi ®ã ta cã

a2 + b2 + c2 < 2(ab+ bc+ ca).

Bµi gi¶i: V× a2 > (b− c)2, b2 > (c−a)2 vµ c2 > (a− b)2 nªn a2 + b2 + c2 >
(a− b)2 + (b− c)2 + (c− a)2 hay a2 + b2 + c2 < 2(ab+ bc+ ca).

VÝ dô 1.2.4. Gi¶ sö a, b, c lµ ®é dµi ba c¹nh mét tam gi¸c vu«ng víi a2 =
b2 + c2. Chøng minh r»ng, nÕu hai sè thùc x vµ y tháa m·n bx+ cy = a th×
x2 + y2 > 1.

Bµi gi¶i: V× (b2 + c2)(x2 + y2) > (bx+ cy)2 = a2 nªn x2 + y2 > 1.
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VÝ dô 1.2.5. Víi hai sè thùc a, b ∈ [1; 2] lu«n cã
(
a+ b

)(1

a
+

1

b

)
6

9

2
.

Bµi gi¶i: V× a, b, c ∈ [1; 2] nªn (a − 1)(a − 2) 6 0 vµ (b − 1)(b − 2) 6 0.

Tõ ®©y suy ra a2 + 2 6 3a, b2 + 2 6 3b hay a+
2

a
6 3 vµ b+

2

b
6 3. Do bëi

6 >
(
a+ b

)
+
(2

a
+

2

b

)
> 2

√(
a+ b

)(2

a
+

2

b

)
nªn

(
a+ b

)(1

a
+

1

b

)
6

9

2
.

VÝ dô 1.2.6. Víi ba sè thùc a, b, c ∈ [−2; 3] tháa m·n a+ b+ c = 0 lu«n cã
bÊt ®¼ng thøc a2 + b2 + c2 6 18.

Bµi gi¶i: V× a, b, c ∈ [−2; 3] nªn (a+ 2)(a− 3) 6 0, (b+ 2)(b− 3) 6 0 vµ
(c+ 2)(c− 3) 6 0. Tõ ®©y suy ra a2 − a 6 6, b2 − b 6 6 vµ c2 − c 6 6. Do
bëi a + b + c = 0 nªn sau khi céng ba bÊt ®¼ng thøc nµy, vÕ theo vÕ, ®­îc
a2 + b2 + c2 6 18.

VÝ dô 1.2.7. Gi¶ sö a, b, c ∈ [0; 4] tháa m·n a + b + c = 6. Khi ®ã ta cã
a2 + b2 + c2 6 20. Khi nµo dÊu b»ng xÈy ra.

Bµi gi¶i: Kh«ng h¹n chÕ cã thÓ gi¶ thiÕt a > b > c > 0. Khi ®ã 2 6 a 6 4.
Ta cã a2 + b2 + c2 = a2 + (b+ c)2− 2bc 6 a2 + (6− a)2 = 2a2− 12a+ 36.
Nh­ vËy a2 + b2 + c2 6 2(a2− 6a+ 18) = 2[(a− 2)(a− 4) + 10] 6 20. DÊu
b»ng xÈy ra khi a = 4, b = 2, c = 0.

VÝ dô 1.2.8. Víi a > b > c lu«n cã a4 + b4 + c4 > a3b+ b3c+ c3a.

Bµi gi¶i: XÐt T = a4 + b4 + c4 − a3b− b3c− c3a. BiÕn ®æi biÓu thøc

T = a3(a− b) + b3(b− c) + c3(c− a)

= a3(a− b) + b3(b− c)− c3[(a− b) + (b− c)]
= (a− b)(a3 − c3) + (b− c)(b3 − c3) > 0.

Do ®ã cã bÊt ®¼ng thøc a4 + b4 + c4 > a3b+ b3c+ c3a.

VÝ dô 1.2.9. Víi c¸c sè thùc a, b, c > 0 ta lu«n cã bÊt ®¼ng thøc

a

b+ c
+

b

c+ a
+

c

a+ b
6

a2

b2 + c2
+

b2

c2 + a2
+

c2

a2 + b2
.
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Bµi gi¶i: XÐt hiÖu
a2

b2 + c2
− a

b+ c
=
a2(b+ c)− a(b2 + c2)

(b2 + c2)(b+ c)
. Khi ®ã ta cã

a2

b2 + c2
− a

b+ c
=

ab(a− b) + ac(a− c)
(b2 + c2)(b+ c)

. T­¬ng tù xÐt c¸c hiÖu kh¸c vµ

nh­ vËy ®­îc

T =
( a2

b2 + c2
+

b2

c2 + a2
+

c2

a2 + b2

)
−
( a

b+ c
+

b

c+ a
+

c

a+ b

)
= ab(a− b)

[ 1

(b2 + c2)(b+ c)
− 1

(c2 + a2)(c+ a)

]
+ bc(b− c)

[ 1

(c2 + a2)(c+ a)
− 1

(a2 + b2)(a+ b

]
+ ca(c− a)

[ 1

(a2 + b2)(a+ b
− 1

(b2 + c2)(b+ c)

]
.

NÕu a 6 b th× (c2 + a2)(c + a) 6 (b2 + c2)(b + c); cßn nÕu a > b th×
(c2 + a2)(c+ a) > (b2 + c2)(b+ c). Do ®ã ta nhËn ®­îc bÊt ®¼ng thøc

ab(a− b)
[ 1

(b2 + c2)(b+ c)
− 1

(c2 + a2)(c+ a)

]
> 0.

T­¬ng tù, hai sè h¹ng cßn l¹i trong tæng còng ®Òu > 0. Do ®ã T > 0.

VÝ dô 1.2.10. Víi hai sè thùc a vµ b tháa m·n a+ b > 0 cã bÊt ®¼ng thøc

(i)
a3 + b3

2
>
(a+ b

2

)3
.

(ii) a3 + b3 + 2 > 2ab+ a+ b.

Bµi gi¶i: (i) HiÖu T =
a3 + b3

2
−
(a+ b

2

)3
=

3

8
(a+ b)(a− b)2 > 0.

(ii) Tõ (i) vµ 2ab 6
1

2
(a+ b)2 suy ra hiÖu T = a3 + b3 + 2− 2ab− a− b >

1

4
(a+ b)3 − 1

2
(a+ b)2 − (a+ b) + 2 =

1

4
(a+ b+ 2)(a+ b− 2)2 > 0. VËy

a3 + b3 + 2 > 2ab+ a+ b.

VÝ dô 1.2.11. Víi c¸c sè thùc a, b, c > 0 ta lu«n cã bÊt ®¼ng thøc d­íi ®©y:

a3 + b3 + c3 + 3abc > a2b+ b2a+ b2c+ c2b+ c2a+ a2c.

11Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên                                                http://www.lrc-tnu.edu.vn



11

Bµi gi¶i: HiÓn nhiªn cã


a2 > a2 − (b− c)2 = (a+ b− c)(a− b+ c)

b2 > b2 − (c− a)2 = (a+ b− c)(−a+ b+ c)

c2 > c2 − (a− b)2 = (−a+ b+ c)(a− b+ c).

NÕu a+b−c < 0 th× a−b+c > 0,−a+b+c > 0. Nh­ vËy (a+b−c)(a−b+
c)(−a+b+c) < 0 6 abc. T­¬ng tù xÐt c¸c tr­êng hîp kh¸c. NÕu a+b−c > 0,
a−b+c > 0 vµ−a+b+c > 0 th× a2b2c2 > (a+b−c)2(a−b+c)2(−a+b+c)2.
Tõ ®©y suy ra abc > (a + b − c)(a − b + c)(−a + b + c). §©y chÝnh lµ bÊt
®¼ng thøc cÇn chøng minh.

VÝ dô 1.2.12. [Vasilev Cirtoaje] Víi c¸c sè thùc a, b, c ta cã bÊt ®¼ng thøc

(a2 + b2 + c2)2 > 3(a3b+ b3c+ c3a).

Bµi gi¶i: Khi a = b = c = 0, bÊt ®¼ng thøc hiÓn nhiªn ®óng. Khi a, b, c
kh«ng ®ång thêi b»ng 0, ch¼ng h¹n a 6= 0, ®Æt b = xa, c = ya. BÊt ®¼ng
thøc trë thµnh (1 + x2 + y2)2 > 3(x+ x3y + y3).

4(a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca)
(

(a2 + b2 + c2)2 − 3(a3b+ b3c+ c3a)
)

=
(

(a3 + b3 + c3)− 5(a2b+ b2c+ c2a) + 4(ab2 + bc2 + ca2)
)2

+ 3
(

(a3 + b3 + c3)− (a2b+ b2c+ c2a)− 2(ab2 + bc2 + ca2) + 6abc
)2

> 0.

§¼ng thøc x¶y ra khi a = b = c.

BiÕn ®æi t­¬ng ®­¬ng

Dïng phÐp biÕn ®æi t­¬ng ®­¬ng, ®­a bÊt ®¼ng thøc cÇn chøng minh vÒ bÊt
®¼ng thøc ®¬n gi¶n h¬n hoÆc ®· biÕt c¸ch chøng minh.

VÝ dô 1.2.13. Cho a, b, c > 0 tháa m·n ®iÒu kiÖn
1

a
+

1

b
+

1

c
> a + b + c.

Khi ®ã ta cã bÊt ®¼ng thøc a+ b+ c > 3abc.

Bµi gi¶i: §iÒu kiÖn
1

a
+

1

b
+

1

c
> a + b + c t­¬ng ®­¬ng ab + bc + ca >

(a+b+c)abc.V× (a+b+c)2 > 3(ab+bc+ca) nªn (a+b+c)2 > 3(a+b+c)abc.
VËy a+ b+ c > 3abc.

12Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên                                                http://www.lrc-tnu.edu.vn



12

VÝ dô 1.2.14. Víi ba sè a, b, c > 0 ta lu«n cã bÊt ®¼ng thøc sau ®©y:

b2 + c2

a
+
c2 + a2

b
+
a2 + b2

c
> 2(a+ b+ c).

Bµi gi¶i: BÊt ®¼ng thøc cÇn chøng minh t­¬ng ®­¬ng víi bÊt ®¼ng thøc sau

b2 + c2

a
+ a+

c2 + a2

b
+ b+

a2 + b2

c
+ c > 3(a+ b+ c)

hay 3(a2+b2+c2)
(1

a
+

1

b
+

1

c

)
> 9(a+b+c). V× 3(a2+b2+c2) > (a+b+c)2

nªn 3(a2+b2+c2)
(1

a
+

1

b
+

1

c

)
> (a+b+c)2

(1

a
+

1

b
+

1

c

)
> 9(a+b+c).

VÝ dô 1.2.15. Gi¶ sö a, b, c, d > 0. Chøng minh r»ng

1
1

a
+

1

b

+
1

1

c
+

1

d

6
1

1

a+ c
+

1

b+ d

.

Bµi gi¶i: BÊt ®¼ng thøc cÇn chøng minh t­¬ng ®­¬ng víi bÊt ®¼ng thøc

(a+ c)(a+ b)(b+ d)(c+ d)− (a+ b+ c+ d)[(c+ d)ab+ (a+ b)cd] > 0

hay (ad− bc)2 > 0. Do vËy bÊt d¼ng thøc lµ ®óng.

VÝ dô 1.2.16. Cho a, b, c, d > 0 vµ a+ b+ c+ d = 1. Chøng minh r»ng

1
1

a
+

1

b

+
1

1

c
+

1

d

6 (a+ c)(b+ d).

Bµi gi¶i: Tõ
1

1

a
+

1

b

+
1

1

c
+

1

d

6
1

1

a+ c
+

1

b+ d

=
(a+ c)(b+ d)

a+ b+ c+ d
suy ra

1
1

a
+

1

b

+
1

1

c
+

1

d

6 (a+ c)(b+ d).

VÝ dô 1.2.17. Gi¶ sö |a|, |b| 6 1. Khi ®ã ta cã bÊt ®¼ng thøc√
1− a2 +

√
1− b2 6 2

√
1−

(a+ b

2

)2
.
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Bµi gi¶i: V× hai vÕ ®Òu d­¬ng nªn
√

1− a2 +
√

1− b2 6 2

√
1−

(a+ b

2

)2
t­¬ng ®­¬ng bÊt ®¼ng thøc

√
(1− a2)(1− b2) 6 1− ab. BÊt ®¼ng thøc cuèi

cïng nµy t­¬ng ®­¬ng víi (1 − a2)(1 − b2) 6 (1 − ab)2 hay (a − b)2 > 0.

VËy bÊt ®¼ng thøc
√

1− a2 +
√

1− b2 6 2

√
1−

(a+ b

2

)2
lµ ®óng.

VÝ dô 1.2.18. Cho a, b, c ∈ [1; 2]. Chøng minh r»ng a3 + b3 + c3 6 5abc.

Bµi gi¶i: Kh«ng h¹n chÕ cã thÓ coi a > b > c. V× a, b, c ∈ [1; 2] nªn ta cã

(i) a3 + 2 6 5a t­¬ng ®­¬ng (a− 2)(a2 + 2a− 1) 6 0 : ®óng.

(ii) 5a+ b3 6 5ab+ 1 t­¬ng ®­¬ng (b− 1)(b2 + b+ 1− 5a) 6 0 : ®óng v×
b2 + b+ 1 6 a2 + a+ 1 6 2a+ a+ 1 6 5a.

(iii) 5abc+ c3 6 5abc+ 1 t­¬ng ®­¬ng (c− 1)(c2 + c+ 1− 5ab) 6 0 : ®óng
do bëi c2 + c+ 1 6 a2 + a+ 1 6 5a 6 5ab.

Céng vÕ 3 bÊt ®¼ng thøc trªn ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh. DÊu b»ng xÈy ra
khi a = 2, b = c = 1.

VÝ dô 1.2.19. [Olympiad 30-4] Víi a, b, c ∈ [1; 2] ta cã bÊt ®¼ng thøc sau:

(a+ b+ c)
(1

a
+

1

b
+

1

c

)
6 10.

Bµi gi¶i: BÊt ®¼ng thøc t­¬ng ®­¬ng
a

b
+
a

c
+
b

a
+
b

c
+
c

a
+
c

b
6 7. Kh«ng

lµm mÊt tÝnh chÊt tæng qu¸t, cã thÓ gi¶ thiÕt a > b > c. Khi ®ã ta sÏ cã:

(i) Tõ (a− b)(b− c) > 0 suy ra ab+ bc > b2 + ac hay
a

c
+ 1 >

a

b
+
b

c
.

(ii) Tõ ab+ bc > b2 + ac suy ra
c

a
+ 1 >

c

b
+
b

a
.

Do ®ã
a

b
+
b

c
+
c

b
+
b

a
6
a

c
+
c

a
+2.Nh­ vËy

a

b
+
b

c
+
c

a
+
b

a
+
c

b
+
a

c
6 2+2

(a
c

+
c

a

)
.

§Æt x =
a

c
. Khi ®ã 1 6 x 6 2. VËy (x − 2)(x − 1) 6 0 hay x +

2

x
6 3.

V×
1

2
6

1

x
nªn x +

1

x
+

1

2
6 x +

2

x
6 3. Tõ ®©y cã x +

1

x
6

5

2
. Tãm l¹i

a

b
+
a

c
+
b

a
+
b

c
+
c

a
+
c

b
6 7.
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VÝ dô 1.2.20. [Japan MO 2001] Víi c¸c sè thùc a, b, c lu«n cã bÊt ®¼ng
thøc

(a+b−c)2(b+c−a)2(c+a−b)2 > (a2+b2−c2)(b2+c2−a2)(c2+a2−b2).

Bµi gi¶i: Ta chØ cÇn xÐt bµi to¸n víi a2, b2, c2 lµ ®é dµi ba c¹nh cña mét tam
gi¸c, bëi v× nÕu kh«ng thÕ th× bÊt ®¼ng thøc hiÓn nhiªn ®óng. BÊt ®¼ng thøc
cÇn chøng minh t­¬ng ®­¬ng víi (b2− (a− c)2)(c2− (a− b)2)(a2− (b− c)2)
> (−a2 + b2 + c2)(a2 − b2 + c2)(a2 + b2 − c2). Tr­íc tiªn chøng minh

(b2 − (a− c)2)2 > (−a2 + b2 + c2)(a2 + b2 − c2).

ThËt vËy, bÊt ®¼ng thøc nµy t­¬ng ®­¬ng víi

b4− 2b2(a− c)2 + (a− c)4 > b4− (a2− c2)2 hay (a− c)2(a2− b2 + c2) > 0.

T­¬ng tù cã (c2−(a−b)2)2 > (c2−a2+b2)(c2−b2+a2) vµ (a2−(b−c)2)2 >
(a2 − b2 + c2)(a2 − c2 + b2). Nh©n c¸c bÊt ®¼ng thøc trªn, vÕ theo vÕ, nhËn
®­îc bÊt ®¼ng thøc cÇn chøng minh.

VÝ dô 1.2.21. [ViÖt Nam TST 2006] Chøng minh r»ng, víi c¸c sè thùc
a, b, c ∈ [1; 2] ta cã bÊt ®¼ng thøc

(a+ b+ c)
(1

a
+

1

b
+

1

c

)
> 6
( a

b+ c
+

b

c+ a
+

c

a+ b

)
.

Bµi gi¶i: §iÒu kiÖn a, b, c ∈ [1; 2] t­¬ng ®­¬ng víi ®iÒu kiÖn a, b, c lµ ®é dµi
ba c¹nh mét tam gi¸c, (kÓ c¶ suy biÕn). Sö dông c¸c ®¼ng thøc

(a+ b+ c)
(1

a
+

1

b
+

1

c

)
− 9 =

(a− b)2

ab
+

(b− c)2

bc
+

(c− a)2

ca

6
( a

b+ c
+

b

c+ a
+

c

a+ b

)
−3 =

(a− b)2

(a+ c)(b+ c)
+

(b− c)2

(b+ a)(c+ a)
+

(c− a)2

(c+ b)(a+ b)
.

VËy bÊt ®¼ng thøc cã thÓ viÕt l¹i d­íi d¹ng

Sa(b− c)2 + Sb(c− a)2 + Sc(a− b)2 > 0.

Trong ®ã c¸c hÖ sè Sa, Sb, Sc ®­îc x¸c ®Þnh bëi

Sa =
1

bc
− 3

(a+ b)(a+ c)
,
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Sa =
1

ca
− 3

(b+ c)(b+ a)
,

Sa =
1

bc
− 3

(c+ a)(c+ b)
.

Kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t cña bµi to¸n gi¶ sö r»ng a > b > c, khi ®ã
Sa > Sb > Sc. Ta sÏ chøng minh Sb + Sc > 0, thËt vËy

Sb + Sc =
1

a

(1

b
+

1

c

)
− 3

b+ c

( 1

a+ b
+

1

a+ c

)
> 0

t­¬ng ®­¬ng
1

b
+

1

c
>

3

b+ c

( a

a+ b
+

a

a+ c

)
. Do a 6 b+ c nªn dÔ thÊy

V P 6
3

b+ c

( b+ c

2b+ c
+

b+ c

2c+ b

)
=

3

2b+ c
+

3

2c+ b
.

PhÇn cßn l¹i cña bµi to¸n ta chØ cÇn chøng minh

1

b
+

1

c
>

3

2b+ c
+

3

2c+ b

Nh­ng bÊt ®¼ng thøc trªn hiÓn nhiªn ®óng v×

1

b
+

2

c
>

9

2c+ b
,

1

c
+

2

b
>

9

2b+ c
.

Do ®ã Sb + Sc > 0⇒ Sb > 0.VËy

Sa(b− c)2 + Sb(c− a)2 + Sc(a− b)2 > (Sb + Sc)(a− b)2 > 0.

§¼ng thøc x¶y ra khi a = b = c hoÆc a = 2, b = c = 1 hoÆc c¸c ho¸n vÞ.

VÝ dô 1.2.22. Chøng minh r»ng, nÕu a, b, c > 0, a+ b+ c = 3, th× lu«n cã

2(a2b2 + b2c2 + c2a2) + 3 6 3(a2 + b2 + c2).

Bµi gi¶i: Kh«ng lµm mÊt tÝnh chÊt tæng qu¸tcã thÓ gi¶ thiÕt a > b > c > 0.

§Æt x =
a+ b

2
, y =

a− b
2

. Khi ®ã a = x + y vµ b = x − y. V× x2 − y2 =

ab > c2 nªn 2x2 − 2c2 − y2 > 0. Do ®ã ta cã

a2b2 + b2c2 + c2a2 = c2(a2 + b2) + a2b2 = c2(2x2 + 2y2) + (x2 − y2)2

= x4 + 2c2x2 − y2(2x2 − 2c2 − y2) 6 x4 + 2c2x2.
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MÆt kh¸c, hiÓn nhiªn a2 + b2 + c2 = 2x2 + 2y2 + c2 > 2x2 + c2. VËy, ®Ó cã
bÊt ®¼ng thøc ta chØ cÇn chøng minh 2x4 + 4x2c2 + 3 6 3(2x2 + c2). Thay
c = 3 − 2x ta ph¶i chØ ra 2x4 + 4x2(3 − 2x)2 + 3 6 6x2 + 3(3 − 2x)2 hay
3x4 − 8x3 + 3x2 + 6x− 4 6 0. BÊt ®¼ng thøc nµy t­¬ng ®­¬ng

(x− 1)2(3x2 − 2x− 4) 6 0.

V× 2x = a + b 6 3 nªn 1 6 x 6
3

2
vµ nh­ vËy 3x2 − 2x− 4 6 0. Tãm l¹i,

bÊt ®¼ng thøc ®· ®­îc chøng minh. DÊu = xÈy ra khi a = b = c = 1.

VÝ dô 1.2.23. [Moldova TST 2006] Cho a, b, c lµ dé dµi 3 c¹nh cña mét
tam gi¸c. Chøng minh bÊt ®¼ng thøc

a2
(b
c
− 1
)

+ b2
( c
a
− 1
)

+ c2
(a
b
− 1
)
> 0.

Bµi gi¶i: BÊt ®¼ng thøc t­¬ng ®­¬ng a3b2 + b3c2 + c3a2 > abc(a2 + b2 + c2).
Ta sö dông ®ång nhÊt thøc sau ®©y:

a2(b3− c3) + b2(c3−a3) + c2(a3− b3) = a2(b− c)3 + b2(c−a)3 + c2(a− b)3.

HiÖu T = 2(a3b2 + b3c2 + c3a2)− 2abc(a2 + b2 + c2) biÓu diÔn ®­îc thµnh:

T = a3(b2 − 2bc+ c2) + b3(c2 − 2ca+ a2) + c3(a2 − 2ab+ b2)

− a2(b3 − c3)− b2(c3 − a3)− c2(a3 − b3)
= a3(b− c)2 + b3(c− a)2 + c3(a− b)2 − a2(b− c)3

− b2(c− a)3 − c2(a− b)3

= a2(b− c)2(a− b+ c) + b2(c− a)2(b− c+ a)

+ c2(a− b)2(c− a+ b) > 0.

BÊt ®¼ng thøc hiÓn nhiªn ®óng v× a, b, c lµ ®é dµi ba c¹nh mét tam gi¸c.

VÝ dô 1.2.24. Qui ­íc
0

0
lµ mét sè thùc d­¬ng tïy ý. Víi ba sè thùc a, b, c > 0

ta lu«n cã bÊt ®¼ng thøc sau ®©y:

T =
a3(b− c) + b3(c− a) + c3(a− b)
a2(b− c) + b2(c− a) + c2(a− b)

> 3
3
√
abc.

Bµi gi¶i: Do bëi T =
(b− c)(c− a)(a− b)(a+ b+ c)

(b− c)(c− a)(a− b)
= a + b + c nªn

T > 3 3
√
abc theo Bæ ®Ò 1.1.5(i).
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VÝ dô 1.2.25. Víi ba sè thùc a, b, c > 0 ta lu«n cã bÊt ®¼ng thøc sau ®©y:

a3

b3
+
b3

c3
+
c3

a3
>
a

b
+
b

c
+
c

a
.

Bµi gi¶i: V×
3

√(a3
b3

+
b3

c3
+
c3

a3
)(

1 + 1 + 1
)(

1 + 1 + 1
)
>
a

b
+
b

c
+
c

a
theo

Bæ ®Ò 1.1.5(iii) nªn
a3

b3
+
b3

c3
+
c3

a3
>

1

9

(a
b

+
b

c
+
c

a

)3
>
a

b
+
b

c
+
c

a
.

VÝ dô 1.2.26. Cho ∆ABC. Chøng minh c¸c bÊt ®¼ng thøc sau ®©y:

(i)
1(

1 + sinA
)2 +

1(
1 + sinB

)2 +
1(

1 + sinC
)2 6

3

1 + sinA sinB sinC
.

(ii)
1√

1 + sin2A
+

1√
1 + sin2B

+
1√

1 + sin2C
>

6√
7
khi

π

2
> ∠A,∠B,

∠C >
π

4
.

Bµi gi¶i: (i) Suy ra tõ VÝ dô 1.1.6(v).

(ii) V×
sinA+ sinB + sinC

3
6

√
3

2
nªn (ii) cã ®­îc tõ VÝ dô 1.1.6(vi).

VÝ dô 1.2.27. Cho ba sè thùc a, b, c > 0 vµ a + b + c 6 3. Chøng minh bÊt
®¼ng thøc sau ®©y:

a

1 + a2
+

b

1 + b2
+

c

1 + c2
6

1

1 + a
+

1

1 + b
+

1

1 + c
.

Bµi gi¶i: V× 1 + a2 > 2a nªn cã bÊt ®¼ng thøc
a

1 + a2
6

1

2
. T­¬ng tù,

b

1 + b2
6

1

2
,

c

1 + c2
6

1

2
. Nh­ vËy

a

1 + a2
+

b

1 + b2
+

c

1 + c2
6

3

2
. §Æt

x = 1 + a, y = 1 + b, z = 1 + c. Khi ®ã ta cã x, y, z > 0 vµ x + y + z 6

6. Do ®ã


1 +

y

x
+
z

x
6

6

x

1 +
z

y
+
x

y
6

6

y

1 +
x

z
+
y

z
6

6

z
.

Céng c¸c bÊt ®¼ng thøc, vÕ theo vÕ, ®­îc

6
(1

x
+

1

y
+

1

z

)
> 3 +

y

x
+
z

x
+
z

y
+
x

y
+
x

z
+
y

z
> 9. Tõ ®©y suy ra
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1

1 + a
+

1

1 + b
+

1

1 + c
=

1

x
+

1

y
+

1

z
>

3

2
vµ cã bÊt ®¼ng thøc sau ®©y:

a

1 + a2
+

b

1 + b2
+

c

1 + c2
6

1

1 + a
+

1

1 + b
+

1

1 + c
.

VÝ dô 1.2.28. Cho ba sè thùc a, b, c, d > 0. Chøng minh c¸c bÊt ®¼ng thøc:

(i)
a

b+ c
+

b

c+ a
+

c

a+ b
>

3

2
.

(ii)
a

b+ c
+

b

c+ d
+

c

d+ a
+

d

a+ b
> 2.

(iii)

√
a

b+ c
+

√
b

c+ a
+

√
c

a+ b
> 2.

(iv)

√
a

b+ c+ d
+

√
b

c+ d+ a
+

√
c

d+ a+ b
+

√
d

a+ b+ c
> 2.

Bµi gi¶i: (i) BÊt ®¼ng thøc t­¬ng ®­¬ng víi 2[1 +
a

b+ c
+ 1 +

b

c+ a
+ 1 +

c

a+ b
] > 9 hay (b+ c+ c+ a+ a+ b)(

1

b+ c
+

1

c+ a
+

1

a+ b
) > 9 : ®óng.

(ii) XÐt c¸c biÓu thøc víi M +N = 4 sau ®©y:

S =
a

b+ c
+

b

c+ d
+

c

d+ a
+

d

a+ b

M =
b

b+ c
+

c

c+ d
+

d

d+ a
+

a

a+ b

N =
c

b+ c
+

d

c+ d
+

a

d+ a
+

b

a+ b
.

MÆt kh¸c, theo bÊt ®¼ng thøc Cauchy ta l¹i cã

M + S =
a+ b

b+ c
+
b+ c

c+ d
+
c+ d

d+ a
+
d+ a

a+ b
> 4

N + S =
a+ c

b+ c
+
b+ d

c+ d
+
a+ c

d+ a
+
b+ d

a+ b

=
a+ c

b+ c
+
a+ c

a+ d
+
b+ d

c+ d
+
b+ d

a+ b

>
4(a+ c)

a+ b+ c+ d
+

4(b+ d)

a+ b+ c+ d
= 4.
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VËy M +N + 2S > 8 vµ tõ ®©y suy ra bÊt ®¼ng thøc S > 2.

(iii) Bëi v×



√
a

b+ c
>

2a

a+ b+ c√
b

c+ a
>

2b

a+ b+ c√
c

a+ b
>

2c

a+ b+ c

nªn

√
a

b+ c
+

√
b

c+ a
+

√
c

a+ b
> 2.

DÊu b»ng xÈy ra khi vµ chØ khi a = b + c, b = c + a, c = a + b. Khi ®ã

a = b = c = 0 : m©u thuÉn. Do ®ã

√
a

b+ c
+

√
b

c+ a
+

√
c

a+ b
> 2.

(iv) T­¬ng tù nh­ trong (iii) ta cã



√
a

b+ c+ d
>

2a

a+ b+ c+ d√
b

c+ d+ a
>

2b

a+ b+ c+ d√
c

d+ a+ b
>

2c

a+ b+ c+ d√
d

a+ b+ c
>

2d

a+ b+ c+ d

nªn suy

ra ®­îc

√
a

b+ c+ d
+

√
b

c+ d+ a
+

√
c

d+ a+ b
+

√
d

a+ b+ c
> 2. DÊu

b»ng xÈy ra khi vµ chØ khi a = b+c+d, b = c+d+a, c = d+a+b, d = a+b+c.
Khi ®ã a = b = c = d = 0 : m©u thuÉn. Do ®ã cã ngay bÊt ®¼ng thøc√

a

b+ c+ d
+

√
b

c+ d+ a
+

√
c

d+ a+ b
+

√
d

a+ b+ c
> 2.

VÝ dô 1.2.29. Víi ba sè thùc tïy ý a, b, c ta lu«n cã bÊt ®¼ng thøc sau ®©y:

a6b6 + b6c6 + c6a6 + 3a4b4c4 > 2(a3 + b3 + c3)a3b3c3.

Bµi gi¶i: NÕu a = 0 hay b = 0 hoÆc c = 0 th× bÊt ®¼ng thøc ®óng lµ hiÓn

nhiªn. XÐt abc 6= 0. Chia hai vÕ cho a4b4c4 vµ ®Æt x =
ab

c2
, y =

bc

a2
, z =

ca

b2
.

BÊt ®¼ng thøc cÇn chøng minh trë thµnh
1

x2
+

1

y2
+

1

z2
+ 3 > 2(x + y + z)

víi xyz = 1. V× xyz = 1 nªn 2 trong ba sè x, y, z ph¶i cã hai sè ë cïng mét
phÝa so víi 1, ch¼ng h¹n x, y. Khi ®ã (x− 1)(y − 1) > 0. V× bÊt ®¼ng thøc(1

x
− 1

y

)2
+ 2(x− 1)(y − 1) + (xy − 1)2 > 0
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lu«n ®óng vµ x2y2 =
1

z2
nªn

1

x2
+

1

y2
+

1

z2
+ 3 > 2(x+ y + z).

VÝ dô 1.2.30. Víi ba sè thùc a, b, c > 0 ta lu«n cã bÊt ®¼ng thøc sau ®©y:

3 + (a+ b+ c) + (
1

a
+

1

b
+

1

c
) + (

a

b
+
b

c
+
c

a
) >

3(a+ 1)(b+ 1)(c+ 1)

abc+ 1
.

Bµi gi¶i: §Æt x = a+b+c, y = ab+bc+ca, z = abc vµ t = a2c+b2a+c2b.
BÊt ®¼ng thøc t­¬ng ®­¬ng 3 + [xz + y + t](z + 1) > 3 + 3z(x+ y) hay ta
cã xz2 − 2xz + t + zt − 2yz + y > 0. V× bÊt ®¼ng thøc nµy t­¬ng ®­¬ng
ab(b+ 1)(ca− 1)2 + bc(c+ 1)(ab− 1)2 + ca(a+ 1)(bc− 1)2 > 0.

VÝ dô 1.2.31. [China 2004] Chøng minh r»ng, nÕu c¸c sè thùc a, b, c, d > 0

tháa m·n abcd = 1 th× T =
1

(1 + a)2
+

1

(1 + b)2
+

1

(1 + c)2
+

1

(1 + d)2
> 1.

Bµi gi¶i: V×
1

(1 + a)2
+

1

(1 + b)2
>

1

1 + ab
,

1

(1 + c)2
+

1

(1 + d)2
>

1

1 + cd

theo VÝ dô 1.1.6 nªn T >
1

1 + ab
+

1

1 + cd
=

ab+ cd+ 2

(ab+ 1)(cd+ 1)
= 1.

VÝ dô 1.2.32. Víi c¸c sè a, b, c > 0 ta lu«n lu«n cã bÊt ®¼ng thøc sau ®©y:

2a+ 3b

2c+ 3b
+

2b+ 3c

2a+ 3c
+

2c+ 3a

2b+ 3a
> 3.

Bµi gi¶i: Quy ®ång vµ rót gän, bÊt ®¼ng thøc trë thµnh bÊt ®¼ng thøc:

12(a3 + b3 + c3) + 12abc > 10(a2b+ b2c+ c2a) + 6(a2c+ c2b+ b2a).

Kh«ng lµm mÊt tÝnh tæng qu¸t cã thÓ coi c = min{a, b, c}. §Æt a = c+u, b =
c+ v víi u, v > 0. Thay vµo bÊt ®¼ng thøc trªn ta ®­îc

V T = 48c3 + 48(u+ v)c2 + (36u2 + 36v2 + 12uv)c+ 12(u3 + v3)

V P = 48c3 + 48(u+ v)c2 + 16(u+ v)2c+ 10u2v + 6uv2

V T − V P = 20(u2 + v2 − uv)c+ (12u3 + 12v3 − 10u2v − 6uv2)

> 12(u3 + v3 − u2v − uv2) = 12(u− v)2(u+ v) > 0.

§¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi u = v = 0 hay a = b = c > 0.
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BÊt ®¼ng thøc cæ ®iÓn

Sö dông BÊt ®¼ng thøc Cauchy hoÆc BÊt ®¼ng thøc Bunhiakowski víi 3 sè
h¹ng trong tæng hoÆc tÝch, xem Bæ ®Ò 1.1.4 vµ Bæ ®Ò 1.1.5, ®Ó chøng minh
bÊt ®¼ng thøc míi.

VÝ dô 1.2.33. Chøng minh r»ng, víi a, b, c > 0 ta lu«n cã bÊt ®¼ng thøc sau:

1

a
+

1

b
+

1

c
>

9

a+ b+ c
.

Bµi gi¶i: Ta cã a + b + c > 3 3
√
abc vµ

1

a
+

1

b
+

1

c
>

3
3
√
abc

theo BÊt ®¼ng

thøc Cauchy. VËy
1

a
+

1

b
+

1

c
>

9

a+ b+ c
.

VÝ dô 1.2.34. [Russia MO 2000] Chøng minh r»ng nÕu a, b, c > 0 tháa m·n
a+ b+ c = 3 th× ta cã bÊt ®¼ng thøc

√
a+
√
b+
√
c > ab+ bc+ ca.

Bµi gi¶i: V× ab+bc+ca =
(a+ b+ c)2 − a2 − b2 − c2

2
=

9− a2 − b2 − c2

2
nªn chØ cÇn chøng minh a2 + b2 + c2 + 2(

√
a+
√
b+
√
c) > 9. ThËt vËy, tõ

a2 +
√
a+
√
a > 3a, b2 +

√
b+
√
b > 3b, c2 +

√
c+
√
c > 3c

suy ra a2 + b2 + c2 + 2(
√
a +
√
b +
√
c) > 3(a + b + c) = 9. DÊu = x¶y ra

khi vµ chØ khi a = b = c = 1.

VÝ dô 1.2.35. Gi¶ sö a, b, c > 0. Khi ®ã ta lu«n cã bÊt ®¼ng thøc d­íi ®©y:

a

(b+ c)2
+

b

(c+ a)2
+

c

(a+ b)2
>

9

4(a+ b+ c)
.

Bµi gi¶i: Sö dông bÊt ®¼ng thøc Bunhiakowski ta cã ngay bÊt ®¼ng thøc

(a+ b+ c)
( a

(b+ c)2
+

b

(c+ a)2
+

c

(a+ b)2

)
>
( a

b+ c
+

b

c+ a
+

c

a+ b

)2
.

T­¬ng tù, ta l¹i cã
a

b+ c
+

b

a+ c
+

c

a+ b
=

a2

ab+ ac
+

b2

ba+ bc
+

c2

ca+ cb

>
(a+ b+ c)2

2(ab+ bc+ ca)
>

3

2
. Tõ ®©y suy ra bÊt ®¼ng thøc cÇn chøng minh.
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VÝ dô 1.2.36. Cho a, b, c > 0 tháa m·n a+ b+ c = 3. Chøng minh r»ng

T =
a2

a+ 2b2
+

b2

b+ 2c2
+

c2

c+ 2a2
> 1.

Bµi gi¶i: Theo BÊt ®¼ng thøc Bunhiakowski ta cã

[a2(a+ 2b2) + b2(b+ 2c2) + c2(c+ 2a2)]T > (a2 + b2 + c2)2.

VËy T >
(a2 + b2 + c2)2

a3 + b3 + c3 + 2(a2b2 + b2c2 + c2a2)
. Do ®ã chØ cÇn chøng minh

(a2 + b2 + c2)2 > a3 + b3 + c3 + 2(a2b2 + b2c2 + c2a2) hay bÊt ®¼ng thøc sau

a4 + b4 + c4 > a3 + b3 + c3.

ThËt vËy, tõ 3(a3 + b3 + c3) = (a3 + b3 + c3)(a+ b+ c) > (a2 + b2 + c2)2 vµ
3(a2 + b2 + c2) > (a+ b+ c)2 = 9 suy ra a3 + b3 + c3 > a2 + b2 + c2. Do bëi
(a4 + b4 + c4)(a2 + b2 + c2) > (a3 + b3 + c3)2 nªn a4 + b4 + c4 > a3 + b3 + c3.

§¼ng thøc x¶y ra khi a = b = c = 1.

VÝ dô 1.2.37. Gi¶ sö a, b, c, d > 0 tháa m·n a + b + c + d = abc + bcd +
cda+ dab. Chøng minh bÊt ®¼ng thøc sau

abc+ bcd+ cda+ dab >

√
a2 + 1

2
+

√
b2 + 1

2
+

√
c2 + 1

2
+

√
d2 + 1

2
.

Bµi gi¶i: Tõ gi¶ thiÕt suy ra (a+ b)(a+ c)(a+ d) = (a2 + 1)(a+ b+ c+ d).

VËy
a2 + 1

a+ b
=

(a+ c)(a+ d)

a+ b+ c+ d
. T­¬ng tù cã c¸c hÖ thøc kh¸c vµ suy ra ®­îc

a2 + 1

a+ b
+
b2 + 1

b+ c
+
c2 + 1

c+ d
+
d2 + 1

d+ a
=

(a+ b+ c+ d)2

a+ b+ c+ d
= a+ b+ c+ d.

L¹i cã bÊt ®¼ng thøc 2
(
a+ b+ c+d

)(a2 + 1

a+ b
+
b2 + 1

b+ c
+
c2 + 1

c+ d
+
d2 + 1

d+ a

)
>(√

a2 + 1 +
√
b2 + 1 +

√
c2 + 1 +

√
d2 + 1

)2
theo BÊt ®¼ng thøc Bunhi-

akowski. VËy a+b+c+d >

√
a2 + 1

2
+

√
b2 + 1

2
+

√
c2 + 1

2
+

√
d2 + 1

2
.

VÝ dô 1.2.38. Chøng minh r»ng, víi a, b, c, d > 0, abcd = 1, ta lu«n cã

(a+ b+ c+ d)6 > 28(a2 + 1)(b2 + 1)(c2 + 1)(d2 + 1).
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Bµi gi¶i: §Æt a = x2, b = y2, c = z2, d = t2 víi x, y, z, t > 0, xyxt = 1. Ta
sÏ chøng minh (x2 + y2 + z2 + t2)6 > 28(x4 + 1)(y4 + 1)(z4 + 1)(t4 + 1).
V× xyzt = 1 nªn bÊt ®¼ng thøc nµy t­¬ng ®­¬ng (x2 + y2 + z2 + t2)6 >
28(x3 + yzt)(y3 + xzt)(z3 + xyt)(t3 + xyz). Theo BÊt ®¼ng thøc Cauchy cã

4(x3+yzt)(y3+xzt) 6 (x3+y3+xzt+yzt)2 = (x+y)2(x2−xy+y2+zt)2,

4(t3+xyz)(z3+xyt) 6 (z3+t3+xyz+xyt)2 = (z+t)2(z2−zt+t2+xy)2.

Do bëi 4(x2 − xy + y2 + zt)(z2 − zt + t2 + xy) 6 (x2 + y2 + z2 + t2)2 vµ
(x + y)(z + t) = xz + yt + xt + yz 6 x2 + y2 + z2 + t2 nªn tõ 4 bÊt ®¼ng
thøc nµy dÔ dµng suy ra bÊt ®¼ng thøc cÇn chøng minh.

VÝ dô 1.2.39. [Mathlinks Contests] Víi a, b, c > 0, abc = 1, lu«n cã√
a+ b

a+ 1
+

√
b+ c

b+ 1
+

√
c+ a

c+ 1
> 3.

Bµi gi¶i: Theo BÊt ®¼ng thøc Cauchy cho 3 sè h¹ng trªn, chØ cÇn chøng minh

(a+ b)(b+ c)(c+ a) > (a+ 1)(b+ 1)(c+ 1).

ThËt vËy, víi ®iÒu kiÖn abc = 1, bÊt ®¼ng thøc trªn t­¬ng ®­¬ng víi

ab(a+ b) + bc(b+ c) + ca(c+ a) > a+ b+ c+ ab+ bc+ ca.

Theo BÊt ®¼ng thøc Cauchy víi nhãm 5 sè h¹ng ta cã 3 bÊt ®¼ng thøc sau:

a2b+ a2b+ a2c+ a2c+ bc > 5a

b2a+ b2a+ b2c+ b2c+ ac > 5b

c2b+ c2b+ c2a+ c2a+ ab > 5c

vµ suy ra 2[ab(a+ b) + bc(b+ c) + ca(c+a)] > 5(a+ b+ c)− (ab+ bc+ ca).
T­¬ng tù, theo BÊt ®¼ng thøc Cauchy víi nhãm 5 sè h¹ng cã 3 bÊt ®¼ng thøc

b2a+ b2a+ a2b+ a2b+ c > 5ab

b2c+ b2c+ c2b+ c2b+ a > 5bc

a2c+ a2c+ c2a+ c2a+ b > 5ca

vµ suy ra 2[ab(a+ b) + bc(b+ c) + ca(c+a)] > 5(ab+ bc+ ca)− (a+ b+ c).
Céng hai bÊt ®¼ng thøc cuèi cã ®iÒu ph¶i chøng minh.
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VÝ dô 1.2.40. Chøng minh r»ng, nÕu a, b, c > 0 th× cã bÊt ®¼ng thøc sau ®©y:

1

b(b+ a)
+

1

c(c+ b)
+

1

a(a+ c)
>

9

2(ab+ bc+ ca)
.

Bµi gi¶i: ChØ cÇn chØ ra
c(a+ b) + ab

b(b+ a)
+
a(b+ c) + bc

c(c+ b)
+
b(c+ a) + ca

a(a+ c)
>

9

2

hay
c

b
+
b

a
+
a

c
+

a

a+ b
+

b

b+ c
+

c

c+ a
>

9

2
vµ nã t­¬ng ®­¬ng bÊt ®¼ng

thøc
c+ b

b
+
b+ a

a
+
a+ c

c
+

a

a+ b
+

b

b+ c
+

c

c+ a
>

15

2
. Theo BÊt ®¼ng

thøc Cauchy ta cã
a+ b

4a
+

a

a+ b
> 1,

b+ c

4b
+

b

b+ c
> 1,

c+ a

4c
+

c

c+ a
> 1.

Do ®ã
a+ b

4a
+

a

a+ b
+
b+ c

4b
+

b

b+ c
+
c+ a

4c
+

c

c+ a
> 3. MÆt kh¸c, cßn

cã
3

4

(a+ b

a
+
b+ c

b
+
c+ a

c

)
=

3

4

(
3 +

b

a
+
c

b
+
a

c

)
>

9

2
. Céng hai bÊt ®¼ng

thøc trªn l¹i ta cã bÊt ®¼ng thøc cÇn chøng minh.

VÝ dô 1.2.41. Chøng minh r»ng, nÕu a, b, c > 0 tháa m·n a + b + c = 3 th×
ta cã bÊt ®¼ng thøc (a2 − ab+ b2)(b2 − bc+ c2)(c2 − ca+ a2) 6 12.

Bµi gi¶i: Kh«ng lµm mÊt tÝnh chÊt tæng qu¸t, cã thÓ coi a > b > c. Khi ®ã
b2−bc+c2 6 b2, a2−ac+c2 6 (a+c)2, a2−ab+b2 6 (a+c)2−(a+c)b+b2.
Ta sÏ chøng minhM = b2(a+c)2((a+c)2−(a+c)b+b2) 6 12. ThËt vËy, ®Æt

x =
a− b+ c

2
> 0, s =

a+ b+ c

2
=

3

2
. Khi ®ã M = (s2 − x2)2(s2 + 3x2).

Theo BÊt ®¼ng thøc Cauchy cã
3

2
(s2−x2)3

2
(s2−x2)(s2 + 3x2) 6

(4

3
s2
)3

=

27 vµ suy ra ®­îc
9

4
M 6 27 hay M 6 12. DÊu = x¶y ra khi vµ chØ khi

c = 0, s2 = 9x2 hay a = 2, b = 1, c = 0.

Ph­¬ng ph¸p ®¸nh gi¸

§Ó chøng minh A 6 B, ta chän C vµ ®¸nh gi¸ A 6 C. Sau ®ã chØ ra C 6 B.

VÝ dô 1.2.42. Cho sè nguyªn n > 1. Chøng minh
1

23
+

1

33
+

1

43
+· · ·+ 1

n3
<

1

4
.
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Bµi gi¶i: Víi n = 2, n = 3, bÊt ®¼ng thøc ®óng lµ hiÓn nhiªn. Víi n > 3 cã

T =
1

23
+

1

33
+

1

43
+ · · ·+ 1

n3
<

1

8
+

1

27
+

1

4

( 1

3.4
+ · · ·+ 1

(n− 1)n

)
6

1

8
+

1

24
+

1

4

(1

3
− 1

4
+

1

4
− 1

5
+ · · ·+ 1

n− 1
− 1

n

)
<

1

8
+

1

24
+

1

12
.

Tõ ®©y suy ra T <
1

4
.

VÝ dô 1.2.43. D·y (an) ®­îc cho nh­ sau: a0 = 1, a1 = 3, a2 = 6, a3 =
10, a4 = 15, a5 = 21, . . . . X¸c ®Þnh an theo n vµ chøng minh bÊt ®¼ng thøc

T =
(

1− 1

3

)(
1− 1

6

)(
1− 1

10

)
· · ·
(

1− 1

an

)
<

1

3
+

1

n
.

Bµi gi¶i: Tõ a1 = 3 = a0+2, a2 = 6 = a1+3, a3 = 10 = a2+4, a4 = 15 =
a3 + 5, a5 = 21 = a4 + 6 suy ra an = an−1 + n + 1 vµ ®iÒu nµy dÔ dµng cã

®­îc qua qui n¹p. VËy an = 1 + 2 + 3 + · · ·+ n+ n+ 1 =
(n+ 1)(n+ 2)

2

vµ suy ra 1 − 1

ak
=
ak − 1

ak
=

(k + 1)(k + 2)− 2

(k + 1)(k + 2)
=

k(k + 3)

(k + 1)(k + 2)
. Nh­

vËy 1− 1

ak
=
(

1− 1

k + 1

)(
1 +

1

k + 2

)
vµ ta cã ®­îc c¸c phÐp biÕn ®æi sau:

T =
(

1− 1

2

)(
1 +

1

3

)(
1− 1

3

)(
1 +

1

4

)
. . .
(

1− 1

n+ 1

)(
1 +

1

n+ 2

)
=

1

2

(
1− 1

32

)(
1− 1

42

)(
1− 1

52

)
. . .
(

1− 1

(n+ 1)2

)(
1 +

1

n+ 2

)
=

1

2

(32 − 1

32

)(42 − 1

42

)(52 − 1

52

)
. . .
((n+ 1)2 − 1

(n+ 1)2

)(
1 +

1

n+ 2

)
=

2.3.42.52 . . . (n− 1)2n2(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

2.32.42.52 . . . (n− 1)2n2(n+ 1)2(n+ 2)
=

n+ 3

3(n+ 1)

<
n+ 3

3n
=

1

3
+

1

n
.

Tãm l¹i an =
(n+ 1)(n+ 2)

2
vµ nhËn ®­îc bÊt ®¼ng thøc T <

1

3
+

1

n
.

VÝ dô 1.2.44. Cho 0 < a 6 b 6 c 6 d vµ a+ b+ c+ d 6 1. Khi ®ã ta cã

1 > a2 + 3b2 + 5c2 + 7d2.
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Bµi gi¶i: V× 1 > (a+ b+ c+ d)2 = a2 + b2 + c2 + d2 + 2ab+ 2ac+ 2ad+
2bc+ 2bd+ 2cd 6 a2 + 3b2 + 5c2 + 7d2 nªn 1 > a2 + 3b2 + 5c2 + 7d2.

VÝ dô 1.2.45. NÕu a, b, c > 0 lu«n tháa m·n a+ b+ c = abc th× cã bÊt ®¼ng

thøc a2 + b2 + c2 +
1

a2
+

1

b2
+

1

c2
> 10.

Bµi gi¶i: Tõ abc = a + b + c > 3 3
√
abc, theo BÊt ®¼ng thøc Cauchy, ta suy

ra t = 3
√

(abc)2 > 3. V× T = a2 + b2 + c2 +
1

a2
+

1

b2
+

1

c2
> 3
(

3
√

(abc)2 +

1
3
√

(abc)2

)
, theo BÊt ®¼ng thøc Cauchy, nªn T > 3

(
t +

1

t

)
víi t > 3. Nh­

vËy T > 3
(
t+

1

t

)
> 10 t­¬ng ®­¬ng víi (t− 3)(3t− 1) > 0 : ®óng.

VÝ dô 1.2.46. Gi¶ sö c¸c sè thùc a, b, c lu«n tháa m·n a2 + b2 + c2 = 1.
Chøng minh r»ng T = abc+ 2(1 + a+ b+ c+ ab+ bc+ ca) > 0.

Bµi gi¶i: Do |a|, |b|, |c| 6 1, nªn khi abc 6 0 th× T = 2(1 + a)(1 + b)(1 +
c)− abc > 0; cßn khi abc > 0 th× T = (a+ b+ c+ 1)2 + abc > 0.

VÝ dô 1.2.47. Cho ba sè thùc a, b, c > 0 vµ a + b + c 6 3. Chøng minh bÊt
®¼ng thøc sau ®©y:

a+ b

2 + a2 + b2
+

b+ c

2 + b2 + c2
+

c+ a

2 + c2 + a2
6

2

2 + a+ b
+

2

2 + b+ c
+

2

2 + c+ a
.

Bµi gi¶i: V× 2+a2+b2 = 1+a2+1+b2 > 2(a+b) nªn ta ®­îc
a+ b

2 + a2 + b2
6

1

2
. T­¬ng tù,

b+ c

2 + b2 + c2
6

1

2
,

c+ a

2 + c2 + a2
6

1

2
. Nh­ vËy cã bÊt ®¼ng thøc

a+ b

2 + a2 + b2
+

b+ c

2 + b2 + c2
+

c+ a

2 + c2 + a2
6

3

2
.

§Æt x = 1+a, y = 1+b, z = 1+c. Khi ®ã x, y, z > 0 vµ 2x+2y+2z 6 12.

Do ®ã


1 +

y + z

x+ y
+
z + x

x+ y
6

12

x+ y

1 +
z + x

y + z
+
x+ y

y + z
6

12

y + z

1 +
x+ y

z + x
+
y + z

z + x
6

12

z + x
.

Céng c¸c bÊt ®¼ng thøc, vÕ theo vÕ,
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®­îc 12
( 1

x+ y
+

1

y + z
+

1

z + x

)
> 3 +

y + z

x+ y
+
x+ y

y + z
+
z + x

x+ y
+
x+ y

z + x
+

x+ z

y + z
+
y + z

x+ z
> 9. Tõ ®©y suy ra

2

2 + a+ b
+

2

2 + b+ c
+

2

2 + c+ a
=

2

x+ y
+

2

y + z
+

2

z + x
>

3

2
vµ cã ®­îc bÊt ®¼ng thøc cÇn chøng minh.

VÝ dô 1.2.48. Chøng minh r»ng víi c¸c sè thùc a, b, c > 1 cã bÊt ®¼ng thøc

(i)
1

a(b+ 1)
+

1

b(c+ 1)
+

1

c(a+ 1)
>

3

1 + abc
.

(ii)
1

ab+ a+ 1
+

1

bc+ b+ 1
+

1

ca+ c+ 1
>

3

2 + abc
.

Bµi gi¶i: (i) Do a, b, c > 1 nªn (a − 1)(b − 1)(c + 1) > 0 t­¬ng ®­¬ng
1 + abc > a+ b− c+ ac+ bc− ab. T­¬ng tù, ta cßn cã:

1 + abc > b+ c− a+ ac+ ab− bc, 1 + abc > c+ a− b+ bc+ ab− ca.
Céng ba bÊt ®¼ng thøc, vÕ theo vÕ, ta ®­îc

3 + 3abc > ab+ a+ bc+ b+ ca+ c.

Tõ
(

3 + 3abc
)( 1

ab+ a
+

1

bc+ b
+

1

ca+ c

)
>(

ab+ a+ bc+ b+ ca+ c
)( 1

a(b+ 1)
+

1

b(c+ 1)
+

1

c(a+ 1)

)
> 9

hay
1

a(b+ 1)
+

1

b(c+ 1)
+

1

c(a+ 1)
>

3

1 + abc
.

(ii) Nh­ trªn cã


2 + abc > a+ b− c+ ac+ bc− ab+ 1

2 + abc > b+ c− a+ ac+ ab− bc+ 1

2 + abc > c+ a− b+ bc+ ab− ca+ 1.

Céng ba bÊt

®¼ng thøc, vÕ theo vÕ, ta ®­îc 6 + 3abc > ab+ a+ bc+ b+ ca+ c+ 3. V×(
6 + 3abc

)( 1

ab+ a+ 1
+

1

bc+ b+ 1
+

1

ca+ c+ 1

)
>(

ab+ a+ 1 + bc+ b+ 1 + ca+ c+ 1
)

( 1

ab+ a+ 1
+

1

bc+ b+ 1
+

1

ca+ c+ 1

)
> 9

nªn
1

ab+ a+ 1
+

1

bc+ b+ 1
+

1

ca+ c+ 1
>

3

2 + abc
.
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Ph­¬ng ph¸p ph¶n chøng

XÐt mÖnh ®Ò (A) vµ chøng minh nã lµ ®óng. Gi¶ sö (A) lµ sai. Ta chØ ra m©u
thuÉn. VËy (A) ®óng.

VÝ dô 1.2.49. Cho bèn sè thùc ph©n biÖt a, b, c, d. Chøng minh r»ng trong 4
bÊt ®¼ng thøc d­íi ®©y cã Ýt nhÊt hai bÊt ®¼ng thøc sai:

a2 + 3b2 − 3cd 6 0

b2 + 3c2 − 3da 6 0

c2 + 3d2 − 3ab 6 0

d2 + 3a2 − 3bc 6 0.

Bµi gi¶i: NÕu a2 + 3b2− 3cd 6 0 vµ c2 + 3d2− 3ab 6 0 lµ ®óng th× cã ngay

a2+3b2−3cd+c2+3d2−3ab 6 0 hay
(
a−3

2
b
)2

+
3

4
b2+

(
c−3

2
d
)2

+
3

4
d2 6 0.

Tõ ®©y suy ra a = b = c = d = 0 : m©u thuÉn. Do vËy, trong hai bÊt ®¼ng
thøc nªu trªn ph¶i cã Ýt nhÊt mét bÊt ®¼ng thøc sai. T­¬ng tù, trong sè
b2 + 3c2 − 3da 6 0 vµ d2 + 3a2 − 3bc 6 0 ph¶i cã Ýt nhÊt mét bÊt ®¼ng thøc
sai. VËy trong bèn bÊt ®¼ng thøc ®· cho cã Ýt nhÊt hai bÊt ®¼ng thøc sai.

VÝ dô 1.2.50. Chøng minh r»ng kh«ng tån t¹i c¸c sè d­¬ng a, b, c tháa m·n
2a2 + ab+ b2 6 32

2b2 + bc+ c2 = 25

2c2 + ca+ a2 > 86.

Bµi gi¶i: Gi¶ sö tån t¹i c¸c sè d­¬ng a, b, c tháa m·n ®Çu bµi. Khi ®ã, tõ
2a2 + ab+ b2 6 32 suy ra 2a2 < 32 hay a < 4. Tõ 2b2 + bc+ c2 = 25 suy ra
c2 < 25 hay c < 5. Nh­ vËy 86 6 2c2 + ca + a2 < 2.25 + 5.4 + 16 = 86 :
m©u thuÉn.

VÝ dô 1.2.51. Gi¶ sö c¸c sè thùc a, b, c, d tháa m·n ab+2(b+c+d) = c(a+b).
Chøng minh r»ng trong sè ba bÊt ph­¬ng tr×nh d­íi ®©y Ýt nhÊt mét bÊt
ph­¬ng tr×nh cã nghiÖm:

x2 − ax+ b 6 0

x2 − bx+ c 6 0

x2 − cx+ d 6 0.
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Bµi gi¶i: Gi¶ sö c¶ ba bÊt ph­¬ng tr×nh ®Òu v« nghiÖm. Khi ®ã ta cã x2 −
ax + b > 0, x2 − bx + c > 0 vµ x2 − cx + d > 0 tháa m·n víi mäi x. VËy
a2 − 4b < 0, b2 − 4c < 0, c2 − 4d < 0. Céng ba bÊt ®¼ng thøc nµy ®­îc

2(b+ c+ d) >
a2 + b2 + c2

2
. VËy ab+ 2(b+ c+ d) >

a2 + b2 + c2

2
+ ab =

(a+ b)2 + c2

2
> c(a+ b). Tõ ®©y suy ra ab+ 2(b+ c+ d) > c(a+ b) : m©u

thuÉn. §iÒu nµy chøng tá ®iÒu gi¶ sö sai.

VÝ dô 1.2.52. [IMO 2001] Gi¶ sö c¸c sè d­¬ng a1, a2, . . . , an tháa m·n
a1a2 . . . an = 1. Chøng minh bÊt ®¼ng thøc

1√
1 + (n2 − 1)a1

+
1√

1 + (n2 − 1)a2
+ · · ·+ 1√

1 + (n2 − 1)an
> 1.

Bµi gi¶i: §Æt xi =
1√

1 + (n2 − 1)ai
víi i = 1, 2, . . . , n vµ P = x1x2 . . . xn.

Ta chØ ra x1 + x2 + · · · + xn > 1. Gi¶ sö x1 + x2 + · · · + xn < 1. Khi ®ã

ai =
( 1

x2i
− 1
)
.

1

n2 − 1
=

1− x2i
(n2 − 1)x2i

, i = 1, 2, . . . , n, vµ nh­ vËy ta cã ngay

n∏
i=1

(1−x2i ) = (n2−1)nP 2. Do bëi
n∑
i−1

xi < 1 nªn theo BÊt ®¼ng thøc Cauchy

1− xj > −xj +
n∑
i=1

xi > (n− 1) n−1

√
P

xj

1 + xj > xj +
n∑
i=1

xi > (n+ 1) n+1
√
xjP , j = 1, 2, . . . , n.

Nh©n vÕ víi vÕ cña tÊt c¶ c¸c bÊt ®¼ng thøc trªn ta ®­îc
n∏
j=1

(1 − xj) >

(n−1)nP vµ
n∏
j=1

(1+xj) > (n+1)nP vµ nh­ thÕ
n∏
j=1

(1−xij2) > (n2−1)nP 2 :

m©u thuÉn. DÔ dµng thÊy, dÊu = xÈy ra khi a1 = a2 = · · · = an = 1.

Ph­¬ng ph¸p h×nh häc

MÖnh ®Ò 1.2.53. Víi c¸c ®iÓm A,B,C vµ c¸c vÐct¬ ~x, ~y, ~z ta lu«n cã

(i) AB +BC > AC.
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(ii) |~x||~y| > |~x~y| > ~x~y.

(ii) |~x|+ |~y| > |~x+ ~y|.

(iii) |~x|+ |~y|+ |~z| > |~x+ ~y + ~z|.

(iv) Gi¶ sö hai miÒn ph¼ng (D1), (D2) víi diÖn tÝch S1 vµ S2 t­¬ng øng.
NÕu (D1) chøa trong (D2) th× S1 6 S2.

Chøng minh: HiÓn nhiªn.

VÝ dô 1.2.54. Cho |a+ b+ c| > 1. Chøng minh bÊt ®¼ng thøc sau ®©y:√
a2 + ab+ b2 +

√
b2 + bc+ c2 +

√
c2 + ca+ a2 >

√
3.

Bµi gi¶i: Víi ~a =
(
a+

b

2
;

√
3b

2

)
,~b =

(
b+

c

2
;

√
3c

2

)
,~c =

(
c+

a

2
;

√
3a

2

)
ta cã

~a+~b+ ~c =
(3

2
(a+ b+ c);

√
3

2
(a+ b+ c)

)
. Do |~a|+ |~b|+ |~c| > |~a+~b+ ~c|

suy ra
√
a2 + ab+ b2 +

√
b2 + bc+ c2 +

√
c2 + ca+ a2 >

√
3.

VÝ dô 1.2.55. Cho a, b, c tháa m·n 0 6 c 6 a, 0 6 c 6 b. Chøng minh r»ng√
c(a− c) +

√
c(b− c) 6

√
ab.

Bµi gi¶i: BÊt ®¼ng thøc hiÒn nhiªn ®óng khi c = 0. Khi c > 0, dùng hai tam
gi¸c vu«ng OAB vµ OAC cïng vu«ng gãc ë O víi c¹nh chung OC =

√
c

vµ OA =
√
b− c, OB =

√
a− c ë vÒ hai phÝa kh¸c nhau so víi OC. Khi

®ã BC =
√
a,AC =

√
b. Tõ SOAC + SOBC = SABC suy ra

√
c(a− c) +√

c(b− c) = 2SABC 6
√
ab.

VÝ dô 1.2.56. Víi a, b, c, d ∈ [0; 1] ta lu«n cã bÊt ®¼ng thøc d­íi ®©y:

a2006 + b2006 + c2006 + d2006 6 2 + a2006b+ b2006c+ c2006d+ d2006a.

Bµi gi¶i: Trªn h×nh vu«ng ABCD c¹nh 1, lÇn l­ît lÊy c¸c ®iÓmM,N,P vµ
Q trªn c¸c c¹nh AB,BC,CD vµ DA sao cho AQ = a,BM = b, CN = c
vµ DP = d. Khi ®ã

1

2
a(1− b) +

1

2
b(1− c) +

1

2
c(1− d) +

1

2
d(1− a)

= SMAQ + SNBM + SPCN + SQDP 6 SABCD = 1.

VËy a(1− b) + b(1− c) + c(1− d) + d(1− a) 6 2. Do a, b, c, d ∈ [0; 1] nªn
a(1− b) + b(1− c) + c(1− d) + d(1− a) > a2006b+ b2006c+ c2006d+ d2006a.
VËya2006 + b2006 + c2006 + d2006 6 2 + a2006b+ b2006c+ c2006d+ d2006a.
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Ph­¬ng ph¸p l­îng gi¸c

§­a bÊt ®¼ng thøc cÇn chøng minh vÒ bÊt ®¼ng thøc l­îng gi¸c ®Ó sö dông
nh÷ng tÝnh chÊt cña c¸c hµm sè l­îng gi¸c. TÊt nhiªn, kh«ng ph¶i bµi to¸n
nµo còng dïng ph­¬ng ph¸p nµy. Sau ®©y lµ mét sè dÊu hiÖu vµ phÐp l­îng
gi¸c hãa t­¬ng øng th­êng ®­îc sö dông:

Khi x2 + y2 = r2, r > 0, th× ta ®Æt


x = r cosα

y = r sinα

α ∈ [0; 2π].

Khi
x2

a2
+
y2

b2
= r2, a, b, r > 0, th× ta ®Æt


x = ra cosα

y = rb sinα

α ∈ [0; 2π].

NÕu
x2

a2
+
y2

b2
6 1, a, b > 0, th× ®Æt


x = r cosα

y = r sinα

α ∈ [0; 2π]

0 6 r 6 1.

NÕu |x| 6 r th× ®Æt x = r cosα víi α ∈ [0;π] hoÆc x = r sinα víi α ∈
[−π

2
;
π

2
].

VÝ dô 1.2.57. Víi hai sè thùc a vµ b tháa m·n a2 + b2 = 2 ta lu«n cã bÊt
®¼ng thøc 2(a3 − b3)− 3(a− b) 6 2.

Bµi gi¶i: §Æt a =
√

2 cosu, b =
√

2 sinu. Khi ®ã 2(a3 − b3) − 3(a − b) =

2 cos(3u− π

4
) 6 2.

VÝ dô 1.2.58. Víi hai sè thùc a vµ b tháa m·n a2 + 4b2 6 6a + 16b ta lu«n
cã bÊt ®¼ng thøc 3a− 8b 6 18.

Bµi gi¶i: Tõ a2 + 4b2 6 6a + 16b suy ra (a − 3)2 + 4(b − 2)2 6 52. §Æt

a = 3 + r cosu, b = 2 +
1

2
r sinu víi r ∈ [0; 5]. Khi ®ã 3a − 8b = −7 +

r(3 cosu− 4 sinu) = −7 + 5r cos(u+ α) 6 −7 + 25 = 18.

VÝ dô 1.2.59. Víi bèn sè thùc a, b, c vµ d biÕn thiªn tháa m·n hÖ a2 + b2 =
c2 + d2 = 1, h·y x¸c ®Þnh gi¸ trÞ lín nhÊt cña biÓu thøc d­íi ®©y:

T = (1− a)(1− c) + (1− b)(1− d).
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Bµi gi¶i: §Æt a = cosu, b = sinu, c = cos v, d = sin v. Khi ®ã ta cã

T = 2−
√

2 cos(u− π

4
)−
√

2 cos(v − π

4
) + cos(u− v) 6 3 + 2

√
2.

Nh­ vËy Tln = 3 + 2
√

2 khi u = v =
5π

4
.

VÝ dô 1.2.60. Cho ba sè thùc ph©n biÖt a, b, c. Chøng minh bÊt ®¼ng thøc

T =
(1 + ab

a− b

)2
+
(1 + bc

b− c

)2
+
(1 + ca

c− a

)2
> 1.

Bµi gi¶i: §Æt a = tanα, b = tan β, c = tan γ, α, β, γ ∈ [−π
2

;
π

2
]. Khi ®ã

M = cot2(α− β) + cot2(β − γ) + cot2(γ − α).

Do (α− β) + (β − γ) + (γ − α) = 0 nªn cot(α− β) cot(β − γ) + cot(β −
γ) cot(γ − α) + cot(γ − α) cot(α− β) = 1. Tõ ®ã suy ra T > 1.

VÝ dô 1.2.61. Chøng minh r»ng

∣∣∣∣a− ba+ b
+
c− d
c+ d

+
ad+ bc

ac− bd

∣∣∣∣ > √3.

Bµi gi¶i: §Æt M =

∣∣∣∣a− ba+ b
+
c− d
c+ d

+
ad+ bc

ac− bd

∣∣∣∣ . XÐt c¸c tr­êng hîp:

Khi a = 0 th×M =

∣∣∣∣−1 +
c− d
c+ d

− c

d

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣− cd − 1 +

c

d
− 1

c

d
+ 1

∣∣∣∣∣∣ .§Æt x =
c

d
+1.

Ta cãM =

∣∣∣∣−x+
x− 2

x

∣∣∣∣ =
x2 + 2− x
|x|

>
2
√

2|x| − |x|
|x|

= 2
√

2−1 >
√

3.

Khi c = 0, hoµn toµn t­¬ng tù nh­ trªn, ta còng cã M >
√

3.
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Khi a, c 6= 0, ®Æt
b

a
= tanα vµ

d

c
= tan β, ta cã ngay

x =
a− b
a+ b

=
1− b

a

1 +
b

a

=
tan

π

4
− tanα

1 + tan
π

4
tanα

= tan
(π

4
− α

)

y =
c− d
c+ d

=
1− d

c

1 +
d

c

=
tan

π

4
− tan β

1 + tan
π

4
tan β

= tan
(π

4
− β

)

z =
ad+ bc

ac+ bd
=

d

c
+
b

a

1− b

a

d

c

=
tanα + tan β

1 + tanα tan β
= tan(α + β).

Do bëi
(π

4
−α
)

+
(π

4
−β
)

+(α+β) =
π

2
nªn xy+yz+zx = 1. KÕt hîp víi

bÊt ®¼ng thøc (x+y+z)2 > 3(xy+yz+zx) suy raM = |x+y+z| >
√

3.
VËy bÊt ®¼ng thøc ®· cho ®­îc chøng minh.

VÝ dô 1.2.62. Víi ba sè thùc a, b, c ta lu«n cã bÊt ®¼ng thøc d­íi ®©y:

(ab+ bc+ ca− 1)2 6 (a2 + 1)(b2 + 1)(c2 + 1).

Bµi gi¶i: §Æt a = tanu, b = tan v, c = tanw víi u, v, w ∈
(
− π

2
,
π

2

)
. Khi

®ã (a2 + 1)(b2 + 1)(c2 + 1) =
1

cos2 u

1

cos2 v

1

cos2w
. BÊt ®¼ng thøc trë thµnh(

sinu sin v cosw + sin v sinw cosu+ sinw sinu cos v − cosu cos v cosw
)2

6 1 hay
(

sin v sin(u+w)− cos v cos(u+w)
)2

= cos2(u+ v+w) 6 1.

VÝ dô 1.2.63. Víi ba sè thùc a, b, c > 0 tháa m·n a + b + c = abc, h·y t×m
gi¸ trÞ nhá nhÊt cña biÓu thøc d­íi ®©y:

T = a

√
(1 + b2)(1 + c2)

1 + a2
+ b

√
(1 + c2)(1 + a2)

1 + b2
+ c

√
(1 + a2)(1 + b2)

1 + c2
.
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Bµi gi¶i: §Æt a = tanu, b = tan v, c = tanw víi u, v, w ∈
(
0;
π

2

)
. Khi ®ã

tanu + tan v + tanw = tanu tan v tanw. DÔ dµng suy ra u, v, w lµ sè ®o
ba gãc cña mét tam gi¸c nhän. BiÕn ®æi

T =
sinu

cos v cosw
+

sin v

cosu cosw
+

sinw

cosu cos v
= 2 tanu tan v tanw.

V× hµm tanx, x ∈
(
0;
π

2

)
, lµ hµm låi nªn T > 2 tan3 π

3
= 6
√

3. Nh­ vËy

Tnn = 6
√

3 khi a = b = c =
√

3.

VÝ dô 1.2.64. Víi ba sè thùc a, b, c lu«n cã bÊt ®¼ng thøc d­íi ®©y:

|a− b|√
(1 + a2)(1 + b2)

+
|b− c|√

(1 + b2)(1 + c2)
>

|a− c|√
(1 + a2)(1 + c2)

.

Bµi gi¶i: §Æt a = tanu, b = tan v, c = tanw. Khi ®ã bÊt ®¼ng thøc trë
thµnh | sin(u − v)| + | sin(v − w)| > | sin(u − w)|. Tõ | sin(x + y)| =
| sinx cos y + sin y cosx| 6 | sinx|+ | sin y| dÔ dµng suy ra | sin(u− w)| =
| sin(u− v + v − w)| 6 | sin(u− v)|+ | sin(v − w)|.

VÝ dô 1.2.65. Víi d·y sè thùc a0 = 1, a1, . . . , an, an+1 = n+ 1, n > 1, cã

n∑
i=0

|ai − ai+1|√
a2i + 1

√
a2i+1 + 1

>
2n

3(n+ 2)
.

Bµi gi¶i: Víi ba sè a, b, c ta ®Æt a = tanx, b = tan y, c = tan z. Khi ®ã bÊt

®¼ng thøc
|a− b|√

a2 + 1
√
b2 + 1

+
|b− c|√

b2 + 1
√
c2 + 1

>
|c− a|√

c2 + 1
√
a2 + 1

t­¬ng

®­¬ng | sin(x − y)| + | sin(y − z)| > | sin(x − z)|. Tõ | sin(u + v)| =
| sinu cos v + sin v cosu| 6 | sinu| + | sin v| ta suy ra bÊt ®¼ng thøc sau:
| sin(x− z)| = | sin(x− y + y − z)| 6 | sin(x− y)|+ | sin(y − z)|. Sö dông

kÕt qu¶ nµy:
|a1 − a2|√

a21 + 1
√
a22 + 1

+
|a2 − a3|√

a22 + 1
√
a23 + 1

>
|a1 − a3|√

a21 + 1
√
a23 + 1

.

Quy n¹p theo n ®­îc
n∑
i=0

|ai − ai+1|√
a2i + 1

√
a2i+1 + 1

>
|a0 − an+1|√

a20 + 1
√
a2n+1 + 1

>

n√
2n2 + 4n+ 4

>
n√

2(n+ 2)
>

2n

3(n+ 2)
.
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VÝ dô 1.2.66. Víi sè tù nhiªn n ta xÐt d·y a0 = 0, ai > 0 víi mäi i =

1, 2, . . . , n tháa m·n
n∑
i=1

ai = 1. Chøng minh r»ng

1 6
n∑
i=1

ai√
1 + a0 + · · ·+ ai−1

√
ai + · · ·+ an

<
π

2
.

Bµi gi¶i: Theo BÊt ®¼ng thøc Cauchy ta cã kÕt qu¶ sau ®©y:√
1 + a0 + · · ·+ ai−1

√
ai + · · ·+ an 6

1

2
(1+a0+ · · ·+ai−1+ai+ · · ·+an)

= 1. VËy
n∑
i=1

ai√
1 + a0 + · · ·+ ai−1

√
ai + · · ·+ an

>
n∑
i=1

ai
1

= 1. §Æt ui =

arcsin(a0 + · · ·+ ai−1 + ai) víi i = 0, 1, . . . , n. Khi ®ã cã c¸c hÖ thøc sau:

ai = (a0 + · · ·+ ai−1 + ai)− (a0 + · · ·+ ai−1) = sinui − sinui−1

cosui−1 =

√
1− sin2 ui−1 =

√
1− (a0 + · · ·+ ai−1)2

=
√

1 + a0 + · · ·+ ai−1
√
ai + · · ·+ an, i = 1, . . . , n.

VËy S =
n∑
i=1

ai√
1 + a0 + · · ·+ ai−1

√
ai + · · ·+ an

=
n∑
i=1

sinui − sinui−1
cosui−1

hay S =
n∑
i=1

2 cos
ui + ui−1

2
sin

ui − ui−1
2

cosui−1
<

n∑
i=1

2 sin
ui − ui−1

2
. V× sinx <

x khi x ∈ (0;
π

2
) nªn S <

n∑
i=1

(ui − ui−1) =
π

2
.

VÝ dô 1.2.67. Víi sè tù nhiªn n ta xÐt d·y a0 = 0, ai > 0 víi mäi sè i =

1, 2, . . . , n, vµ tháa m·n
n∑
i=1

ai = 1. Chøng minh r»ng

n∑
i=1

ai√
1 + (a0 + · · ·+ ai−1)2

√
1 + (a0 + · · ·+ ai)2

<
π

4
.

Bµi gi¶i: §Æt ui = arctan(a0 + · · ·+ ai−1 + ai) víi i = 0, 1, . . . , n. Khi ®ã

c¸c gãc ui ∈ [0;
π

4
] vµ cã c¸c hÖ thøc sau:

ai = (a0 + · · ·+ ai−1 + ai)− (a0 + · · ·+ ai−1) = tanui − tanui−1
1

cosui
=
√

1 + tan2 ui =
√

1 + (a0 + · · ·+ ai)2, i = 1, . . . , n. VËy S =
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n∑
i=1

ai√
1 + (a0 + · · ·+ ai−1)2

√
1 + (a0 + · · ·+ ai)2

=
n∑
i=1

tanui − tanui−1
1

cosui−1 cosui

hay S =
n∑
i=1

sin(ui − ui−1) <
n∑
i=1

(ui − ui−1) = un =
π

4
.

VÝ dô 1.2.68. Víi mäi tam gi¸c ABC ta lu«n cã bÊt ®¼ng thøc sau:

1

(1 + sinA)2
+

1

(1 + sinB)2
+

1

(1 + sinC)2
6

3

1 + sinA sinB sinC
.

Bµi gi¶i: Suy ra tõ VÝ dô 1.1.6.

VÝ dô 1.2.69. Víi mäi tam gi¸c nhän ABC ta lu«n cã bÊt ®¼ng thøc sau:

tanA tanB tanC > 3
√

3.

Bµi gi¶i: Bëi v× T = tanA tanB tanC = tanA + tanB + tanC nªn cã
T > 3 3

√
tanA tanB tanC. Nh­ vËy tanA tanB tanC > 3

√
3.

VÝ dô 1.2.70. Víi mäi tam gi¸c nhän ABC ta lu«n cã bÊt ®¼ng thøc sau:

tan5A+ tan5B + tan5C

tanA+ tanB + tanC
> 9.

Bµi gi¶i: Ta cã
tan5A+ tan5B + tan5C

tanA+ tanB + tanC
=

tan5A+ tan5B + tan5C

tanA tanB tanC
.

V× tan5A+ tan5B + tan5C > 3
3
√

tan5A tan5B tan5C nªn ta cã ngay bÊt

®¼ng thøc
tan5A+ tan5B + tan5C

tanA+ tanB + tanC
> 3

3
√

tan2A tan2B tan2C > 9.

VÝ dô 1.2.71. Víi mäi tam gi¸c ABC ta lu«n cã bÊt ®¼ng thøc sau:

tan2 A

2
+ tan2 B

2
+ tan2 C

2
> 1.

Bµi gi¶i: Tõ tan2 A

2
+ tan2 B

2
+ tan2 C

2
> tan

A

2
tan

B

2
+ tan

B

2
tan

C

2
+

tan
C

2
tan

A

2
= 1 suy ra tan2 A

2
+ tan2 B

2
+ tan2 C

2
> 1.

VÝ dô 1.2.72. Cho ∆ABC. §Æt x = tan
A

2
, y = tan

B

2
, z = tan

C

2
. Khi ®ã

ta cã c¸c bÊt ®¼ng thøc sau ®©y:
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(i)
(

1 +
4x

y + z

)(
1 +

4y

z + x

)(
1 +

4z

x+ y

)
>

27

2

(
27x2y2z2 + 1

)
.

(ii)
(

1 +
4x

y + z

)(
1 +

4y

z + x

)(
1 +

4z

x+ y

)
>
(

1 + 2 3

√
2r

R

)3
.

Bµi gi¶i: (i) §Æt a = x + y + z, b = xy + yz + zx = 1, c = xyz vµ

T =
(

1 +
4x

y + z

)(
1 +

4y

z + x

)(
1 +

4z

x+ y

)
=

(a+ 3x)(a+ 3y)(a+ 3z)

(a− x)(a− y)(a− z)
.

VËy T =
a3 + 3aa2 + 9ba+ 27c

a3 − aa2 + ba− c
. XÐt T =

4a3 + 9a+ 27c

a− c
víi a >

√
3 =

9
1

3
√

3
> 9c > 0. Ta coi T lµ hµm cña a vµ a > 9c > 0. Do a > 1 nªn ta cã

T ′a = 4
2a3 − 3a2c− 9c

(a− c)2
= 4

a2(2a− 3c)− 9c

(a− c)2
> 4

15a2c− 9c

(a− c)2
> 0

vµ nh­ vËy T > T (9c) =
4.36c3 + 108c

8c
=

36

2
c2 +

27

2
vµ cã bÊt ®¼ng thøc.

(ii) L¹i cã T =
(

1+
4x

y + z

)(
1+

4y

z + x

)(
1+

4z

x+ y

)
>
(

1+4 3

√
c

a− c

)3
=(

1 + 2 3

√
2r

R

)3
.

NÕu coi T lµ hµm cña c > 0 th× T ′c > 0 vµ cã T > T (0) = 9 + 4a2 > 21.
Tuy bÞ chÆn d­íi, còng dÔ thÊy T kh«ng cã gi¸ trÞ nhá nhÊt. Khi mét trong
c¸c gãc tam gi¸c tiÕn tíi π vµ hai gãc cßn l¹i tiÕn tíi 0 th× a → +∞. VËy
T còng kh«ng cã gi¸ trÞ lín nhÊt. Chó ý r»ng, ta cßn cã thÓ chøng minh
T > 25, nh­ng viÖc t×m ra sè 25 hoµn toµn kh«ng tù nhiªn.

Ph­¬ng ph¸p quy n¹p to¸n häc

MÖnh ®Ò 1.2.73. [Cauchy] Víi c¸c sè thùc a1, a2, . . . , an > 0 ta lu«n cã

An =
a1 + a2 + · · ·+ an

n
> n
√
a1a2 . . . an = Γn.

Chøng minh: Víi n = 1 bÊt ®¼ng thøc ®óng lµ hiÓn nhiªn. Víi n = 2 ta

cã
a1 + a2

2
>
√
a1a2 v×

(√
a1 −

√
a2
)2

> 0. XÐt tr­êng hîp n > 2. Gi¶ sö
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®· cã An > Γn. Khi ®ã A =
an+1 + (n− 1)An+1

n
> n

√
an+1A

n−1
n+1 = Γ theo

gi¶ thiÕt qui n¹p. L¹i cã An+1 =
An + A

2
>
√
AnA >

√
ΓnΓ vµ nh­ vËy

An+1 >
√

ΓnΓ = 2n

√
Γn+1
n+1A

n−1
n+1 hay An+1 > Γn+1.

VÝ dô 1.2.74. Cho a+ b > 0. Chøng minh r»ng víi mäi n ∈ N ta ®Òu cã

an + bn

2
>
(a+ b

2

)n
.

Bµi gi¶i: Víi n = 1, bÊt ®¼ng thøc lu«n ®óng. Gi¶ sö bÊt ®¼ng thøc ®óng
cho n = k ∈ N, k > 1. Víi n = k + 1, theo gi¶ thiÕt quy n¹p sÏ nhËn ®­îc(a+ b

2

)k+1

=
a+ b

2
.
(a+ b

2

)k
6
a+ b

2
.
ak + bk

2
=

(a+ b)(ak + bk)

4
.

XÐt hiÖu T =
ak+1 + bk+1

2
− (a+ b)(ak + bk)

4
=

(a− b)(ak − bk)
4

. Do bëi

vai trß cña a vµ b nh­ nhau nªn cã thÓ gi¶ thiÕt a > b. KÕt hîp víi gi¶ thiÕt
a + b > 0 hay a > −b ta nhËn ®­îc a > |b|. VËy ak > |b|k > bk vµ suy

ra (a− b)(ak − bk) > 0. Do ®ã
(a+ b)(ak + bk)

4
6
ak+1 + bk+1

2
vµ nh­ vËy(a+ b

2

)k+1

6
ak+1 + bk+1

2
. Tãm l¹i bÊt ®¼ng thøc ®óng víi mäi n > 0.

VÝ dô 1.2.75. Cho c¸c sè a1, a2, . . . , an > 0 tháa m·n a1a2 . . . an = 1 vµ k
lµ mét h»ng sè d­¬ng tïy ý sao cho k > n− 1. Khi ®ã ta cã bÊt ®¼ng thøc

1

k + a1
+

1

k + a2
+ · · ·+ 1

k + an
6

n

k + 1
.

Bµi gi¶i: Víi n = 2 bÊt ®¼ng thøc trë thµnh
1

k + a1
+

1

k + a2
6

2

k + 1
hay a1 + a2 > 2 v× a1a2 = 1. Tõ a1a2 = 1 suy ra a1 + a2 > 2. VËy
bÊt ®¼ng thøc cÇn chøng minh ®óng víi n = 2. Gi¶ sö bÊt ®¼ng thøc cÇn
chøng minh ®óng víi n. Kh«ng lµm mÊt tÝnh chÊt tæng qu¸t, cã thÓ coi

0 6 a1 6 · · · 6 an 6 an+1. §Æt t = n
√
a1a2 . . . an, h =

k

t
vµ bi =

ai
t

víi

i = 1, 2, . . . , n. Khi ®ã b1b2 . . . bn = 1. BiÓu diÔn tæng qua h vµ c¸c bi :

1

k + a1
+

1

k + a2
+ · · ·+ 1

k + an
=

1

t

( 1

h+ b1
+

1

h+ b2
+ · · ·+ 1

h+ bn

)
.
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V× k > n+ 1− 1 = n vµ t 6 1 nªn h >
n

t
> n− 1. Nh­ vËy, theo gi¶ thiÕt

quy n¹p cã
1

h+ b1
+

1

h+ b2
+ . . .+

1

h+ bn
6

n

h+ 1
. Tõ ®ã suy ra

1

k + a1
+

1

k + a2
+ . . .+

1

k + an
6

1

t

n

h+ 1
=

n

k + t
.

B©y giê sÏ chØ ra
n

k + t
+

1

k + an+1
6
n+ 1

k + 1
víi tnan+1 = a1a2 . . . an+1 = 1.

ThËt vËy,
n

k + t
+

1

k + an+1
6
n+ 1

k + 1
t­¬ng ®­¬ng

n

k + t
+

tn

ktn + 1
6
n+ 1

k + 1

hayM =
(
k(n+1)−(k+1)

)
tn+1−k(n+1)tn+(n+1)t+(k−n) > 0. ViÕt

M = (t−1)2
(
k(n+1)(tn−1+ · · ·+1

)
−(k+1)(tn−1+2tn−2+ . . .+n) > 0.

BÊt ®¼ng thøc nµy hiÓn nhiªn ®óng.
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Ch­¬ng 2

Mét vµi ph­¬ng ph¸p x©y dùng bÊt ®¼ng
thøc

Môc nµy tËp trung chøng minh l¹i mét sè bÊt ®¼ng thøc qua hµm sè hoÆc
h×nh häc. B©y giê ta chän mét hµm sè y = f(x) hoÆc mét h×nh nµo ®ã. Sö
dông tÝnh t¨ng-gi¶m hay tÝnh låi-lâm hoÆc mét sè kÕt qu¶ trong H×nh häc
®Ó cã bÊt ®¼ng thøc. VÊn ®Ò ®Æt ra: Chän hµm hoÆc h×nh nµo ®Ó cã c¸c bÊt
®¼ng thøc?

2.1 Ph­¬ng ph¸p hµm sè

Tam thøc bËc hai

Hµm ®Çu tiªn ®­îc xÐt ®Õn lµ mét tam thøc bËc hai f(x) = ax2+bx+c, a 6= 0.

MÖnh ®Ò 2.1.1. Gi¶ sö x1, x2 lµ nghiÖm cña f(x) = 0. Khi ®ã cã kÕt qu¶:
f(x) = a(x− x1)(x− x2)

x1 + x2 = − b
a

x1x2 =
c

a
.

MÖnh ®Ò 2.1.2. Gi¶ sö f(x) ∈ R[x] vµ ∆ = b2−4ac. Khi ®ã cã c¸c kÕt qu¶:

(i) f(x) > 0 víi mäi gi¸ trÞ cña x khi vµ chØ khi

{
a > 0

∆ < 0.

(ii) f(x) > 0 víi mäi gi¸ trÞ cña x khi vµ chØ khi

{
a > 0

∆ 6 0.

40
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(iii) f(x) < 0 víi mäi gi¸ trÞ cña x khi vµ chØ khi

{
a < 0

∆ < 0.

(iv) f(x) 6 0 víi mäi gi¸ trÞ cña x khi vµ chØ khi

{
a < 0

∆ 6 0.

(v) f(x) = 0 cã hai nghiÖm x1, x2 vµ sè thùc x1 < α < x2 khi vµ chØ khi
af(α) < 0.

VÝ dô 2.1.3. Gi¶ sö c¸c sè thùc a, b, c tháa m·n hÖ:

{
a+ b+ c = 6

ab+ bc+ ca = 9.

Chøng minh r»ng 0 6 a, b, c 6 4.

Bµi gi¶i: Tõ gi¶ thiÕt suy ra

{
b+ c = 6− a
bc = 9− a(6− a)

vµ nh­ vËy b vµ c lµ hai

nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh: t2 − (6 − a)t + a2 − 6a + 9 = 0. Do ®ã ∆ > 0
hay 0 6 a 6 4. T­¬ng tù 0 6 b, c 6 4.

VÝ dô 2.1.4. Gi¶ sö ∆ABC cã ®é dµi c¸c c¹nh a, b, c vµ diÖn tÝch S. Chøng
minh r»ng víi mäi x > 0 ta lu«n cã bÊt ®¼ng thøc:(

2x− 1
)
a2 +

(2

x
− 1
)
b2 + c2 > 4

√
3S.

Bµi gi¶i: BÊt ®¼ng thøc t­¬ng ®­¬ng 2a2x2−
(
a2+b2−c2−4

√
3S
)
x+2b2 > 0

víi mäi x > 0.XÐt ∆ = [a2+b2−c2−4
√

3S+4ab][a2+b2−c2−4
√

3S−4ab].

Tõ 1 > cos(C−2π

3
) =

c2 − a2 − b2

4ab
+

√
3S

ab
cã a2+b2−c2−4

√
3S+4ab > 0.

T­¬ng tù, tõ 1 > cos(C +
π

3
) suy ra a2 + b2 − c2 − 4

√
3S − 4ab 6 0. VËy

∆ 6 0 vµ bÊt ®¼ng thøc ®óng.

VÝ dô 2.1.5. D·y (an) x¸c ®Þnh bëi:

{
a0 = 1

an+1 = 6an +
√

35a2n + 2010, n > 0.

Chøng minh r»ng

(i) an+1 = 12an − an−1, an+1 =
a2n − 2010

an−1
víi mäi n > 1.

(ii) D·y (an) lµ d·y kh«ng bÞ chÆn trªn.
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Bµi gi¶i: (i) Tõ
(
an+1 − 6an

)2
= 35a2n + 2010 ta suy ra ph­¬ng tr×nh sau

®©y: a2n+1−12anan+1 +a2n−2010 = 0 víi mäi n > 0. ThÕ n+1 qua n ®­îc
a2n−1− 12anan−1 + a2n− 2010 = 0. Nh­ vËy an−1 vµ an+1 lµ hai nghiÖm cña
ph­¬ng tr×nh x2 − 12anx + a2n − 2010 = 0. Theo §Þnh lý ViÐt vÒ tæng vµ

tÝch hai nghiÖm suy ra ®­îc ngay an+1 = 12an − an−1, an+1 =
a2n − 2010

an−1
.

(ii) V× c¸c an > 0 vµ an+1 = 6an +
√

35a2n + 2010 > 6an víi mäi n > 0
nªn d·y (an) lµ d·y ®¬n ®iÖu t¨ng. NÕu (an) lµ d·y bÞ chÆn trªn th× nã cã
giíi h¹n h÷u h¹n. Gi¶ sö giíi h¹n cña d·y lµ a. Tõ an+1an−1 = a2n − 2010
theo (i) ta suy ra a2 = a2− 2010. VËy 2010 = 0 : v« lý. Do vËy, (an) lµ d·y
t¨ng kh«ng bÞ chÆn trªn.

VÝ dô 2.1.6. Cho d·y sè nguyªn (an) x¸c ®Þnh nh­ sau: a0 = 1, a1 = 4 vµ
an+2 = 4an+1 − an víi n > 0. Chøng minh r»ng

(i) an+1 =
a2n − 1

an−1
, n > 1.

(ii) D·y (an) lµ d·y kh«ng bÞ chÆn trªn.

Bµi gi¶i: (i) Ta cã a2n + a2n−1 − 4anan−1 − 1 = 0 víi mäi sè nguyªn n > 1.
VËy an+1 vµ an−1 lµ hai nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh x2 − 4anx+ a2n − 1 = 0.

Theo §Þnh lý ViÐt cã an+1 =
a2n − 1

an−1
.

(ii) V× an+2 = 4an+1− an víi mäi n > 0 vµ a0 = 1, a1 = 4 nªn dÔ dµng suy
ra d·y (an) lµ d·y ®¬n ®iÖu t¨ng qua quy n¹p. NÕu (an) lµ d·y bÞ chÆn trªn th×
nã cã giíi h¹n h÷u h¹n. Gi¶ sö giíi h¹n cña d·y lµ a. Tõ an+1an−1 = a2n− 1
theo (i) ta suy ra a2 = a2 − 1. VËy 1 = 0 : v« lý. Do vËy, (an) lµ d·y kh«ng
bÞ chÆn trªn.

MÖnh ®Ò 2.1.7. Gi¶ sö d·y h÷u h¹n c¸c sè thùc (ai), (bi), (ti) tháa m·n
0 < a 6 ai 6 A, 0 < b 6 bi 6 B vµ ti > 0 víi mäi i = 1, . . . , n. Khi ®ã cã

(i) [Polya]
1

4

(√ ab

AB
+

√
AB

ab

)2
>

n∑
i=1

a2i .
n∑
i=1

b2i( n∑
i=1

aibi

)2 .
(ii) [Cantorovic]

(a+ A)2

4aA

( n∑
i=1

ti

)2
>
( n∑
i=1

tiai

)( n∑
i=1

ti
ai

)
.
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Chøng minh: (i) Tam thøc f(x) = x2 −
( b
A

+
B

a

)
x +

Bb

Aa
cã hai nghiÖm

b

A
,
B

a
. Tõ

b

A
6
bi
ai

6
B

a
ta suy ra bÊt ®¼ng thøc

b2i
a2i
−
( b
A

+
B

a

) bi
ai

+
Bb

Aa
6 0

hay b2i −
( b
A

+
B

a

)
biai +

Bb

Aa
a2i 6 0 víi i = 1, . . . , n. Céng tÊt c¶ l¹i ®­îc:

( b
A

+
B

a

) n∑
i=1

biai >
n∑
i=1

b2i +
Bb

Aa

n∑
i=1

a2i > 2

√√√√( n∑
i=1

b2i

)(Bb
Aa

n∑
i=1

a2i

)
.

Do ®ã
1

4

(√ ab

AB
+

√
AB

ab

)2
=

1

4

( b
A

+
B

a

)2Aa
Bb

>

n∑
i=1

a2i .
n∑
i=1

b2i( n∑
i=1

aibi

)2 .
(ii) V× 0 < a 6 ai 6 A vµ ti > 0 nªn tiai +

tiaA

ai
6 (a + A)ti víi

i = 1, . . . , n, vµ ta cã
n∑
i=1

tiai+
n∑
i=1

tiaA

ai
6 (a+A)

n∑
i=1

ti. Theo BÊt ®¼ng thøc

Cauchy ta ®­îc (a + A)(
n∑
i=1

ti) > 2

√
aA(

n∑
i=1

tiai)(
n∑
i=1

ti
ai

) hay bÊt ®¼ng thøc

(a+ A)2

4aA

( n∑
i=1

ti

)2
>
( n∑
i=1

tiai

)( n∑
i=1

ti
ai

)
.

VÝ dô 2.1.8. Cho c¸c sè thùc a1, a2, a3, b1, b2, b3 víi a21 − a22 − a23 > 0. Khi

®ã
(
a21 − a22 − a23

)(
b21 − b22 − b23

)
6
(
a1b1 − a2b2 − a3b3

)2
.

Bµi gi¶i: XÐt tam thøc f(x) =
(
a21−a22−a23

)
x2−2

(
a1b1−a2b2−a3b3

)
x+(

b21 − b22 − b23
)

= (a1x− b1)2 − (a2x− b2)2 − (a3x− b3)2. Tõ gi¶ thiÕt suy

ra a1 6= 0 vµ f
( b1
a1

)
6 0. VËy f(x) = 0 cã nghiÖm vµ nh­ thÕ ∆′ > 0.

VÝ dô 2.1.9. Cho tam gi¸c ABC víi ®é dµi ba c¹nh a, b, c, a+ b+ c = 2, vµ

®é dµi ba ®­êng cao lµ ha, hb, hc. Khi ®ã cã c¸c bÊt ®¼ng thøc 2+
3√
2
> T =

[a(a+ 2ha)

2− a
+
b(b+ 2hb)

2− b
+
c(c+ 2hc)

2− c

][a(2− a)

a+ 2ha
+
b(2− b)
b+ 2hb

+
c(2− c)
c+ 2hc

]
.
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Bµi gi¶i: V× a+ 2ha = b(cosC+ sinC) + c(cosB+ sinB) nªn b+ c < a+

2ha 6
√

2(b+ c). Do ®ã 1 <
a+ 2ha
2− a

6
√

2. T­¬ng tù 1 <
b+ 2hb
2− b

6
√

2,

1 <
c+ 2hc
2− c

6
√

2. Víi a = 1, A =
√

2, t1 = a, t2 = b, t3 = c vµ

a1 =
a+ 2ha
2− a

, a2 =
b+ 2hb
2− b

, a3 =
c+ 2hc
2− c

ta cã bÊt ®¼ng thøc 2 +
3√
2
> T

theo MÖnh ®Ò 2.1.7.

VÝ dô 2.1.10. Chøng minh r»ng víi mäi sè thùc x, y, z vµ mäi tam gi¸c ABC
lu«n cã bÊt ®¼ng thøc x2 + y2 + z2 > 2xy cosC + 2yz cosA + 2zx cosB.
Tõ ®ã chØ ra

(i) cosA+ cosB + cosC 6
3

2
.

(ii)
1

3
cosA+

1

4
cosB +

1

5
cosC 6

5

12
.

Bµi gi¶i: V× tam thøc f(x) = x2−2x(y cosC+z cosB)+y2+z2−2yz cosA
cã ∆ 6 0 nªn f(x) > 0 víi mäi sè thùc x, y, z vµ mäi tam gi¸c ABC. Víi

x = y = z = 1 cã (i). Víi x =
6√

6.8.10
, y =

8√
6.8.10

vµ z =
10√

6.8.10
ta

cã ngay bÊt ®¼ng thøc (ii):
1

3
cosA+

1

4
cosB +

1

5
cosC 6

5

12
.

VÝ dô 2.1.11. Gi¶ sö ba sè a, b, c > 0 lµ ®é dµi 3 c¹nh mét tam gi¸c. Chøng
minh r»ng nÕu c¸c sè thùc x, y, z tháa m·n ax+by+cz = 0 th× ayz+bzx+
cxy 6 0 vµ yz + zx+ xy 6 0.

Bµi gi¶i: Tõ ax + by + cz = 0 suy ra cz = −ax − by. V× c > 0 nªn
ayz+bzx+cxy 6 0 t­¬ng ®­¬ng aycz+bczx+c2xy 6 0. VËy ta ph¶i chØ ra
ay(−ax−by)+bx(−ax−by)+c2xy 6 0 hay abx2+(a2+b2−c2)xy+aby2 >
0. XÐt f(x, y) = abx2 + (a2 + b2 − c2)xy + aby2 víi ab > 0. Do bëi

∆ = −(a+ b+ c)(a+ b− c)(a− b+ c)(−a+ b+ c)y2 6 0

nªn f(x, y) > 0 víi mäi x, y.

V× z = −ax+ by

c
nªn yz+ zx+xy 6 0 t­¬ng ®­¬ng ax2 + (a+ b− c)xy+

by2 > 0. DÔ dµng thÊy ∆ 6 0. VËy yz + zx+ xy 6 0.
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§a thøc bËc ba

§a thøc tiÕp theo ®­îc xÐt ®Õn lµ mét ®a thøc bËc ba f(x) = x3+ax2+bx+c
vµ mét sè tÝnh chÊt cña ®­êng cong bËc ba (`) : y = x3 +ax2 + bx+ c t­¬ng
øng trong mÆt ph¼ng täa ®é (Oxy).
Ph­¬ng tr×nh x3+ax2+bx+c = 0 ®­îc ®­a vÒ d¹ng g(x) = x3+px+q = 0

qua viÖc thÕ x+
a

3
bëi x.

MÖnh ®Ò 2.1.12. Víi ε =
−1 + i

√
3

2
, ph­¬ng tr×nh g(x) = 0 cã ba nghiÖm:

x1 =
3

√
−q

2
+

√
q2

4
+
p3

27
+

3

√
−q

2
−
√
q2

4
+
p3

27

x2 = ε
3

√
−q

2
+

√
q2

4
+
p3

27
+ ε2

3

√
−q

2
−
√
q2

4
+
p3

27

x3 = ε2
3

√
−q

2
+

√
q2

4
+
p3

27
+ ε

3

√
−q

2
−
√
q2

4
+
p3

27
.

MÖnh ®Ò 2.1.13. Gi¶ sö x1, x2, x3 lµ ba nghiÖm cña f(x) = 0. Khi ®ã ta cã:
f(x) = (x− x1)(x− x2)(x− x3)
x1 + x2 + x3 = −a
x1x2 + x2x3 + x3x1 = b

x1x2x3 = −c.

VÝ dô 2.1.14. Gi¶ sö x1, x2, x3 lµ ba nghiÖm cña x3 + px+ q = 0. TÝnh tÝch
D = (x1 − x2)2(x2 − x3)2(x3 − x1)2.

Bµi gi¶i: Tõ x3 + px+ q = (x− x1)(x− x2)(x− x3) ta suy ra c¸c hÖ thøc
3x21 + p = (x1 − x2)(x1 − x3)
3x22 + p = (x2 − x1)(x2 − x3)
3x23 + p = (x3 − x1)(x3 − x2).

VËy D = −(3x21 + p)(3x22 + p)(3x23 + p) = −4p3 − 27q2.
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VÝ dô 2.1.15. Cho ∆ABC víi ®é dµi c¹nh lµ a, b, c vµ b¸n kÝnh ®­êng trßn
ngo¹i tiÕp lµ R. §Æt x = sinA, y = sinB, z = sinC. Ta cã bÊt ®¼ng thøc

4(xy + yz + zx) + (x+ y + z) 6 11 + 6
√

3.

Bµi gi¶i: V× a, b, c, lµ nghiÖm cña x3−2px2 +(p2 +r2 +4Rr)x−4Rrp = 0
nªn ab + bc + ca + (a + b + c)R = 2R2 + 4pR + p2 + r2 + 4Rr. V×

a+ b+ c = 8R cos
A

2
cos

B

2
cos

C

2
6 3
√

3R nªn ab+ bc+ ca+ (a+ b+ c)R

6 (11 + 6
√

3)R2 hay 4(xy + yz + zx) + (x+ y + z) 6 11 + 6
√

3.

VÝ dô 2.1.16. Cho ∆ABC víi ®é dµi c¹nh lµ a, b, c vµ b¸n kÝnh ®­êng trßn
néi, ngo¹i tiÕp lµ r, R. Khi ®ã ta cã bÊt ®¼ng thøc

ab+ bc+ ca+ (a+ b+ c)r + r2 6
(39

4
+ 3
√

3
)
R2.

Bµi gi¶i: V× a, b, c, lµ nghiÖm cña x3−2px2 +(p2 +r2 +4Rr)x−4Rrp = 0

nªn
1

x− a
+

1

x− b
+

1

x− c
=

3x2 − 4px+ p2 + r2 + 4Rr

(x− a)(x− b)(x− c)
. Víi x = −r cã

1

a+ r
+

1

b+ r
+

1

c+ r
=

4r2 + 4pr + p2 + 4Rr

(r + a)(r + b)(r + c)
.

Tõ ®©y suy ra bÊt ®¼ng thøc
1

a+ r
+

1

b+ r
+

1

c+ r
6

(39

4
+ 3
√

3
)
R2

(r + a)(r + b)(r + c)

hay ab+ bc+ ca+ (a+ b+ c)r + r2 6
(39

4
+ 3
√

3
)
R2.

§Þnh lý Rolle, §a thøc bËc n

Bæ ®Ò 2.1.17. [Rolle] NÕu hµm sè y = g(x) x¸c ®Þnh vµ liªn tôc trªn ®o¹n
[a; b], a < b, tháa m·n g(a) = g(b) th× tån t¹i x0 ∈ (a; b) ®Ó g′(x0) = 0.

VÝ dô 2.1.18. NÕu hµm sè f(x) x¸c ®Þnh vµ liªn tôc trªn ®o¹n [a; b], kh¶
vi trong kho¶ng (a; b) tháa m·n f(a) = f(b) = 0 th× víi α ∈ R sÏ cã
x0 ∈ (a; b) ®Ó αf(x0) + f ′(x0) = 0.

Bµi gi¶i: XÐt hµm h(x) = eαxf(x) trªn [a; b]. Hµm nµy tháa m·n tÊt c¶
c¸c ®iÒu kiÖn cña §Þnh lý Rolle. Theo Bæ ®Ò 2.1.17, tån t¹i x0 ∈ (a; b)
tháa m·n h′(x0) = 0 hay αeαx0f(x0) + eαx0f ′(x0) = 0. V× eαx0 6= 0 nªn
αf(x0) + f ′(x0) = 0.
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VÝ dô 2.1.19. NÕu hai hµm sè f(x), g(x) x¸c ®Þnh vµ liªn tôc trªn ®o¹n [a; b],
kh¶ vi trong kho¶ng (a; b) tháa m·n f(a) = f(b) = 0 th× víi α ∈ R sÏ cã
x0 ∈ (a; b) ®Ó g′(x0)f(x0) + f ′(x0) = 0.

Bµi gi¶i: XÐt hµm h(x) = eg(x)f(x) trªn [a; b]. Hµm nµy tháa m·n tÊt c¶
c¸c ®iÒu kiÖn cña §Þnh lý Rolle. Theo Bæ ®Ò 2.1.17, tån t¹i x0 ∈ (a; b) tháa
m·n h′(x0) = 0 hay g′(x0)eg(x0)f(x0) + eg(x0)f ′(x0) = 0. V× eg(x0) 6= 0 nªn
g′(x0)f(x0) + f ′(x0) = 0.

VÝ dô 2.1.20. Gi¶ thiÕt ba hµm sè f(x), g(x), h(x) x¸c ®Þnh vµ liªn tôc trªn
®o¹n [a; b], kh¶ vi trong kho¶ng (a; b). Khi ®ã tån t¹i x0 ∈ (a; b) tháa m·n

(i)

∣∣∣∣∣∣
f ′(x0) g′(x0) h′(x0)
f(a) g(a) h(a)
f(b) g(b) h(b)

∣∣∣∣∣∣ = 0.

(ii) f(b)− f(a) = (b− a)f ′(x0).

Bµi gi¶i: (i) XÐt hµm F (x) =

∣∣∣∣∣∣
f(x) g(x) h(x)
f(a) g(a) h(a)
f(b) g(b) h(b)

∣∣∣∣∣∣ trªn ®o¹n [a; b]. HiÓn

nhiªn F (x) x¸c ®Þnh vµ liªn tôc trªn ®o¹n [a; b], kh¶ vi trong kho¶ng (a; b),

tháa m·n F (a) = F (b) = 0 vµ F ′(x) =

∣∣∣∣∣∣
f ′(x) g′(x) h′(x)
f(a) g(a) h(a)
f(b) g(b) h(b)

∣∣∣∣∣∣ . Theo Bæ ®Ò

2.1.17, cã x0 ∈ (a; b) ®Ó F ′(x0) = 0 hay

∣∣∣∣∣∣
f ′(x0) g′(x0) h′(x0)
f(a) g(a) h(a)
f(b) g(b) h(b)

∣∣∣∣∣∣ = 0.

(ii) Víi g(x) = x, h(x) = 1 khi x ∈ [a; b] ta cã

∣∣∣∣∣∣
f ′(x0) 1 0
f(a) a 1
f(b) b 1

∣∣∣∣∣∣ = 0 hay

f(b)− f(a) = (b− a)f ′(x0).

VÝ dô 2.1.21. Gi¶ sö 0 < a < b. Chøng minh r»ng 1−a
b
< ln b−ln a <

b

a
−1.

Bµi gi¶i: XÐt hµm f(x) = lnx trªn [a; b]. Theo VÝ dô 2.1.20, tån t¹i c ∈
(a; b) tháa m·n ln b− ln a =

b− a
c

. V× a < c < b nªn ln b− ln a <
b

a
− 1 vµ

ln b− ln a > 1− a

b
.
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Hµm tiÕp theo ®­îc xÐt ®Õn lµ mét ®a thøc bËc n > 2 víi n nghiÖm sau ®©y:

f(x) = (x−a1)(x−a2) . . . (x−an) = xn−σ1xn−1+σ2x
n−2−· · ·+(−1)nσn.

MÖnh ®Ò 2.1.22. NÕu c¸c ai > 0, i = 1, . . . , n, thi ta cã c¸c bÊt ®¼ng thøc

σ1(
n
1

) >√ σ2(
n
2

) > · · · > k

√
σk(
n
k

) > · · · > n−1

√
σn−1(
n
n−1
) > n

√
σn(
n
n

) .
Chøng minh: Quy n¹p theo n. Víi n = 1 kÕt luËn hiÓn nhiªn ®óng. Gi¶ sö
kÕt luËn ®· ®óng cho n− 1 sè thùc kh«ng ©m. Víi n ta xÐt ®a thøc

f(x) = (x− a1)(x− a2) . . . (x− an)

cã n nghiÖm khong ©m a1, . . . , an víi a1 < a2 < · · · < an. Theo Bæ ®Ò
2.1.17, ®a thøc f ′(x) = 0 cã n − 1 nghiÖm kh«ng ©m b1, . . . , bn−1 víi ai <
bi < ai+1 cho mäi i. VËy ®a thøc

f ′(x)

n
= xn−1 − n− 1

n
σ1x

n−2 +
n− 2

n
σ2x

n−3 − · · ·+ (−1)n−1

n
σn−1

cã c¸c ®a thøc ®èi xøng c¬ b¶n lµ
n− 1

n
σ1,

n− 2

n
σ2, . . . ,

(−1)n−1

n
σn−1 cña

c¸c bj. Theo gi¶ thiÕt quy n¹p cã

n− 1

n
σ1(

n−1
1

) >

√√√√√n− 2

n
σ2(

n−1
2

) > · · · >
k

√√√√√n− k
n

σk(
n−1
k

) > · · · >
n−1

√√√√√ 1

n
σn−1(
n−1
n−1
)

hay
σ1(
n
1

) >
√

σ2(
n
2

) > · · · > k

√
σk(
n
k

) > · · · > n−1

√
σn−1(
n
n−1
) . BÊt ®¼ng thøc cuèi

cïng
n−1

√√√√ a1a2 . . . an
a1

+
a1a2 . . . an

a2
+ · · ·+ a1a2 . . . an

an
n

> n
√
a1a2 . . . an. BÊt

®¼ng thøc nµy ®óng theo BÊt ®¼ng thøc Cauchy.

Chó ý 2.1.23. C¸c kÕt qu¶ trªn vÉn ®óng khi cã mét sè ai b»ng nhau.

VÝ dô 2.1.24. Víi c¸c sè d­¬ng a, b, c, d, e ta cã c¸c bÊt ®¼ng thøc sau ®©y:

(i)

√
ab+ ac+ ad+ bc+ bd+ cd

6
> 3

√
abc+ abd+ acd+ bcd

4
.
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(ii)

√
ab+ ac+ ad+ ae+ bc+ bd+ be+ cd+ ce+ de

10
>

3

√
abc+ abd+ abe+ acd+ ace+ ade+ bcd+ bce+ bde+ cde

10
.

Bµi gi¶i: Suy ra tõ MÖnh ®Ò 2.1.22 víi n = 4, n = 5 vµ σ2, σ3, t­¬ng øng.

VÝ dô 2.1.25. Chøng minh r»ng nÕu f(x) = x4 + ax3 + bx+ c ∈ R[x] cã 4
nghiÖm thùc ph©n biÖt th× ab < 0.

Bµi gi¶i: Khi f(x) = 0 cã 4 nghiÖm thùc ph©n biÖt th× g(x) = 4x3+3ax2+b
sÏ cã 3 nghiÖm thùc ph©n biÖt theo Bæ ®Ò 2.1.17. §iÒu nµy t­¬ng ®­¬ng víi
®iÒu kiÖn gmax.gmin < 0 hay ab < 0.

Hµm låi

TiÕp tôc, ta sÏ xÐt hµm låi vµ chøng minh BÊt ®¼ng thøc Jensen vµ hÖ qu¶.

§Þnh nghÜa 2.1.26. Hµm sè y = f(x) ®­îc gäi lµ hµm låi, (xuèng phÝa d­íi),
trong kho¶ng (a; b) nÕu víi mäi a < x1, x2 < b vµ mäi α ∈ (0; 1) lu«n cã
bÊt ®¼ng thøc:

αf(x1) + (1− α)f(x2) > f
(
αx1 + (1− α)x2

)
.

MÖnh ®Ò 2.1.27. Gi¶ sö y = f(x) x¸c ®Þnh vµ liªn tôc trong (a; b) víi a < b.

Hµm y = f(x) lµ låi trong kho¶ng (a; b) khi vµ chØ khi
f(x)− f(x1)

x− x1
6

f(x2)− f(x)

x2 − x
hoÆc

∣∣∣∣∣∣
1 x1 f(x1)
1 x f(x)
1 x2 f(x2)

∣∣∣∣∣∣ > 0 víi mäi x1, x, x2 ∈ (a; b) tháa m·n

x1 < x < x2.

Chøng minh: Gi¶ sö y = f(x) lµ hµm låi trong kho¶ng (a; b).Víi x1, x, x2 ∈
(a; b), x1 < x < x2, cã biÓu diÔn

x =
x2 − x
x2 − x1

x1 +
x− x1
x2 − x1

x2, f(x) 6
x2 − x
x2 − x1

f(x1) +
x− x1
x2 − x1

f(x2).

Nh­ vËy cã bÊt ®¼ng thøc (x2−x)f(x1)+(x1−x2)f(x)+(x−x1)f(x2) > 0

hay biÓu diÔn d¹ng

∣∣∣∣∣∣
1 x1 f(x1)
1 x f(x)
1 x2 f(x2)

∣∣∣∣∣∣ > 0. §iÒu ng­îc l¹i lµ hiÓn nhiªn.
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MÖnh ®Ò 2.1.28. Gi¶ sö y = f(x) x¸c ®Þnh vµ liªn tôc trong kho¶ng (a; b)
vµ cã ®¹o hµm h÷u h¹n f ′(x). Khi ®ã y = f(x) lµ hµm låi nÕu vµ chØ nÕu
f ′(x) lµ hµm kh«ng gi¶m trong (a; b).

Chøng minh: Gi¶ sö y = f(x) lµ hµm låi trong kho¶ng (a; b).Víi x1, x, x2 ∈
(a; b), x1 < x < x2, cã hai biÓu diÔn sau ®©y: x =

x2 − x
x2 − x1

x1 +
x− x1
x2 − x1

x2

vµ
f(x)− f(x1)

x− x1
6
f(x2)− f(x)

x2 − x
. Khi ®ã f ′(x1) = lim

x→x1

f(x)− f(x1)

x− x1
6

f(x2)− f(x1)

x2 − x1
6 lim

x→x2

f(x2)− f(x)

x2 − x2
= f ′(x2). Nh­ vËy f ′(x1) 6 f ′(x2).

Ng­îc l¹i, gi¶ thiÕt f ′(x) lµ hµm kh«ng gi¶m trong (a; b). Víi x1, x, x2 ∈

(a; b), x1 < x < x2 ta cã
f(x)− f(x1)

x− x1
= f ′(α) vµ

f(x2)− f(x)

x2 − x
= f ′(β),

trong ®ã x1 < α < x < β < x2. V× f ′(α) 6 f ′(β) suy ra
f(x)− f(x1)

x− x1
6

f(x2)− f(x)

x2 − x
. VËy y = f(x) lµ hµm låi theo MÖnh ®Ò 2.1.27.

Tõ MÖnh ®Ò 2.1.28 suy ra ngay kÕt qu¶ d­íi ®©y:

§Þnh lý 2.1.29. Gi¶ thiÕt y = f(x) x¸c ®Þnh vµ liªn tôc trong kho¶ng I. Gi¶
sö f(x) cã ®¹o hµm f ′(x) còng liªn tôc vµ cã f”(x) h÷u h¹n trong kho¶ng
I. Khi ®ã y = f(x) lµ hµm låi nÕu vµ chØ nÕu f”(x) > 0 trong I.

§Þnh lý 2.1.30. [Jensen] NÕu y = f(x) lµ hµm låi trong kho¶ng (a; b) thi víi

mäi a1, . . . , an ∈ (a; b) vµ mäi sè thùc α1, . . . , αn > 0,
n∑
k=1

αk = 1, n > 2, ta

lu«n cã bÊt ®¼ng thøc d­íi ®©y:

α1f(a1) + α2f(a2) + · · ·+ αnf(an) > f(α1a1 + α2a2 + · · ·+ αnan).

Chøng minh: Quy n¹p theo n.Víi n = 2 kÕt luËn hiÓn nhiªn ®óng theo ®Þnh
nghÜa. Gi¶ sö kÕt luËn ®· ®óng cho n > 2. XÐt n+1 ®iÓm a1, . . . , an, an+1 ∈

(a; b) vµ c¸c sè thùc α1, . . . , αn, αn+1 > 0,
n+1∑
k=1

αk = 1 vµ αn+1 > 0. §Æt

bn =
αn

αn + αn+1
an +

αn+1

αn + αn+1
an+1 ∈ (a; b). Theo gi¶ thiÕt quy n¹p ta cã

f(α1a1 + α2a2 + · · ·+ αn−1an−1 + αnan + αn+1an+1)

= f(α1a1 + α2a2 + · · ·+ αn−1an−1 + (αn + αn+1)bn)

> α1f(a1) + α2f(a2) + · · ·+ αn−1f(an−1) + (αn + αn+1)f(bn).
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V× f(bn) = f(
αn

αn + αn+1
an+

αn+1

αn + αn+1
an+1) >

αnf(an)

αn + αn+1
+
αn+1f(an+1)

αn + αn+1

nªn
n+1∑
k=1

αkf(ak) >
n+1∑
k=1

f(αkak). Nh­ vËy ®Þnh lý ®· ®­îc chøng minh.

Chó ý 2.1.31. §èi víi c¸c hµm sè lâm ta cã dÊu bÊt ®¼ng thøc ng­îc l¹i.

VÝ dô 2.1.32. Gi¶ thiÕt sè nguyªn n > 2. Chøng minh bÊt ®¼ng thøc sau:

n∏
k=1

3k − 1

3k−1
6
(

3− 3

2n
+

3

2n.3n

)n
.

Bµi gi¶i: V× f(x) = lnx, x > 0, lµ hµm låi nªn theo §Þnh lý 2.1.30 cã

1

n

( n∑
k=1

ln
3k − 1

3k−1

)
6 ln

[1

n

( n∑
k=1

3k − 1

3k−1

)]
= ln

(
3− 3

2n
+

3

2.3n

)
.

Tõ ®©y ta suy ra bÊt ®¼ng thøc
n∏
k=1

3k − 1

3k−1
6
(

3− 3

2n
+

3

2n.3n

)n
.

HÖ qu¶ 2.1.33. Víi a1, . . . , an, b1, . . . , bn, α1, . . . , αn > 0,
n∑
k=1

αk = 1 vµ

n > 2, ta lu«n cã c¸c bÊt ®¼ng thøc d­íi ®©y:

(i)
n∑
k=1

αkak >
n∏
k=1

aαkk .

(ii)
n∏
k=1

(ak + bk)
αk >

n∏
k=1

aαkk +
n∏
k=1

bαkk .

(iii)
m∏
k=1

( m∑
j=1

akj

)αk
>

m∑
j=1

n∏
k=1

aαkkj víi mäi akj > 0.

(iv) [Cauchy]
n∑
k=1

ak > n n

√
n∏
k=1

ak.

Chøng minh: (i) XÐt hµm lâm f(x) = lnx. Theo §Þnh lý 2.1.30 ta cã

ln
( n∏
k=1

aαkk

)
=

n∑
k=1

αk ln ak 6 ln
( n∑
k=1

αkak

)
. Do ®ã

n∏
k=1

aαkk 6
n∑
k=1

αkak.
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(ii) Do
n∑
k=1

αk
ak

ak + bk
>

n∏
k=1

( ak
ak + bk

)αk
,
n∑
k=1

αk
bk

ak + bk
>

n∏
k=1

( bk
ak + bk

)αk
theo (i) nªn sau khi céng hai vÕ ®­îc 1 >

n∏
k=1

( ak
ak + bk

)αk
+

n∏
k=1

( bk
ak + bk

)αk
.

Quy ®ång ®­îc
n∏
k=1

(ak + bk)
αk >

n∏
k=1

aαkk +
n∏
k=1

bαkk .

(iii) Sö dông (ii) ®Ó quy n¹p theo m sÏ ®­îc (iii). Víi α1 = · · · = αn =
1

n
,

tõ (i) suy ra (iv).

VÝ dô 2.1.34. Gi¶ thiÕt sè nguyªn n > 3. Chøng minh r»ng, nÕu ak, bk, ck > 0
víi k = 1, 2, . . . , n, th×

n

√√√√ n∏
k=1

(ak + bk + ck) > n

√√√√ n∏
k=1

ak + n

√√√√ n∏
k=1

bk + n

√√√√ n∏
k=1

ck.

Bµi gi¶i: KÕt qu¶ ®­îc suy ra tõ HÖ qu¶ 2.1.33 (iii).

VÝ dô 2.1.35. Chøng minh a3 + b3 + c3 > a+ b+ c khi a, b, c > 0, abc = 1.
§Æc biÖt, khi x, y, z ∈ R, x+ y + z = 0, cã 8x + 8y + 8z > 2x + 2y + 2z.

Bµi gi¶i: V×


a3 + 1 + 1 > 3

3
√
a3.1.1 = 3a

b3 + 1 + 1 > 3
3
√
b3.1.1 = 3b

c3 + 1 + 1 > 3
3
√
c3.1.1 = 3c

theo HÖ qu¶ 2.1.33 (iv) nªn

tõ 3(a3 + b3 + c3) = (a3 + b3 + c3) + 2(a3 + b3 + c3) > a3 + b3 + c3 + 6abc
ta suy ra a3 + b3 + c3 > a+ b+ c.

VÝ dô 2.1.36. Chøng minh r»ng nÕu a, b, c > 0 vµ a+ b+ c = abc th×

T =
a√

bc(1 + a2)
+

b√
ca(1 + b2)

+
c√

ab(1 + c2)
6

3

2
.

Bµi gi¶i: Ta cã
a√

bc(1 + a2)
=

a√
(a+ b)(a+ c))

6
1

2

( a

a+ b
+

a

a+ c

)
,

b√
ca(1 + b2)

6
1

2

( b

b+ c
+

b

b+ a

)
,

c√
ab(1 + c2)

6
1

2

( c

c+ a
+

c

c+ b

)
theo

HÖ qu¶ 2.1.33. Céng ba bÊt ®¼ng thøc l¹i, ta nhËn ®­îc T 6
3

2
.
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VÝ dô 2.1.37. Chøng minh r»ng nÕu a, b, c > 0 vµ a + b > c, b + c > a,
c+ a > b, th×

P =
(

1 +
b− c
a

)a
.
(

1 +
c− a
b

)b
.
(

1 +
a− b
c

)c
6 1.

Bµi gi¶i: Theo HÖ qu¶ 2.1.33, ta suy ra ngay bÊt ®¼ng thøc P

1

a+ b+ c =

(
1 +

b− c
a

) a

a+ b+ c .
(

1 +
c− a
b

) b

a+ b+ c .
(

1 +
a− b
c

) c

a+ b+ c

6
1

a+ b+ c

[
a
(

1 +
b− c
a

)
+ b
(

1 +
c− a
b

)
+ c
(

1 +
a− b
c

)]
= 1.

VËy
(

1 +
b− c
a

)a
.
(

1 +
c− a
b

)b
.
(

1 +
a− b
c

)c
6 1.

VÝ dô 2.1.38. Chøng minh r»ng víi mäi tam gi¸c ABC ta lu«n cã

(i) sinA+ sinB + sinC 6
3
√

3

2
.

(ii) sinA sinB sinC 6
3
√

3

8
.

Bµi gi¶i: V× y = sinx víi 0 < x < π lµ hµm låi nªn sinA+sinB+sinC 6

3 sin
A+B + C

3
=

3
√

3

2
, sinA sinB sinC 6 sin3 A+B + C

3
=

3
√

3

8
.

VÝ dô 2.1.39. Cho tam gi¸c ABC vµ ®iÓm tïy ýM. Ký hiÖu kho¶ng c¸ch tõ
M ®Õn ba c¹nh lµ α, β, γ vµ x = MA, y = MB, z = MC. Khi ®ã lu«n cã

(i) x sin
A

2
+ y sin

B

2
+ z sin

C

2
> α + β + γ.

(ii) xyz > (α + β)(β + γ)(γ + α).

Bµi gi¶i: (i) V× y = sinx víi 0 < x < π lµ hµm låi nªn β + γ = x(sinA1 +

sinA2 6 2x sin
A

2
. T­¬ng tù γ + α 6 2y sin

B

2
, α + β 6 2z sin

C

2
. VËy

x sin
A

2
+ y sin

B

2
+ z sin

C

2
> α + β + γ.

(ii) V× (α+ β)(β + γ)(γ + α) 6 8xyz sin
A

2
sin

B

2
6 xyz theo VÝ dô 2.1.40

nªn xyz > (α + β)(β + γ)(γ + α).
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VÝ dô 2.1.40. Chøng minh r»ng víi mäi tam gi¸c ABC ta lu«n cã

(i) sin
A

2
+ sin

B

2
+ sin

C

2
6

3

2
.

(ii) sin
A

2
sin

B

2
sin

C

2
6

1

8
.

(iii) cos
A

2
+ cos

B

2
+ cos

C

2
6

3
√

3

2
.

(iv) tan
A

2
+ tan

B

2
+ tan

C

2
>
√

3.

Bµi gi¶i: (i) V× y = sinx víi 0 < x < π lµ hµm låi nªn sin
A

2
+ sin

B

2
+

sin
C

2
6 3 sin

A+B + C

6
=

3

2
. (ii) suy tõ (i) qua BÊt ®¼ng thøc Cauchy.

(iii) V× y = cosx víi 0 < x <
π

2
lµ hµm låi nªn cos

A

2
+ cos

B

2
+ cos

C

2
6

3 cos
A+B + C

6
=

3
√

3

2
.

(iv) V× y = tanx víi 0 < x <
π

2
lµ hµm lâm nªn tan

A

2
+ tan

B

2
+ tan

C

2
>

3 tan
A+B + C

6
=
√

3.

VÝ dô 2.1.41. Gi¶ thiÕt c¸c hµm f1(x), f2(x), . . . , fn(x) x¸c ®Þnh d­¬ng vµ

liªn tôc trªn ®o¹n [0; 1] víi
1∫
0

fk(x)dx = ak víi k = 1, 2, . . . , n. Chøng minh

r»ng cã ®iÓm x0 ∈ [0; 1] ®Ó f1(x0)f2(x0) . . . fn(x0) 6 a1a2 . . . an.

Bµi gi¶i: §Æt gk(x) =
fk(x)

ak
. Khi ®ã

1∫
0

gk(x)dx = 1 víi k = 1, 2, . . . , n.

Theo HÖ qu¶ 2.1.33 (iv) cã

1∫
0

n
√
g1(x)g2(x) . . . gn(x)dx 6

1∫
0

g1(x) + g2(x) + · · ·+ gn(x)

n
dx = 1.

Tõ bÊt ®¼ng thøc nµy suy ra cã x0 ∈ [0; 1] ®Ó n
√
g1(x0)g2(x0) . . . gn(x0) 6 1

hay f1(x0)f2(x0) . . . fn(x0) 6 a1a2 . . . an.
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HÖ qu¶ 2.1.42. Cho mäi ak, bk > 0 vµ αk, βk > 0, αk + βk = 1, víi k =

1, . . . , n, ta lu«n cã bÊt ®¼ng thøc
n∑
k=1

akbk 6
n∑
k=1

αka

1

αk
k +

n∑
k=1

βkb

1

βk
k .

Chøng minh: Theo HÖ qu¶ 2.1.33 (i), thÕ aαkk qua ak vµ bβkk qua bk hay ak

qua a

1

αk
k vµ bk qua b

1

αk
k ta ®­îc

(
a

1

αk
k

)αk
b

1

βk
k

)βk
6 αka

1

αk
k + βkb

1

βk
k vµ nh­

vËy cã akbk 6 αka

1

αk
k + βkb

1

βk
k , k = 1, . . . , n. Céng tÊt c¶ c¸c bÊt ®¼ng thøc

nµy l¹i, ta ®­îc
n∑
k=1

akbk 6
n∑
k=1

αka

1

αk
k +

n∑
k=1

βkb

1

βk
k .

§Þnh lý 2.1.43. Cho mäi ak, bk > 0 víi k = 1, . . . , n, vµ α, β > 0, α+β = 1,
ta lu«n cã c¸c bÊt ®¼ng thøc

(i) [Cauchy-Holder]
n∑
k=1

akbk 6
[ n∑
k=1

a

1

α
k

]α
.
[ n∑
k=1

b

1

β
k

]β
.

(ii) [Bunhiakowski]
n∑
k=1

akbk 6

√[ n∑
k=1

a2k

]
.
[ n∑
k=1

b2k

]
.

(iii) [Minkowski]
[ n∑
k=1

(
ak + bk

) 1

α
]α

6
[ n∑
k=1

a

1

α
k

]α
+
[ n∑
k=1

b

1

α
k

]α
. Tõ ®ã

suy ra
[ n∑
k=1

( s∑
i=1

aik

) 1

α
]α

6
s∑
i=1

[ n∑
k=1

a

1

α
ik

]α
víi mäi aik > 0 vµ sè

nguyªn s > 1.

Chøng minh: (i) Thay c¸c αk = α, βk = β vµ ak qua
ak[ n∑

k=1

a

1

α
k

]α vµ bk
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qua
bk[ n∑

k=1

b

1

β
k

]β vµo HÖ qu¶ 2.1.42 cã
n∑
k=1

akbk 6
[ n∑
k=1

a

1

α
k

]α
+
[ n∑
k=1

b

1

β
k

]β
do

n∑
k=1

ak[ n∑
k=1

a

1

α
k

]α
bk[ n∑

k=1

b

1

β
k

]β 6 α
n∑
k=1

a

1

α
k[ n∑

k=1

a

1

α
k

] + β
n∑
k=1

b

1

β
k[ n∑

k=1

b

1

β
k

] = 1.

(ii) Víi α = β =
1

2
, tõ (i) ta suy ra (ii).

(iii) Do
n∑
k=1

(
ak + bk

) 1

α =
n∑
k=1

ak

(
ak + bk

) 1

α
−1

+
n∑
k=1

bk

(
ak + bk

) 1

α
−1

nªn

n∑
k=1

(
ak + bk

) 1

α 6
[ n∑
k=1

a

1

α
k

]α
.
[ n∑
k=1

(
ak + bk

)( 1
α
−1)

1

β
]β

+
[ n∑
k=1

b

1

α
k

]α
.
[ n∑
k=1

(
ak + bk

)( 1
α
−1)

1

β
]β

6
[[ n∑

k=1

a

1

α
k

]α
+
[ n∑
k=1

b

1

α
k

]α][ n∑
k=1

(
ak + bk

)( 1
α
−1)

1

β
]β

=
[[ n∑

k=1

a

1

α
k

]α
+
[ n∑
k=1

b

1

α
k

]α][ n∑
k=1

(
ak + bk

) 1

α
]β
.

VËy ta cã bÊt ®¼ng thøc
[ n∑
k=1

(
ak+bk

) 1

α
]α

6
[ n∑
k=1

a

1

α
k

]α
+
[ n∑
k=1

b

1

α
k

]α
. Qua

quy n¹p theo s suy ra
[ n∑
k=1

( s∑
i=1

aik

) 1

α
]α

6
s∑
i=1

[ n∑
k=1

a

1

α
ik

]α
víi mäi aik > 0

vµ sè nguyªn s > 1.
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Chó ý 2.1.44. Khi α > 1 ta cã
[ n∑
k=1

( s∑
i=1

aik

) 1

α
]α

>
s∑
i=1

[ n∑
k=1

a

1

α
ik

]α
víi mäi

aik > 0 vµ sè nguyªn s > 1.

VÝ dô 2.1.45. Chøng minh r»ng, víi a1, a2, . . . , an 6= 0 ta cã bÊt ®¼ng thóc

(
1 +

a41
a22

)(
1 +

a42
a23

)
. . .
(
1 +

a4n−1
a2n

)(
1 +

a4n
a21

)
>

n∏
k=1

(
1 + a2k

)
.

Bµi gi¶i: §Æt an+1 = a1. Bëi v×
(
1 + a2k+1

)(
1 +

a4k
a2k+1

)
>
(
1 + a2k

)2
theo

§Þnh lý 2.1.43 víi k = 1, 2, . . . , n, nªn sau khi nh©n n bÊt ®¼ng thøc nµy ta

®­îc
(
1 +

a41
a22

)(
1 +

a42
a23

)
. . .
(
1 +

a4n−1
a2n

)(
1 +

a4n
a21

)
>

n∏
k=1

(
1 + a2k

)
.

Hµm tïy chän

Kh¶o s¸t hµm sè f(x) = xα − αx víi c¸c kÕt qu¶ sau ®©y:

MÖnh ®Ò 2.1.46. Víi x > 0 ta sÏ cã c¸c bÊt ®¼ng thøc sau ®©y:

(i) xα > αx + 1 − α khi α > 1. §Æc biÖt, víi x = 1 + a > 0 cã
(1 + a)α > 1 + aα [Bernoulli].

(ii) xα 6 αx+ 1− α khi 0 < α < 1.

VÝ dô 2.1.47. Chøng minh r»ng, nÕu α1, α2, α3 > 0 vµ α1 + α2 + α3 = 1 th×
víi mäi sè thùc u1, u2, u3 > 0 cã bÊt ®¼ng thøc

uα1
1 u

α2
2 u

α3
3 6 α1u1 + α2u2 + α3u3.

Bµi gi¶i: Tõ xα 6 αx + 1 − α khi 0 < α < 1, theo MÖnh ®Ò 2.1.46,

vµ thay x =
p

q
ta ®­îc pαq1−α 6 αp + (1 − α)q, trong ®ã p, q > 0. Víi

β = 1− α vµ α, β > 0, α+ β = 1, cã pαqβ 6 αp+ βq. Víi p = u1, α = α1

vµ q = uα2
2 u

α3
3 , α2 + α3 = β, ®­îc uα1

1 u
α2
2 u

α3
3 6 α1u1 + βu

α2

β
2 u

α3

β
3 . V×

u

α2

β
2 u

α3

β
3 6

α2

β
u2 +

α3

β
u3 nªn u

α1
1 u

α2
2 u

α3
3 6 α1u1 + α2u2 + α3u3.
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Chó ý 2.1.48. Xem chøng minh cho tr­êng hîp tæng qu¸t trong HÖ qu¶ 2.1.33.

VÝ dô 2.1.49. Chøng minh, nÕu a > 0 vµ 0 < b < 1 th× ab >
a

a+ b
.

Bµi gi¶i: §Æt c =
1

b
> 1. Khi ®ã

(
1 +

b

a

)c
> 1 + c.

b

a
theo MÖnh ®Ò 2.1.46.

VËy
(

1 +
b

a

)c
> 1 +

1

a
>

1

a
hay

(
a+ b

)c
ac

>
1

a
. Do ®ã

a+ b

a
>

1

ab
. DÔ

dµng suy ra ab >
a

a+ b
.

VÝ dô 2.1.50. Chøng minh r»ng víi c¸c sè a1, . . . , an ∈ (0; 1] ta lu«n cã

P = (1 + a1)

1

a2 (1 + a2)

1

a3 · · · (1 + an)

1

a1 > 2n.

Bµi gi¶i: Theo MÖnh ®Ò 2.1.46, P > (1+
a1
a2

)(1+
a2
a3

) · · · (1+
an
a1

) > 2n.

VÝ dô 2.1.51. Víi c¸c sè a1, . . . , an > 0, n > 1, cã T = (a2+a3+· · ·+an)a1+
(a1 + a3 + · · · + an)

a2 + · · · + (a1 + a2 + · · · + an−1)
an > n− 1. §Æc biÖt,

víi a, b, c > 0 cã (a+ b)c + (b+ c)a + (c+ a)b > 2.

Bµi gi¶i: NÕu cã ai > 1, ch¼ng h¹n a1 > 1, th× (a1 + a2 + · · · + an)
ak > 1

víi k = 2, 3, . . . , n. Do ®ã T > n− 1.

NÕu 0 < ak < 1,∀k, th× theo VÝ dô 2.1.49, T >
a2 + a3 + · · ·+ an

a1 + a2 + a3 + · · ·+ an
+

a1 + a3 + · · ·+ an
a1 + a2 + a3 + · · ·+ an

+ · · ·+ a1 + a2 + · · ·+ an−1
a1 + a2 + a3 + · · ·+ an

= n− 1.

VÝ dô 2.1.52. Víi c¸c sè a1, . . . , an > 0, n > 1, vµ T = a2 + · · ·+ an cã

a1
a1

+
a2√
a2

+
a3
3
√
a3

+ · · ·+ an
n
√
an

6 (1 +
√
T )2.

Bµi gi¶i: BÊt ®¼ng thøc t­¬ng ®­¬ng
n∑
k=2

a
1−

1

k
k 6 2

√
T + T. Trong kho¶ng

(0; +∞), hµm f(x) = x
1
2−

1
k − x 1

2 cã f ′(x) =
1

2
x−

1
2

(k − 2

k k
√
x
− 1
)
. DÔ dµng

suy ra f(x)ln = f
[(k − 2

k

)k]
= 2k−

k
2

(
k − 2

)k
2−1

:= 2αk. Nh­ vËy ta cã
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c¸c bÊt ®¼ng thøc a
1−

1

k
k 6 2αk

√
ak + ak víi k = 2, . . . , n. Tõ ®ã suy ra

n∑
k=2

a
1−

1

k
k 6 2

n∑
k=2

αk
√
ak +

n∑
k=2

ak.

V×
n∑
k=2

αk
√
ak 6

√
n∑
k=2

α2
k

√
n∑
k=2

ak theo §Þnh lý 2.1.43 (ii) vµ cßn v× α2
k =

k−k
(
k − 2

)k−2
=
(k − 2

k

)k−2 1

k2
<

1

k2
<

1

(k − 1)k
nªn

n∑
k=2

a
1−

1

k
k 6 2

( n∑
k=2

1

(k − 1)k

)√√√√ n∑
k=2

ak +
n∑
k=2

ak < 2

√√√√ n∑
k=2

ak +
n∑
k=2

ak.

Tãm l¹i
a1
a1

+
a2√
a2

+
a3
3
√
a3

+ · · ·+ an
n
√
an

6 (1 +
√
T )2.

VÝ dô 2.1.53. Chøng minh r»ng víi c¸c sè thùc a, b, c > 1 cã bÊt ®¼ng thøc

a

b+ c+ 1
+

b

c+ a+ 1
+

c

a+ b+ 1
+ (1− a)(1− b)(1− c) 6 1.

Bµi gi¶i: Kh«ng h¹n chÕ cã thÓ gi¶ thiÕt 1 > a > b > c > 0. XÐt hµm

sè f(x) =
x

b+ c+ 1
+

b

c+ x+ 1
+

c

b+ x+ 1
+ (1 − x)(1 − b)(1 − c)

víi f ′(x) =
1

b+ c+ 1
− b

(c+ x+ 1)2
− c

(x+ b+ 1)2
− (1 − b)(1 − c) lµ

hµm ®¬n ®iÖu t¨ng. Do ®ã f(x) ®¹t gi¸ trÞ lín nhÊt t¹i 0 hoÆc 1. Do vËy

f(a) 6 max{f(1), f(0)}. V× f(1) 6
1

b+ c+ 1
+

b

c+ b+ 1
+

c

b+ 1 + 1
1

vµ f(0) =
b

c+ 1
+

c

b+ 1
+ (1 − b)(1 − c) =

1 + b+ c+ b2c2

1 + b+ c+ bc
= 1 nªn

f(a) 6 1.

VÝ dô 2.1.54. Chøng minh r»ng víi c¸c sè a, b, c, d ∈ [0; 1] lu«n cã

(i)
a

bc+ 1
+

b

ca+ 1
+

c

ab+ 1
6 2.
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(ii)
a

bcd+ 2
+

b

cda+ 2
+

c

dab+ 2
+

d

abc+ 2
6 1 +

1

abcd+ 2
.

Bµi gi¶i: (i) Kh«ng h¹n chÕ cã thÓ gi¶ thiÕt 1 > a > b > c > 0. XÐt f(x) =
x

bc+ 1
+

b

cx+ 1
+

c

bx+ 1
víi f ′(x) =

1

bc+ 1
− bc

(cx+ 1)2
− bc

(bx+ 1)2
. Khi

x > b > c > 0 cã
bc

(cx+ 1)2
6

bc

(bc+ 1)2
,

bc

(bx+ 1)2
6

bc

(bc+ 1)2
. Nh­ vËy

f ′(x) >
1

bc+ 1
− 2bc

(bc+ 1)2
=

1− bc
(bc+ 1)2

> 0.

Hµm sè f(x) ®ång biÕn khi x > b. Tõ ®ã suy ra f(1) > f(a) hay

a

bc+ 1
+

b

ca+ 1
+

c

ab+ 1
6

1

bc+ 1
+

b

c+ 1
+

c

b+ 1
.

Ta suy ra
a

bc+ 1
+

b

ca+ 1
+

c

ab+ 1
6

1

bc+ 1
+
b2 + c2 + b+ c

(c+ 1)(b+ 1)
. Bëi v×

(1− b)(1− c) > 0 nªn 1 + bc > b+ c vµ ta ®­îc
1

bc+ 1
+
b2 + c2 + b+ c

(c+ 1)(b+ 1)
6

1

bc+ 1
+
b+ c+ b+ c

2(b+ c)
6 2. Tãm l¹i:

a

bc+ 1
+

b

ca+ 1
+

c

ab+ 1
6 2.

(ii) Kh«ng h¹n chÕ cã thÓ gi¶ thiÕt 1 > a > b > c > d > 0. XÐt hµm sè

f(x) =
x

bcd+ 2
+

b

cdx+ 2
+

c

bdx+ 2
+

d

bcx+ 2
víi x > b vµ cã ®¹o hµm

f ′(x) =
1

bcd+ 2
− bcd

(cdx+ 2)2
− bcd

(bdx+ 2)2
− bcd

(cdx+ 2)2
. Khi x > b ta cã

f ′(x) >
1

bcd+ 2
− 3bcd

(bcd+ 2)2
=

2− 2bcd

(bcd+ 2)2
> 0.

VËy hµm sè f(x) ®ång biÕn khi x > b. Tõ ®ã suy ra f(1) > f(a) hay

S =
a

bcd+ 2
+

b

cda+ 2
+

c

dab+ 2
+

d

abc+ 2

6
1

bcd+ 2
+

b

cd+ 2
+

c

db+ 2
+

d

bc+ 2
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S 6
1

bcd+ 2
+

b

c+ d+ 1
+

c

b+ d+ 1
+

d

b+ c+ 1

6
1

bcd+ 2
+

b

c+ d+ b
+

c

d+ b+ c
+

d

b+ c+ d

=
1

bcd+ 2
+ 1 6

1

abcd+ 2
+ 1.

Tãm l¹i:
a

bcd+ 2
+

b

cda+ 2
+

c

dab+ 2
+

d

abc+ 2
6 1 +

1

abcd+ 2
.

VÝ dô 2.1.55. Chøng minh r»ng víi c¸c sè thùc a, b, c > 1 cã bÊt ®¼ng thøc

(i)
1

a(b+ 1)
+

1

b(c+ 1)
+

1

c(a+ 1)
>

3

1 + abc
.

(ii)
1

ab+ a+ 1
+

1

bc+ b+ 1
+

1

ca+ c+ 1
>

3

2 + abc
.

Bµi gi¶i: (i) Do a, b, c > 1 nªn (a − 1)(b − 1)(c + 1) > 0 vµ tõ ®©y suy ra
1 + abc > a+ b− c+ ac+ bc− ab. T­¬ng tù, ta cßn cã:

1 + abc > b+ c− a+ ac+ ab− bc, 1 + abc > c+ a− b+ bc+ ab− ca.
Céng ba bÊt ®¼ng thøc, vÕ theo vÕ, ta ®­îc

3 + 3abc > ab+ a+ bc+ b+ ca+ c.

Tõ
(

3 + 3abc
)( 1

ab+ a
+

1

bc+ b
+

1

ca+ c

)
>(

ab+ a+ bc+ b+ ca+ c
)( 1

a(b+ 1)
+

1

b(c+ 1)
+

1

c(a+ 1)

)
> 9

ta suy ra
1

a(b+ 1)
+

1

b(c+ 1)
+

1

c(a+ 1)
>

3

1 + abc
.

(ii) Nh­ trªn cã


2 + abc > a+ b− c+ ac+ bc− ab+ 1

2 + abc > b+ c− a+ ac+ ab− bc+ 1

2 + abc > c+ a− b+ bc+ ab− ca+ 1.

Céng ba bÊt

®¼ng thøc, vÕ theo vÕ, ta ®­îc 6 + 3abc > ab+ a+ bc+ b+ ca+ c+ 3. V×(
6 + 3abc

)( 1

ab+ a+ 1
+

1

bc+ b+ 1
+

1

ca+ c+ 1

)
>(

ab+ a+ 1 + bc+ b+ 1 + ca+ c+ 1
)

( 1

ab+ a+ 1
+

1

bc+ b+ 1
+

1

ca+ c+ 1

)
> 9
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nªn
1

ab+ a+ 1
+

1

bc+ b+ 1
+

1

ca+ c+ 1
>

3

2 + abc
.

VÝ dô 2.1.56. Chøng minh r»ng víi c¸c sè thùc a > b > c vµ
√
q+
√
r >
√
p

cã bÊt ®¼ng thøc

q(a− b)(a− c) + p(b− a)(b− c) + r(c− a)(c− b) > 0.

Bµi gi¶i: BÊt ®¼ng thøc t­¬ng ®­¬ng p 6 q
a− c
b− c

+ r
a− c
a− b

. XÐt hµm sè

f(x) = q
a− c
x− c

+ r
a− c
a− x

cã f ′(x) = (a − c)
( r

(a− x)2
− q

(x− c)2
)

víi

a > x > c. f ′(x) = 0 cã nghiÖm x0 =
a
√
q + c

√
r

√
q +
√
r
∈ (c; a). Qua viÖc Ðt dÊu

cña f ′(x) suy ra f(b) > fnn = f(x0) =
(√

q +
√
r
)2

> p.

VÝ dô 2.1.57. Víi c¸c sè nguyªn d­¬ng m,n,m > n, cã bÊt ®¼ng thøc

2nn! 6
(m+ n)!

(m− n)!
6 (m2 +m)n.

Bµi gi¶i: Ta cã
(m+ n)!

(m− n)!
= (m+n)(m+n−1) . . . (m−n+ 1). Víi x > 1

cã (m + x)(m + 1 − x) 6 m(m + 1), tù kiÓm tra, Nh­ vËy
(m+ n)!

(m− n)!
=

(m + n)(m + 1 − n)(m + n − 1)(m + 1 − (n − 1)) . . . 6 (m2 + m)n. Ta

l¹i cã (m + x)(m + 1 − x) > 2x víi x 6 n, tù kiÓm tra, nªn
(m+ n)!

(m− n)!
=

(m+ n)(m+ 1− n)(m+ n− 1)(m+ 1− (n− 1)) . . . > 2nn!.

2.2 BÊt ®¼ng thøc víi d·y kh«ng gi¶m

MÖnh ®Ò 2.2.1. Cho hai d·y kh«ng gi¶m 0 6 a1 6 a2 6 · · · 6 an−1 6 an
vµ 0 6 b1 6 b2 6 · · · 6 bn−1 6 bn. Víi bÊt kú phÐp ho¸n vÞ π ∈ Sn ta cã

n∑
k=1

akbπ(k) 6
n∑
k=1

akbk.
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Chøng minh: Quy n¹p theo n. Víi n = 1, bÊt ®¼ng thøc hiÓn nhiªn ®óng.
Gi¶ sö bÊt ®¼ng thøc ®· ®óng cho mäi k 6 n − 1. LÊy π ∈ Sn tïy ý vµ

π(i) = 1. NÕu i = 1 th×
n∑
k=1

akbπ(k) = a1b1 +
n∑
k=2

akbπ(k) 6 a1b1 +
n∑
k=2

akbk

theo gi¶ thiÕt quy n¹p. Do vËy
n∑
k=1

akbπ(k) 6
n∑
k=1

akbk. NÕu i > 1 ta biÕn ®æi

n∑
k=1

akbπ(k) = a1bπ(1) + a2bπ(2) + · · ·+ aibπ(i) + · · ·+ anbπ(n)

=
(
a1bπ(1) + aib1

)
+
(
a2bπ(2) + · · ·+ anbπ(n)

)
6
(
aibπ(1) + a1b1

)
+
(
a2bπ(2) + · · ·+ anbπ(n)

)
= a1b1 +

(
a2bπ(2) + · · ·+ aibπ(1) + · · ·+ anbπ(n)

)
v× 0 6 b1 6 bπ(1) vµ 0 6 a1 6 ai. Víi phÐp ho¸n vÞ s ∈ Sn tháa m·n s(k) =

1 khi k = 1

π(k) khi k 6= 1, k 6= i

π(1) khi k = i

ta cã a2bπ(2) + · · · + aibπ(1) + · · · + anbπ(n) =

n∑
k=2

akbs(k) 6
n∑
k=2

akbk theo gi¶ thiÕt quy n¹p. Tãm l¹i, ®· chøng minh ®­îc

bÊt ®¼ng thøc
n∑
k=1

akbπ(k) 6
n∑
k=1

akbk.

VÝ dô 2.2.2. Cho ba sè thùc a, b, c > 0. Chøng minh bÊt ®¼ng thøc sau ®©y:

a3 + b3 + c3 > a2b+ b2c+ c2a, a3 + b3 + c3 > a2c+ b2a+ c2b.

Bµi gi¶i: Kh«ng h¹n chÕ cã thÓ gi¶ thiÕt 0 6 a 6 b 6 c. Khi ®ã 0 6 a2 6
b2 6 c2. Theo MÖnh ®Ò 2.2.1 ta cã a3 + b3 + c3 = a2.a + b2.b + c2.c >
a2b+ b2c+ c2a vµ a3 + b3 + c3 = a2c+ b2a+ c2b.

VÝ dô 2.2.3. Cho ba sè thùc a, b, c > 0. Chøng minh bÊt ®¼ng thøc sau ®©y:

a(a− b)(a− c) + b(b− c)(b− a) + c(c− a)(c− b) > 0.

Bµi gi¶i: Kh«ng h¹n chÕ, gi¶ thiÕt a > b > c > 0.Khi ®ã c(c−a)(c−b) > 0.
Ta l¹i cã a(a− b)(a− c) + b(b− c)(b− a) = (a− b)(a2 − ac− b2 + bc) vµ
nh­ vËy a(a− b)(a− c) + b(b− c)(b− a) = (a− b)2(a+ b− c) > 0. Do ®ã
a(a− b)(a− c) + b(b− c)(b− a) + c(c− a)(c− b) > 0.
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VÝ dô 2.2.4. Cho ba sè thùc a, b, c. Chøng minh bÊt ®¼ng thøc sau ®©y:

a6 + b6 + c6 + 3a2b2c2 > 2(a3b3 + b3c3 + c3a3).

Bµi gi¶i: Theo VÝ dô 2.2.3 cã a2(a2 − b2)(a2 − c2) + b2(b2 − c2)(b2 − a2)+
c2(c2 − a2)(c2 − b2) > 0. Tõ ®©y ta nhËn ®­îc ngay a6 + b6 + c6 + 3a2b2c2

> a4b2 + a4c2 + b4c2 + b4a2 + c4a2 + c4b2 = a2b2(a2 + b2) + b2c2(b2 + c2) +
c2a2(c2 + a2) > 2(a3b3 + b3c3 + c3a3).

VÝ dô 2.2.5. Cho ba sè thùc a, b, c ∈ [0; 1]. Chøng minh bÊt ®¼ng thøc sau:

a

bc+ 1
+

b

ca+ 1
+

c

ab+ 1
6 1 +

1

2abc
.

Bµi gi¶i: V× (1 − b)(1 − c) > 0 nªn 1 + bc > b + c. VËy
a

bc+ 1
6

a

b+ c
.

Tõ ®©y dÔ dµng suy ra
a

bc+ 1
+

b

ca+ 1
+

c

ab+ 1
6

a

b+ c
+

b

c+ a
+

c

a+ b
.

Kh«ng h¹n chÕ cã thÓ gi¶ thiÕt 1 > a > b > c > 0. Khi ®ã cã bÊt ®¼ng thøc

a

bc+ 1
+

b

ca+ 1
+

c

ab+ 1
6

1

b+ c
+

b

c+ b
+

c

c+ b
= 1 +

1

b+ c
.

V×
1

b+ c
6

1

2
√
bc

6
1

2abc
nªn

a

bc+ 1
+

b

ca+ 1
+

c

ab+ 1
6 1 +

1

2abc
.

VÝ dô 2.2.6. Cho bèn sè thùc a, b, c, d ∈ [0; 1]. Chøng minh bÊt ®¼ng thøc:
a

bc+ cd+ db+ 1
+

b

cd+ da+ ac+ 1
+

c

da+ ab+ bd+ 1
+

d

ab+ bc+ ca+ 1

6
3

4
+

1

4abcd
.

Bµi gi¶i: V× (1 − b)(1 − c)(1 − d) > 0 nªn 1 + bc + cd + db > b + c +

d + bcd. VËy
a

bc+ cd+ db+ 1
6

a

b+ c+ d+ bcd
. Tõ ®©y dÔ dµng suy ra

a

bc+ cd+ db+ 1
+

b

cd+ da+ ac+ 1
+

c

da+ ab+ bd+ 1
+

d

ab+ bc+ ca+ 1

6
a

b+ c+ d+ bcd
+

b

c+ d+ a+ cda
+

c

d+ a+ b+ dab
+

d

a+ b+ c+ abc
.

Kh«ng h¹n chÕ cã thÓ gi¶ thiÕt 1 > a > b > c > d > 0 vµ ®Æt p = a+b+c+d.
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Khi ®ã ta cã

a

p− a+ bcd
+

b

p− b+ cda
+

c

p− c+ dab
+

d

p− d+ abc

6
1

p− a+ bcd
+

b

p− a+ bcd
+

c

p− a+ bcd
+

d

p− a+ bcd

=
1 + p− a
p− a+ bcd

= 1 +
1− bcd

b+ c+ d+ bcd
6

1

4bcd
+

3

4
6

1

4abcd
+

3

4

bëi v× tõ b + c + d > 3 3
√
bcd > 3bcd suy ra

1− bcd
b+ c+ d+ bcd

6
1− bcd

4bcd
=

1

4bcd
− 1

4
. Do ®ã ta cã bÊt ®¼ng thøc cÇn chøng minh. DÊu b»ng xÈy ra khi

a = b = c = d = 1.

VÝ dô 2.2.7. Sö dông hµm låi f(x) = x lnx víi x > 0 ®Ó chøng minh

(i) Víi c¸c xk > 0, ak > 0, k = 1, 2, . . . , n, vµ
n∑
k=1

ak > 0 cã bÊt ®¼ng thøc

( n∏
k=1

xakxkk

)
1

n∑
k=1

akxk
>

n∑
k=1

akxk

n∑
k=1

ak

.

(ii) Víi c¸c sè thùc b1, b2, . . . , bn > 1 cã
n∑
k=1

1

1 + bk
>

n

n

√
n∏
k=1

(
1 + bk

) .

Bµi gi¶i: (i) V× f(x) = x lnx lµ hµm låi nªn cã bÊt ®¼ng thøc

n∑
k=1

akxk lnxk

n∑
k=1

ak

>

n∑
k=1

akxk

n∑
k=1

ak

ln
( n∑
k=1

akxk

n∑
k=1

ak

)
hay

( n∏
k=1

xakxkk

)
1

n∑
k=1

akxk
>

n∑
k=1

akxk

n∑
k=1

ak

.
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(ii) Thay ak =
1

xk
, xk = 1 + bk cã

n∑
k=1

1

1 + bk
>

n

n

√
n∏
k=1

(
1 + bk

) .

VÝ dô 2.2.8. Sö dông hµm låi f(x) =
1

1 + ex
víi x > 0 ®Ó chøng minh: Víi

c¸c sè thùc b1, b2, . . . , bn > 1 cã
n∑
k=1

1

1 + bk
>

n

1 + n
√
b1b2 . . . bn

.

Bµi gi¶i: V× f(x) =
1

1 + ex
cã f”(x) =

ex(ex − 1)

(1 + ex)3
> 0 víi x > 0 nªn f(x)

lµ hµm låi theo §Þnh lý 2.1.29. Do ®ã
n∑
k=1

1

1 + exk
>

n

1 + e

n∑
k=1

xk/n
. Thay bk =

exk, k = 1, 2, . . . , n, ®­îc bÊt ®¼ng thøc
n∑
k=1

1

1 + bk
>

n

1 + n
√
b1b2 . . . bn

.

VÝ dô 2.2.9. Sö dông hµm låi f(x) =
x

1 + ex
víi x > 2 ®Ó chøng minh: Víi

c¸c sè thùc b1, b2, . . . , bn > e2 cã
n∑
k=1

ln bk
1 + bk

>

ln
n∏
k=1

bk

1 + n
√
b1b2 . . . bn

.

Bµi gi¶i: V× f(x) =
x

1 + ex
lµ hµm låi nªn

n∑
k=1

xk
1 + exk

>

n
n∑
k=1

xk/n

1 + e

n∑
k=1

xk/n
. Thay

bk = exk, k = 1, 2, . . . , n, ®­îc
n∑
k=1

ln bk
1 + bk

>

ln
n∏
k=1

bk

1 + n
√
b1b2 . . . bn

.

VÝ dô 2.2.10. Sö dông hµm låi f(x) = ln
(
1 +

1

x

)
víi x > 2 ®Ó chøng minh:

Víi c¸c sè thùc a1, . . . , an, b1, . . . , bn, α1, . . . , αn > 0 tháa m·n



n∏
k=1

ak = 1

n∏
k=1

bαkk = 1

n∑
k=1

αk = 1
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ta cã bÊt ®¼ng thøc
n∏
k=1

(
ak + bk

)αk > 1 +
1

n∑
k=1

n∏
i=1,i 6=k

αkbkai

.

Bµi gi¶i: V× f(x) = ln
(
1 +

1

x

)
lµ hµm låi nªn ta cã bÊt ®¼ng thøc sau ®©y:

n∑
k=1

αk ln
(
1 +

1

xk

)
> ln

(
1 +

1
n∑
k=1

αkxk

)
hay

n∏
k=1

(
1 +

1

xk

)αk > 1 +
1

n∑
k=1

αkxk

.

Thay xk =
bk
ak
, k = 1, 2, . . . , n, ®­îc

n∏
k=1

(
1 +

1

bk
ak

)αk > 1 +
1

n∑
k=1

αk
bk
ak

hay cã

bÊt ®¼ng thøc
n∏
k=1

(
ak + bk

)αk > 1 +
1

n∑
k=1

n∏
i=1,i6=k

αkbkai

.

2.3 BÊt ®¼ng thøc cña Karamata, Schur, Muirheard

Bé n sè thùc (a) = (a1, a2, . . . , an) tháa m·n a1 > a2 > · · · > an ®­îc gäi
lµ mét bé sè kh«ng t¨ng. §Æt |(a)| = a1 +a2 + · · ·+an. Trong tËp hîp tÊt c¶
c¸c bé sè kh«ng t¨ng A = {(a) = (ak)} ta ®Þnh nghÜa quan hÖ thø tù: Gi¶
sö (a) = (ak), (b) = (bk) lµ hai bé sè kh«ng t¨ng. §Þnh nghÜa

(a) > (b) khi vµ chØ khi a1 + · · ·+ ak > b1 + · · ·+ bk,∀ k = 1, 2, . . . , n;

Cßn nÕu cã k ®Ó a1 + · · ·+ ak > b1 + · · ·+ bk th× ta viÕt (a) > (b).

§Þnh nghÜa 2.3.1. Gi¶ sö cã hai bé sè kh«ng t¨ng (a) = (a1, a2, . . . , an) vµ
(b) = (b1, b2, . . . , bn). Bé (a) ®­îc gäi lµ tréi h¬n (b) nÕu c¸c ®iÒu kiÖn sau

®©y ®­îc tháa m·n:

{
a1 + · · ·+ ak > b1 + · · ·+ bk

k = 1, 2, . . . , n− 1; |(a)| = |(b)|.

MÖnh ®Ò 2.3.2. [Karamata] Gi¶ sö y = f(x) lµ mét hµm låi trªn kho¶ng
(a; b) vµ c¸c bé kh«ng t¨ng (a), (b) víi ak, bk ∈ (a; b) víi k = 1, 2, . . . , n.

NÕu bé (a) tréi h¬n bé (b) th× cã bÊt ®¼ng thøc
n∑
k=1

f(ak) >
n∑
k=1

f(bk); cßn

khi y = f(x) lµ hµm lâm th×
n∑
k=1

f(ak) 6
n∑
k=1

f(bk).
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Chøng minh: §Æt ck = δf(ak, bk) =
f(bk)− f(ak)

bk − ak
, k = 1, 2, . . . , n. Theo

MÖnh ®Ò 2.1.27, d·y (ck) lµ d·y ®¬n ®iÖu gi¶m bëi v× (a) vµ (b) lµ d·y kh«ng

t¨ng. §Æt Ak =
k∑
i=1

ai, Bk =
k∑
i=1

bi víi A0 = B0 = 0, k = 1, 2, . . . , n. Tõ

|(a)| = |(b)| suy ra An = Bn. BiÕn ®æi hiÖu

H =
n∑
k=1

f(ak)−
n∑
k=1

f(bk) =
n∑
k=1

(
f(ak)− f(bk)

)
=

n∑
k=1

ck(ak − bk)

=
n∑
k=1

ck(Ak − Ak−1 −Bk +Bk−1)

=
n∑
k=1

ck(Ak −Bk)−
n∑
k=1

ck(Ak−1 −Bk−1)

=
n−1∑
k=1

ck(Ak −Bk)−
n−1∑
k=0

ck+1(Ak −Bk) =
n−1∑
k=1

(ck − ck+1)(Ak −Bk).

V× Ak > Bk vµ ck 6 ck+1 víi mäi k = 1, 2, . . . , n. VËy H 6 0.

VÝ dô 2.3.3. Víi c¸c sè thùc d­¬ng a, b, c, d lu«n cã bÊt ®¼ng thøc

1

a+ b
+

1

b+ c
+

1

c+ d
+

1

d+ a
6

1

2a
+

1

2b
+

1

2c
+

1

2d
.

Bµi gi¶i: Kh«ng h¹n chÕ cã thÓ gi¶ thiÕt a > b > c > d > 0. Khi ®ã

cã


2a > a+ b

2a+ 2b > a+ b+ b+ c

2a+ 2b+ 2c > a+ b+ b+ c+ c+ d

2a+ 2b+ 2c+ 2d = a+ b+ b+ c+ c+ d+ d+ a.

Tõ ®©y suy ra

(2a, 2b, 2c, 2d) tréi h¬n bé (a+ b, b+ c, c+ d, d+ a). V× y =
1

x
víi x > 0 lµ

hµm låi nªn cã
1

a+ b
+

1

b+ c
+

1

c+ d
+

1

d+ a
6

1

2a
+

1

2b
+

1

2c
+

1

2d
theo

MÖnh ®Ò 2.3.2.

VÝ dô 2.3.4. T×m gi¸ trÞ lín nhÊt cña tæng T = x2012 + y2012 + z2012 víi

x, y, z ∈ [−1; 1] tháa m·n x+ y + z =
1

2
.
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Bµi gi¶i: V× x, y, z, t b×nh ®¼ng nªn cã thÓ cho 1 > x > y > z > t >
−1. Hµm y = x2012 lµ hµm låi (xuèng phÝa d­íi) v× f”(x) > 0 trong
(−1; 1) theo §Þnh lý 2.1.29. Ta x©y dùng bé tréi cña (x, y, z, t) nh­ sau:1 > x

x+ y = −z +
1

2
6

1

2
.

VËy (1,
1

2
,−1) lµ mét bé tréi cña (x, y, z). Theo

MÖnh ®Ò 2.3.2 ta cã T 6 2 +
1

22012
. Do ®ã T`n = 2 +

1

22012
khi ta chän

x = 1, y =
1

2
, z = −1, ch¼ng h¹n.

VÝ dô 2.3.5. Gi¶ sö a, b, c lµ ®é dµi ba c¹nh mét tam gi¸c. Chøng minh r»ng

(i)
√
a+ b− c+

√
a− b+ c+

√
−a+ b+ c 6

√
a+
√
b+
√
c.

(ii) (a+ b− c)9 + (a− b+ c)9 + (−a+ b+ c)9 > a9 + b9 + c9.

Bµi gi¶i: Kh«ng h¹n chÕ cã thÓ gi¶ thiÕt a > b > c > 0. V× a + b − c >
a, a+ b− c+a− b+ c > a+ b vµ a+ b− c+a− b+ c−a+ b+ c = a+ b+ c

nªn (a + b − c, a − b + c,−a + b + c) > (a, b, c). Bëi v× y =
√
x víi

x > 0 lµ hµm sè lâm vµ y = x9 víi x > 0 lµ hµm låi nªn theo MÖnh ®Ò
2.3.2 ta cã

√
a+ b− c +

√
a− b+ c +

√
−a+ b+ c 6

√
a +
√
b +
√
c vµ

(a+ b− c)9 + (a− b+ c)9 + (−a+ b+ c)9 > a9 + b9 + c9.

Víi bé sè kh«ng ©m α = (αi) vµ bé a = (a1, a2, . . . , an),∀ ak > 0, sÏ ký
hiÖu S(αk) = Sα(a) =

∑
π∈Sn

a
απ(1)
1 . . . a

απ(n)
n .

MÖnh ®Ò 2.3.6. [Schur] Víi α, β > 0 cã S(α+2β,0,0) + S(α,β,β) > 2S(α+β,β,0).

Chøng minh: BÊt ®¼ng thøc cÇn chøng minh chÝnh lµ bÊt ®¼ng thøc d­íi
®©y: aα+2β+bα+2β+cα+2β+aαbβcβ+aβbαcβ)+aβbβcα > aα+βbβ+aα+βcβ+
bα+βaβ + bα+βcβ + cα+βaβ + cα+βbβ, (∗), víi a, b, c > 0. Kh«ng h¹n chÕ cã
thÓ gi¶ thiÕt a > b > c > 0. ViÕt l¹i bÊt ®¼ng thøc (*) thµnh bÊt ®¼ng thøc:

aα(aβ − bβ)(aβ − cβ) + bα(bβ − cβ)(bβ − aβ) + cα(cβ − aβ)(cβ − bβ) > 0.

V× cα(cβ−aβ)(cβ− bβ) > 0 nªn chØ cÇn chøng minh aα(aβ− bβ)(aβ− cβ) +
bα(bβ− cβ)(bβ−aβ) > 0 hay aα(aβ− cβ)− bα(bβ− cβ) > 0, nh­ng bÊt ®¼ng
thøc nµy lµ hiÓn nhiªn.
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VÝ dô 2.3.7. Gi¶ sö a, b, c lµ ®é dµi ba c¹nh mét tam gi¸c. Chøng minh r»ng
a3 + b3 + c3 + 3abc > a2b+ a2c+ b2c+ b2a+ c2a+ c2b.

Bµi gi¶i: BÊt ®¼ng thøc trªn ®­îc suy ra tõ MÖnh ®Ò 2.3.6 víi α = β = 1.

VÝ dô 2.3.8. Gi¶ sö a, b, c lµ ba sè thùc kh«ng ©m. Chøng minh bÊt ®¼ng
thøc a4 + b4 + c4 + abc(a+ b+ c) > a3b+ a3c+ b3c+ b3a+ c3a+ c3b.

Bµi gi¶i: BÊt ®¼ng thøc ®­îc suy ra tõ MÖnh ®Ò 2.3.6 víi α = 2, β = 1.

Víi bé sè kh«ng ©m α = (αi) vµ bé a = (a1, a2, . . . , an),∀ ak > 0, sÏ ký

hiÖu Mα(a) =
1

n!

∑
π∈Sn

a
απ(1)
1 . . . a

απ(n)
n . Khi α = (n, 0, . . . , 0) th× Mα(a) =

an1 + an2 + · · ·+ ann
n

; Khi α = (1, 1, . . . , 1) th× Mα(a) = a1a2 . . . an; Cßn khi

α =
(1

n
,

1

n
, . . . ,

1

n

)
th× Mα(a) = n

√
a1a2 · · · an.

Víi bé sè kh«ng ©m α = (α1, α2, . . . , αn) vµ c > 0, trong ®ã i < j vµ
αi > αj > 0, ký hiÖu c¸c phÐp biÕn ®æi tuyÕn tÝnh sau ®©y:

(i) T c1n(α) = β tháa m·n β1 = α1 + c, βn = αn − c > 0 vµ βk = αk víi
mäi k 6= 1, n.

(ii) T c1j(α) = β tháa m·n β1 = α1 + c, βj = αj − c > αj+1 vµ βk = αk víi
mäi k 6= 1, j vµ j < n.

(iii) T cin(α) = β tháa m·n αi−1 > βi = αi + c, βn = αn− c > 0 vµ βk = αk
víi mäi k 6= i, n vµ i > 1.

(iv) T cij(α) = β tháa m·n αi−1 > βi = αi + c, βj = αj − c > 0 vµ βk = αk
víi mäi k 6= i, j vµ 1 < i < j < n.

Giíi h¹n chØ xÐt bé α ∈ Nn. Khi ®ã chän c = 1 vµ viÕt T cij(α) qua Tij(α).

Bæ ®Ò 2.3.9. NÕu β = Tij(α) th× cã bÊt ®¼ng thøc Mβ(a) > Mα(a). DÊu
b»ng chØ xÈy ra khi a1 = · · · = an.

Chøng minh: Víi mçi cÆp chØ sè h, k, h < k, hiÖu Mβ(a) −Mα(a) chøa

sè h¹ng d¹ng B = A(aβih a
βj
k + a

βj
h a

βi
k − a

αi
h a

αj
k − a

αj
h a

αi
k ) víi A > 0. BiÕn ®æi

hiÖu B = A(aαi+1
h a

αj−1
k +a

αj−1
h aαi+1

k −aαih a
αj
k −a

αj
h a

αi
k ) = Aa

αj−1
h a

αj−1
k (ah−

ak)(a
αi−αj+1
h − aαi−αj+1

k ) > 0. Do vËy Mβ(a) > Mα(a). DÊu b»ng chØ xÈy
ra khi tõng B = 0 hay ah = ak víi mäi h, k = 1, 2, . . . = n.
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Bæ ®Ò 2.3.10. NÕu (β) > (α), (β) 6= (α) vµ |(α)| = |(β)|, th× sau mét sè
h÷u h¹n phÐp biÕn ®æi tuyÕn tÝnh Tij sÏ chuyÓn (α) thµnh (β).

Chøng minh: V× (β) 6= (α) nªn cã chØ sè i nhá nhÊt ®Ó βi 6= αi. Do bëi

(β) > (α) nªn βi > αi. Tõ |(α)| = |(β)| suy ra
n∑
k=1

(βk − αk) = 0. Do

βi > αi nªn tån t¹i j ®Ó 0 6 βj < αj vµ i < j. T¸c ®éng Tij vµo (α)
ta nhËn ®­îc γ = Tij(α) víi γi = αi + 1, γj = αj − 1, cßn γk = αk
víi mäi k 6= i, j. Nh­ vËy |βi − αi| = |βi − γi + 1| = |βi − γi| + 1 vµ
|βj − αj| = |βj − γj − 1| = |βj − γj| + 1. Tõ hai hÖ thøc nµy suy ra
n∑
k=1

|βk−γk| =
n∑
k=1

|βk−αk|−2.Do vËy, khi t¸c ®éng Tij lµm tæng
n∑
k=1

|βk−αk|

gi¶m ®­îc 2 ®¬n vÞ. VËy, sau mét sè h÷u h¹n b­íc, ta cã
n∑
k=1

|βk − δk| = 0

hay ®· chuyÓn ®­îc (α) thµnh (β).

Tõ hai bæ ®Ò trªn ta suy ra ngay BÊt ®¼ng thøc Muirheard d­íi ®©y:

MÖnh ®Ò 2.3.11. [Muirheard] Víi c¸c sè d­¬ng a1, a2, . . . , an, xÈy ra bÊt
®¼ng thøcMα(a) >Mβ(a) khi vµ chØ khi α > β vµ |α| = |β|. DÊu b»ng chØ
xÈy ra khi α = β vµ a1 = a2 = · · · = an.

Chó ý r»ng, khi vËn dông BÊt ®¼ng thøc Muirheard ta ph¶i chän bé tréi
thÕ nµo ®Ó nhanh cã kÕt qu¶.

VÝ dô 2.3.12. [Yugoslav Federal Competition 1991] Víi ba sè thùc d­¬ng

a, b, c cã bÊt ®¼ng thøc
1

a3 + b3 + abc
+

1

b3 + c3 + abc
+

1

c3 + a3 + abc
6

1

abc
.

Bµi gi¶i: BÊt ®¼ng thøc cÇn chøng minh t­¬ng ®­¬ng

abc[(a3 + b3 + abc)(b3 + c3 + abc) + (b3 + c3 + abc)(c3 + a3 + abc)+

(c3 +a3 +abc)(a3 +b3 +abc)] 6 (a3 +b3 +abc)(b3 +c3 +abc)(c3 +a3 +abc)

hay a6b3 + a6c3 + b6c3 + b6a3 + c6a3 + c6b3 > 2[a5b2c2 + a2b5c2 + a2b2c5].
BÊt ®¼ng thøc nµy t­¬ng ®­¬ng bÊt ®¼ng thøc ®óngM(6,3,0)(a) >M(5,2,2)(a)
theo MÖnh ®Ò 2.3.11.

VÝ dô 2.3.13. [IMO 1995] Víi ba sè thùc d­¬ng a, b, c, abc = 1, lu«n lu«n

cã bÊt ®¼ng thøc
1

a3(b+ c)
+

1

b3(c+ a)
+

1

c3(a+ b)
>

3

2
.
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Bµi gi¶i: BÊt ®¼ng thøc cÇn chøng minh t­¬ng ®­¬ng
1

a3(b+ c)
+

1

b3(c+ a)
+

1

c3(a+ b)
>

3

2 3
√

(abc)4
hay 2[b3c3(a+b)(a+c)+c3a3(b+c)(b+a)+a3b3(c+

a)(c + b)] > 3
3
√
a5b5c5(a + b)(b + c)(c + a). ViÕt c¸ch kh¸c, nã trë thµnh

2M(16/3,13/3,7/3) + M(16/3,16/3,4/3) + M(13/3,13/3,10/3) > 3M(5,4,3) + M(4,4,4).
BÊt ®¼ng thøc nµy ®óng v× 2M(16/3,13/3,7/3) > 2M(5,4,3), M(16/3,16/3,4/3) >
3M(5,4,3) vµ M(13/3,13/3,10/3) >M(4,4,4) theo MÖnh ®Ò 2.3.11.

Cã thÓ gi¶i ng¾n gän h¬n: §Æt a =
1

x
, b =

1

y
, c =

1

z
víi x, y, z > 0, xyz = 1.

Khi ®ã bÊt ®¼ng thøc trë thµnh T =
x2

y + z
+

y2

z + x
+

z2

x+ y
>

3

2
víi

x, y, z > 0, xyz = 1. V× (y + z + z + x + x + y)T > (x + y + z)2 nªn

T >
x+ y + z

2
> 3

3
√
xyz

2
=

3

2
.

VÝ dô 2.3.14. [IMO 1984] Víi ba sè thùc a, b, c > 0, a + b + c = 1, lu«n

lu«n cã bÊt ®¼ng thøc 0 6 ab+ bc+ ca− 2abc 6
7

27
.

Bµi gi¶i: V× 0 6 a, b, c 6 1 nªn ab, bc, ca > abc, vµ ab+bc+ca−2abc > 0.

Ta cßn ph¶i chøng minh ab+ bc+ ca− 2abc 6
7

27
hay ab+ bc+ ca− 2abc

= (ab+bc+ca)(a+b+c)−2abc = a2b+a2c+b2c+b2a+c2a+c2b+abc 6
7

27
(a+ b+ c)3. Nh­ vËy ph¶i chØ ra

7(a3 + b3 + c3) + 15abc > 6[a2b+ a2c+ b2c+ b2a+ c2a+ c2b]

hay 12M(2,1,0) 6 7M(3,0,0)+5M(1,1,1). Theo MÖnh ®Ò 2.3.6 ta cã 10M(2,1,0) 6
5M(3,0,0) + 5M(1,1,1) vµ theo MÖnh ®Ò 2.3.11 cã 2M(2,1,0) 6 2M(3,0,0).

2.4 BÊt ®¼ng thøc Abel vµ ®¸nh gi¸ tæng

XÐt tæng
n∑
k=1

ak hoÆc
∞∑
k=1

ak. VÊn ®Ò ®Æt ra: §¸nh gi¸ c¸c tæng nµy nh­ thÕ

nµo?

VÝ dô 2.4.1. Víi sè nguyªn d­¬ng n cã 2
√
n >

n∑
k=1

1√
k
> 2
√
n+ 1− 2.
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Bµi gi¶i: V×
1√
k

=
2

2
√
k
>

2
√
k + 1 +

√
k

= 2
√
k + 1 − 2

√
k nªn cã

n∑
k=1

1√
k
>

n∑
k=1

(
2
√
k + 1−2

√
k
)

= 2
√
n+ 1−2. V×

1√
k
< 2
√
k−2
√
k − 1

nªn ta cã
n∑
k=1

1√
k
<

n∑
k=1

(
2
√
k − 2

√
k − 1

)
= 2
√
n.

Bæ ®Ò 2.4.2. Gi¶ sö víi sè nguyªn d­¬ng n cã hai d·y sè thùc a1, . . . , an vµ
b1, . . . , bn. §Æt Sk = a1 + · · ·+ak, k = 1, 2, . . . , n. Khi ®ã cã ®ång nhÊt thøc

n∑
k=1

akbk = Snbn +
n−1∑
k=1

Sk(bk − bk+1).

Chøng minh: Ký hiÖu S0 = 0. Khi ®ã cã thÓ viÕt ak = Sk − Sk−1 víi
k = 1, 2, . . . , n, vµ biÕn ®æi

n∑
k=1

akbk =
n∑
k=1

(Sk − Sk−1)bk =
n∑
k=1

Skbk −
n∑
k=1

Sk−1bk

= Snbn +
n−1∑
k=1

Skbk −
n∑
k=2

Sk−1bk − S0b1

= Snbn +
n−1∑
k=1

Skbk −
n∑
k=1

Skbk+1 = Snbn +
n−1∑
k=1

Sk(bk − bk+1).

Tãm l¹i
n∑
k=1

akbk = Snbn +
n−1∑
k=1

Sk(bk − bk+1).

§Þnh lý 2.4.3. [B§T Abel] Gi¶ sö víi sè nguyªn d­¬ng n cã hai d·y sè
thùc a1, . . . , an vµ b1, . . . , bn, trong ®ã b1 > b2 > · · · > bn > 0. §Æt
Sk = a1 + · · · + ak, k = 1, 2, . . . , n vµ M = max{S1, S2, . . . , Sn} vµ
m = min{S1, S2, . . . , Sn}. Khi ®ã cã c¸c bÊt ®¼ng thøc

mb1 6
n∑
k=1

akbk 6Mb1.

Chøng minh: Chó ý bn 6 0 vµ bk− bk+1 6 0 víi k = 1, . . . , n−1. Theo Bæ

®Ò 2.4.2 ta ®­îc hai bÊt ®¼ng thøc
n∑
k=1

akbk 6Mbn+M
n−1∑
k=1

(bk−bk+1) = Mb1

vµ
n∑
k=1

akbk > mbn +m
n−1∑
k=1

(bk − bk+1) = mb1.

74Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên                                                http://www.lrc-tnu.edu.vn



74

VÝ dô 2.4.4. Gi¶ sö víi sè nguyªn d­¬ng n cã hai d·y sè thùc a1, . . . , an vµ
b1, . . . , bn, trong ®ã 1 > b1 > b2 > · · · > bn > 0. Khi ®ã tån t¹i sè nguyªn r

víi r 6 n ®Ó |
n∑
k=1

akbk| 6 |
r∑
j=1

aj|.

Bµi gi¶i: V× M = max{S1, S2, . . . , Sn} nªn cã r 6 n ®Ó M = Sr. Theo

§Þnh lý 2.4.3, ta cã
n∑
k=1

akbk 6Mb1 6M.

VÝ dô 2.4.5. Víi mçi sè nguyªn d­¬ng n cã e
(n
e

)n
< n! < en

(n
e

)n
.

Bµi gi¶i: C¸c bÊt ®¼ng thøc t­¬ng ®­¬ng c¸c bÊt ®¼ng thøc sau ®©y:

n lnn− (n− 1) <
n∑
k=1

ln k < (n+ 1) lnn− (n− 1).

Theo Bæ ®Ò 2.4.2 cã ®ång nhÊt thøc
n∑
k=1

ln k = n lnn−
n−1∑
k=1

k ln
k + 1

k
. VËy

n∑
k=1

ln k = n lnn−
n−1∑
k=1

k ln(1 +
1

k
).

V×
1

k + 1
) < ln(1+

1

k
) <

1

k
nªn n lnn−

n−1∑
k=1

k

k
<

n∑
k=1

ln k < n lnn−
n−1∑
k=1

k

k + 1

hay n lnn−(n−1) <
n∑
k=1

ln k < n lnn−(n−1)+
n−1∑
k=1

1

k + 1
. V×

n−1∑
k=1

k

k + 1
<

n−1∑
k=1

ln
k + 1

k
= lnn nªn

n∑
k=1

ln k < (n+ 1) lnn− (n− 1).

VÝ dô 2.4.6. Gi¶ sö cã d·y c¸c sè tù nhiªn (an) tháa m·n an < an+1 <

an + 2010 víi mäi n > 1. Víi mçi n ta viÕt tÊt c¶ c¸c ­íc nguyªn tè cña an.
Khi ®ã tËp c¸c ­íc nguyªn tè nhËn ®­îc lµ mét tËp v« h¹n c¸c sè nguyªn tè
kh¸c nhau.

Bµi gi¶i: Gi¶ sö tån t¹i d·y (an) tháa m·n ®Çu bµi víi tËp c¸c ­íc nguyªn
tè lµ h÷u h¹n, ch¼ng h¹n {p1, p2, . . . , pr}. Khi ®ã mçi h¹ng tö an ®Òu cã
sù biÓu diÔn an = pα1

1 p
α2
2 . . . pαrr víi αi ∈ N vµ i = 1, . . . , r. XÐt tËp hîp

S := {pα1
1 p

α2
2 . . . pαrr |αi ∈ N, i = 1, . . . , r}. X¸c ®Þnh d·y (xn) tháa m·n
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x1 < x2 < x3 < · · · vµ S = {xn|n ∈ N+}. V× a1 < a2 < · · · vµ mäi an ∈ S
nªn d·y (an) lµ mét d·y con cña d·y (xn). V× an+1 < an + 2010, n > 1, nªn

an < an−1+1.2010 < an−2+2.2010 < · · · < a1+(n−1).2010 < n(a1+2010)

hay an < n(a1 + 2010). Ta cã m©u thuÉn gi÷a hai bÊt ®¼ng thøc sau:

∞∑
n=1

1

an
>

∞∑
n=1

1

n(a1 + 2010)
=

1

a1 + 2010

∞∑
n=1

1

n
= +∞

∞∑
n=1

1

an
6

∞∑
n=1

1

xn
=

∑
α1,α2,...,αr>0

1

pα1
1 p

α2
2 . . . pαrr

=
∞∑

α1=0

1

pα1
1

∞∑
α2=0

1

pα2
2

· · ·
∞∑

αr=0

1

pαrr
=

p1
p1 − 1

p2
p2 − 1

· · · pr
pr − 1

.

V× vËy tËp c¸c ­íc nguyªn tè nhËn ®­îc lµ mét tËp v« h¹n c¸c sè nguyªn tè
kh¸c nhau.

VÝ dô 2.4.7. Víi hai sè nguyªn d­¬ng m,n,m < n, vµ sè thùc α kh«ng lµ
béi ch½n cña π lu«n cã bÊt ®¼ng thøc∣∣∣ n∑

k=m+1

sin kα

k

∣∣∣ 6 1

(m+ 1)| sin α
2
|
.

Bµi gi¶i: Víi k = 1, 2, . . . , n − m, ký hiÖu ak = sin[(k + m)α] sin
α

2
vµ

bk =
1

k +m
. Theo §Þnh lý 2.4.3 ta cã c¸c bÊt ®¼ng thøc sau ®©y:

s

m+ 1
= sb1 6

n∑
k=m+1

sin kα sin
α

2
k

=
n−m∑
k=1

akbk 6 Sb1 =
S

m+ 1
,

trong ®ã Sk = a1 + a2 + · · · + ak, S = max{S1, S2, . . . , Sn} vµ s =

min{S1, S2, . . . , Sn}. V× 2ai = 2 sin[(i+m)α] sin
α

2
= cos(i+m− 1

2
)α−

cos(i + m +
1

2
)α nªn 2Sk = 2a1 + 2a2 + · · · + 2ak = cos(m +

1

2
)α −

cos(k + m +
1

2
). Tõ ®©y suy ra −2 6 2Sk 6 2 víi k = 1, 2, . . . , n vµ nh­

76Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên                                                http://www.lrc-tnu.edu.vn



76

vËy −1 6 s 6 S 6 1. Víi kÕt qu¶ trªn ta ®­îc c¸c bÊt ®¼ng thøc d­íi ®©y:

−1

m+ 1
= −b1 6 sb1 6

∣∣∣ n∑
k=m+1

sin kα sin
α

2
k

∣∣∣ 6 Sb1 6 b1 =
1

m+ 1
. VËy

∣∣∣ n∑
k=m+1

sin kα sin
α

2
k

∣∣∣ 6 1

m+ 1
hay

∣∣∣ n∑
k=m+1

sin kα

k

∣∣∣ 6 1

(m+ 1)| sin α
2
|
.

VÝ dô 2.4.8. Víi bÊt kú sè nguyªn d­¬ng n vµ sè thùc α ta cã bÊt ®¼ng thøc

|
n∑
k=1

sin kα

k
| 6 2

√
π.

Bµi gi¶i: V× hµm sè y = | sinx| lµ hµm tuÇn hoµn chu kú π nªn ta chØ
cÇn xÐt α ∈ (0;π) víi chó ý bÊt ®¼ng thøc hiÓn nhiªn ®óng cho α = 0. XÐt

0 < α < π vµ chän sè nguyªn kh«ng ©mm tháa m·nm 6

√
π

α
< m+1. BiÓu

diÔn |
n∑
k=1

sin kα

k
| 6 |

m∑
k=1

sin kα

k
| + |

n∑
k=m+1

sin kα

k
|. V× | sin kα| < kα nªn

|
m∑
k=1

sin kα

k
| 6

m∑
k=1

kα

k
= mα 6

√
π. MÆt kh¸c, ta còng cã sin γ >

2γ

π
khi

0 < γ <
π

2
. VËy sin

α

2
>

2
α

2
π

=
α

π
. V×

∣∣∣ n∑
k=m+1

sin kα

k

∣∣∣ 6 1

(m+ 1)| sin α
2
|

theo VÝ dô 2.4.7, nªn
∣∣∣ n∑
k=m+1

sin kα

k

∣∣∣ 6 1

m+ 1

π

α
6

α√
π

π

α
=
√
π. Tãm l¹i

ta ®· chØ ra ®­îc |
n∑
k=1

sin kα

k
| 6 2

√
π.
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Ch­¬ng 3

Mét sè øng dông bÊt ®¼ng thøc

3.1 Gi¸ trÞ lín nhÊt-nhá nhÊt

Môc nµy tËp trung xÐt gi¸ trÞ lín nhÊt, nhá nhÊt cña biÓu thøc chñ yÕu qua
hµm sè hoÆc qua h×nh häc. B©y giê ta chän mét hµm sè y = f(x) hoÆc mét
h×nh nµo ®ã. Sö dông tÝnh t¨ng-gi¶m hay tÝnh låi-lâm hoÆc mét sè kÕt qu¶
trong H×nh häc ®Ó cã bÊt ®¼ng thøc vµ suy ra gi¸ trÞ lín nhÊt hoÆc nhá nhÊt.

Hµm c¨n

VÝ dô 3.1.1. Cho ba sè thùc a, b, c > 0 biÕn thiªn tháa m·n a + b + c > 3.

T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña biÓu thøc T =
a3

b+ c
+

b3

c+ a
+

c3

a+ b
.

Bµi gi¶i: V× T =
(b+ c+ c+ a+ a+ b)T

2(a+ b+ c)
>

(√
a3 +

√
b3 +

√
c3
)2

2(a+ b+ c)
theo

BÊt ®¼ng thøc Bunhiakèpxki nªn T >

(√
a3 +

√
b3 +

√
c3
)2

2(a+ b+ c)
. XÐt hµm y =

√
x3−3

2
x trªn (0; +∞).DÔ dµng chØ ra

√
x3−3

2
x > ymin = y(1) = −1

2
.Nh­

vËy
√
x3 >

3

2
x−1

2
. Tõ ®©y suy ra

√
a3+
√
b3+
√
c3 >

3

2

(
a+b+c−1

)
> 0. Ta

nhËn ®­îc T >
9

8

(a+ b+ c− 1)2

a+ b+ c
. XÐt hµm z =

(t− 1)2

t
víi t = a+b+c >

3. V× z′ =
t2 − 1

t2
> 0 nªn z ®ång biÕn. VËy T >

9

8

(3− 1)2

3
=

3

2
. Tãm l¹i

Tnn =
3

2
khi a = b = c = 1.

77
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VÝ dô 3.1.2. Sö dông hµm låi f(x) =
3
√
x7 víi x > 0 ®Ó t×m gi¸ trÞ nhá

nhÊt cña T = 3

√( a

a+ b

)7
+ 3

√( b

b+ c

)7
+ 3

√( c

c+ d

)7
+ 3

√( d

d+ a

)7
víi

a, b, c, d > 0.

Bµi gi¶i: §Æt x =
b

a
, y =

c

b
, z =

d

c
, t =

a

d
. Khi ®ã x, y, z, t > 0, xyzt =

1, vµ T = 3

√( 1

1 + x

)7
+ 3

√( 1

1 + y

)7
+ 3

√( 1

1 + z

)7
+ 3

√( 1

1 + t

)7
. V×

f(x) =
3
√
x7 víi x > 0 lµ hµm låi vµ ®¬n ®iÖu t¨ng nªn ta cã bÊt ®¼ng thøc

sau ®©y: T > 4
3

√√√√√( 1

1 + x
+

1

1 + y
+

1

1 + z
+

1

1 + t

4

)7

víi x, y, z, t > 0 vµ

xyzt = 1. B©y giê t×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña P =
1

1 + x
+

1

1 + y
+

1

1 + z
+

1

1 + t
víi x, y, z, t > 0 vµ xyzt = 1.

VÝ dô 3.1.3. T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña hµm sè d­íi ®©y:

y =
√

5x2 + 20+
√

5x2 − 32x+ 64+
√

5x2 − 40x+ 100+
√

5x2 − 8x+ 16.

Bµi gi¶i: XÐt ~u = (5x; 10), ~v = (16− 5x; 8), ~w = (20− 5x; 10), ~z = (5x−
4; 8). Khi ®ã

√
5y = |~u| + |~v| + |~w| + |~z| > |~u + ~w| + |~v + ~z| vµ nh­ thÕ√

5y > 20
√

2 + 20. Do vËy ynn = 4
√

10 + 4
√

5 víi x = 2.

§a thøc bËc hai

MÖnh ®Ò 3.1.4. XÐt ®a thøc f(x, y) = ax2 + 2bxy + cy2 + 2dx+ 2ey + g ∈
R[x, y], trong ®ã a, b, c tháa m·n a2+b2+c2 6= 0. Khi ®ã víi α, β ∈ R cã biÓu
diÔn f(x, y) = au2+2buv+cv2+2(aα+bβ+d)u+2(bα+cβ+e)v+f(α, β),
ë ®ã u = x− α, v = y − β.

Chøng minh: KiÓm tra dÔ dµng qua khai triÓn vÕ ph¶i.

B©y giê, xÐt hÖ

{
bα + cβ + e = 0

aα + bβ + d = 0
víi D = b2 − ac,D1 = ae− bd vµ

D2 = cd− be. Khi D 6= 0, hÖ ph­¬ng tr×nh chØ cã mét nghiÖm (α, β) vµ cã
thÓ biÓu diÔn f(x, y) = au2 + 2buv + cv2 + f(α, β). XÐt c¸c tr­êng hîp:
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(i) Tr­êng hîp ac − b2 > 0 : Khi a > 0 th× c > 0 vµ f(x, y) − f(α, β) =
1

a

[
a2u2+2abuv+acv2

]
=

1

a

[
(au+bv)2+(ac−b2)v2

]
. Víi v = 0, u→

∞, th× f(x, y)→ +∞ vµ f(x, y)nn = f(α, β) khi v = 0, au+ bv = 0.

Khi a < 0 th× c < 0 vµ f(x, y)− f(α, β) =
1

a

[
a2u2 + 2abuv+ acv2

]
=

1

a

[
(au+bv)2+(ac−b2)v2

]
.Víi v = 0 vµ cho u→∞ th× f(x, y)→ −∞

vµ f(x, y)ln = f(α, β) khi v = 0, au+ bv = 0.

(ii) Tr­êng hîp ac − b2 < 0 : Khi a, c > 0 ta cã f(x, y) − f(α, β) =
1

a

[
a2u2 + 2abuv+acv2

]
=

1

a

[
(au+ bv)2 + (ac− b2)v2

]
. Víi au+ bv =

0, v → ∞, th× f(x, y) → −∞ vµ víi v = 0, u → ∞, th× f(x, y) →
+∞.

Khi a < 0, c < 0, vµ f(x, y) − f(α, β) =
1

a

[
a2u2 + 2abuv + acv2

]
=

1

a

[
(au + bv)2 + (ac − b2)v2

]
. Víi v = 0, u → ∞, th× f(x, y) → −∞

vµ víi au+ bv = 0, v →∞, th× f(x, y)→ +∞.
Khi ac < 0 hoÆc ac = 0 ®­îc xÐt t­¬ng tù vµ f(x, y) kh«ng cã gi¸ trÞ
lín nhÊt còng nh­ nhá nhÊt.

(iii) Tr­êng hîp ac − b2 = 0 : Khi ®ã a vµ c kh«ng thÓ ®ång thêi b»ng 0.

Kh«ng h¹n chÕ cã thÓ coi a 6= 0. VËy c =
b2

a
. Ta cã

f(x, y) = a
(
x+

b

a
y
)2

+ 2d(x+
b

a
y
)

+ 2
ae− bd

a
y + g.

NÕu D1 = ae − bd = 0 th× f(x, y) = at2 + 2dt + g. Khi a > 0 th×
f(x, y) kh«ng cã gi¸ trÞ lín nhÊt, nh­ng cã gi¸ trÞ nhá nhÊt; Khi a < 0
th× f(x, y) cã gi¸ trÞ lín nhÊt, nh­ng kh«ng cã gi¸ trÞ nhá nhÊt. NÕu

D1 = ae − bd 6= 0 th× f(x, y) = at2 + 2dt + g + 2
ae− bd

a
y. Khi ®ã

f(x, y) kh«ng cã gi¸ trÞ lín nhÊt, nhá nhÊt.

Tãm l¹i, chóng ta cã kÕt qu¶ d­íi ®©y:

MÖnh ®Ò 3.1.5. XÐt ®a thøc f(x, y) = ax2 + 2bxy + cy2 + 2dx+ 2ey + g ∈
R[x, y], trong ®ã a, b, c tháa m·n a2 + b2 + c2 6= 0. Khi ®ã
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(i) NÕu ac − b2 > 0 th× f(x, y) kh«ng cã gi¸ trÞ lín nhÊt, cã gi¸ trÞ nhá
nhÊt f(x, y)nn = f(α, β) khi a > 0; cßn khi a < 0 th× f(x, y) kh«ng cã
gi¸ trÞ nhá nhÊt vµ cã gi¸ trÞ lín nhÊt f(x, y)ln = f(α, β).

(ii) NÕu ac − b2 < 0 th× f(x, y) kh«ng cã gi¸ trÞ lín nhÊt vµ gi¸ trÞ nhá
nhÊt.

(iii) NÕu ac− b2 = 0 : Khi D1 = ae− bd = 0 vµ a > 0 th× f(x, y) kh«ng cã
gi¸ trÞ lín nhÊt, nh­ng cã gi¸ trÞ nhá nhÊt; Khi D1 = ae − bd = 0 vµ
a < 0 th× f(x, y) cã gi¸ trÞ lín nhÊt, nh­ng kh«ng cã gi¸ trÞ nhá nhÊt.
Khi D1 = ae− bd 6= 0 th× f(x, y) kh«ng cã gi¸ trÞ lín nhÊt, nhá nhÊt.

VÝ dô 3.1.6. T×m gi¸ trÞ lín nhÊt, nhá nhÊt (nÕu cã) cña ®a thøc d­íi ®©y:

f(x, y) = x2 − 4xy + 3y2 − 4x+ 6y − 20.

Bµi gi¶i: V× ac − b2 = −1 < 0 nªn theo MÖnh ®Ò 3.1.5 ®a thøc f(x, y)
kh«ng cã gi¸ trÞ lín nhÊt vµ gi¸ trÞ nhá nhÊt.

VÝ dô 3.1.7. T×m gi¸ trÞ lín nhÊt, nhá nhÊt (nÕu cã) cña ®a thøc d­íi ®©y:

f(x, y) = x2 + 6xy + 14y2 − 4x+ 8y − 12.

Bµi gi¶i: V× ac− b2 = 5 > 0 nªn theo MÖnh ®Ò 3.1.5 ®a thøc f(x, y) kh«ng

cã gi¸ trÞ lín nhÊt, nh­ng cã gi¸ trÞ nhá nhÊt. hÖ

{
3α + 14β + 4 = 0

α + 3β − 2 = 0
cã

nghiÖm α = 8, β = −2. Khi ®ã f(x, y)− f(8,−2) = u2 + 6uv + 14v2 > 0
theo MÖnh ®Ò 3.1.4. VËy f(x, y)nn = f(8,−2) = −36.

VÝ dô 3.1.8. Víi
n∑
k=1

a2k > 0 h·y x¸c ®Þnh gi¸ trÞ nhá nhÊt cña ®a thøc

f(x, y) =
n∑
k=1

(akx+ bky + ck)
2.

Bµi gi¶i: BiÓu diÔn f(x, y) = ax2 + 2bxy + cy2 + 2dx+ 2ey + g ∈ R[x, y],

trong ®ã a =
n∑
k=1

a2k > 0, b =
n∑
k=1

akbk, c =
n∑
k=1

b2k, d =
n∑
k=1

akck, e =
n∑
k=1

bkck

vµ g =
n∑
k=1

c2k > 0. Nh­ trªn, biÓu diÔn f(x, y) = au2+2buv+cv2+f(α, β).
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V× ac − b2 = (
n∑
k=1

a2k)(
n∑
k=1

b2k) − (
n∑
k=1

akbk)
2 > 0 vµ a > 0 nªn f(x, y)nn =

f(α, β), trong ®ã α, β lµ nghiÖm cña hÖ

{
bα + cβ + e = 0

aα + bβ + d = 0.

VÝ dô 3.1.9. T×m gi¸ trÞ lín nhÊt vµ nhá nhÊt cña biÓu thøc T = a+ 2b+ 1
biÕt hai sè a, b biÕn thiªn, nh­ng lu«n lu«n tháa m·n ph­¬ng tr×nh:

a2 + 4ab+ 10b2 + 8a+ 16b+ 15 = 0.

Bµi gi¶i: HiÓn nhiªn (a+2b+3)(a+2b+5)+6b2 = 0. VËy (a+2b+3)(a+

2b+ 5) 6 0 hay

{
a+ 2b+ 3 6 0

a+ 2b+ 5 > 0.
Tõ ®ã suy ra −4 6 a+ 2b+ 1 6 −2.

VËy Tnn = −4 khi a = −5, b = 0; Tln = −2 khi a = −3, b = 0.

Mét vµi biÓu thøc tïy ý

VÝ dô 3.1.10. Sö dông f(x) =
3
√
x2012 víi x > 0 ®Ó t×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña

T = 3

√(
a+

1

a

)2012
+ 3

√(
b+

1

b

)2012
+ 3

√(
c+

1

c

)2012
+ 3

√(
d+

1

d

)2012
khi

a, b, c, d > 0 vµ a+ b+ c+ d = 1.

Bµi gi¶i: V× f(x) =
3
√
x2012 víi x > 0 lµ hµm låi vµ ®¬n ®iÖu t¨ng nªn cã bÊt

®¼ng thøc: T > 4
3

√√√√[a+
1

a
+ b+

1

b
+ c+

1

c
+ d+

1

d
4

]2012
> 4 3

√[17

4

]2012
.

VËy Tnn = 4 3

√[17

4

]2012
khi a = b = c = d =

1

4
.

VÝ dô 3.1.11. Sö dông hµm låi f(x) = x2 víi x > 0 ®Ó t×m gi¸ trÞ nhá nhÊt

cña T =
( a

a+ b

)4
+
( b

b+ c

)4
+
( c

c+ d

)4
+
( d

d+ a

)4
khi a, b, c, d > 0.

Bµi gi¶i: HiÓn nhiªn T =
( 1

1 + u

)4
+
( 1

1 + v

)4
+
( 1

1 + w

)4
+
( 1

1 + t

)4
víi u, v, w, t > 0 vµ uvwt = 1. Víi x1 =

( 1

1 + u

)2
, x2 =

( 1

1 + v

)2
,

x3 =
( 1

1 + w

)2
vµ x4 =

( 1

1 + t

)2
ta cã

T = x21 + x22 + x23 + x24 > 4
[x1 + x2 + x3 + x4

4

]2
.
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Nh­ vËy cã T > 4
[ 1

(1 + u)2
+

1

(1 + v)2
+

1

(1 + w)2
+

1

(1 + t)2

4

]2
hay T >

4
[ 1

1 + uv
+

1

1 + wt
4

]2
=

1

4
. Do ®ã Tnn =

1

4
khi a = b = c = d > 0.

VÝ dô 3.1.12. Chøng minh r»ng T = 3

√( 1

1 + a

)8
+ 3

√( 1

1 + b

)8
+ 3

√( 1

1 + c

)8
>

3

3

√[
1 +
√
abc
]8 khi a, b, c > 1.

Bµi gi¶i: V× f(x) =
3
√
x8 lµ hµm ®¬n ®iÖu t¨ng, låi vµ a, b, c > 1 nªn cã bÊt

®¼ng thøc: T > 3
3

√√√√[ 1

1 + a
+

1

1 + b
+

1

1 + c
3

]8
>

3

3

√[
1 +
√
abc
]8 .

VÝ dô 3.1.13. Gi¶ sö a, b, c ∈ [
1
3
√

2
; 3
√

2]. X¸c ®Þnh gi¸ trÞ lín nhÊt cña biÓu

thøc T =
a

a3 + 1
+

b

b3 + 1
+

c

c3 + 1
.

Bµi gi¶i: Hµm sè f(x) =
x

x3 + 1
cã


f ′(x) =

1− 2x3

(1 + x3)2

f”(x) =
6x2(x3 − 2)

(1 + x3)3

lµ ®¬n ®iÖu

gi¶m vµ lâm trªn [
1
3
√

2
; 3
√

2]. Nh­ vËy T 6 3f
(a+ b+ c

3

)
. V×

a+ b+ c

3
>

3
√
abc >

1
3
√

2
nªn T 6 3

√
4. VËy Tln = 3

√
4 khi a = b = c =

1
3
√

2
.

VÝ dô 3.1.14. Gi¶ sö d·y c¸c sè thùc a1, a2, . . . , an > 0 tháa m·n a1 6
a2
√

3, a2 6 a3
√

3, . . . , an−1 6 an
√

3, an 6 a1
√

3. X¸c ®Þnh gi¸ trÞ nhá nhÊt

cña biÓu thøc T =
a31

a32 + a21a2
+

a32
a33 + a22a3

+ · · ·+
a3n−1

a3n + a2n−1an
+

a3n
a31 + a2na1

.

Bµi gi¶i: T =

(a1
a2

)3
1 +

(a1
a2

)2 +

(a2
a3

)3
1 +

(a2
a3

)2 + · · ·+

(an−1
an

)3
1 +

(an−1
an

)2 +

(an
a1

)3
1 +

(an
a1

)2 .
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Hµm sè f(x) =
x3

x2 + 1
víi x > 0 cã


f ′(x) =

3x2 + x4

(1 + x2)2

f”(x) =
2x(3− x2)
(1 + x2)3

lµ ®¬n

®iÖu t¨ng vµ låi trªn (0;
√

3]. Nh­ vËy T > nf
( a1
a2

+
a2
a3

+ · · ·+ an
a1

n

)
. V×

a1
a2

+
a2
a3

+ · · ·+ an
a1

n
> 1 nªn T >

n

2
. VËy Tln =

n

2
khi a1 = a2 = · · · =

an−1 = an > 0.

VÝ dô 3.1.15. Sö dông hµm låi f(x) =
3
√
x2012 víi x > 0 ®Ó t×m gi¸

trÞ nhá nhÊt cña T = 3

√( a

a+ 1

)2012
+ 3

√( b

b+ 1

)2012
+ 3

√( c

c+ 1

)2012
+

3

√( d

d+ 1

)2012
khi a, b, c, d ∈ (0; 1) vµ abcd =

1

100
.

Bµi gi¶i: BiÕn ®æi T =
3

√√√√( 1

1 +
1

a

)2012
+

3

√√√√( 1

1 +
1

b

)2012
+

3

√√√√( 1

1 +
1

c

)2012
+

3

√√√√( 1

1 +
1

d

)2012
. §Æt x1 =

1

a
, x2 =

1

b
, x3 =

1

c
, x4 =

1

d
. Khi ®ã ta cã T =

3

√( 1

1 + x1

)2012
+ 3

√( 1

1 + x2

)2012
+ 3

√( 1

1 + x3

)2012
+ 3

√( 1

1 + x4

)2012
víi

x1x2x3x4 = 100, x1, x2, x3, x4 > 1. V× f(x) =
3
√
x2012 víi x > 0 lµ hµm låi

vµ ®¬n ®iÖu t¨ng nªn cã c¸c bÊt ®¼ng thøc sau ®©y:

T > 4

3

√√√√[ 1

1 + x1
+

1

1 + x2
+

1

1 + x3
+

1

1 + x4
4

]2012

> 4

3

√√√√[ 2

1 +
√
x1x2

+
2

1 +
√
x3x4

4

]2012
> 4 3

√[ 1

1 + 4
√
x1x2x3x4

]2012
.

VËy Tnn =
4

3

√(
1 +
√

10
)2012 khi a = b = c = d =

1√
10
.

84Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên                                                http://www.lrc-tnu.edu.vn



84

VÝ dô 3.1.16. Gi¶ sö d·y c¸c sè thùc a1, a2, . . . , an > 0 víi a1a2 . . . an = 1.

T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña T =

√
an1

1 + a2
+

√
an2

1 + a3
+ · · ·+

√
ann−1

1 + an
+

√
ann

1 + a1
.

Bµi gi¶i: V× T (1 + a2 + 1 + a3 + · · ·+ 1 + an + 1 + a1) >
(√

an1 +
√
an2 +

· · ·+
√
ann−1 +

√
ann
)2

nªn T >

(√
an1 +

√
an2 + · · ·+

√
ann−1 +

√
ann
)2

n+ a1 + · · ·+ an
. XÐt

hµm sè y =
√
xn − n

2
x víi x > 0. DÔ dµng chØ ra

√
xn >

n

2
x+ 1− n

2
. Nh­

vËy
√
an1 +

√
an2 + · · ·+

√
ann−1 +

√
ann >

n

2

(
a1 + a2 + · · ·+ an

)
− n2

2
+ n.

V× t = a1 + a2 + · · ·+ an > n n
√
a1a2 . . . an = n nªn T >

(n
2

(t− n) + n
)2

n+ t

hay T >
n2

4

(
t− n+ 2

)2
n+ t

víi t > n. V× y =

(
t− n+ 2

)2
n+ t

víi t > n lµ ®ång

biÕn nªn T > ynn = y(n) =
n

2
. VËy Tnn =

n

2
khi a1 = · · · = an = 1.

VÝ dô 3.1.17. Gi¶ sö d·y c¸c sè thùc a1, a2, . . . , an > 0 víi a1a2 . . . an = 1.

Chøng minh r»ng T =
a21

1 + a2 + a3
+

a22
1 + a3 + a4

+ · · ·+
a2n−2

1 + an−1 + an
+

a2n−1
1 + an + a1

+
a2n

1 + a1 + a2
>
n

3
.

Bµi gi¶i: V× T (1+a2+a3+1+a3+a4+ · · ·+1+an−1+an+1+an+a1+

1+a1+a2) >
(
a1+a2+· · ·+an

)2
nªn T >

(
a1 + a2 + · · ·+ an

)2
n+ 2

(
a1 + a2 + · · ·+ an

) . XÐt
hµm sè y =

x2

2x+ n
víi x = a1 + a2 + · · ·+ an > n cã y′ =

2x2 + 6x(
2x+ 3

)2 > 0.

DÔ dµng chØ ra y >
n

3
. DÊu b»ng xÈy ra khi a1 = · · · = an = 1.

VÝ dô 3.1.18. Gi¶ sö ba sè thùc a, b, c ∈ [0; 2] tháa m·n a+ b+ c = 4. T×m
gi¸ trÞ nhá nhÊt cña biÓu thøc T = 4(ab+ bc+ ca)− 3abc.

Bµi gi¶i: V× vai trß a, b, c b×nh ®¼ng nªn cã thÓ coi a > b > c. VËy 2 > a >
4

3
. BiÓu diÔn T = 4a(b+ c) + bc(4− 3a) > 4a(b+ c) +

(b+ c)2

4
(4− 3a) hay

T > 4a(4− a) +
(4− a)2

4
(4− 3a). XÐt hµm sè y =

(4− a)(3a2 + 16)

4
víi
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2 > a >
4

3
vµ y′ = −(3a− 4)2

4
6 0. DÔ dµng chØ ra T > y > 14. DÊu b»ng

xÈy ra khi a = 2, b = c = 1. Tãm l¹i Tnn = 14 khi a = 2, b = c = 1.

VÝ dô 3.1.19. Gi¶ sö cã 9 sè thùc aij vµ A = (aij) lµ matrËn vu«ng cÊp 3.

Khi ®ã ta cã | det(A)| 6

√
3∏
i=1

(
a2i1 + a2i2 + a2i3

)
.

Bµi gi¶i: Víi ba vÐct¬ ~ai = (ai1; ai2; ai3), i = 1, 2, 3, ta cã | det(A)| chÝnh lµ
thÓ tÝch h×nh hép do ba vÐct¬ ~a1,~a2,~a3 t¹o thµnh. V× thÓ tÝch h×nh hép kh«ng

lín h¬n tÝch ®é dµi c¸c c¹nh nªn | det(A)| 6

√
3∏
i=1

(
a2i1 + a2i2 + a2i3

)
.

VÝ dô 3.1.20. Gi¶ sö cã 9 sè thùc aij ∈ [−a; a] víi a > 0 vµ A = (aij) lµ
matrËn vu«ng cÊp 3. Khi ®ã ta cã | det(A)| 6 3

√
3a3.

Bµi gi¶i: suy ra tõ VÝ dô 3.1.19.

VÝ dô 3.1.21. Gi¶ sö c¸c sè thùc x1, x2, x3, y1, y2, y3 tháa m·n hÖ sau:
x21 − 4x1 + y21 − 2y1 + 4 = 0

x22 − 4x2 + y22 − 2y2 + 4 = 0

x23 − 4x3 + y23 − 2y3 + 4 = 0.

T×m gi¸ trÞ lín nhÊt cña S = x1(y2 − y3) + x2(3−y1) + x3(y1 − y2).

Bµi gi¶i: HiÓn nhiªn ba ®iÓmA(x1; y1), B(x2; y2), C(x3; y3) n»m trªn ®­êng

trßn (x− 2)2 + (y − 1)2 = 1 vµ |S| = 2SABC 6
3
√

3

2
. VËy Sln =

3
√

3

2
khi

tam gi¸c ABC ®Òu vµ ®Þnh h­íng ng­îc chiÒu quay kim ®ång hå.

VÝ dô 3.1.22. Gi¶ sö c¸c sè thùc x1, x2, x3, y1, y2, y3 tháa m·n hÖ sau ®©y:
x21 − 4x1 + y21 − 4y1 − 1 = 0

x22 − 4x2 + y22 − 4y2 − 1 = 0

x23 − 4x3 + y23 − 4y3 − 1 = 0.

T×m gi¸ trÞ lín nhÊt cña biÓu thøc T =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2+√
(x2 − x3)2 + (y2 − y3)2 +

√
(x3 − x1)2 + (y3 − y1)2.
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Bµi gi¶i: HiÓn nhiªn ba ®iÓmA(x1; y1), B(x2; y2), C(x3; y3) n»m trªn ®­êng

trßn (x− 2)2 + (y − 2)2 = 9 vµ T = AB + BC + CA nªn T 6
9
√

3

2
. VËy

Tln =
9
√

3

2
khi tam gi¸c ABC ®Òu.

VÝ dô 3.1.23. Gi¶ sö c¸c sè thùc a, b, c > 0 biÕn thiªn tháa m·n abc = 1.
T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña biÓu thøc

T =
a3 + b3

a2 + ab+ b2
+

b3 + c3

b2 + bc+ c2
+

c3 + a3

c2 + ca+ a2
.

Bµi gi¶i: V×
3(a3 + b3)

a2 + ab+ b2
> a+ b,

3(b3 + c3)

b2 + bc+ c2
> b+ c vµ

3(c3 + a3)

c2 + ca+ a2
>

c+ a nªn T >
2(a+ b+ c)

3
> 2 3
√
abc. VËy Tnn = 2 khi a = b = c = 1.

VÝ dô 3.1.24. Gi¶ sö c¸c sè thùc a, b, c > 1. Chøng minh bÊt ®¼ng thøc sau

®©y:
1

ab+ a+ 1
+

1

bc+ b+ 1
+

1

ca+ c+ 1
>

3

2 + abc
vµ t×m gi¸ trÞ lín nhÊt

cña biÓu thøc T =
1

ab+ a+ 1
+

1

bc+ b+ 1
+

1

ca+ c+ 1
.

Bµi gi¶i: V× a, b, c > 1 nªn ta cã (a−1)(b−1)(c+1) > 0. Nh­ vËy 2+abc >
a+ b−c+ac+ bc−ab+1. T­¬ng tù 2+abc > −a+ b+c+ac+ab− bc+1
vµ 2 + abc > a − b + c + ab + bc − ac + 1. Céng ba bÊt ®¼ng thøc ®­îc
6 + 3abc > 3 + a+ b+ c+ ab+ bc+ ca. BiÕn ®æi

(6 + 3abc)T = (6 + 3abc)(
1

ab+ a+ 1
+

1

bc+ b+ 1
+

1

ca+ c+ 1
)

= [(ab+ a+ 1) + (bc+ b+ 1) + (ca+ c+ 1)]

[
1

ab+ a+ 1
+

1

bc+ b+ 1
+

1

ca+ c+ 1
] > 9.

Tõ ®©y suy ra T >
3

2 + abc
. HiÓn nhiªn ab + a + 1 > 3, bc + b + 1 > 3 vµ

ca+ c+ 1 > 3. VËy T 6 1. Khi ®ã Tln = 1 khi a = b = c = 1.

VÝ dô 3.1.25. Gi¶ sö c¸c sè thùc a, b, c ∈ [1; 2]. Chøng minh bÊt ®¼ng thøc

sau ®©y:
1

4 + a− ab
+

1

4 + b− bc
+

1

4 + c− ca
>

3

3 + abc
vµ t×m gi¸ trÞ nhá

nhÊt cña biÓu thøc T =
1

4 + a− ab
+

1

4 + b− bc
+

1

4 + c− ca
.
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Bµi gi¶i: V× a, b, c > 1 nªn ta cã (a−1)(b+1)(c+1) > 0. Nh­ vËy 3+abc >
−a+b+c+bc−ab−ca+4. T­¬ng tù 3+abc > a−b+c+ca−ab−bc+4
vµ 3 + abc > a + b − c + ab − bc − ca + 4. Céng ba bÊt ®¼ng thøc ®­îc
9 + 3abc > 12 + a+ b+ c− ab− bc− ca. BiÕn ®æi

(9 + 3abc)T = (9 + 3abc)(
1

4 + a− ab
+

1

4 + b− bc
+

1

4 + c− ca
)

= [(4 + a− ab) + (4 + b− bc) + (4 + c− ca)]

[
1

4 + a− ab
+

1

4 + b− bc
+

1

4 + c− ca
] > 9.

Tõ ®©y suy ra T >
3

3 + abc
. Bëi v× 2 6 4 + a(1 − b) 6 4 nªn

1

4
6

1

4 + a− ab
6

1

2
. Tõ ®©y suy ra

3

4
6 T 6

3

2
. Nh­ vËy Tnn =

3

4
khi

a = b = c = 1 vµ Tln =
3

2
khi a = b = c = 2.

VÝ dô 3.1.26. Gi¶ sö c¸c sè thùc d­¬ng biÕn thiªn a, b, c tháa m·n abc = 1.

T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña biÓu thøc T =
(a
b

+ c
)(b

c
+ a
)( c

a
+ b
)
.

Bµi gi¶i: DÔ dµng chØ ra, nÕu x, y, z, u, v, t > 0 th× (x+ u)(y + v)(z + t) >(
3
√
xyz + 3

√
uvt
)3
. VËy T >

(
1 + 3
√
abc
)3

= 8. Nh­ vËy Tnn = 8 khi
a = b = c = 1.

VÝ dô 3.1.27. Gi¶ sö c¸c sè thùc biÕn thiªn a, b, c tháa m·n a2 + b2 + c2 = 2.
T×m gi¸ trÞ lín nhÊt cña biÓu thøc T = a+ b+ c− abc.

Bµi gi¶i: V× 2 = a2 + b2 + c2 > 2bc nªn 1 > bc. Tõ (a + b + c − abc)2 =
[(b+ c) + a(1− bc)]2 6 [a2 + (b+ c)2][1 + (1− bc)2] suy ra bÊt ®¼ng thøc

T 2 6 [2 + 2bc][2− 2bc+ b2c2] = 4− 2b2c2(1− bc) 6 4.

Do vËy T 6 2 vµ thÊy ngay Tln = 2 khi b = c = 1, a = 0, ch¼ng h¹n.

VÝ dô 3.1.28. Cho a, b, c, d > 0. T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña biÓu thøc

T =
a

3
√
a3 + 63bcd

+
b

3
√
b3 + 63cda

+
c

3
√
c3 + 63dab

+
d

3
√
d3 + 63abc

.
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Bµi gi¶i: Ta chän sè thùc s sao cho
a

3
√
a3 + 63bcd

>
as

as + bs + cs + ds
hay(

as + bs + cs + ds
)3

> a3s−3
(
a3 + 63bcd

)
= a3s + 63a3s−3bcd. L¹i cã(

as + bs + cs + ds
)3 − a3s

=
(
bs + cs + ds

)[(
as + bs + cs + ds

)2
+ as

(
as + bs + cs + ds

)
+ a2s

]
> 3

3
√
bscsds.21

21
√
a15sb9sc9sd9s = 63a5s/7b16s/21c16s/21d16s/21.

Chän s =
21

16
®­îc

a
3
√
a3 + 63bcd

>
a21/16

a21/16 + b21/16 + c21/16 + d21/16
. T­¬ng

tù chøng minh cho ba sè h¹ng cßn l¹i. Tõ ®ã suy ra T > 1. Do nh­ vËy
Tnn = 1 khi a = b = c = d = 1.

Ph©n thøc

VÝ dô 3.1.29. Gi¶ sö ba sè a, b, c ∈ [
1

3
; 3]. T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña biÓu thøc

T =
a

a+ b
+

b

b+ c
+

c

c+ a
.

Bµi gi¶i: Ta chØ cÇn xÐt hoÆc a > b > c hoÆc a > c > b.

NÕu a > b > c ta sÏ chØ ra T >
3

2
. DÊu b»ng xÈy ra khi a = b = c =

1 ∈ [
1

3
; 3]. ThËt vËy, hµm sè y =

a

a+ b
+

b

b+ x
+

x

x+ a
, b > x >

1

3
,

cã y′ =
(a− b)(x2 − ab)
(a+ x)2(b+ x)2

6 0. VËy hµm y ®¬n ®iÖu gi¶m. Do ®ã y(c) >

a

a+ b
+

b

b+ b
+

b

b+ a
=

3

2
hay T >

3

2
.

B©y giê gi¶ thiÕt a > c > b. XÐt y =
x

x+ b
+

b

b+ c
+

c

c+ x
, 3 > x > c,

cã y′ =
(b− c)(x2 − bc)
(b+ x)2(c+ x)2

< 0. VËy hµm y ®¬n ®iÖu gi¶m. Khi ®ã y(a) >

y(3) =
3

3 + b
+

b

b+ c
+

c

c+ 3
= f(b). Kh¶o s¸t hµm f(b) theo Èn b. Ta cã

f ′(b) =
(c− 3)(b2 − 3c)

(b+ 3)2(b+ c)2
> 0 v× 3 > c > b >

1

3
. Nh­ vËy y(a) > y(3) =
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f(b) > f
(1

3

)
=

9

10
+

1

1 + 3c
+

c

c+ 3
>

7

5
qua biÕn ®æi t­¬ng ®­¬ng. Do ®ã

Tnn =
7

5
<

3

2
khi a = 3, c = 1, b =

1

3
.

VÝ dô 3.1.30. [VMO 1982] Gi¶ sö a vµ z lµ nh÷ng sè thùc, n lµ sè nguyªn

d­¬ng. NÕu 0 6 a 6 1 vµ an+1 6 z 6 1 th× cã
n∏
k=1

∣∣∣z − ak
z + ak

∣∣∣ 6 n∏
k=1

1− ak

1 + ak
.

Tõ ®ã suy ra gi¸ trÞ lín nhÊt cña T (z) =
n∏
k=1

∣∣∣z − ak
z + ak

∣∣∣ khi an+1 6 z 6 1.

Bµi gi¶i: NÕu a = 1 th× z = 1 vµ bÊt ®¼ng thøc ®óng v× hai vÕ ®Òu b»ng
0. NÕu a = 0 th× c¶ hai vÕ ®Òu b»ng 1 vµ bÊt ®¼ng thøc còng ®óng. XÐt
0 < a < 1. V× 1 > a > a2 · · · > an > 0 vµ an+1 6 z 6 1 nªn cã sè

nguyªn d­¬ng r ®Ó ar+1 < z 6 ar. VËy
∣∣∣z − ak
z + ak

∣∣∣ =
z − ak

z + ak
khi k > r vµ∣∣∣z − ak

z + ak

∣∣∣ = −z − a
k

z + ak
khi k 6 r. Ta cã

∣∣∣z − ak
z + ak

∣∣∣− 1− ak

1 + ak
=

z − ak

z + ak
− 1− ak

1 + ak
=

2ak(z − 1)

(1 + ak)(z + ak)
6 0, k > r∣∣∣z − ai

z + ai

∣∣∣− 1− ak

1 + ak
=

ai − z
z + ai

− 1− ak

1 + ak
=

2(ar+1 − z)

(1 + ak)(z + ai)
6 0, k, i 6 r

vµ chän i + k = r + 1. Tõ c¸c bÊt ®¼ng thøc trªn suy ra hai bÊt ®¼ng thøc

sau:
r∏

k=1

∣∣∣z − ak
z + ak

∣∣∣ 6 r∏
k=1

1− ak

1 + ak
vµ

n∏
k=r+1

∣∣∣z − ak
z + ak

∣∣∣ 6 n∏
k=1+1

1− ak

1 + ak
. Do ®ã

ta nhËn ®­îc
n∏
k=1

∣∣∣z − ak
z + ak

∣∣∣ 6 n∏
k=1

1− ak

1 + ak
. Tõ ®©y suy ra gi¸ trÞ lín nhÊt cña

T (z) =
n∏
k=1

∣∣∣z − ak
z + ak

∣∣∣ b»ng n∏
k=1

1− ak

1 + ak
t¹i z = 1.

VÝ dô 3.1.31. Ta lu«n cã
p(x)

xn + 1
= − 1

2n

n∑
k=1

x+ αk
x− αk

p(αk) +
1

2
p(0), trong ®ã

αk = cos
kπ

n
+ i sin

kπ

n
, k = 1, 2, . . . , n, vµ ®a thøc p(x) cã deg p(x) < n.

Tõ ®ã suy ra
n∑
k=1

cot
kπ

2n
cos

kπ

n
= 0 vµ

n∑
k=1

cot
kπ

2n
sin

kπ

n
= n.
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Bµi gi¶i: HiÓn nhiªn
p(x)

xn + 1
=

n∑
k=1

p(αk)

nαn−1k (x− αk)
= −1

n

n∑
k=1

αkp(αk)

x− αk
. Cho

x = 0 cã p(0) =
1

n

n∑
k=1

p(αk). Khi ®ã ta cã
p(x)

xn + 1
− 1

2
p(0) =

− 1

2n

n∑
k=1

2αkp(αk)

x− αk
− 1

2n

n∑
k=1

p(αk) = − 1

2n

n∑
k=1

x+ αk
x− αk

p(αk).

Do vËy
p(x)

xn + 1
= − 1

2n

n∑
k=1

x+ αk
x− αk

p(αk) +
1

2
p(0).

Khi chän p(x) = x vµ x = 1 ta cã
1

2
= − 1

2n

n∑
k=1

1 + αk
1− αk

αk. DÔ dµng biÕn ®æi

®­îc
1 + αk
1− αk

αk = i cot
kπ

2n
(cos

kπ

n
+ i sin

kπ

n
). VËy

n∑
k=1

cot
kπ

2n
cos

kπ

n
= 0

vµ
n∑
k=1

cot
kπ

2n
sin

kπ

n
= n.

VÝ dô 3.1.32. Ta lu«n cã
p(x)

xn − 1
=

1

2n

n∑
k=1

x+ αk
x− αk

p(αk) −
1

2
p(0), trong ®ã

αk = cos
kπ

2n
+ i sin

kπ

2n
, k = 1, 2, . . . , n, vµ ®a thøc p(x) cã deg p(x) < n.

Tõ ®©y suy ra
2n

2n − 1
=

n∑
k=1

2 cos
kπ

n
− cos

kπ

2n

5− cos
kπ

2n

.

Bµi gi¶i: HiÓn nhiªn
p(x)

xn − 1
=

n∑
k=1

p(αk)

nαn−1k (x− αk)
=

1

n

n∑
k=1

αkp(αk)

x− αk
. Cho

x = 0 cã p(0) =
1

n

n∑
k=1

p(αk). Khi ®ã ta cã
p(x)

xn − 1
+

1

2
p(0) =

1

2n

n∑
k=1

2αkp(αk)

x− αk
+

1

2n

n∑
k=1

p(αk) =
1

2n

n∑
k=1

x+ αk
x− αk

p(αk).

Do vËy
p(x)

xn − 1
=

1

2n

n∑
k=1

x+ αk
x− αk

p(αk)−
1

2
p(0).

Khi chän p(x) = x ta cã
x

xn − 1
=

1

n

n∑
k=1

α2
k

x− αk
. Cho x = 2 ta nhËn ®­îc
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2

2n − 1
=

1

n

n∑
k=1

α2
k

2− αk
. Tõ ®©y suy ra

2n

2n − 1
=

n∑
k=1

2 cos
kπ

n
− cos

kπ

2n

5− cos
kπ

2n

.

VÝ dô 3.1.33. Gi¶ sö f(x) =
p(x)(x− a) + 1

q(x)(x− a) + 1
vµ g(x) =

p1(x)(x− b) + 1

q1(x)(x− b) + 1
víi p(x), p1(x), q(x), q1(x) ∈ R[x] vµ a < b. NÕu f(x) vµ g(x) kh«ng triÖt

tiªu trªn [a; b] th× tån t¹i x0 ∈ (a; b) tháa m·n
f ′(x0)

f(x0)
=
g′(x0)

g(x0)
.

Bµi gi¶i: XÐt φ(x) =
f(x)

g(x)
. Khi ®ã φ(a) = φ(b). Theo §Þnh lý Rolle tån

t¹i x0 ∈ (a; b) ®Ó φ′(x0) = 0 hay f ′(x0)g(x0) − g′(x0)f(x0) = 0. Do vËy
f ′(x0)

f(x0)
=
g′(x0)

g(x0)
.

VÝ dô 3.1.34. Gi¶ sö c¸c ph©n thøc h÷u tû fk(x), gk(x) x¸c ®Þnh trªn [a; b]
vµ gk(a) 6= gk(b) víi k = 1, 2, . . . , n. Khi ®ã tån t¹i x0 ∈ (a; b) tháa m·n
n∑
k=1

f ′(x0) =
n∑
k=1

g′k(x0)
fk(b)− fk(a)

gk(b)− gk(a)
.

Bµi gi¶i: XÐt φ(x) =
n∑
k=1

[
fk(x) −

(
gk(x) − gk(a)

)fk(b)− fk(a)

gk(b)− gk(a)

]
. Khi ®ã

φ(a) = φ(b). Theo §Þnh lý Rolle tån t¹i x0 ∈ (a; b) ®Ó φ′(x0) = 0 hay
n∑
k=1

f ′(x0) =
n∑
k=1

g′k(x0)
fk(b)− fk(a)

gk(b)− gk(a)
.

VÝ dô 3.1.35. Gi¶ sö x1, x2, x3, · · · , x2011 lµ 2011 nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh
2010∑
k=1

x

x− ak
+x+d = 0. §Æt f(x) =

2011∏
k=1

(x−xk). TÝnh tæng T =
2010∑
k=1

a2k
f(ak)

.

Bµi gi¶i: Ta cã
2010∑
k=1

x

x− ak
+ x+ d =

f(x)
2010∏
k=1

(x− ak)
.

Gi¶ sö x = (x1, x2, . . . , xn) vµ y = (y1, y2, . . . , yn). Khi ®ã ta ký hiÖu

x+ y = (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn)

δk(x) =
∑

16i1<i1<···<ik6n
xi1xi2 . . . xik, Nk(x) =

n∑
i=1

xki .
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VÝ dô 3.1.36. Gi¶ sö a = (a1, a2, . . . , an), b = (b1, b2, . . . , bn) ∈ Rn víi tÊt c¶

c¸c ak, bk > 0 vµ cã cÆp i, j ®Ó ai, bj 6= 0. Khi ®ã
δ2(a+ b)

δ1(a+ b)
>
δ2(a)

δ1(a)
+
δ2(b)

δ1(b)
.

Bµi gi¶i: XÐt hiÖu H =
δ2(a+ b)

δ1(a+ b)
− δ2(a)

δ1(a)
− δ2(b)

δ1(b)
. Khi ®ã ta cã biÓu diÔn

H =
δ2(a+ b)δ1(a)δ1(b)− δ1(a+ b)

(
δ2(a)δ1(b) + δ2(b)δ1(a)

)
δ1(a+ b)δ1(a)δ1(b)

. CÇn chØ ra

P = δ2(a+ b)δ1(a)δ1(b)− δ1(a+ b)
(
δ2(a)δ1(b) + δ2(b)δ1(a)

)
> 0. ThËt vËy

2P = 2δ2(a+ b)δ1(a)δ1(b)− 2δ1(a+ b)
(
δ2(a)δ1(b) + δ2(b)δ1(a)

)
= [δ1(a+ b)2 −N2(a)−N2(b)]δ1(a)δ1(b)

− δ1(a+ b)[(δ1(a)2 −N2(a))δ1(b) + (δ1(b)
2 −N2(b))δ1(a)]

= [−N2(a)−N2(b)]δ1(a)δ1(b) + δ1(a+ b)[N2(a)δ1(b) +N2(b)δ1(a)]

= N2(a)δ1(b)
2 +N2(b)δ1(a)2 > 0

v× δ1(a+b) = δ1(a)+δ1(b).Nh­ vËy P > 0 vµ
δ2(a+ b)

δ1(a+ b)
>
δ2(a)

δ1(a)
+
δ2(b)

δ1(b)
.

VÝ dô 3.1.37. Gi¶ sö a = (a1, a2, . . . , an), b = (b1, b2, . . . , bn) ∈ Rn víi mäi
ak, bk > 0 vµ cã cÆp i, j ®Ó ai, bj 6= 0. Víi mäi sè nguyªn r > 2 lu«n cã

δr(a+ b)

δr−1(a+ b)
>

δr(a)

δr−1(a)
+

δr(b)

δr−1(b)
.

Bµi gi¶i: Tr­êng hîp r = 2, bÊt ®¼ng thøc ®· ®­îc chøng minh. XÐt tr­êng
hîp r > 2. Ký hiÖu x̂k = (x1, x2, . . . , xk−1, xk+1, . . . , xn). DÔ dµng kiÓm tra

®­îc rδr(x) =
n∑
k=1

xkδr−1(x̂k) vµ δr(x) = xkδr−1(x̂k) + δr(x̂k). Tõ hÖ thøc

cuèi suy ra nδr(x) =
∑
k=1

xkδr−1(x̂k)+
∑
k=1

δr(x̂k) = rδr(x)+
∑
k=1

δr(x̂k). Ta l¹i

cßn cã δr(x)−δr(x̂k) = xkδr−1(x̂k) vµ δr−1(x)−δr−1(x̂k) = xkδr−2(x̂k). Nh­
vËy δr(x)− δr(x̂k) = xk

(
δr−1(x)− xkδr−2(x̂k)

)
= xkδr−1(x)− x2kδr−2(x̂k).

LÊy tæng nδr(x)−
n∑
k=1

δr(x̂k) =
n∑
k=1

xkδr−1(x)−
n∑
k=1

x2kδr−2(x̂k) hay hÖ thøc

rδr(x) =
n∑
k=1

xkδr−1(x)−
n∑
k=1

x2kδr−2(x̂k).
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VËy r
δr(x)

δr−1(x)
= δ1(x) −

n∑
k=1

x2k
δr−2(x̂k)

δr−1(x)
= δ1(x) −

n∑
k=1

x2k
δr−1(x)

δr−2(x̂k)

. Bëi v×

xk =
δr−1(x)

δr−2(x̂k)
− δr−1(x̂k)

δr−2(x̂k)
nªn cã r

δr(x)

δr−1(x)
= δ1(x) −

n∑
k=1

x2k

xk +
δr−1(x̂k)

δr−2(x̂k)

.

BÊt ®¼ng thøc cÇn chøng minh δ1(a + b) −
n∑
k=1

(ak + bk)
2

ak + bk +
δr−1( ˆ(a+ b)k)

δr−2( ˆ(a+ b)k)

>

δ1(a)−
n∑
k=1

a2k

ak +
δr−1(âk)

δr−2(âk)

+ δ1(b)−
n∑
k=1

b2k

bk +
δr−1(b̂k)

δr−2(b̂k)

hay

n∑
k=1

a2k

ak +
δr−1(âk)

δr−2(âk)

+
n∑
k=1

b2k

bk +
δr−1(b̂k)

δr−2(b̂k)

>
n∑
k=1

(ak + bk)
2

ak + bk +
δr−1( ˆ(a+ b)k)

δr−2( ˆ(a+ b)k)

.

BÊt ®¼ng thøc
δr(a+ b)

δr−1(a+ b)
>

δr(a)

δr−1(a)
+

δr(b)

δr−1(b)
®­îc chøng minh b»ng

ph­¬ng ph¸p quy n¹p. Víi r = 2, bÊt ®¼ng thøc ®óng. Gi¶ sö bÊt ®¼ng thøc

®óng víi r−1. Khi ®ã xk =
δr−1( ˆ(a+ b)k)

δr−2( ˆ(a+ b)k)
>
δr−1(âk)

δr−2(âk)
+
δr−1(b̂k)

δr−2(b̂k)
= uk+vk

víi mçi k. Bëi v×
a2k

ak + uk
+

b2k
bk + vk

− (ak + bk)
2

ak + bk + xk
>

a2k
ak + uk

+
b2k

bk + vk
−

(ak + bk)
2

ak + bk + uk + vk
> 0 nªn bÊt ®¼ng thøc d­íi ®©y lµ ®óng:

n∑
k=1

a2k

ak +
δr−1(âk)

δr−2(âk)

+
n∑
k=1

b2k

bk +
δr−1(b̂k)

δr−2(b̂k)

>
n∑
k=1

(ak + bk)
2

ak + bk +
δr−1( ˆ(a+ b)k)

δr−2( ˆ(a+ b)k)

.

Do ®ã
δr(a+ b)

δr−1(a+ b)
>

δr(a)

δr−1(a)
+

δr(b)

δr−1(b)
®óng víi mäi sè nguyªn r > 2.

VÝ dô 3.1.38. Gi¶ sö ®a thøc f(x) = xn + δ1x
n−1 + · · · + δn ∈ R[x] cã n

nghiÖm thùc ph©n biÖt. Chøng minh r»ng δ2i >
(n− i+ 1)(i+ 1)

i(n− i)
δi−1δi+1
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víi i = 1, . . . , n− 1.

Bµi gi¶i: §Æt p(y) = ynf(y−1). Khi ®ã c¸c nghiªm cña p(y) còng thùc vµ
ph©n biÖt. §a thøc bËc hai

p(n−2)(y) = (n−2)(n−3) . . . .4.3.(n(n−1)δny
2+2(n−1)δn−1y+2δn−2) = 0

cã hai nghiÖm thùc ph©n biÖt theo §Þnh lý Rolle. VËy ∆ > 0 hay δ2n−1 >
2n

n− 1
δn−2δn. §Æt

p(n−i−1)(y) = b0x
i+1b1x

i + · · ·+ bi−1x
2 + bix+ bi+1.

Theo bÊt ®¼ng thøc trªn cã b2i >
2(i+ 1)

i
bi−1bi+1. V× c¸c hÖ sè tháa m·n

bi−1 = (n− i− 1)(n− i− 2) . . . .2.1δi−1

bi = (n− i)(n− i− 1) . . . .3.2δi

bi+1 = (n− i+ 1)(n− i) . . . .4.3δi+1

nªn ta nhËn ®­îc δ2i >
(n− i+ 1)(i+ 1)

i(n− i)
δi−1δi+1 víi i = 1, . . . , n− 1.

VÝ dô 3.1.39. Víi a1, . . . , an ∈ (0; 1) vµ c¸c sè thùc d­¬ng α1, . . . , αn tháa

m·n ®iÒu kiÖn
n∑
k=1

αk = 1 ta lu«n cã bÊt ®¼ng thøc d­íi ®©y:

1 +
n∑
k=1

αkak

1−
n∑
k=1

αkak

6
n∏
k=1

(1 + ak
1− ak

)αk
.

Bµi gi¶i: XÐt hµm sè y = ln
(1 + x

1− x

)
víi x ∈ (0; 1). Hµm y ®¬n ®iÖu t¨ng

vµ låi trªn (0; 1) nªn theo BÊt ®¼ng thøc Jensen ta cã

ln

(1 +
n∑
k=1

αkak

1−
n∑
k=1

αkak

)
6

n∑
k=1

αk ln
(1 + ak

1− ak

)
= ln

n∏
k=1

(1 + ak
1− ak

)αk
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vµ nh­ vËy ta cã bÊt ®¼ng thøc

1 +
n∑
k=1

αkak

1−
n∑
k=1

αkak

6
n∏
k=1

(1 + ak
1− ak

)αk
.

VÝ dô 3.1.40. Víi a1, . . . , an ∈ (0; 1) ta lu«n cã bÊt ®¼ng thøc d­íi ®©y:

n∏
k=1

(1− ak)[ n∑
k=1

(1− ak)
]n 6

n∏
k=1

(1 + ak)[ n∑
k=1

(1 + ak)
]n .

Bµi gi¶i: KÕt qu¶ ®­îc suy ra tõ VÝ dô 3.1.39 víi α1 = · · · = αn =
1

n
.

VÝ dô 3.1.41. Víi a1, . . . , an ∈ (0;
1

2
] vµ c¸c sè thùc d­¬ng α1, . . . , αn tháa

m·n ®iÒu kiÖn
n∑
k=1

αk = 1 ta lu«n cã bÊt ®¼ng thøc d­íi ®©y:

n∑
k=1

αkak

1−
n∑
k=1

αkak

>
n∏
k=1

( ak
1− ak

)αk
.

Tõ ®©y suy ra gi¸ trÞ nhá nhÊt cña T =

n∑
k=1

αkak(
1−

n∑
k=1

αkak

) n∏
k=1

( ak
1− ak

)αk .
Bµi gi¶i: XÐt hµm sè y = ln

( x

1− x

)
víi x ∈ (0;

1

2
]. Hµm y ®¬n ®iÖu t¨ng

vµ lâm trªn (0;
1

2
] nªn theo BÊt ®¼ng thøc Jensen ta cã

ln

( n∑
k=1

αkak

1−
n∑
k=1

αkak

)
>

n∑
k=1

αk ln
( ak

1− ak

)
= ln

n∏
k=1

( ak
1− ak

)αk
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vµ nh­ vËy ta cã bÊt ®¼ng thøc

n∑
k=1

αkak

1−
n∑
k=1

αkak

>
n∏
k=1

( ak
1− ak

)αk
. Nh­ vËy

T > 1. DÊu b»ng xÈy ra khi a1 = · · · = an =
1

2
. Do ®ã Tnn = 1.

VÝ dô 3.1.42. Víi a1, . . . , an ∈ (0;
1

2
] ta lu«n cã bÊt ®¼ng thøc d­íi ®©y:

n∏
k=1

ak[ n∑
k=1

ak

]n 6

n∏
k=1

(1− ak)[ n∑
k=1

(1− ak)
]n .

Tõ ®©y suy ra gi¸ trÞ lín nhÊt cña T =

(n− n∑
k=1

ak

n∑
k=1

ak

)n
n∏
k=1

ak
1− ak

.

Bµi gi¶i: KÕt qu¶ ®­îc suy ra tõ VÝ dô 3.1.41 víi α1 = · · · = αn =
1

n
. HiÓn

nhiªn T 6 1 vµ Tln = 1 khi a1 = · · · = an =
1

2
.

3.2 Mét vµi bÊt ®¼ng thøc trong h×nh s¬ cÊp

Môc nµy giíi thiÖu mét ph­¬ng ph¸p ph¸t hiÖn ra c¸c bÊt ®¼ng thøc trong
tam gi¸c qua ph­¬ng tr×nh ®a thøc bËc ba.
Cho ∆ABC víi ®é dµi c¹nh lµ a, b, c, b¸n kÝnh c¸c ®­êng trßn néi, ngo¹i tiÕp
lµ r, R, b¸n kÝnh c¸c ®­êng trßn bµng tiÕp lµ r1, r2, r3, nöa chu vi p vµ diÖn tÝch
S. Ta sÏ chØ ra a, b, c lµ ba nghiÖm cña x3−2px2+(p2+r2+4Rr)x−4Rrp = 0
vµ r1, r2, r3 lµ ba nghiÖm cña x3 − (4R + r)x2 + p2x− p2r = 0.

MÖnh ®Ò 3.2.1. Cho ∆ABC víi ®é dµi ba c¹nh BC = a, CA = b, AB = c.

Ký hiÖu p lµ nöa chu vi, r vµ R lµ b¸n kÝnh c¸c ®­êng trßn néi, ngo¹i tiÕp.
Khi ®ã a, b, c, lµ ba nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh

x3 − 2px2 + (p2 + r2 + 4Rr)x− 4Rrp = 0.
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Chøng minh: Tõ tan
A

2
=

r

p− a
vµ a = 2R sinA suy ra a = 2R

2 tan
A

2

1 + tan2 A

2

hay a = 4R

r

p− a
1 +

( r

p− a
)2 = 4Rr

p− a
r2 + (p− a)2

. Nh­ vËy, ta cã quan hÖ

a(a2−2pa+p2+r2) = 4Rr(p−a) hay a3−2pa2+(p2+r2+4Rr)a−4Rrp =
0. Do ®ã a lµ mét nghiÖm cña x3 − 2px2 + (p2 + r2 + 4Rr)x− 4Rrp = 0.
T­¬ng tù, b vµ c còng lµ nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh nµy.

MÖnh ®Ò 3.2.2. Cho ∆ABC víi nöa chu vi p, b¸n kÝnh c¸c ®­êng trßn néi,
ngo¹i tiÕp r, R vµ b¸n kÝnh c¸c ®­êng trßn bµng tiÕp lµ r1, r2, r3. Khi ®ã
r1, r2.r3 lµ ba nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh x3 − (4R + r)x2 + p2x− p2r = 0.

Chøng minh: Tõ tan
A

2
=
r1
p

vµ a = 2R sinA suy ra a = 2R
2 tan

A

2

1 + tan2 A

2

hay a = 4R

r1
p

1 +
r21
p2

= 4Rr1
p

r21 + p2
. Bëi v× r1(p − a) = S = rp nªn ta cã

quan hÖ
(r1 − r)p

r1
= a = 4Rr1

p

r21 + p2
hay (r1 − r)(r21 + p2) = 4Rr21. Do

®ã r1 lµ mét nghiÖm cña x3 − (4R+ r)x2 + p2x− p2r = 0. T­¬ng tù, r2 vµ
r3 còng lµ nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh nµy.

VÝ dô 3.2.3. Cho ∆ABC víi b¸n kÝnh c¸c ®­êng trßn bµng tiÕp r1, r2, r3.
Khi ®ã cã bÊt ®¼ng thøc:

2
r1 − r
r1 + r

r2 − r
r2 + r

r3 − r
r3 + r

+
r1 − r
r1 + r

r2 − r
r2 + r

+
r2 − r
r2 + r

r3 − r
r3 + r

+
r3 − r
r3 + r

r1 − r
r1 + r

<
11

10
.

Bµi gi¶i: r1, r2, r3 lµ ba nghiÖm cña x3 − (4R + r)x2 + p2x− p2r = 0, (1).

XÐt phÐp biÕn ®æi y =
x− r
x+ r

. DÔ thÊy y 6= 1 vµ x =
r(y + 1)

1− y
. Thay x vµo

ph­¬ng tr×nh (1) ta nhËn ®­îc ph­¬ng tr×nh ®a thøc bËc ba sau ®©y

(r2 + 2Rr + p2)y3 + (2r2 + 2Rr − 2p2)y2 + (r2 − 2Rr + p2)y − 2Rr = 0.
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Gäi y1, y2, y3 lµ ba nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh nµy. Khi ®ã ta cã hÖ thøc

2y1y2y3 + y1y2 + y2y3 + y3y1 =
4Rr + r2 − 2Rr + p2

r2 + 2Rr + p2
= 1 <

11

10
.

VÝ dô 3.2.4. Cho ∆ABC víi ®é dµi ba c¹nh a, b, c vµ b¸n kÝnh c¸c ®­êng
trßn néi, ngo¹i tiÕp lµ r, R. Khi ®ã ta cã bÊt ®¼ng thøc

(i) (a2 + 2Rr)(b2 + 2Rr)(c2 + 2Rr) 6 R2(ab+ bc+ ca− 2Rr)2.

(ii) (a2 + 2Rr)(b2 + 2Rr)(c2 + 2Rr) 6 64R6.

Bµi gi¶i: (i) a, b, c lµ ba nghiÖm cña x3−2px2+(p2+4Rr+r2)x−4Rrp = 0.
XÐt phÐp biÕn ®æi y = x2 + 2Rr. §Æt T = p2 + 2Rr + r2. Khö x ®Ó ®­îc
ph­¬ng tr×nh ®a thøc bËc ba sau ®©y

y3 − (4p2 + 2Rr − 2T )y2 + (T 2 − 2Rr)y − 2RrT 2 = 0.

Gäi y1, y2, y3 lµ ba nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh nµy. V× ab+ bc+ ca = T + 2Rr
nªn y1y2y3 = 2RrT 2 = 2Rr(ab+bc+ca−2Rr)2 6 R2(ab+bc+ca−2Rr)2.
(ii) §Æt P = (a2 + 2Rr)(b2 + 2Rr)(c2 + 2Rr). V× 4p2 > 3(ab+ bc+ ca) vµ
4p2 6 27R2 nªn P 6 2Rr(9R2 − 2Rr)2. Nh­ vËy P 6 R3.2r(9R − 2r)2.
XÐt hµm sè y = x(9R− x)2 víi 0 < x 6 R. V× y′ > 0 nªn y 6 64R3.

VÝ dô 3.2.5. Ký hiÖu r1, r2, r3 lµ b¸n kÝnh c¸c ®­êng trßn bµng tiÕp tam gi¸c

ABC. Khi ®ã ta cã bÊt ®¼ng thøc r1r2 + r2r3 + r3r1 6
27R2

4
.

Bµi gi¶i: V× r1, r2, r3 lµ ba nghiÖm cña x3 − (4R + r)x2 + p2x − p2r =
0 nªn r1r2 + r2r3 + r3r1 = p2. V× p = R(sinA + sinB + sinC) 6

3R sin
A+B + C

3
=

3
√

3R

2
nªn r1r2 + r2r3 + r3r1 6

27R2

4
.

VÝ dô 3.2.6. Cho ∆ABC víi ®é dµi ba c¹nh lµ a, b, c, p =
a+ b+ c

2
vµ b¸n

kÝnh ®­êng trßn néi tiÕp r. H·y chøng minh c¸c kÕt qu¶ sau ®©y:

(i) (a2 − bc)(b2 − ca)(c2 − ab) > 8p3abc− (p2 + 9r2)3.

(ii)
(a− b)2

ab
+

(b− c)2

bc
+

(c− a)2

ca
6

27R2 + 4r2

8Rr
− 7.
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Bµi gi¶i: Ta biÕt, nÕu x1, x2, x3 lµ ba nghiÖm cña x3 + a1x
2 + a2x+ a3 th×

(x21 − x2x3)(x22 − x3x1)(x23 − x1x2) = a31a3 − a32
(x1 − x2)2

x1x2
+

(x2 − x3)2

x2x3
+

(x3 − x1)2

x3x1
=
a1a2
a3
− 9, (tù chøng minh).

V× a, b, c, lµ ba nghiÖm cña x3 − 2px2 + (p2 + r2 + 4Rr)x− 4Rrp = 0 nªn
(i) (a2− bc)(b2− ca)(c2−ab) = 32p4Rr− (p2 + r2 + 4Rr)3. V× 4Rrp = abc
vµ R > 2r nªn (a2 − bc)(b2 − ca)(c2 − ab) 6 8p3abc− (p2 + 9r2)3.

(ii) Tõ hÖ thøc trªn
(a− b)2

ab
+

(b− c)2

bc
+

(c− a)2

ca
=

2p(p2 + r2 + 4Rr)

4Rrp
−9

suy ra
(a− b)2

ab
+

(b− c)2

bc
+

(c− a)2

ca
=
p2 + r2

2Rr
− 7 6

27R2 + 4r2

8Rr
− 7.

VÝ dô 3.2.7. Cho ∆ABC víi b¸n kÝnh c¸c ®­êng trßn ngo¹i tiÕp lµ R, b¸n
kÝnh c¸c ®­êng trßn bµng tiÕp lµ r1, r2, r3, nöa chu vi p. Chøng minh r»ng(r21

p2
+ 1
)(r22

p2
+ 1
)(r23

p2
+ 1
)
>

64

27
.

Bµi gi¶i: r1, r2, r3 lµ ba nghiÖm cña x3 − (4R+ r)x2 + p2x− p2r = 0. X¸c
®Þnh ph­¬ng tr×nh nhËn y1 = r21 + p2, y2 = r22 + p2, y3 = r23 + p2 lµm ba

nghiÖm. Khö x tõ hÖ

{
x3 − (4R + r)x2 + p2x− p2r = 0

x2 + p2 − y = 0.
Ta cã ngay hÖ{

x3 − (4R + r)x2 + p2x− p2r = 0

x3 + p2x− yx = 0
vµ (4R + r)x2 − yx + p2r = 0 hay

ph­¬ng tr×nh (4R + r)(y − p2) − yx + p2r = 0. §Æt T = 4R + r. Khi ®ã

x =
Ty − 4Rp2

y
. VËy

(Ty − 4Rp2)2

y2
+ p2 − y = 0 hay y3 − (T 2 + p2)y2 +

8RTp2y − 16R2p4 = 0. Ph­¬ng tr×nh nµy cã ba nghiÖm lµ y1, y2, y3. Do ®ã
(r21 + p2)(r22 + p2)(r23 + p2)

p6
=

y1y2y3
p6

=
16R2p4

p6
. Tõ hÖ thøc cuèi suy ra

®ång nhÊt thøc
(r21
p2

+ 1
)(r22

p2
+ 1
)(r23

p2
+ 1
)

=
16R2

p2
>

64

27
.

VÝ dô 3.2.8. Cho ∆ABC víi b¸n kÝnh c¸c ®­êng trßn néi, ngo¹i tiÕp lµ r, R,
b¸n kÝnh c¸c ®­êng trßn bµng tiÕp lµ r1, r2, r3. Khi ®ã ta lu«n cã bÊt ®¼ng
thøc thøc d­íi ®©y:

1

(r − r1)(r − r2)
+

1

(r − r2)(r − r3)
+

1

(r − r3)(r − r1)
6

1

r2
− 1

R2
.
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Bµi gi¶i: V× r1, r2, r3 lµ ba nghiÖm cña x3 − (4R + r)x2 + p2x − p2r = 0
nªn f(x) = x3− (4R+ r)x2 +p2x−p2r = (x− r1)(x− r2)(x− r3). LÊy hai
lÇn ®¹o hµm ®­îc 3x−4R− r = (x− r1)+(x− r2)+(x− r3). Tõ ®©y ®­îc
3x− 4R− r

f(x)
=

1

(x− r1)(x− r2)
+

1

(x− r2)(x− r3)
+

1

(x− r3)(x− r1)
.

Cho x = r cã
1

(r − r1)(r − r2)
+

1

(r − r2)(r − r3)
+

1

(r − r3)(r − r1)
=

2R− r
2Rr2

6
1

r2
− 1

R2
.

Chó ý 3.2.9. Cho ®Õn nay ch­a cã ®a thøc bËc 4 víi hÖ tö lµ c¸c ®a thøc
cña b¸n kÝnh mÆt cÇu néi, ngo¹i tiÕp r, R cña tø diÖn ABCD nhËn b¸n kÝnh
c¸c mÆt cÇu bµng tiÕp r1, r2, r3, r4 lµm nghiÖm vµ bÊt ®¼ng thøc liªn quan
gi÷a chóng.

3.3 Ph­¬ng tr×nh vµ hÖ ph­¬ng tr×nh

VÝ dô 3.3.1. Ph­¬ng tr×nh 12x2011 + 18x5 − 5x3 − 7x− 1 = 0 cã bao nhiªu
nghiÖm d­¬ng.

Bµi gi¶i: V× f(x) = 12x2011 + 18x5 − 5x3 − 7x − 1 cã f(0) = −1 < 0 vµ
f(1) = 17 > 0 nªn f(x) = 0 cã Ýt nhÊt mét nghiÖm d­¬ng x0 ∈ (0; 1). Khi

x > 0 viÕt 12x2008 + 18x2 = 5 +
7

x2
+

1

x3
. V× vÕ tr¸i lµ hµm ®ång biÕn, cßn

vÕ ph¶i lµ hµm nghÞch biÕn nªn f(x) = 0 cã ®óng mét nghiÖm d­¬ng.

VÝ dô 3.3.2. Víi a, b, c > 0, h·y gi¶i ph­¬ng tr×nh a
√
x2 − b2 − c2+b

√
x2 − c2 − a2+

c
√
x2 − a2 − b2 = a2 + b2 + c2.

Bµi gi¶i: x = ±
√
a2 + b2 + c2.

VÝ dô 3.3.3. Gi¶i hÖ ph­¬ng tr×nh


x2 + xy + y2 = 25

y2 + yz + z2 = 49

z2 + zx+ x2 = 121

x, y, z > 0.

Bµi gi¶i: Tõ c¸c ph­¬ng tr×n suy ra 0 6 x 6 5 vµ 0 6 z 6 7. VËy 121 =
z2 + zx + x2 6 25 + 35 + 49 = 109 < 121 : m©u thuÉn. Do ®ã, hÖ v«
nghiÖm.
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VÝ dô 3.3.4. Gi¶i ph­¬ng tr×nh
√
x2 + xy + y2+

√
y2 + yz + z2 =

√
z2 + zx+ x2.

Bµi gi¶i: Víi ~a = (y +
x

2
;

√
3

2
x) vµ ~b = (y +

z

2
;−
√

3

2
z) ta cã ~a − ~b =

(
x− z

2
;

√
3(x+ z)

2
). Bëi v× |~a| + |~b| > |~a − ~b| nªn tõ ph­¬ng tr×nh suy ra

|~a| + |~b| = |~a − ~b| hay ~a.~b = 0. Nh­ vËy, hoÆc x = y = 0, z ∈ R hoÆc
x = z = 0, y ∈ R hoÆc y = z = 0, x ∈ R hoÆc x = y = 0, z ∈ R hoÆc
2y2 + xy + yz − xz = 0.

VÝ dô 3.3.5. X¸c ®Þnh x, y biÕt tan2 x+ tan2 y + cot2(x+ y) = 1.

Bµi gi¶i: V× cot(x+ y) =
1− tanx tan y

tanx+ tan y
nªn ta cã

tanx tan y + tan y cot(x+ y) + tan x cot(x+ y) = 1

vµ nã b»ng tan2 x + tan2 y + cot2(x + y). Tõ dã suy ra tanx = tan y =

cot(x+ y). VËy tanx = tan y = ± 1√
3
. Do ®ã cã x, y.

VÝ dô 3.3.6. Gi¶i hÖ ph­¬ng tr×nh


3x+ 7y = 20, x > 0

xy2(
2x+

√
4x2 + y2

)3 =
1

16
.

Bµi gi¶i: Víi x = r cos t, y = 2r sin t cã
4r3 cos t sin2 t(

2r cos t+
√

4r2
)3 =

1

16
, trong

®ã r > 0. VËy 8 cos t(1− cos t) = (cos t+ 1)2 hay 9 cos2 t− 6 cos t+ 1 = 0.

Gi¶i ra cos t =
1

3
vµ sin t = ±2

√
2

3
. V× 20 = 3x + 7y = r(1 ± 28

√
2

3
) nªn

®­îc r =
20

1 +
28
√

2

3

bëi v× x > 0. Nh­ vËy



x =
20

3
(

1 +
28
√

2

3

)
y =

40
√

2

3
(

1 +
28
√

2

3

) .
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VÝ dô 3.3.7. Gi¶i hÖ ph­¬ng tr×nh



(x1 + x2)
2011 = x3

(x2 + x3)
2011 = x4

. . .

(xn−1 + xn)
2011 = x1

(xn + x1)
2011 = x2.

Bµi gi¶i: DÔ dµng kiÓm tra, nÕu bé (a1, a2, . . . , an) lµ nghiÖm cña hÖ th×
(ak, ak+1, . . . , an, a1, . . . , ak−1) còng lµ nghiÖm cña hÖ. Kh«ng h¹n chÕ cã
thÓ gi¶ thiÕt a1 = max{a1, a2, . . . , an}. Khi ®ã a2 = (an+a1)

2011 > (an−1 +
an)

2011 = a1. VËy a2 = a1. Hoµn toµn t­¬ng tù suy ra an = an−1 = · · · =
a3 = a2 = a1. Nh­ vËy (a1 + a1)

2011 = a1. Gi¶i ra hoÆc a1 = 0 hoÆc a1 =

± 1
2010
√

22011
. HÖ ®· cho cã 3 nghiÖm (0, 0, . . . , 0), (

1
2010
√

22011
, . . . ,

1
2010
√

22011
)

vµ (− 1
2010
√

22011
, . . . ,− 1

2010
√

22011
).

VÝ dô 3.3.8. Gi¶ sö ba sè a, b, c > 0. H·y gi¶i hÖ ph­¬ng tr×nh sau:
x+ y + z = a+ b+ c

4xyz = abc+ a2x+ b2y + c2z

x, y, z > 0.

Bµi gi¶i: HiÓn nhiªn cã 1 =
abc

4xyz
+

a2

4yz
+

b2

4zx
+

c2

4xy
. §Æt cosA =

a

2
√
yz
,

cosB =
b

2
√
zx
, cosC =

c

2
√
xy
. Tõ hÖ thøc d­íi ®©y suy ra A,B,C lµ ba

gãc mét tam gi¸c:

{
cos2A+ cos2B + cos2C + 2 cosA cosB cosC = 1

0 < cosA, cosB, cosC < 1.

Tõ a+ b+ c = x+ y + z suy ra x+ y + z = 2
√
yz cosA+ 2

√
zx cosB +

2
√
xy cosC 6 x+ y + z theo VÝ dô 2.1.10. Do vËy dÊu = ph¶i x¶y ra hay

√
x

sinA
=

√
y

sinB
=

√
z

sinC
hay

x

sin2A
=

y

sin2B
=

z

sin2C
.

Tõ ®©y dÔ dµng suy ra x =
b+ c

2
, y =

c+ a

2
, z =

a+ b

2
.
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LuËn v¨n ®· ®­îc b¶o vÖ tr­íc héi ®ång chÊm luËn v¨n ngµy 09 th¸ng 9
n¨m 2011 vµ ®· chØnh söa víi c¸c ý kiÕn ®ãng gãp cña c¸c thÇy, c« trong
héi ®ång.

Th¸i Nguyªn, ngµy 10 th¸ng 9 n¨m 2011
X¸c nhËn cña c¸n bé h­íng dÉn khoa häc
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