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1
Mð �¦u

Ph÷ìng ph¡p sai ph¥n l  ph÷ìng ph¡p �÷ñc ¡p döng rëng r¢i trong nhi·ul¾nh vüc khoa håc, kÿ thuªt công nh÷ trong thüc ti¹n. Nëi dung cõa nâ l  �÷ac¡c b i to¡n c¦n x²t v· vi»c gi£i ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n ho°c h» ph÷ìng tr¼nhsai ph¥n. B¬ng ph÷ìng ph¡p sai ph¥n câ thº gi£i ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n th÷íngho°c ph÷ìng tr¼nh �¤o h m ri¶ng. Trong l¾nh vüc to¡n bªc THPT ph÷ìngtr¼nh sai ph¥n công câ r§t nhi·u ùng döng. Vîi möc �½ch t¼m hiºu, nghi¶n cùuv· lþ thuy¸t ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n �º tø �â ¡p döng v o vi»c gi£i to¡n bªcTHPT, phöc vö cho cæng t¡c gi£ng d¤y t¤i tr÷íng phê thæng, luªn v«n n ytªp trung tr¼nh b y v· sai ph¥n, ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nh v  mët sèùng döng cõa ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nh trong gi£i to¡n bªc phê thæng.Luªn v«n bao gçm ph¦n mð �¦u, ba ch÷ìng, ph¦n k¸t luªn v  danh möcc¡c t i li»u tham kh£o.Ch÷ìng 1 tr¼nh b y c¡c ki¸n thùc cì b£n v· sai ph¥n, mët sè ùng döng cõasai ph¥n v  ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nh.Ch÷ìng 2 tr¼nh b y c¡c ki¸n thùc v· ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nh c§p
1 v  ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nh c§p 2 vîi h» sè h¬ng sè v  h» sè bi¸nthi¶n.Ch÷ìng 3 �· cªp tîi v§n �· tuy¸n t½nh hâa ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n v  c¡cùng döng cõa ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nh trong gi£i to¡n bªc phê thængnh÷: b i to¡n x¡c �ành sè h¤ng têng qu¡t cõa d¢y sè khi cæng thùc truy hçil  biºu thùc tuy¸n t½nh, l  h» biºu thùc tuy¸n t½nh hay cæng thùc truy hçi câd¤ng ph¥n tuy¸n t½nh vîi h» sè h¬ng, ùng döng cõa ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n
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2trong c¡c b i to¡n mang t½nh ch§t sè håc, ùng döng cõa ph÷ìng tr¼nh sai ph¥nv o gi£i c¡c ph÷ìng tr¼nh h m.Luªn v«n �÷ñc ho n th nh d÷îi sü h÷îng d¨n trüc ti¸p cõa TS Nguy¹nV«n Minh. Nh¥n dàp n y t¡c gi£ xin b y tä láng bi¸t ìn ch¥n th nh v· sü ch¿b£o, h÷îng d¨n tªn t¥m, nhi»t t¼nh cõa th¦y trong suèt qu¡ tr¼nh thüc hi»nluªn v«n.T¡c gi£ xin ch¥n th nh c£m ìn c¡c th¦y cæ gi¡o trong Ban gi¡m hi»u, pháng� o t¤o �¤i håc v  sau �¤i håc, khoa To¡n - Tin tr÷íng �¤i håc Khoa håc -�¤i håc Th¡i Nguy¶n còng c¡c th¦y cæ gi¡o �¢ tham gia gi£ng d¤y khâa håc.Tæi xin ch¥n th nh c¡m ìn c¡c th¦y cæ �çng nghi»p ð tê To¡n tr÷íng THPTPhó B¼nh, Ban gi¡m hi»u tr÷íng THPT Phó B¼nh, �¢ quan t¥m t¤o �i·u ki»nthuªn lñi �º tæi thüc hi»n k¸ ho¤ch håc tªp cõa m¼nh. Xin ch¥n th nh c£m ìngia �¼nh, ng÷íi th¥n v  b¤n b± �¢ �ëng vi¶n cê vô tæi trong suèt qu¡ tr¼nhl m luªn v«n.M°c dò r§t nghi¶m tóc v  cè gng trong qu¡ tr¼nh l m luªn v«n, nh÷ngnëi dung cõa luªn v«n khæng tr¡nh khäi nhúng khi¸m khuy¸t. V¼ vªy t¡c gi£mong nhªn �÷ñc nhúng þ ki¸n, gâp þ cõa c¡c th¦y cæ, c¡c anh chà v  c¡c �çngnghi»p �º luªn v«n �÷ñc ho n thi»n hìn.Th¡i Nguy¶n, th¡ng 09 n«m 2010.Håc vi¶nNguy¹n Thà H÷ìng Lan
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3
Ch÷ìng 1
Mët sè kh¡i ni»m cì b£n v· sai ph¥nv  ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n
1.1 Sai ph¥n v  mët sè t½nh ch§t cì b£n1.1.1 �ành ngh¾aCho h m sè y = f(x) x¡c �ành tr¶n R, �°t xk = x0 + kh (k ∈ N

∗) vîi
x0 ∈ R; h ∈ R, b§t ký, cho tr÷îc. Gåi yk = f(xk) l  gi¡ trà cõa h m sè f(x) t¤i
x = xk. Khi �â:

• Hi»u sè ∆yk = yk+1 − yk (k ∈ N
∗) �÷ñc gåi l  sai ph¥n c§p mët cõa h msè y = f(x).

• Hi»u sè ∆2yk = ∆yk+1 − ∆yk = ∆(∆yk) (k ∈ N
∗) �÷ñc gåi l  sai ph¥nc§p hai cõa h m sè y = f(x).

• Têng qu¡t, ∆iyk = ∆i−1yk+1 − ∆i−1yk = ∆(∆i−1yk) (k ∈ N
∗) �÷ñc gåi l sai ph¥n c§p i cõa h m sè y = f(x) (i = 1, 2, · · ·, n, · · ·).
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41.1.2 Mët sè t½nh ch§t cì b£n cõa sai ph¥nT½nh ch§t 1.1. (Sai ph¥n cõa h¬ng sè) Sai ph¥n måi c§p cõa h¬ng sè �·ub¬ng 0.T½nh ch§t 1.2. (Biºu di¹n sai ph¥n theo gi¡ trà cõa h m sè) Sai ph¥n måic§p �·u câ thº biºu di¹n theo c¡c gi¡ trà cõa h m sè, tùc l 
∆iyk =

i∑

s=0

(−1)sCs
i yk+i−s (i ∈ N

∗).T½nh ch§t 1.3. (T½nh ch§t tuy¸n t½nh cõa sai ph¥n) Sai ph¥n måi c§p l  mëtto¡n tû tuy¸n t½nh tr¶n tªp c¡c h m sè, tùc l 
∀i ∈ N

∗; ∀α, β ∈ R; ∀f(x), g(x) : R → R, ta luæn câ:
∆i(αf(x) + βg(x)) = α∆if(x) + β∆ig(x).T½nh ch§t 1.4. (Sai ph¥n cõa �a thùc) Sai ph¥n c§p i cõa mët �a thùc bªc ni) L  mët �a thùc bªc n− i khi i < n.ii) L  h¬ng sè khi i = n.iii) B¬ng 0 khi i > n.Chùng minh. Do sai ph¥n måi c§p l  mët to¡n tû tuy¸n t½nh n¶n ta ch¿ c¦nchùng minh t½nh ch§t cho �a thùc y = Pn(x) = xn.i) Khi i < n ta câ- Vîi i = 1 th¼: ∆xn = (x+ h)n − xn = Pn−1(x) l  �a thùc bªc n− 1 �èi vîi

x. Vªy kh¯ng �ành �óng vîi i = 1.- Gi£ sû kh¯ng �ành �óng vîi i = k < n tùc l  ∆kxn = Pn−k(x) l  �a thùcbªc n− k �èi vîi x. Khi �â
∆k+1xn = ∆(∆kxn) = ∆k((x+ h)n) − ∆k(xn)

= Pn−k(x+ h) − Pn−k(x) = Pn−k−1(x)
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5l  �a thùc bªc n− k − 1 �èi vîi x. Vªy kh¯ng �ành �óng vîi i = k + 1. Theonguy¶n lþ quy n¤p to¡n håc, suy ra kh¯ng �ành �óng vîi ∀i ∈ N
∗.ii) Khi i = n th¼ theo tr¶n, ∆n(xn) l  �a thùc bªc n− n = 0 �èi vîi x, n¶nl  h¬ng sè.iii) Khi i > n th¼

∆i(xn) = ∆i−n(∆n(xn)) = ∆i−nC = 0, (C = const).

T½nh ch§t 1.5. Cæng thùc sai ph¥n tøng ph¦n
∆(fkgk) = fk∆gk + gk+1∆fk.T½nh ch§t 1.6. Têng c¡c sai ph¥n

n∑

k=1

∆yk = yn+1 − y1.

1.2 Ùng döng cõa sai ph¥nDüa v o kh¡i ni»m v  t½nh ch§t cõa sai ph¥n ta câ thº gi£i mët sè b i to¡nth÷íng g°p ð phê thæng nh÷:- T¼m quy luªt cõa mët d¢y sè.- T½nh têng húu h¤n.1.2.1 T¼m quy luªt cõa mët d¢y sè.V½ dö 1.1. Cho d¢y sè 1; 3; 15; 43; 93; 171; 283; · · ·.H¢y t¼m ra mët quy luªt cõa d¢y sè �â v  t¼m hai sè h¤ng k¸ ti¸p theo quy luªt�â.B i gi£i. Lªp b£ng mët sè sai ph¥n ban �¦u
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6y 1 3 15 43 93 171 283
∆y 2 12 28 50 78 112
∆2y 10 16 22 28 34
∆3y 6 6 6 6Ta th§y sai ph¥n c§p 3 khæng �êi n¶n d¢y sè l  d¢y c¡c gi¡ trà cõa �a thùcbªc ba y = an3 + bn2 + cn+d (a 6= 0), trong �â n l  sè thù tü cõa c¡c sè trongd¢y sè. Cho n = 0; 1; 2; 3 (�¡nh sè thù tü cõa c¡c sè bt �¦u tø 0) ta �÷ñc h»ph÷ìng tr¼nh





d = 1

a+ b+ c+ d = 3

8a+ 4b+ 2c+ d = 15

27a+ 9b+ 3c+ d = 43

⇔





a = 1

b = 2

c = −1

d = 1Vªy d¢y sè tu¥n theo quy luªt yn = n3 + 2n2 − n+ 1.Hai sè h¤ng ti¸p theo cõa d¢y ùng vîi n = 7;n = 8 l  y7 = 435; y8 = 633.Chó þ- Quy luªt t¼m �÷ñc ð tr¶n khæng l  duy nh§t, v¼ rã r ng c¡c sè �¢ cho côngtho£ m¢n, ch¯ng h¤n quy luªt yn = n3 + 2n2 − n + 1 + P (n), trong �â P (n)l  �a thùc b§t ký nhªn n ∈ 0..6 l m nghi»m. Do vªy tr¶n �¥y ta mîi ch¿ t¼m�÷ñc mët quy luªt m  d¢y c¡c sè �¢ cho tho£ m¢n m  khæng t¼m �÷ñc t§t c£c¡c quy luªt m  d¢y c¡c sè �¢ cho tho£ m¢n.- Ta câ ∆2(ax2 + bx + c) = const nh÷ng ∆2y = const th¼ ch÷a thº suy ra
y = ax2 + bx+ c.1.2.2 T½nh têng húu h¤n.V½ dö 1.2. T½nh têng

S =
1

1.2.3.4
+

1

2.3.4.5
+ · · · + 1

n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)
·
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7B i gi£i. Ta câ
1

k(k + 1)(k + 2)(k + 3)
=

1

3

[
1

k(k + 1)(k + 2)
− 1

(k + 1)(k + 2)(k + 3)

]

= − 1

3(k + 1)(k + 2)(k + 3)
+

1

3k(k + 1)(k + 2)

= ∆yk

(
yk = − 1

3k(k + 1)(k + 2)

)
·Vªy

S =
1

3

[1

6
− 1

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

]
·V½ dö 1.3. T½nh c¡c têng sau

1) An = sinx+ sin 2x+ · · · + sinnx.

2) Bn = cosx+ cos 2x+ · · · + cosnx.B i gi£i.1) Ta câ
∆ cos(k − 1

2
)x = cos(k +

1

2
)x− cos(k − 1

2
)x

= −2 sin kx. sin
x

2
.N¸u x = k2π, k ∈ Z (sin

x

2
= 0) th¼ An = 0.N¸u x 6= k2π, k ∈ Z (sin

x

2
6= 0) th¼ sin kx = −

∆ cos(k − 1

2
)x

2 sin
x

2

.Do �â
An =

n∑

k=1

sin kx =
n∑

k=1

−
∆ cos(k − 1

2
)x

2 sin
x

2

= − 1

2 sin
x

2

n∑

k=1

∆ cos(k − 1

2
)x

= − 1

2 sin
x

2

[
cos(n+

1

2
)x− cos

x

2

]
=

sin
n+ 1

2
x. sin

n

2
x

sin
x

2

.
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8Vªy
An =





0 khi x = k2π, k ∈ Z

sin
n+ 1

2
x. sin

n

2
x

sin
x

2

khi x 6= k2π, k ∈ Z.2) Ta câ
∆ sin(k − 1

2
)x = sin(k +

1

2
)x− sin(k − 1

2
)x

= 2 cos kx. sin
x

2
.N¸u x = k2π, k ∈ Z (sin

x

2
= 0) th¼ Bn = n.N¸u x 6= k2π, k ∈ Z (sin

x

2
6= 0) th¼ cos kx =

∆ sin(k − 1

2
)x

2 sin
x

2

.Do �â
Bn =

n∑

k=1

cos kx =
1

2 sin
x

2

n∑

k=1

∆ sin(k − 1

2
)x

=
1

2 sin
x

2

[
sin(n+

1

2
)x− sin

x

2

]
=

cos
n+ 1

2
x. sin

n

2
x

sin
x

2

.Vªy
Bn =





n khi x = k2π, k ∈ Z

cos
n+ 1

2
x. sin

n

2
x

sin
x

2

khi x 6= k2π, k ∈ Z.V½ dö 1.4. Cho d¢y sè (xn) tho£ m¢n �i·u ki»n
x1 =

1

2
; xn+1 = xn + x2

n, ∀n ≥ 1.
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9T½nh
S =

[
2010∑

n=1

1

xn + 1

]

trong �â [x] l  k½ hi»u ch¿ ph¦n nguy¶n cõa x.B i gi£i. Ta câ xn+1 = xn + x2
n suy ra xn+1 − xn = x2

n ≥ 0 n¶n (xn) l  d¢y sèt«ng.Tø gi£ thi¸t suy ra x2 =
3

4
; x3 =

3

4
+

(3

4

)2

=
21

16
> 1 ⇒ xn > 1, ∀n ≥ 3.M°t kh¡c

1

xn+1

=
1

xn(1 + xn)
=

1

xn

− 1

xn + 1Hay
1

xn + 1
= − 1

xn+1

−
(
− 1

xn

)
= ∆

(
− 1

xn

)Do �â
2010∑

n=1

1

xn + 1
=

2010∑

n=1

∆
(
− 1

xn

)
= − 1

x2011

−
(
− 1

x1

)

=
1

x1

− 1

x2011

= 2 − 1

x2011Do xn > 1, ∀n ≥ 3 n¶n 1 <
2010∑
n=1

1

xn + 1
< 2. Vªy

S =

[
2010∑

n=1

1

xn + 1

]
=

[
2 − 1

x2011

]
= 1.V½ dö 1.5. Cho d¢y sè (xn) x¡c �ành nh÷ sau

xn = tann. tan(n− 1), ∀n ∈ N
∗.Chùng minh r¬ng tçn t¤i c¡c h¬ng sè α, β ∈ R sao cho ta câ

n∑

k=1

xk = α tann+ βn, ∀n ∈ N
∗.
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10B i gi£i. Ta câ tan 1 = tan[n− (n− 1)] =
tann− tan(n− 1)

1 + tann. tan(n− 1)
⇒ tan 1 + tan 1. tann. tan(n− 1) = tann− tan(n− 1) = ∆ tan(n− 1)

⇒ tann. tan(n− 1) =
∆ tan(n− 1)

tan 1
− 1. Do �â

n∑

k=1

xk =
n∑

k=1

[
∆ tan(k − 1)

tan 1
− 1

]

=
1

tan 1

n∑

k=1

∆ tan(k − 1) −
n∑

k=1

1 =
1

tan 1
tann− n.Vªy ta luæn t¼m �÷ñc α =

1

tan 1
, β = −1 �º

n∑

k=1

xk = α tann+ βn, ∀n ∈ N
∗.

1.3 Ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nh1.3.1 �ành ngh¾a�ành ngh¾a 1.1. Ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nh c§p (bªc) k cõa h m sè
yn = f(n) l  ph÷ìng tr¼nh câ d¤ng

a0yn+k + a1yn+k−1 + · · · + akyn = g(n) (1.1)trong �â
• yn = f(n) l  h m sè c¦n t¼m v  �÷ñc gåi l  ©n h m;
• a0; a1; · · ·; ak (a0 6= 0; ak 6= 0) l  c¡c h¬ng sè ho°c h m sè �èi vîi n v �÷ñc gåi l  c¡c h» sè cõa ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n;
• g(n) l  mët h m sè cõa �èi sè n v  �÷ñc gåi l  v¸ ph£i.�º t¼m �÷ñc h m sè yn = f(n) cö thº ta ph£i cho tr÷îc k gi¡ trà ban �¦uli¶n ti¸p cõa h m yn (�÷ñc gåi l  c¡c �i·u ki»n ban �¦u). Khi �â måi gi¡ trà
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11cõa h m yn �·u câ thº �÷ñc t½nh düa v o cæng thùc truy hçi (1.1) v  c¡c �i·uki»n ban �¦u.�ành ngh¾a 1.2. N¸u g(n) 6= 0 th¼ (1.1) �÷ñc gåi l  ph÷ìng tr¼nh sai ph¥ntuy¸n t½nh khæng thu¦n nh§t.N¸u g(n) = 0 th¼ ph÷ìng tr¼nh (1.1) câ d¤ng
a0yn+k + a1yn+k−1 + · · · + akyn = 0 (1.2)v  �÷ñc gåi l  ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nh thu¦n nh§t t÷ìng ùng vîiph÷ìng tr¼nh (1.1).N¸u a0; a1; · · ·; ak (a0 6= 0; ak 6= 0) l  c¡c h¬ng sè th¼ (1.1) �÷ñc gåi l  ph÷ìngtr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nh vîi h» sè h¬ng sè.1.3.2 Nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nh�ành ngh¾a 1.3. H m sè yn = f(n) tho£ m¢n ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸nt½nh (1.1) v  t§t c£ c¡c �i·u ki»n ban �¦u �¢ cho cõa nâ �÷ñc gåi l  nghi»mcõa (1.1).Méi nghi»m cõa (1.1) cán �÷ñc gåi l  nghi»m ri¶ng cõa (1.1) v  th÷íng �÷ñck½ hi»u l  y∗n.�ành ngh¾a 1.4. H m sè ỹn phö thuëc k tham sè C1;C2; · · ·;Ck tho£ m¢nph÷ìng tr¼nh (1.2) �÷ñc gåi l  nghi»m têng qu¡t cõa (1.2) n¸u vîi måi tªp c¡cgi¡ trà ban �¦u y1; y2; · · ·; yk ta �·u x¡c �ành �÷ñc duy nh§t bë c¡c gi¡ trà cõatham sè C1;C2; · · ·;Ck sao cho nghi»m ỹn ùng vîi bë gi¡ trà cõa tham sè �â trðth nh nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh (1.2) vîi c¡c �i·u ki»n ban �¦u �¢ cho. Tùc l nghi»m ỹn �â tho£ m¢n (1.2) v  ỹ1 = y1; ỹ2 = y2; · · ·; ỹk = yk.�ành l½ 1.1. (V· nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nh (1.1))Nghi»m têng qu¡t yn cõa ph÷ìng tr¼nh (1.1) b¬ng têng cõa nghi»m têng qu¡t

ỹn cõa ph÷ìng tr¼nh (1.2) vîi mët nghi»m ri¶ng y∗n cõa ph÷ìng tr¼nh (1.1), tùcl 
yn = ỹn + y∗n.
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12Chùng minh. Xem [5]Nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nh thu¦n nh§t
(1.2).�ành ngh¾a 1.5. yn1; yn2; · · ·; ynk �÷ñc gåi l  k nghi»m �ëc lªp tuy¸n t½nh cõa
(1.2) n¸u tø h» thùc

C1yn1 + C2yn2 + · · · + Ckynk = 0suy ra C1 = C2 = · · · = Ck = 0.�ành l½ 1.2. N¸u yn1; yn2; · · ·; ynk l  k nghi»m �ëc lªp tuy¸n t½nh cõa (1.2) th¼nghi»m têng qu¡t cõa (1.2) câ d¤ng
ỹn = C1yn1 + C2yn2 + · · · + Ckynktrong �â C1, C2, · · · , Ck l  c¡c h¬ng sè tòy þ.Chùng minh. Xem [5]�ành l½ 1.3. N¸u yn v  yn l  hai nghi»m n o �â cõa ph÷ìng tr¼nh sai ph¥ntuy¸n t½nh thu¦n nh§t (1.2) th¼ vîi ∀α, β ∈ R;αyn + βyn công l  nghi»m cõa

(1.2).Chùng minh. Do yn, yn l  hai nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nhthu¦n nh§t (1.2) n¶n
a0yn+k + a1yn+k−1 + · · · + akyn = 0v 
a0yn+k + a1yn+k−1 + · · · + akyn = 0Khi �â

α(a0yn+k + a1yn+k−1 + · · · + akyn) + β(a0yn+k + a1yn+k−1 + · · · + akyn) = 0.Hay
a0(αyn+k + βyn+k) + a1(αyn+k−1 + βyn+k−1) + · · · + ak(αyn + βyn) = 0.Vªy αyn + βyn công l  nghi»m cõa (1.2).
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13Ta s³ �i t¼m nghi»m têng qu¡t cõa (1.2) d÷îi d¤ng ỹn = C.λn (C 6= 0, λ 6= 0).Thay ỹn = C.λn v o ph÷ìng tr¼nh (1.2) ta �÷ñc
a0.C.λ

n+k + a1.C.λ
n+k−1 + · · · + ak.C.λ

n = 0.Rót gån ta �÷ñc ph÷ìng tr¼nh t÷ìng �÷ìng
a0λ

k + a1λ
k−1 + · · · + ak = 0. (1.3)Ph÷ìng tr¼nh (1.3) �÷ñc gåi l  ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng cõa (1.2) (ta công xem�â l  ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng cõa (1.1)). Nghi»m ỹn cõa ph÷ìng tr¼nh (1.2) v 

y∗n cõa ph÷ìng tr¼nh (1.1) phö thuëc cèt y¸u v o c§u tróc nghi»m cõa ph÷ìngtr¼nh (1.3).�ành ngh¾a 1.6. Sè x0 �÷ñc gåi l  nghi»m bëi k, (k ∈ N
∗) cõa �a thùc

P (x)(tùc l  cõa ph÷ìng tr¼nh P (x) = 0) n¸u P (x) = (x − x0)
k.T (x), trong�â T (x) l  �a thùc câ T (x0) 6= 0.�ành l½ 1.4. N¸u ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng (1.3) câ k nghi»m thüc ph¥n bi»t

λ1; λ2; · · ·; λk th¼ nghi»m têng qu¡t cõa (1.2) câ d¤ng
ỹn = C1λ

n
1 + C2λ

n
2 + · · · + Ckλ

n
k , (1.4)trong �â C1;C2; · · ·;Ck l  c¡c h¬ng sè thüc tuý þ.Chùng minh. Xem [5]Chó þ. N¸u ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng (1.3) câ �õ k nghi»m thüc, trong �â cânghi»m λj l  nghi»m bëi bªc s th¼ cæng thùc nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìngtr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nh thu¦n nh§t (1.2) s³ l 

ỹn =

j−1∑

i=1

Ciλ
n
i +

( s−1∑

i=0

Cj+in
i
)
λn

j +

k∑

i=j+s

Ciλ
n
i .T÷ìng tü ta câ cæng thùc nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸nt½nh thu¦n nh§t (1.2) trong tr÷íng hñp ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng (1.3) câ �õ knghi»m thüc, nh÷ng câ nhi·u nghi»m bëi hìn.
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14�ành l½ 1.5. N¸u ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng (1.3) câ nghi»m phùc �ìn
λj = a+ bi = r(cosϕ+ i sinϕ) th¼ nghi»m têng qu¡t cõa (1.2) câ d¤ng

ỹn =

j−1∑

i
′

=1

Ci
′λn

i
′ + Cjr

n cosnϕ+ Cj+1r
n sinnϕ+

k∑

i
′

=j+2

Ci
′λn

i
′ .�ành l½ 1.6. N¸u ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng (1.3) câ nghi»m phùc

λj = a+ bi = r(cosϕ+ i sinϕ) bëi s th¼ nghi»m têng qu¡t cõa (1.2) câ d¤ng
ỹn =

k∑

i
′

=1

i
′ 6=j

Ci
′λn

i
′ + rn[(A1 + A2n+ · · ·Asn

s−1) cosnϕ

+ (B1 + B2n+ · · ·Bsn
s−1) sinnϕ].Chó þ. N¸u ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng (1.3) câ nhi·u nghi»m bëi phùc hìnth¼ ta công s³ câ cæng thùc nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸nt½nh thu¦n nh§t (1.2).T¼m nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nh khæng thu¦nnh§t (1.1) vîi h» sè h¬ng sè.X²t ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nh khæng thu¦n nh§t (1.1) vîi h» sèh¬ng sè

a0yn+k + a1yn+k−1 + · · · + akyn = g(n),trong �â aj ∈ R; ∀j ∈ 0..k; a0 6= 0; ak 6= 0.Trong ph¦n n y ta x²t ph÷ìng ph¡p t¼m nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh (1.1)n¶u tr¶n.Ta th÷íng dòng ph÷ìng ph¡p h» sè b§t �ành �º x¡c �ành nghi»m ri¶ng cõaph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nh khæng thu¦n nh§t. Ð �¥y ta s³ n¶u l¤i d¤ngnghi»m ri¶ng cõa (1.1) trong tr÷íng hñp v¸ ph£i g(n) câ d¤ng �ìn gi£n. K½hi»u Pm(n);Pl(n);Tp(n);Rp(n);Qm(n) l  c¡c �a thùc vîi h» sè thüc, bi¸n sè
n ∈ N, vîi bªc l¦n l÷ñt l  m, l, p ∈ N.Tr÷íng hñp 1. g(n) = Pm(n).
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15- N¸u ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng (1.3) câ k nghi»m thüc λ1; λ2; · · ·; λk kh¡cnhau v  kh¡c 1 th¼ nghi»m ri¶ng cõa (1.1) l  y∗n = Qm(n), vîi Qm(n) l  �athùc còng bªc m vîi g(n).- N¸u ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng (1.3) câ nghi»m λ = 1 bëi k th¼ ta câ thºchån nghi»m ri¶ng cõa (1.1) l  y∗n = nkQm(n), vîi Qm(n) l  �a thùc còng bªc
m vîi g(n).Tr÷íng hñp 2. g(n) = Pm(n).bn, trong �â b l  h¬ng sè thüc cho tr÷îc.- N¸u ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng (1.3) câ c¡c nghi»m thüc �·u kh¡c b, th¼nghi»m ri¶ng cõa (1.1) l  y∗n = Qm(n)bn,vîi Qm(n) l  �a thùc còng bªc m vîi
g(n).- N¸u ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng (1.3) câ b l  nghi»m bëi k th¼ ta câ thº chånnghi»m ri¶ng cõa (1.1) l  y∗n = nkQm(n)bn, vîi Qm(n) l  �a thùc còng bªc mvîi g(n).Tr÷íng hñp 3. g(n) = a cosnβ + b sinnβ, vîi a, b ∈ R cho tr÷îc.Khi �â ta t¼m nghi»m ri¶ng cõa (1.1) d÷îi d¤ng y∗n = c cosnβ + d sinnβ.Mð rëng. g(n) = Pm(n) cosnβ + Pl(n) sinnβ, (β ∈ R)K½ hi»u p = max{m; l}.- N¸u cosβ± i sin β (i2 = −1) khæng l  nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng
(1.3) th¼ nghi»m ri¶ng cõa (1.1) l  y∗n = Tp(n) cosnβ + Rp(n) sinnβ.- N¸u cosβ ± i sin β (i2 = −1) l  nghi»m bëi s cõa ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng
(1.3) th¼ nghi»m ri¶ng cõa (1.1) l 

y∗n = ns[Tp(n) cosnβ +Rp(n) sinnβ].Tr÷íng hñp 4. g(n) =
l∑

j=1

gj(n).Trong tr÷íng hñp n y ta �i t¼m nghi»m ri¶ng y∗nj ùng vîi tøng h m gj(n), j =

1, · · · , l. Khi �â nghi»m ri¶ng cõa (1.1) l 
y∗n =

l∑

j=1

y∗nj.
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16Mët sè v½ dö v· t¼m nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸nt½nh khæng thu¦n nh§t vîi h» sè h¬ng sèV½ dö 1.6. T¼m mët nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n
yn+3 − 3yn+2 + 3yn+1 − yn = n cosn

π

2
+ 2 sinn

π

2
. (1.5)B i gi£i. Ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng cõa (1.5) câ d¤ng

λ3 − 3λ2 + 3λ− 1 = 0.Ph÷ìng tr¼nh n y câ nghi»m λ = 1 (nghi»m bëi 3) v  λ = 1 6= cos
π

2
± i sin

π

2n¶n nghi»m ri¶ng cõa (1.5) câ d¤ng
y∗n = (an+ b) cosn

π

2
+ (cn+ d) sinn

π

2
.Thay y∗n v o ph÷ìng tr¼nh (1.5), rçi rót gån v  so s¡nh c¡c h» sè ta �÷ñc

a =
1

4
; b = −1

2
; c =

1

4
; d = −1

4
.Vªy y∗n = (

1

4
n− 1

2
) cosn

π

2
+ (

1

4
n− 1

4
) sinn

π

2
.V½ dö 1.7. T¼m mët nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n

yn+2 − yn+1 + yn = −3

2
cosn

π

3
−

√
3

2
sinn

π

3
. (1.6)B i gi£i. Ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng cõa (1.6) câ d¤ng λ2 − λ + 1 = 0. Ph÷ìngtr¼nh n y câ nghi»m λ = cos

π

3
± i sin π

3
. Khi �â nghi»m ri¶ng cõa (1.6) câ d¤ng

y∗n = n(a cosn
π

3
+ b sinn

π

3
).Thay y∗n v o ph÷ìng tr¼nh (1.6), rçi rót gån v  so s¡nh c¡c h» sè ta �÷ñc

a = 1; b = 0. Vªy y∗n = n cosn
π

3
.V½ dö 1.8. T¼m mët nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n

yn+2−7yn+1 +12yn = 6n−5+2n+1 +(11n−2) cos
nπ

2
+7(n+1) sin

nπ

2
. (1.7)
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17B i gi£i. Ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng cõa (1.7) câ d¤ng λ2 − 7λ+12 = 0. Ph÷ìngtr¼nh n y câ nghi»m λ = 3 v  λ = 4.
g(n) = 6n− 5 + 2n+1 + (11n− 2) cos

nπ

2
+ 7(n+ 1) sin

nπ

2
g(n) = g1(n) + g2(n) + g3(n),vîi g1(n) = 6n− 5; g2(n) = 2n+1; g3(n) = (11n− 2) cos

nπ

2
+ 7(n+ 1) sin

nπ

2
.- Vîi g1(n) = 6n− 5, ta �i t¼m nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n

yn+2 − 7yn+1 + 12yn = 6n− 5. (1.7a)Do ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng câ hai nghi»m ph¥n bi»t λ = 3 v  λ = 4 n¶n nghi»mri¶ng cõa cõa ph÷ìng tr¼nh (1.7a) câ d¤ng y∗n1 = an + b. Thay y∗n1 = an + bv o ph÷ìng tr¼nh (1.7a) rçi so s¡nh c¡c h» sè ta �÷ñc y∗n1 = n.- Vîi g2(n) = 2n+1, ta �i t¼m nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n
yn+2 − 7yn+1 + 12yn = 2n+1, (1.7b)l m t÷ìng tü nh÷ tr¶n ta thu �÷ñc nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh (1.7b) l 

y∗n2 = 2n.- Vîi g3(n) = (11n− 2) cos
nπ

2
+7(n+1) sin

nπ

2
, ta �i t¼m nghi»m ri¶ng cõaph÷ìng tr¼nh sai ph¥n

yn+2 − 7yn+1 + 12yn = (11n− 2) cos
nπ

2
+ 7(n+ 1) sin

nπ

2
(1.7c)Ph÷ìng tr¼nh (1.7c) câ nghi»m y∗n3 = n cos

nπ

2
. Vªy nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìngtr¼nh (1.7) l 

y∗n = n+ 2n + n cos
nπ

2
.

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu - Đại học Thái Nguyên                 http://www.lrc-tnu.edu.vn



18
Ch÷ìng 2
Ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nh c§pmët v  ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸nt½nh c§p hai
2.1 Ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nh c§p mët vîi h»sè h¬ng sè2.1.1 �ành ngh¾aPh÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nh c§p mët vîi h» sè h¬ng sè l  ph÷ìng tr¼nhsai ph¥n câ d¤ng

aun+1 + bun = f(n) ho°c un+1 = qun + f(n) (2.1)trong �â a 6= 0, b 6= 0, q 6= 0 l  c¡c h¬ng sè v  f(n) l  biºu thùc cõa n chotr÷îc, un l  ©n.N¸u f(n) = 0 ph÷ìng tr¼nh (2.1) câ d¤ng
aun+1 + bun = 0 ho°c un+1 = qun (2.2)v  �÷ñc gåi l  ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nh c§p mët thu¦n nh§t t÷ìngùng vîi ph÷ìng tr¼nh (2.1).
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19N¸u f(n) 6= 0 th¼ ph÷ìng tr¼nh (2.1) �÷ñc gåi l  ph÷ìng tr¼nh sai ph¥ntuy¸n t½nh c§p mët khæng thu¦n nh§t.2.1.2 Nghi»mNghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh (2.1) câ d¤ng:
un = ũn + u∗ntrong �â:

ũn l  nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nh thu¦n nh§t
(2.2).
u∗n l  mët nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nh khæng thu¦nnh§t (2.1).Sau �¥y ta s³ n¶u ra c¡ch gi£i ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nh thu¦n nh§t

(2.2).Gi£i ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng: aλ+ b = 0 �º t¼m nghi»m λ.T¼m nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nh thu¦n nh§t
(2.2) d÷îi d¤ng ũn = C.λn (C l  h¬ng sè).2.1.3 Mët sè ph÷ìng ph¡p t¼m nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh saiph¥n tuy¸n t½nh c§p mët khæng thu¦n nh§t�º gi£i trån vµn ph÷ìng tr¼nh (2.1) ta �i t¼m mët nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìngtr¼nh (2.1). Sau �¥y ta s³ n¶u ra mët sè ph÷ìng ph¡p t¼m nghi»m ri¶ng cõaph÷ìng tr¼nh (2.1).Ph÷ìng ph¡p h» sè b§t �ànhTrong nëi dung n y tr¼nh b y c¡ch t¼m nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh (2.1)khi v¸ ph£i f(n) câ d¤ng �°c bi»t.

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu - Đại học Thái Nguyên                 http://www.lrc-tnu.edu.vn



20Tr÷íng hñp 1.
f(n) = Pm(n) l  �a thùc bªc m �èi vîi n.Khi �â:- N¸u λ 6= 1 th¼ ta chån u∗n = Qm(n) công l  �a thùc bªc m �èi vîi n.- N¸u λ = 1 th¼ ta chån u∗n = nQm(n), trong �â Qm(n) công l  �a thùc bªc

m �èi vîi n.Chùng minh. X²t ph÷ìng tr¼nh aun+1 + bun = Pm(n)- N¸u λ = − b
a
6= 1 ⇒ b 6= −a. Vîi u∗n = Qm(n) ⇒ u∗n+1 = Qm(n + 1). Suyra aQm(n+ 1) + bQm(n) l  �a thùc bªc m, tùc l  còng bªc vîi f(n).- N¸u λ = − b
a

= 1 ⇒ b = −a. Suy ra aun+1 + bun = aun+1 − aun =

a(un+1 − un) = a∆un = Pm(n). N¶n un ph£i l  �a thùc bªc m + 1, v¼ t¼mnghi»m ri¶ng n¶n ta t¼m u∗n = nQm(n) l  �õ.Tr÷íng hñp 2.
f(n) = p.βn (p; β 6= 0).Khi �â:- N¸u λ 6= β th¼ ta chån u∗n = d.βn (d ∈ R).- N¸u λ = β th¼ ta chån u∗n = d.n.βn (d ∈ R).Chùng minh. X²t ph÷ìng tr¼nh:

aun+1 + bun = p.βn (a 6= 0; b 6= 0; p 6= 0; β 6= 0)

⇔ aβ
un+1

βn+1
+ b

un

βn
= p�°t vn =

un

βn
, khi �â ph÷ìng tr¼nh �¢ cho câ d¤ng:

aβvn+1 + bvn = p, p l  �a thùc bªc 0. (2.3)Ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng cõa (2.3) câ d¤ng: aβt+ b = 0.Theo k¸t qu£ tr÷íng hñp 1:
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21- N¸u t = − b

aβ
6= 1 ⇔ λ 6= β th¼ v∗n = d (d l  �a thùc bªc 0).Vªy

u∗n = dβn.- N¸u t = − b

aβ
= 1 ⇔ λ = β th¼ v∗n = nd. Vªy u∗n = dnβn.Mð rëng: f(n) = Pm(n).βn (β 6= 0).Khi �â:- N¸u λ 6= β th¼ ta chån u∗n = Qm(n).βn, trong �â Qm(n) l  �a thùc bªc m�èi vîi n.- N¸u λ = β th¼ ta chån u∗n = n.Qm(n).βn, trong �â Qm(n) l  �a thùc bªc

m �èi vîi n.Tr÷íng hñp 3.
f(n) = α sinnx+ β cosnx (α2 + β2 6= 0; x 6= kπ; k ∈ Z).Khi �â, ta chån u∗n = A sinnx+ B cosnx vîi A;B ∈ R l  c¡c h¬ng sè.Chùng minh. X²t ph÷ìng tr¼nh: aun+1 + bun = α sinnx+ β cosnx.Thay u∗n = A sinnx+ B cosnx v o ph÷ìng tr¼nh tr¶n ta câ:

a[A sin(n+1)x+B cos(n+1)x]+ b[A sinnx+B cosnx] = α sinnx+β cosnx

⇔ [A(a cosx+ b) − Ba sin x] sinnx+ [Aa sinx+ B(a cosx + b)] cosnx

= α sinnx+ β cosnx.So s¡nh h» sè cõa sinnx v  cosnx ð hai v¸ ta câ:
{
A(a cosx+ b) −Ba sin x = α

Aa sin x+B(a cosx+ b) = βH» n y câ �ành thùc
D =

∣∣∣∣∣
a cosx+ b −a sin x

a sin x a cosx+ b

∣∣∣∣∣ = a2 + b2 + 2ab cosxDo x 6= kπ; k ∈ Z n¶n | 2ab cosx |<| 2ab | hay −|2ab| < 2ab cosx < |2ab|M°t kh¡c: a2 + b2 ≥| 2ab | n¶n D > 0, v¼ vªy tø h» ph÷ìng tr¼nh tr¶n ta x¡c�ành �÷ñc A,B duy nh§t.
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22Mð rëng.
1)f(n) = Pm(n) sinnx+Ql(n) cosnx, trong �â Pm(n), Ql(n) l¦n l÷ñt l  c¡c �athùc bªc m; l cõa n.Khi �â, ta chån u∗n = Tp(n) sinnx+Rp(n) cosnx, trong �â Tp(n), Rp(n) l  c¡c�a thùc bªc p cõa n, vîi p = max{m; l}.
2)f(n) = αn[Pm(n) sinnx+Ql(n) cosnx], trong �â Pm(n), Ql(n) l¦n l÷ñt l  c¡c�a thùc bªc m; l cõa n.Khi �â, ta chån u∗n = αn[Tp(n) sinnx+Rp(n) cosnx], trong �â Tp(n), Rp(n) l c¡c �a thùc bªc p cõa n, vîi p = max{m; l}.Tr÷íng hñp 4.

f(n) =

m∑

k=1

fk(n)Khi �â ta chån nghi»m ri¶ng u∗n d÷îi d¤ng: u∗n =
m∑

k=1

u∗nk, trong �â u∗nk t÷ìngùng l  nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n (2.1) vîi v¸ ph£i l  fk(n).V½ dö 2.1. Gi£i ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n
{
u1 = 1

un+1 = 3un − 6n+ 1
(2.4)B i gi£i. Ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng cõa (2.4) câ nghi»m λ = 3.Ta câ:

∗ ũn = C.3n.

∗ f(n) = −6n + 1;λ = 3 6= 1 n¶n ta chån u∗n = an + b. Thay u∗n = an + bv o ph÷ìng tr¼nh (2.4) ta t¼m �÷ñc: a = 3; b = 1 ⇒ u∗n = 3n+ 1.Khi �â: un = C.3n + 3n+ 1, m  u1 = 1 ⇒ C = −1. Vªy ph÷ìng tr¼nh (2.4) cânghi»m l : un = −3n + 3n+ 1.V½ dö 2.2. Gi£i ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n
{
u1 = 8

un+1 = 2un + 6.2n
(2.5)
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23B i gi£i. Ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng cõa (2.5) câ nghi»m λ = 2.Ta câ:
∗ ũn = C.2n.

∗ f(n) = 6.2n; λ = 2 = β n¶n ta chån u∗n = d.n.2n. Thay u∗n v o ph÷ìngtr¼nh (2.5) ta t¼m �÷ñc d = 3 ⇒ u∗n = 3.n.2n.Khi �â: un = C.2n + 3.n.2n, m  u1 = 8 ⇒ C = 1. Vªy ph÷ìng tr¼nh (2.5) cânghi»m l : un = 2n(3n+ 1).V½ dö 2.3. Gi£i ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n
{
u1 =

√
2

2

un+1 = 2un + (
1√
2
− 2) sin

nπ

4
+

1√
2

cos
nπ

4
.

(2.6)
B i gi£i. Ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng cõa (2.6) câ nghi»m λ = 2.Ta câ:

∗ ũn = C.2n.

∗ f(n) = (
1√
2
− 2) sin

nπ

4
+

1√
2

cos
nπ

4
n¶n ta chån

u∗n = A. sin
nπ

4
+ B. cos

nπ

4
.Thay u∗n v o ph÷ìng tr¼nh (2.6) ta t¼m �÷ñc

A = 1;B = 0 ⇒ u∗n = sin
nπ

4
.Khi �â: un = C.2n + sin

nπ

4
, m  u1 =

√
2

2
⇒ C = 0.Vªy ph÷ìng tr¼nh (2.6) câ nghi»m l : un = sin

nπ

4
.V½ dö 2.4. Gi£i ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n

{
u1 = 333

un+1 = 26.un − 494.7n − 2475.n+ 99
(2.7)B i gi£i. Ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng cõa (2.7) câ nghi»m λ = 26.Ta câ:

∗ ũn = C.26n.
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24
∗ f(n) = −494.7n − 2475n+ 99 = f1(n) + f2(n)trong �â f1(n) = −494.7n; f2(n) = −2475.n+ 99.Suy ra u∗n1 = 26.7n; u∗n2 = 99.n. Khi �â: un = C.26n + 26.7n + 99.n, vîi �i·uki»n ban �¦u u1 = 333 ⇒ C = 2.Vªy ph÷ìng tr¼nh (2.7) câ nghi»m un = 2.26n + 26.7n + 99.n.Ph÷ìng ph¡p bi¸n thi¶n h¬ng sèX²t ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n (2.1): aun+1 + bun = f(n).Ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t t÷ìng ùng vîi ph÷ìng tr¼nh (2.1) câ nghi»m têngqu¡t ũn = C.λn, vîi λ = − b

a
. �º t¼m nghi»m ri¶ng cõa (2.1), ta coi C bi¸nthi¶n theo n, câ ngh¾a C l  mët h m sè cõa n (C = C(n) = Cn) v  t¼m

u∗n = Cn.λ
n. Thay u∗n = Cn.λ

n v o ph÷ìng tr¼nh (2.1) ta �÷ñc:
a.Cn+1λ

n+1 + b.Cn.λ
n = f(n)

⇔ a.Cn+1.λ
n.(− b

a
) + b.Cn.λ

n = f(n)

⇔ −b.λn[Cn+1 − Cn] = f(n)

⇔ −b.λn∆Cn = f(n)

⇔ ∆Cn = −f(n)

b.λn
.L§y têng hai v¸ theo k tø 0 �¸n n− 1, ta �÷ñc:

n−1∑

k=0

∆Ck = −1

b

n−1∑

k=0

f(k)

λk

⇒ Cn = C0 −
1

b

n−1∑

k=0

f(k)

λk
.Vªy

u∗n =
[
C0 −

1

b

n−1∑

k=0

f(k)

λk

]
λn.V½ dö 2.5. Dòng ph÷ìng ph¡p bi¸n thi¶n h¬ng sè t¼m nghi»m cõa ph÷ìngtr¼nh sai ph¥n {

u1 = 8

un+1 = 2un + 6.2n
(2.8)
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25B i gi£i. Ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng cõa (2.8) câ nghi»m λ = 2.Ta câ: ũn = C.2n ⇒ u∗n = Cn.2
n. Thay u∗n = Cn.2

n v o ph÷ìng tr¼nh (2.8) ta�÷ñc:
Cn+1.2

n+1 = 2.Cn.2
n + 6.2n

⇔ Cn+1 − Cn = 3

⇔ ∆Cn = ∆(3n)

⇒ Cn = 3n

⇒ u∗n = 3n.2n.Do �â un = C.2n + 3.n.2n. V¼ u1 = 8 ⇒ C = 1.Vªy nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh (2.8) l : un = 2n(1 + 3n).V½ dö 2.6. Dòng ph÷ìng ph¡p bi¸n thi¶n h¬ng sè t¼m mët nghi»m ri¶ng cõaph÷ìng tr¼nh sai ph¥n
un+1 = 5un +

1

5
(n2 − 3n+ 1)n!. (2.9)B i gi£i. Ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng cõa (2.9) câ nghi»m λ = 5.Ta �i t¼m mët nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh (2.9) d÷îi d¤ng u∗n = Cn.5

n.Thay u∗n = Cn.5
n v o ph÷ìng tr¼nh (2.9) ta �÷ñc:
⇔ Cn+1 − Cn =

1

5n+2
(n2 + 2n+ 1 − 5n)n!

⇔ ∆Cn =
(n+ 1)(n+ 1)!

5n+2
− n.n!

5n+1

⇔ ∆Cn = ∆
(n.n!

5n+1

)

⇒ Cn =
n.n!

5n+1Vªy mët nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh (2.9) l : u∗n =
n.n!

5
.V½ dö 2.7. Dòng ph÷ìng ph¡p bi¸n thi¶n h¬ng sè t¼m mët nghi»m ri¶ng cõaph÷ìng tr¼nh sai ph¥n

un+1 = un +
1 − n

2n+1
(2.10)
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26B i gi£i. Ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng cõa (2.10) câ nghi»m λ = 1. Ta �i t¼m mëtnghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh (2.10) d÷îi d¤ng u∗n = Cn. Thay u∗n = Cn v oph÷ìng tr¼nh (2.10) ta �÷ñc:
∆Cn =

1 − n

2n+1

⇔ ∆Cn =
n+ 1

2n+1
− n

2n

⇔ ∆Cn = ∆
n

2n

⇒ Cn =
n

2n
.Vªy mët nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh (2.10) l : u∗n =

n

2n
.Trong v½ dö (2.6), (2.7) ta nhªn th§y v¸ ph£i f(n) khæng câ c¡c d¤ng �°cbi»t nh÷ �¢ n¶u trong ph÷ìng ph¡p h» sè b§t �ành v¼ vªy vi»c ¡p döng ph÷ìngph¡p ph÷ìng ph¡p h» sè b§t �ành l  khæng kh£ thi.Vi»c sû döng ph÷ìng ph¡pbi¸n thi¶n h¬ng sè cho ta líi gi£i ngn gån.

2.2 Ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nh c§p mët vîi h» sèbi¸n thi¶n�ành ngh¾a 2.1. Ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nh c§p mët vîi h» sè bi¸nthi¶n l  ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n câ d¤ng
a(n)un+1 + b(n)un = f(n) ho°c un+1 = q(n)un + f(n)trong �â a(n) 6= 0, b(n) 6= 0, q(n) 6= 0 v  a(n), b(n), q(n), f(n) l  c¡c h m sècõa n.Trong möc n y ta x²t ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nh c§p mët vîi h» sèbi¸n thi¶n d¤ng

un+1 = q(n)un + f(n) (2.11)trong �â q(n) 6= 0 v  q(n); f(n) l  c¡c h m sè cõa n.
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27�ành l½ 2.1. Nghi»m têng qu¡t un cõa ph÷ìng tr¼nh (2.11) câ d¤ng:
un = ũn + u∗ntrong �â:

ũn l  nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nh thu¦n nh§tt÷ìng ùng: un+1 = q(n)un.
u∗n l  mët nghi»m ri¶ng tuý þ cõa ph÷ìng tr¼nh (2.11).Vi»c gi£i c¡c ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nh vîi c¡c h» sè bi¸n thi¶n l r§t phùc t¤p. Ð �¥y ta s³ x²t mët sè d¤ng �ìn gi£n cõa c¡c ph÷ìng tr¼nh saiph¥n tuy¸n t½nh vîi c¡c h» sè bi¸n thi¶n �÷ñc gi£i chõ y¸u b¬ng ph÷ìng ph¡p�°t d¢y sè phö, dòng cæng thùc truy hçi v  ph÷ìng ph¡p bi¸n thi¶n h¬ng sè.B i to¡n. T¼m un bi¸t

{
u1 = α

un+1 = βp(n)un + f(n), ∀n ∈ N
∗ (2.12)trong �â

α, β ∈ R; p(n); f(n) l  c¡c h m sè cõa �èi sè n ∈ N, p(n) 6= 0, ∀n ∈ N.B i gi£i. �°t d¢y sè phö
un = vn.

n−1∏

k=0

p(k).Khi �â v1 =
α

p(0)
v  (2.12) câ d¤ng

vn+1.

n∏

k=0

p(k) = β.vn.

n∏

k=0

p(k) + f(n) ⇔ vn+1 − βvn =
f(n)
n∏

k=0

p(k)
.�¥y l  ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nh vîi h» sè h¬ng sè m  ta �¢ bi¸t c¡chgi£i.V½ dö 2.8. T¼m un bi¸t r¬ng

u1 = 1; un+1 =
3

n+ 2
un +

1 − 6n

(n+ 2)!
∀n ∈ N

∗.
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28B i gi£i. Ta câ p(n) =
1

n+ 2
⇒

n−1∏
k=0

p(k) =
1

(n+ 1)!
·�°t un =

1

(n+ 1)!
· vn, khi �â ta câ

v1 = 2; vn+1 − 3vn = 1 − 6n.Gi£i ph÷ìng tr¼nh n y ta �÷ñc vn = −2.3n−1 + 3n+ 1.Vªy un =
−2.3n−1 + 3n+ 1

(n+ 1)!
.V½ dö 2.9. T¼m un bi¸t r¬ng

u1 = 1; un+1 =
√

2.3n.un + n.2n.3
n2+n

2 (cos
nπ

4
+ sin

nπ

4
), ∀n ∈ N

∗.B i gi£i. Ta câ p(n) = 3n ⇒
n−1∏
k=0

p(k) =
n−1∏
k=0

3k = 3
n(n−1)

2 .�°t un = 3
n(n−1)

2 .vn, khi �â ta câ
v1 = 1; vn+1 =

√
2.vn + 2n.(n cos

nπ

4
+ n sin

nπ

4
).Gi£i ph÷ìng tr¼nh n y ta �÷ñc

vn = −(
√

2)n−1 + 2n
[
(− 1√

2
n+

2√
2
) cos

nπ

4
+

1√
2
n sin

nπ

4

]
.Vªy un = 3

n(n−1)
2

{
−(

√
2)n−1 + 2n

[
(− 1√

2
n+

2√
2
) cos

nπ

4
+

1√
2
n sin

nπ

4

]}
.V½ dö 2.10. T¼m un bi¸t r¬ng

u1 =
1

2
; un+1 =

(n+ 1)2

n(n+ 2)
· un +

n(n+ 1)

n+ 2
· n!, ∀n ∈ N

∗. (2.13)B i gi£i. Tr÷îc h¸t ta �i t¼m nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh sai ph¥ntuy¸n t½nh thu¦n nh§t
un+1 −

(n+ 1)2

n(n+ 2)
· un = 0.Ta vi¸t l¤i ph÷ìng tr¼nh n y d÷îi d¤ng

n+ 2

n+ 1
· un+1 −

n+ 1

n
· un = 0.
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29�°t vn =
n+ 1

n
· un, khi �â ph÷ìng tr¼nh tr¶n câ d¤ng vn+1 − vn = 0, ph÷ìngtr¼nh n y câ nghi»m ṽn = C (vîi C l  h¬ng sè).Suy ra ũn = C · n

n+ 1
.Ta �i t¼m nghi»m ri¶ng cõa (2.13) d÷îi d¤ng u∗n = Cn ·

n

n+ 1
.Dòng ph÷ìng ph¡p bi¸n thi¶n h¬ng sè ta t¼m �÷ñc

u∗n = (C0 + n! − 1).
n

n+ 1
.Suy ra un =

n

n+ 1
(C + C0) +

n.n!

n+ 1
− n

n+ 1
.Vîi �i·u ki»n ban �¦u u1 =

1

2
⇒ C + C0 = 1. Vªy un =

n.n!

n+ 1
.V½ dö 2.11. T¼m un bi¸t r¬ng vîi ∀n ≥ 1

u1 = a; un+1 = g(n)uk
n, (2.14)trong �â g(n) > 0 vîi ∀n ∈ N

∗; k ∈ R
+.B i gi£i. Tø gi£ thi¸t ta suy ra un > 0 vîi ∀n ∈ N

∗. L§y logarit theo cì sè ehai v¸ cõa ph÷ìng tr¼nh (2.14) ta �÷ñc
lnun+1 = ln g(n) + k. lnun. (2.15)�°t vn = lnun, khi �â (2.15) câ d¤ng

vn+1 − kvn = ln g(n). (2.16)Ta l¤i �°t vn = kn−1yn, khi �â (2.16) câ d¤ng
yn+1 − yn =

ln g(n)

kn
⇒ yn = y1 +

n−1∑

i=1

ln g(i)

ki
.Tø gi£ thi¸t u1 = a > 0 ⇒ y1 = ln a. Do vªy

yn = ln a+

n−1∑

i=1

ln g(i)

ki
⇒ vn = kn−1

(
ln a+

n−1∑

i=1

ln g(i)

ki

)
.Khi �â ta câ

un = evn = e
kn−1

(
ln a+

n−1∑
i=1

ln g(i)

ki

)
.
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30V½ dö 2.12. T¼m un bi¸t r¬ng vîi ∀n ≥ 1

u1 = a > 0; un+1 =
f(n+ 1)

f k(n)
· uk

n, (2.17)trong �â f(n) > 0 vîi ∀n ∈ N
∗; k ∈ N

∗.B i gi£i. Tø (2.17) ta câ
un+1

f(n+ 1)
=

uk
n

f k(n)
. (2.18)�°t vn =

un

f(n)
, khi �â (2.18) câ d¤ng

vn+1 = vk
n. (2.19)Ta l¤i �°t yn = ln vn, khi �â (2.19) câ d¤ng

yn+1 = kyn ⇒ yn = C.kn, (vîi C l  h¬ng sè).Do u1 = a⇒ v1 =
a

f(1)
⇒ y1 = ln

a

f(1)
= C.k. Tø �â ta câ

yn = kn−1 ln
a

f(1)
⇒ vn = e

kn−1 ln
a

f(1) =
( a

f(1)

)kn−1

.Vªy cuèi còng ta câ
un =

( a

f(1)

)kn−1

.f(n).

2.3 Ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nh c§p hai vîi h» sèh¬ng sè2.3.1 �ành ngh¾aPh÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nh c§p hai vîi h» sè h¬ng sè l  ph÷ìng tr¼nhsai ph¥n câ d¤ng
aun+2 + bun+1 + cun = f(n) ho°c un+2 = pun+1 + qun + f(n) (2.20)
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31trong �â a, b, c, p, q l  c¡c h¬ng sè; a 6= 0, c 6= 0, q 6= 0, f(n) l  biºu thùc cõa ncho tr÷îc.N¸u f(n) = 0 ph÷ìng tr¼nh (2.20) câ d¤ng
aun+2 + bun+1 + cun = 0 ho°c un+2 = pun+1 + qun (2.21)�÷ñc gåi l  ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nh c§p hai thu¦n nh§t t÷ìng ùngvîi ph÷ìng tr¼nh (2.20).N¸u f(n) 6= 0 ph÷ìng tr¼nh (2.20) �÷ñc gåi l  ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸nt½nh c§p hai khæng thu¦n nh§t.2.3.2 Nghi»mNghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh (2.20) câ d¤ng:

un = ũn + u∗ntrong �â:
ũn l  nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nh thu¦n nh§t

(2.21).
u∗n l  mët nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nh khæng thu¦nnh§t (2.20).Sau �¥y ta s³ n¶u ra c¡ch gi£i ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nh thu¦n nh§t

(2.21).Ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng cõa (2.21) l :
aλ2 + bλ+ c = 0 hay λ2 = pλ+ q. (2.22)Tr÷íng hñp 1. N¸u ph÷ìng tr¼nh (2.22) câ hai nghi»m thüc ph¥n bi»t λ1; λ2th¼ ũn = Aλn

1 +Bλn
2 , trong �â A;B l  hai h¬ng sè.Tr÷íng hñp 2. N¸u ph÷ìng tr¼nh (2.22) câ nghi»m thüc k²p λ1 = λ2 = λ th¼

ũn = (A+ Bn)λn, trong �â A;B l  hai h¬ng sè.
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32Chùng minh. Do λ1 = λ2 = λ l  sè thüc n¶n xn = λn l  mët nghi»m cõaph÷ìng tr¼nh (2.21). Ta �i t¼m nghi»m thù hai d÷îi d¤ng yn = vnλ
n. Thay

yn = vnλ
n v o ph÷ìng tr¼nh (2.21) ta �÷ñc

avn+2λ
n+2 + bvn+1λ

n+1 + cvnλ
n = 0.Tø �ành ngh¾a ta câ c 6= 0 n¶n tø ph÷ìng tr¼nh (2.22) suy ra λ 6= 0. V¼ vªy tavi¸t l¤i ph÷ìng tr¼nh tr¶n d÷îi d¤ng:

vn+2λ
2 +

b

a
vn+1λ+

c

a
vn = 0. (2.23)Theo �ành lþ Vi±te, tø ph÷ìng tr¼nh (2.22) ta câ





λ1 + λ2 = 2λ = − b
a

λ1.λ2 = λ2 =
c

aKhi �â ph÷ìng tr¼nh (2.23) câ d¤ng λ2vn+2 − 2λ2vn+1 + λ2vn = 0.Hay
vn+2 + vn = 2vn+1.Do �â (vn) l  c§p sè cëng tuý þ, �º �ìn gi£n ta l§y (vn) = (n);n ∈ N.Khi �â yn = nλn, m°t kh¡c yn

xn

= n, suy ra xn; yn �ëc lªp tuy¸n t½nh.Do vªy
ũn = (A+ Bn)λn.

Tr÷íng hñp 3.N¸u ph÷ìng tr¼nh (2.22) câ nghi»m phùc λ = x+ iy = r(cosϕ + i sinϕ),vîi i2 = −1; r = |λ| =
√
x2 + y2; tanϕ =

y

x
;ϕ ∈ (−π

2
;
π

2
) th¼ ph÷ìng tr¼nh

(2.22) cán câ nghi»m phùc li¶n hñp λ = x − iy = r(cosϕ − i sinϕ). Khi �â
ũn = rn(A cosnϕ+ B sinnϕ), vîi A;B l  c¡c h¬ng sè.Chùng minh. N¸u ph÷ìng tr¼nh (2.22) câ nghi»m phùc λ = x+ iy th¼ λn s³ l nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh(2.21). Theo cæng thùc Moivre ta câ

λn = rn(cosnϕ+ i sinnϕ) = xn,
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33
λn = rn(cosnϕ− i sinnϕ) = yn.Suy ra Axn +Byn công l  nghi»m.L§y A = B =

1

2
ta câ 1

2
xn +

1

2
yn = rn cosnϕ.L§y A =

1

2i
;B = − 1

2i
ta câ 1

2i
xn −

1

2i
yn = rn sinnϕ.M°t kh¡c rn cosnϕ

rn sinnϕ
= cotnϕ 6= const(ϕ 6= kπ), n¶n rn cosnϕ; rn sinnϕ l  hainghi»m �ëc lªp tuy¸n t½nh. Do vªy nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh (2.21)l 

ũn = rn(A cosnϕ+B sinnϕ), vîi A;B l  c¡c h¬ng sè.
2.3.3 Mët sè ph÷ìng ph¡p t¼m nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh saiph¥n tuy¸n t½nh c§p hai khæng thu¦n nh§tPh÷ìng ph¡p h» sè b§t �ànhNëi dung sau �¥y tr¼nh b y c¡ch t¼m nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh sai ph¥ntuy¸n t½nh c§p 2 khæng thu¦n nh§t (2.20) khi v¸ ph£i f(n) câ d¤ng �°c bi»t.Tr÷íng hñp 1.

f(n) = Pm(n) l  �a thùc bªc m �èi vîi n.Khi �â:- N¸u ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng (2.22) khæng câ nghi»m λ = 1 th¼ ta chån
u∗n = Qm(n) công l  �a thùc bªc m �èi vîi n.- N¸u ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng (2.22) câ nghi»m �ìn λ = 1 th¼ ta chån
u∗n = nQm(n) công l  �a thùc bªc m �èi vîi n.- N¸u ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng (2.22) câ nghi»m k²p λ = 1 th¼ ta chån
u∗n = n2Qm(n) công l  �a thùc bªc m �èi vîi n.Chùng minh. Ta �i t¼m nghi»m ri¶ng u∗n = Q(n). Khi �â Q(n+ 2);Q(n+ 1);

Q(n) l  c¡c �a thùc câ h» sè cõa h¤ng tû bªc cao nh§t b¬ng nhau.
Số hóa bởi Trung tâm Học liệu - Đại học Thái Nguyên                 http://www.lrc-tnu.edu.vn



34- Do ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng (2.22) khæng câ nghi»m λ = 1 tùc l  λ1 6=
1;λ2 6= 1 n¶n 1 − p− q 6= 0. Suy ra

deg(Q(n+ 2) − pQ(n+ 1) − qQ(n)) = degQ(n).M°t kh¡c Q(n+2)−pQ(n+1)−qQ(n) = f(n), n¶n degQ(n) = deg f(n) = m.Do vªy u∗n = Qm(n).- Do ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng (2.22) câ nghi»m �ìn λ = 1 n¶n 1−p− q = 0.Ta �i t¼m nghi»m ri¶ng u∗n = R(n), trong �â R(n) l  �a thùc m  bªc s³ �÷ñcx¡c �ành ð ph¦n sau. Ta câ R(n + 2);R(n+ 1);R(n) l  c¡c �a thùc câ h» sècõa h¤ng tû bªc cao nh§t b¬ng nhau m  1 − p− q = 0 suy ra
deg(R(n+ 2) − pR(n+ 1) − qR(n)) = degR(n) − 1 = deg f(n).Suy ra R(n) l  �a thùc bªc m+ 1, do �â ta chån u∗n = R(n) = nQm(n), trong�â Qm(n) l  �a thùc bªc m �èi vîi n.- Do ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng (2.22) câ nghi»m k²p λ = 1 n¶n ta câ

{
1 − p− q = 0

q = −1
⇔

{
p = 2

q = −1Ta �i t¼m u∗n = R(n) l  nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh (2.21) n¶n khi �â ta câ
f(n) = R(n+ 2) − pR(n+ 1) − qR(n) = R(n+ 2) − 2R(n+ 1) + R(n)

= R(n+ 2) −R(n+ 1) − [R(n+ 1) −R(n)] = ∆R(n+ 1) − ∆R(n)

= ∆2R(n).Suy ra degR(n) = deg f(n) + 2.Vªy n¶n u∗n = R(n) = n2Qm(n), trong �â Qm(n) l  �a thùc bªc m �èi vîi
n.Tr÷íng hñp 2.

f(n) = Pm(n).βn (β 6= 0),trong �â Pm(n) l  �a thùc bªc m �èi vîi n. Khi �â:
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35- N¸u β khæng ph£i l  nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng (2.22) th¼ tachån u∗n = Qm(n).βn.- N¸u β l  mët nghi»m �ìn cõa ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng (2.22) th¼ ta chån
u∗n = n.Qm(n).βn.- N¸u β l  nghi»m k²p cõa ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng (2.22) th¼ ta chån u∗n =

n2.Qm(n).βn.Chùng minh. X²t ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n
un+2 = pun+1 + qun + Pm(n).βn (β 6= 0). (2.24)Chia c£ hai v¸ cõa ph÷ìng tr¼nh (2.24) cho βn ta �÷ñc

β2un+2

βn+2
− pβ

un+1

βn+1
− q

un

βn
= Pm(n).�°t vn =

un

βn
, khi �â ph÷ìng tr¼nh tr¶n �÷ñc vi¸t d÷îi d¤ng

β2vn+2 − pβvn+1 − qvn = Pm(n). (2.25)Ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng cõa (2.25) l 
β2t2 − pβt− q = 0 (2.26)vîi ∆1 = β2(p2 + 4q) = β2.∆ trong �â ∆ = p2 + 4q l  bi»t thùc cõa ph÷ìngtr¼nh (2.22).- N¸u β khæng l  nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng (2.22) tùc l  β2 −

pβ − q 6= 0 th¼ ph÷ìng tr¼nh (2.26) khæng câ nghi»m t = 1. Khi �â ta chånmët nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh (2.25) l : v∗n = Qm(n), trong �â Qm(n) l �a thùc bªc m �èi vîi n. Vªy u∗n = Qm(n).βn.- N¸u β l  mët nghi»m �ìn cõa ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng (2.22) th¼ ta câ
{

∆ > 0

β2 − pβ − q = 0
⇔

{
∆1 > 0

β2 − pβ − q = 0Hay t = 1 l  mët nghi»m �ìn cõa ph÷ìng tr¼nh (2.26), khi �â ta chån mëtnghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh (2.25) l  v∗n = nQm(n).Vªy u∗n = n.Qm(n).βn, trong �â Qm(n) l  �a thùc bªc m �èi vîi n.
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36- N¸u β l  mët nghi»m k²p cõa ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng (2.22) th¼ ta câ
{

∆ = 0

β2 − pβ − q = 0
⇔

{
∆1 = 0

β2 − pβ − q = 0Hay t = 1 l  nghi»m k²p cõa ph÷ìng tr¼nh (2.26), khi �â ta chån mët nghi»mri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh (2.25) l  v∗n = n2Qm(n).Vªy u∗n = n2.Qm(n).βn, trong �â Qm(n) l  �a thùc bªc m �èi vîi n.Tr÷íng hñp 3.
f(n) = Pm(n) cosnβ +Ql(n) sinnβ.trong �â Pm(n);Ql(n) l¦n l÷ñt l  c¡c �a thùc bªc m, l �èi vîi n. K½ hi»u

k = max{m; l}. Khi �â- N¸u cosβ± i sinβ khæng l  nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng (2.22) th¼ta chån
u∗n = Tk(n) cosnβ + Rk(n) sinnβ,trong �â Tk(n);Rk(n) l  c¡c �a thùc bªc k �èi vîi n.- N¸u cosβ±i sin β l  nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng (2.22) th¼ ta chån
u∗n = n[Tk(n) cosnβ +Rk(n) sinnβ],trong �â Tk(n);Rk(n) l  c¡c �a thùc bªc k �èi vîi n.Chóng minh. Xem [4].Mð rëng.

f(n) = αn[Pm(n) cosnβ +Ql(n) sinnβ] (α 6= 0).Khi �â- N¸u α.e±iβ = α(cosβ ± i sinβ) khæng l  nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh �°ctr÷ng (2.22) th¼ ta chån
u∗n = αn[Tk(n) cosnβ +Rk(n) sinnβ],trong �â Tk(n);Rk(n) l  c¡c �a thùc bªc k �èi vîi n.
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37- N¸u α.e±iβ = α(cosβ ± i sin β) l  nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng
(2.22) th¼ ta chån

u∗n = n.αn[Tk(n) cosnβ +Rk(n) sinnβ],trong �â Tk(n);Rk(n) l  c¡c �a thùc bªc k �èi vîi n, k = max{m; l}.Chùng minh. X²t ph÷ìng tr¼nh
un+2 − pun+1 − qun = αn[Pm(n) cosnβ +Ql(n) sinnβ].Do α 6= 0, ta chia c£ hai v¸ cõa ph÷ìng tr¼nh tr¶n cho αn ta câ
α2
un+2

αn+2
− pα

un+1

αn+1
− q

un

αn
= Pm(n) cosnβ +Ql(n) sinnβ.�°t vn =

un

αn
, khi �â ta vi¸t l¤i ph÷ìng tr¼nh nh÷ sau
α2vn+2 − pαvn − qvn = Pm(n) cosnβ +Ql(n) sinnβ. (2.27)Ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng cõa (2.27) câ d¤ng

α2t2 − pαt− q = 0. (2.28)- N¸u e±iβ = cosβ ± i sinβ khæng l  nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh (2.28) th¼
α.e±iβ = α(cosβ ± i sin β) khæng l  nghi»m cõa (2.22). Theo k¸t qu£ tr¶n tacâ v∗n = Tk(n) cosnβ + Rk(n) sinnβ.Vªy u∗n = αn[Tk(n) cosnβ + Rk(n) sinnβ].- N¸u e±iβ = cosβ ± i sin β l  nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh (2.28) th¼ α.e±iβ =

α(cosβ±i sinβ) l  nghi»m cõa (2.22). Theo k¸t qu£ tr¶n ta câ v∗n = n[Tk(n) cosnβ+

Rk(n) sinnβ].Vªy u∗n = nαn[Tk(n) cosnβ + Rk(n) sinnβ].Tr÷íng hñp 4.
f(n) =

m∑

k=1

fk(n)Khi �â ta chån nghi»m ri¶ng u∗n d÷îi d¤ng: u∗n =
m∑

k=1

u∗nk, trong �â u∗nk t÷ìngùng l  nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n (2.21) vîi v¸ ph£i l  fk(n) v �÷ñc t¼m theo mët trong c¡c tr÷íng hñp tr¶n.
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38V½ dö 2.13. T¼m mët nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n
un+2 − 4un+1 + 4un = 2n+3. (2.29)B i gi£i. Ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng cõa (2.29) l : λ2−4λ+4 = 0. Ph÷ìng tr¼nhn y câ nghi»m k²p λ = 2.Ta chån mët nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh (2.29) l  u∗n = n2.a.2n. Thay

u∗n = n2.a.2n v o ph÷ìng tr¼nh (2.29) ta �÷ñc
4a(n+ 2)2 − 8a(n+ 1)2 + 4n2a = 8.Cho n = 1 ta �÷ñc a = 1. Vªy u∗n = n2.2n.V½ dö 2.14. Gi£i ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n sau �¥y

{
u0 = 2; u1 = 1

un+2 − un+1 − 2un = −(3n+ 2) cos
nπ

2
+ (n+ 1) sin

nπ

2
.

(2.30)B i gi£i.Ta câ Pm(n) = −(3n+ 2);Ql(n) = n+ 1; β =
π

2
.Ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng cõa (2.30) câ d¤ng λ2 − λ− 2 = 0. Ph÷ìng tr¼nh n ycâ nghi»m λ = 2;λ = −1.Nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t l : ũn = A.(−1)n + B.2n.Ta th§y cos

π

2
± i sin

π

2
= ±i khæng l  nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng cõa

(2.30) n¶n
u∗n = (an+ b) cos

nπ

2
+ (cn+ d) sin

nπ

2
.Thay u∗n v o ph÷ìng tr¼nh (2.30), rót gån v  so s¡nh c¡c h» sè ta �÷ñc

a = 1; b = c = d = 0 ⇒ u∗n = n cos
nπ

2
.Ph÷ìng tr¼nh (2.30) câ nghi»m têng qu¡t l :

un = A.(−1)n +B.2n + n cos
nπ

2
.Do gi£ thi¸t

{
u0 = 2

u1 = 1
⇔

{
A+ B = 2

−A+ 2B = 1
⇔

{
A = 1

B = 1
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39Vªy ph÷ìng tr¼nh �¢ cho câ nghi»m
un = (−1)n + 2n + n. cos

nπ

2
.Ph÷ìng ph¡p bi¸n thi¶n h¬ng sèX²t ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n (2.20):

un+2 = pun+1 + qun + f(n),v  ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t t÷ìng ùng (2.21)

un+2 = pun+1 + qun.Gi£ sû un, vn l  hai nghi»m �ëc lªp tuy¸n t½nh cõa ph÷ìng tr¼nh (2.21), khi �âph÷ìng tr¼nh (2.21) câ nghi»m têng qu¡t l  ũn = Aun + Bvn, trong �â A,Bl  hai h¬ng sè. �º t¼m nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh (2.20) ta coi A,B bi¸nthi¶n theo n v  �i t¼m u∗n d÷îi d¤ng
u∗n = Anun + Bnvn.

• N¸u λ1; λ2 (λ1 6= λ2) l  hai nghi»m ph¥n bi»t cõa ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng
(2.22) th¼ hai nghi»m �ëc lªp tuy¸n t½nh cõa ph÷ìng tr¼nh (2.21) l  un =

λn
1 , vn = λn

2 . Ta �i t¼m nghi»m ri¶ng u∗n d÷îi d¤ng
u∗n = Anλ

n
1 + Bnλ

n
2 .Tø ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng λ2 − pλ− q = 0 ta câ




λ1 + λ2 = p

λ1.λ2 = −q.Thay u∗n = Anλ
n
1 + Bnλ

n
2 v o ph÷ìng tr¼nh (2.20) ta �÷ñc

An+2λ
n+2

1 +Bn+2λ
n+2

2 − p[An+1λ
n+1

1 +Bn+1λ
n+1

2 ]− q[Anλ
n
1 +Bnλ

n
2 ] = f(n)

⇔ An+2λ
n+2
1 +Bn+2λ

n+2
2 − (λ1 + λ2)[An+1λ

n+1
1 + Bn+1λ

n+1
2 ]

+ λ1.λ2[Anλ
n
1 + Bnλ

n
2 ] = f(n)
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⇔ λn+2

1 (An+2 − An+1) + λn+2

2 (Bn+2 −Bn+1)

− λn+1

1 λ2(An+1 − An) − λ1λ
n+1

2 (Bn+1 −Bn) = f(n)

⇔ λn+2
1 ∆An+1 + λn+2

2 ∆Bn+1 − λn+1
1 λ2∆An − λ1λ

n+1
2 ∆Bn = f(n)

⇔ λn+2
1 ∆An+1 − λn+2

1 ∆An + λn+2
1 ∆An − λn+1

1 λ2∆An

+ λn+2
2 ∆Bn+1 − λn+2

2 ∆Bn + λn+2
2 ∆Bn − λ1λ

n+1
2 ∆Bn = f(n)

⇔ λn+2

1 ∆2An+λ
n+1

1 ∆An(λ1−λ2)+λ
n+2

2 ∆2Bn+λ
n+1

2 ∆Bn(λ2−λ1) = f(n)Theo cæng thùc sai ph¥n tøng ph¦n th¼ ph÷ìng tr¼nh tr¶n câ thº vi¸t l¤inh÷ sau:
∆(∆Anλ

n+1
1 ) − ∆(λn+1

1 )∆(An) + λn+1
1 ∆An(λ1 − λ2)

+ ∆(∆Bnλ
n+1

2 ) − ∆(λn+1

2 )∆(Bn) + λn+1

2 ∆Bn(λ2 − λ1) = f(n)

Hay ∆(∆Anλ
n+1

1 + ∆Bnλ
n+1

2 ) + (λn+1

1 ∆An + λn+1

2 ∆Bn)

− λn+1

1 λ2∆An − λn+1

2 λ1∆Bn = f(n).�º ph÷ìng tr¼nh tr¶n �÷ñc tho£ m¢n ta ph£i câ




λn+1

1
∆An + λn+1

2
∆Bn = 0

−λn+1

1
λ2∆An − λn+1

2
λ1∆Bn = f(n).Gi£i h» ph÷ìng tr¼nh tr¶n ta �÷ñc





∆An =
−f(n)

λn+1

1
(λ2 − λ1)

∆Bn =
f(n)

λn+1

2 (λ2 − λ1)
.Tø �â ta t¼m �÷ñc An, Bn v  u∗n = An.λ

n
1 +Bn.λ

n
2 .
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• N¸u λ1 = λ2 = λ l  nghi»m k²p cõa ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng (2.22) th¼hai nghi»m �ëc lªp tuy¸n t½nh cõa ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t (2.21) l 
un = λn, vn = nλn. Khi �â





∆An =
−(n+ 1)f(n)

λn+2

∆Bn =
f(n)

λn+2
.

• N¸u λ = r(cosϕ + i sinϕ) l  nghi»m phùc cõa ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng
(2.22) th¼ hai nghi»m �ëc lªp tuy¸n t½nh cõa ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t
(2.21) l  un = rn cosnϕ, vn = rn sinnϕ. Khi �â





∆An =
−f(n) sin(n+ 1)ϕ

rn+2 sinϕ

∆Bn =
f(n) cos(n+ 1)ϕ

rn+2 sinϕ
.V½ dö 2.15. T¼m mët nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh sau b¬ng ph÷ìng ph¡pbi¸n thi¶n h¬ng sè

un+2 − 2un+1 − 3un = 3n+1. (2.31)B i gi£i. Ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng cõa (2.31) l  λ2 − 2λ− 3 = 0. Ph÷ìng tr¼nhn y câ c¡c nghi»m l  λ1 = −1;λ2 = 3. Theo k¸t qu£ n¶u tr¶n ta câ
∆An =

−f(n)

λn+1

1
(λ2 − λ1)

= −1

4
(−3)n+1 = ∆

1

16
(−3)n+1 ⇒ An =

1

16
(−3)n+1

∆Bn =
f(n)

λn+1

2
(λ2 − λ1)

=
1

4
= ∆

1

4
n⇒ Bn =

1

4
n.Vªy u∗n =

3n

4
(n− 3

4
).V½ dö 2.16. T¼m mët nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh sau b¬ng ph÷ìng ph¡pbi¸n thi¶n h¬ng sè

un+2 − un+1 + un = 3.2n. (2.32)B i gi£i.Ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng cõa (2.32) l  λ2 − λ + 1 = 0. Ph÷ìng tr¼nhn y câ c¡c nghi»m l  λ =
1 ± i

√
3

2
= cos

π

3
± i sin

π

3
. Theo k¸t qu£ n¶u tr¶n ta
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42câ
∆An = −

√
3.2n+1 sin(n+ 1)

π

3
= ∆

[
2n(cos

nπ

3
−
√

3 sin
nπ

3
)
]

= ∆
(
2n+1 cos

(n+ 1)π

3

)

⇒ An = 2n+1 cos
(n+ 1)π

3
.

∆Bn =
√

3.2n+1 cos(n+ 1)
π

3
= ∆

[
2n(

√
3 cos

nπ

3
+ sin

nπ

3
)
]

= ∆
(
2n+1 sin

(n+ 1)π

3

)

⇒ Bn = 2n+1 sin
(n+ 1)π

3
.Vªy u∗n = 2n+1

[
cos

(n+ 1)π

3
· cos

nπ

3
+ sin

(n+ 1)π

3
· sin nπ

3

]
= 2n.2.4 Ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nh c§p hai vîi h» sèbi¸n thi¶n�ành ngh¾a 2.2. Ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nh c§p hai vîi h» sè bi¸nthi¶n l  ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n câ d¤ng

a(n)un+2 + b(n)un+1 + c(n)un = f(n) ho°c un+2 = p(n)un+1 + q(n)un + f(n)trong �â a(n) 6= 0, c(n) 6= 0, q(n) 6= 0 v  a(n), b(n), c(n), p(n), q(n), f(n) l c¡c h m sè cõa n.Trong möc n y ta x²t ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nh c§p hai vîi h» sèbi¸n thi¶n d¤ng
un+2 = p(n)un+1 + q(n)un + f(n) (2.33)trong �â q(n) 6= 0 v  p(n), q(n), f(n) l  c¡c h m sè cõa n.�ành l½ 2.2. Nghi»m têng qu¡t un cõa ph÷ìng tr¼nh (2.33) câ d¤ng:

un = ũn + u∗n
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43trong �â:
ũn l  nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nh thu¦n nh§tt÷ìng ùng: un+2 = p(n)un+1 + q(n)un.
u∗n l  mët nghi»m ri¶ng tuý þ cõa ph÷ìng tr¼nh (2.33).V½ dö 2.17. Gi£i ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n sau
(1 +

1

2n
− 1

2n2
)un+1 − 2un + (1 − 1

2n
− 1

2n2
)un−1 =

4n2 − 1

2n2
· 3n (2.34)B i gi£i. Ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t t÷ìng ùng vîi ph÷ìng tr¼nh (2.34) câ hainghi»m �ëc lªp tuy¸n t½nh l  un = n; vn = − 1

2n
, n¶n ũn = An−B

1

2n
· �º t¼mnghi»m ri¶ng u∗n, ta t¼m u∗n = An · n−Bn ·

1

2n
. Theo k¸t qu£ cõa ph÷ìng ph¡pbi¸n thi¶n h¬ng sè ta câ:

∆An−1 =
2n2

4n2 − 1
· 4n2 − 1

2n2
· 3n = 3n = ∆

3n

2
⇒ An =

3

2
· 3n.

∆Bn−1 =
4n4

4n2 − 1
· 4n2 − 1

2n2
· 3n = 2n2 · 3n ⇒ Bn = (n2 − n+ 1)3n+1.Vªy u∗n =

3

2
n · 3n − (n2 − n+ 1)

3n+1

2n
=

3n+1

2
· n− 1

n
.Thû l¤i: Ta câ

(1 +
1

2n
− 1

2n2
)un+1 − 2un + (1 − 1

2n
− 1

2n2
)un−1

=
(n+ 1)(2n− 1)

2n2
· 3n+2

2
· n

n+ 1
− 2

3n+1

2
· n− 1

n
+

(n− 1)(2n+ 1)

2n2
· 3n

2
· n− 2

n− 1

=
4n2 − 1

2n2
· 3n.Do �â nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh (2.34) l :

un = An− B
1

2n
+

3n+1

2
· n− 1

ntrong �â A,B l  c¡c h¬ng sè tuý þ.Trong nhi·u tr÷íng hñp ta câ thº bi¸n �êi �º �÷a ph÷ìng tr¼nh sai ph¥nvîi h» sè bi¸n thi¶n v· ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n vîi h» sè h¬ng sè.
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44V½ dö 2.18. Gi£i ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n sau
{ u1 = 0; u2 = −3;n = 1, 2, · · ·

un+2 − 3
(n+ 2)2

(n+ 1)(n+ 3)
un+1 + 2

(n+ 1)(n+ 2)

n(n+ 3)
un =

n(n+ 2)

n+ 3

(2.35)
B i gi£i. Chia c£ hai v¸ cõa ph÷ìng tr¼nh (2.35) cho n+ 2

n+ 3
ta �÷ñc

n+ 3

n+ 2
un+2 − 3

n+ 2

n+ 1
un+1 + 2

n+ 1

n
un = n.�°t vn =

n+ 1

n
un, ta �÷ñc

{
v1 = 0; v2 = −9

2
;n = 1, 2, · · ·

vn+2 − 3vn+1 + 2vn = n
(2.36)Ph÷ìng tr¼nh (2.36) l  ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n vîi h» sè h¬ng sè, gi£i ph÷ìngtr¼nh n y ta �÷ñc

vn =
7

2
− 5

4
· 2n − 1

2
n(n+ 1).Vªy

un =
n

n+ 1

[7

2
− 5

4
· 2n − 1

2
n(n+ 1)

]
.
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Ch÷ìng 3
Mët v i ùng döng cõa ph÷ìng tr¼nhsai ph¥n tuy¸n t½nh trong gi£i to¡nphê thæng
3.1 B i to¡n x¡c �ành sè h¤ng têng qu¡t cõa d¢y sèB i to¡n x¡c �ành sè h¤ng têng qu¡t cõa d¢y sè �÷ñc cho bði h» thùc truyhçi l  mët b i to¡n th÷íng g°p ð ch÷ìng tr¼nh phê thæng. B i to¡n têng qu¡t�÷ñc ph¡t biºu nh÷ sau: X¡c �ành sè h¤ng têng qu¡t cõa d¢y sè (un) (theoquy luªt �a thùc) �÷ñc cho bði h» thùc truy hçi

{
u1 = α1; u2 = α2 ; · · · ; uk = αk

f(xn+k; xn+k−1; · · ·; xn+1; xn;n) = 0
(3.1)trong �â α1;α2; · · ·;αk l  c¡c h¬ng sè thuëc R cho tr÷îc, cán f l  mët biºuthùc chùa k + 2 bi¸n cho tr÷îc.Thüc ch§t cõa b i to¡n n¶u tr¶n l  ta �ang x²t b i to¡n x¡c �ành h m sè

un = u(n) tho£ m¢n ph÷ìng tr¼nh (3.1) vîi c¡c �i·u ki»n ban �¦u cho tr÷îc.V¼ lþ do �â, �æi khi ta công gåi b i to¡n x¡c �ành d¢y sè �÷ñc cho bði h» thùctruy hçi (3.1) l  b i to¡n gi£i ph÷ìng tr¼nh (3.1).Trong c¡c v½ dö ð ch÷ìng 2 ta �¢ dòng lþ thuy¸t cõa ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n
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46tuy¸n t½nh �º gi£i b i to¡n n¶u tr¶n khi cæng thùc truy hçi l  mët biºu thùctuy¸n t½nh vîi h» sè h¬ng sè ho°c h» sè bi¸n thi¶n. Trong möc n y ta ti¸p töc�· cªp �¸n d¤ng to¡n n¶u tr¶n v  khi cæng thùc truy hçi l  mët h» biºu thùctuy¸n t½nh, cæng thùc truy hçi câ d¤ng ph¥n tuy¸n t½nh vîi h» sè h¬ng.3.1.1 X¡c �ành sè h¤ng têng qu¡t cõa d¢y sè khi cæng thùc truyhçi l  biºu thùc tuy¸n t½nhV½ dö 3.1. T¼m sè h¤ng têng qu¡t cõa d¢y sè (un) tho£ m¢n
{
u0 = α

un+1 = qun + p (p, q ∈ R).
(3.2)B i gi£i- N¸u q = 1 th¼ (un) l  c§p sè cëng vîi cæng sai p n¶n un = α + np.- N¸u p = 0 th¼ (un) l  c§p sè nh¥n vîi cæng bëi q n¶n un = αqn.- Ta x²t q 6= 1; p 6= 0, �°t un = vn + b (vîi b �÷ñc x¡c �ành sau), khi �â ph÷ìngtr¼nh (3.2) �÷ñc vi¸t nh÷ sau:

vn+1 + b = q(vn + b) + p.Chån b =
p

1 − q
ta �÷ñc vn+1 = qvn ⇔ vn = v0q

nVªy un =
(
α− p

1 − q

)
qn +

p

1 − q
.D¢y sè x¡c �ành trong v½ dö (3.2) �÷ñc gåi l  "d¢y sè nh¥n - cëng". C§p sècëng l  tr÷íng hñp ri¶ng cõa "d¢y sè nh¥n - cëng" khi q = 1, cán c§p sè nh¥nl  tr÷íng hñp ri¶ng cõa "d¢y sè nh¥n - cëng" khi p = 0.V½ dö 3.2. T¼m t§t c£ c¡c d¢y sè (un) tho£ m¢n un+1 = 7n − 11un v  (un) l mët d¢y sè t«ng.B i gi£i. X²t ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n

un+1 = 7n − 11un. (3.3)
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47Gi£i ph÷ìng tr¼nh (3.3) ta �÷ñc nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh n y l 
un = C(−11)n +

1

18
· 7n.V¼ (un) l  d¢y sè t«ng n¶n un+1 > un. Do �â

C(−11)n+1 +
1

18
· 7n+1 > C(−11)n +

1

18
· 7n ∀n ∈ N.Suy ra

12C(−11)n <
1

3
· 7n ∀n ∈ N. (3.4)- Vîi C > 0 th¼ (3.4) t÷ìng �÷ìng (
− 11

7

)n

<
1

36C
vîi ∀n ∈ N. Ta khængt¼m �÷ñc C tho£ m¢n �i·u n y v¼ khi n ch®n th¼ (

− 11

7

)n

→ +∞.- Vîi C < 0 th¼ (3.4) t÷ìng �÷ìng (
− 11

7

)n

>
1

36C
vîi ∀n ∈ N. Ta khængt¼m �÷ñc C tho£ m¢n �i·u n y v¼ khi n l´ th¼ (

− 11

7

)n

→ −∞.- Vîi C = 0 th¼ un =
1

18
· 7n l  d¢y sè t«ng.Vªy d¢y sè c¦n t¼m câ un �÷ñc x¡c �ành l  un =

1

18
· 7n.V½ dö 3.3. (Mathematical Olympyad in China, 2004)Cho d¢y sè (un) �÷ñc x¡c �ành nh÷ sau

{
u0 = 3

(3 − un)(6 + un−1) = 18 ∀n ∈ N
∗.

(3.5)H¢y t½nh n∑
i=0

1

ui

.B i gi£i. �°t vn =
1

un

(n = 0, 1, 2, · · · ), khi �â ph÷ìng tr¼nh (3.5) câ d¤ng
(3 − 1

vn

)(6 +
1

vn−1

) = 18 ⇔ 3vn − 6vn−1 − 1 = 0.
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48Gi£i ph÷ìng tr¼nh n y (vîi �i·u ki»n ban �¦u v0 =
1

3
) ta t¼m �÷ñc vn =

1

3
(2n+1 − 1). Khi �â ta câ

n∑

i=0

1

ui

=

n∑

i=0

vi =

n∑

i=0

1

3
(2i+1 − 1) =

1

3
(2n+2 − n− 3).3.1.2 X¡c �ành sè h¤ng têng qu¡t cõa d¢y sè khi cæng thùc truyhçi l  h» biºu thùc tuy¸n t½nhB i to¡n 3.1. X¡c �ành sè h¤ng têng qu¡t cõa c¡c d¢y sè (un); (vn) tho£ m¢n





u1 = a; v1 = b

un+1 = pun + qvn (3.6a)

vn+1 = run + svn (3.6b)

(3.6)
trong �â a, b, p, q, r, s l  c¡c h¬ng sè thuëc R.B i gi£i. Tø ph÷ìng tr¼nh (3.6a) trong (3.6) thay n bði n+ 1 v  bi¸n �êi tacâ

un+2 = pun+1 + qvn+1

= pun+1 + q(run + svn)

= pun+1 + qrun + s(un+1 − pun).Suy ra un+2 − (p+ s)un+1 + (ps− qr)un = 0.Tø (3.6) ta công câ u2 = pa+ qb. Khi �â ta thu �÷ñc ph÷ìng tr¼nh
{
u1 = a; u2 = pa+ qb

un+2 − (p+ s)un+1 + (ps− qr)un = 0.Gi£i ph÷ìng tr¼nh n y ta t¼m �÷ñc un, thay un vøa t¼m �÷ñc v o ph÷ìng tr¼nh
(3.6a) cõa (3.6) ta t¼m �÷ñc vn.
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49V½ dö 3.4. T¼m un, vn thäa m¢n





u1 = −1; v1 = 2

un+1 = 2un − 8vn (3.7a)

vn+1 = 2un − 6vn (3.7b)

(3.7)
B i gi£i. Trong ph÷ìng tr¼nh (3.7a) thay n bði n + 1 ta �÷ñc ph÷ìng tr¼nh
un+2 + 4un+1 + 4un = 0, v  ta công câ u1 = −1, u2 = −18.Gi£i ph÷ìng tr¼nh n y ta �÷ñc un =

(
−5n+

11

2

)
(−2)n. Thay un vøa t¼m �÷ñcv o ph÷ìng tr¼nh (3.7a) ta �÷ñc vn =

(
− 5

2
n+

3

2

)
(−2)n. Vªy ta t¼m �÷ñc un, vnthäa m¢n h» �¢ cho l 

{
un =

(
− 5n+

11

2

)
(−2)n

vn =
(
− 5

2
n+

3

2

)
(−2)n.Ta câ thº têng qu¡t b i to¡n 3.1 nh÷ sauB i to¡n 3.2. T¼m un, vn thäa m¢n





u1 = a; v1 = b

un+1 = pun + qvn + ϕ(n)

vn+1 = run + svn + ψ(n).

(3.8)
trong �â a, b, p, q, r, s l  c¡c h¬ng sè thuëc R, ϕ(n), ψ(n) l  c¡c h m sè sì c§pcho tr÷îc.V½ dö 3.5. T¼m un, vn tho£ m¢n





u1 = 1; v1 = 1

un+1 = 4un − 2vn + 9n− 3

vn+1 = un + vn + 3n

(3.9)
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50B i gi£i. �p döng c¡ch l m nh÷ trong c¡c b i to¡n n¶u tr¶n ta t¼m �÷ñc
un; vn tho£ m¢n (3.9) l 

{
un = −2n + 2.3n − 3n

vn = −2n + 3n.3.1.3 X¡c �ành sè h¤ng têng qu¡t cõa d¢y sè khi cæng thùc truyhçi câ d¤ng ph¥n tuy¸n t½nh vîi h» sè h¬ngB i to¡n 3.3. T¼m d¢y sè (xn) tho£ m¢n c¡c �i·u ki»n sau
{ x0 = a

xn+1 =
pxn + q

rxn + s
∀n ∈ N,

(3.10)trong �â a, p, q, r, s l  c¡c h¬ng sè thuëc R.B i gi£i. Gi£ sû un, vn l  mët nghi»m cõa h» ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n




u0 = a; v0 = 1

un+1 = pun + qvn

vn+1 = run + svn,

(3.11)
th¼ xn =

un

vn

tho£ m¢n (3.10). Thªt vªy ta chùng minh b¬ng quy n¤p nh÷ sau:
x0 =

u0

v0

= a, (�óng).Gi£ sû xn =
un

vn

l  nghi»m cõa (3.10). Khi �â
xn+1 =

un+1

vn+1

=
pun + qvn

run + svn

=
p
un

vn

+ q

r
un

vn

+ s
=
pxn + q

rxn + scông l  nghi»m cõa (3.10). Vªy kh¯ng �ành tr¶n �óng vîi måi n ∈ N.Nh÷ vªy ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n d¤ng ph¥n tuy¸n t½nh (3.10) s³ �÷ñc gi£i b¬ngc¡ch lªp v  gi£i h» ph÷ìng tr¼nh (3.11).
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51V½ dö 3.6. T¼m d¢y sè (xn) tho£ m¢n c¡c �i·u ki»n sau
{ x0 = −1

xn+1 =
2xn − 3

3xn − 4
, ∀n ≥ 1.

(3.12)B i gi£i. X²t h» ph÷ìng tr¼nh





u0 = −1; v0 = 1

un+1 = 2un − 3vn

vn+1 = 3un − 4vn.Gi£i h» n y ta �÷ñc
un = (−1)n(6n− 1); vn = (−1)n(6n+ 1).Vªy nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh �¢ cho l 

xn =
un

vn

=
6n− 1

6n+ 1
.V½ dö 3.7. Cho d¢y sè (xn) tho£ m¢n c¡c �i·u ki»n sau

{ x0 = 2

xn+1 =
2xn + 1

xn + 2
∀n ∈ N.

(3.13)T¼m ph¦n nguy¶n cõa A2010 = x1 + x2 + · · · + x2010.B i gi£i. Tr÷îc h¸t ta �i t¼m xn tho£ m¢n (3.13). X²t h» ph÷ìng tr¼nh





u0 = 2; v0 = 1

un+1 = 2un + vn

vn+1 = un + 2vn.Gi£i h» n y ta �÷ñc
un =

1

2
(3n+1 + 1); vn = −1

2
(1 − 3n+1).
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52Vªy nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh (3.13) l 
xn =

un

vn

=
3n+1 + 1

3n+1 − 1
= 1 +

2

3n+1 − 1
.Ta câ

A2010 =

2010∑

i=1

(
1 +

2

3i+1 − 1

)
= 2010 + 2

2010∑

i=1

1

3i+1 − 1
.Suy ra

2010 < A2010 < 2010 + 2
2010∑

i=1

1

3i
< 2011.Vªy [A] = 2010.Tr¶n �¥y ta vøa x²t b i to¡n x¡c �ành sè h¤ng têng qu¡t cõa d¢y sè khicæng thùc truy hçi l  biºu thùc câ d¤ng ph¥n tuy¸n t½nh, tuy nhi¶n tr¶n thüct¸ nhi·u b i tªp d nh cho håc sinh giäi trong ch÷ìng tr¼nh to¡n bªc phê thængta cán g°p c¡c b i to¡n m  trong �â cæng thùc truy hçi ð d¤ng phi tuy¸n. Sau�¥y l  mët sè b i to¡n ð d¤ng �â v  c¡ch gi£i.B i to¡n 3.4. T¼m xn tho£ m¢n

x1 = a; xn+1 =
x2

n + d

2xn

, n ∈ N
∗. (3.14)B i gi£iKhi d = 0 ta câ xn+1 =

1

2
xn v  xn =

(1

2

)n−1

a.Ta x²t tr÷íng hñp d > 0. Gi£ sû un, vn l  mët nghi»m cõa h» ph÷ìng tr¼nhsai ph¥n 



u1 = a; v1 = 1

un+1 = u2
n + dv2

n

vn+1 = 2unvn

(3.15)th¼ xn =
un

vn

l  nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh (3.14). Thªt vªy, ta chùng minh b¬ngquy n¤p nh÷ sau:
x1 =

u1

v1

= a (�óng).
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53Gi£ sû xn =
un

vn

l  nghi»m cõa (3.14). Khi �â
xn+1 =

un+1

vn+1

=
u2

n + dv2
n

2unvn

=

u2
n

v2
n

+ d

2
un

vn

=
x2

n + d

2xncông l  nghi»m cõa (3.14).Vªy �º gi£i ph÷ìng tr¼nh (3.14) ta c¦n gi£i h» (3.15). Ta câ




u1 = a, v1 = 1

un+1 = u2
n + dv2

n (3.16a)
√
dvn+1 = 2

√
dunvn (3.16b).

(3.16)Cëng v¸ vîi v¸ cõa ph÷ìng tr¼nh (3.16a) v  ph÷ìng tr¼nh (3.16b) trong h»
(3.16), ta thu �÷ñc

un+1 +
√
dvn+1 = (un +

√
dvn)

2.Do �â
un+1 +

√
dvn+1 = (u1 +

√
dv1)

2
n

= (a+
√
d)2

n
.T÷ìng tü trø v¸ vîi v¸ cõa ph÷ìng tr¼nh (3.16a) v  ph÷ìng tr¼nh (3.16b) trongh» (3.16), ta công thu �÷ñc

un+1 −
√
dvn+1 = (u1 −

√
dv1)

2
n

= (a−
√
d)2

n
.Khi �â ta câ

{ un+1 =
1

2

[
(a+

√
d)2

n
+ (a−

√
d)2

n]

vn+1 =
1

2
√
d

[
(a+

√
d)2

n − (a−
√
d)2

n]
.

(3.17)Do xn =
un

vn

, n¶n tø (3.17) ta câ
xn =

√
d
[
(a+

√
d)2

n−1
+ (a−

√
d)2

n−1]

(a+
√
d)2

n−1 − (a−
√
d)2

n−1
.Thû l¤i b¬ng quy n¤p ta th§y k¸t qu£ t¼m �÷ñc tho£ m¢n (3.14).
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54X²t tr÷íng hñp d < 0. �°t d = −q, (q > 0). Gi£ sû un, vn l  mët nghi»mcõa h» ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n




u1 = a; v1 = 1

un+1 = u2
n − qv2

n

vn+1 = 2unvn

(3.18)th¼ xn =
un

vn

l  nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh (3.14). T÷ìng tü nh÷ tr¶n ta câ thºchùng minh �i·u n y b¬ng ph÷ìng ph¡p quy n¤p to¡n håc.Vªy �º gi£i ph÷ìng tr¼nh (3.14) ta �i gi£i h» (3.18). Ta câ




u1 = a, v1 = 1

un+1 = u2
n − qv2

n

i
√
qvn+1 = 2i

√
qunvn.

(3.19)
�èi vîi h» (3.19) ¡p döng c¡ch l m t÷ìng tü nh÷ vîi h» (3.16) ta thu �÷ñc

{ un+1 =
1

2

[
(a+ i

√
q)2n

+ (a− i
√
q)2n]

vn+1 =
1

2i
√
q

[
(a+ i

√
q)2n − (a− i

√
q)2n]

.Do xn =
un

vn

, n¶n tø h» tr¶n ta câ
xn =

i
√
q
[
(a+ i

√
q)2n−1

+ (a− i
√
q)2n−1

]

(a+ i
√
q)2n−1 − (a− i

√
q)2n−1

.Thû l¤i b¬ng quy n¤p ta th§y k¸t qu£ t¼m �÷ñc tho£ m¢n (3.14).B i to¡n 3.5. T¼m xn tho£ m¢n
x1 = a; xn+1 =

2xn

1 + dx2
n

, n ∈ N
∗. (3.20)B i gi£i.Khi d = 0 ta câ xn+1 = 2xn v  xn = 2n−1a.
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55Ta x²t tr÷íng hñp d > 0. Gi£ sû un, vn l  mët nghi»m cõa h» ph÷ìng tr¼nhsai ph¥n 



u1 = 1; v1 = a

un+1 = u2
n + dv2

n

vn+1 = 2unvn

(3.21)th¼ xn =
un

vn

l  nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh (3.20) (t÷ìng tü b i to¡n (3.4) tacâ thº chùng minh �i·u n y b¬ng ph÷ìng ph¡p quy n¤p). Vªy �º gi£i ph÷ìngtr¼nh (3.20) ta c¦n gi£i h» (3.21). Ta câ




u1 = 1, v1 = a

un+1 = u2
n + dv2

n√
dvn+1 = 2

√
dunvn.

(3.22)
�èi vîi h» (3.22) ¡p döng c¡ch l m t÷ìng tü nh÷ h» (3.16) ta thu �÷ñc

{
un+1 = (1 + a

√
d)2

n
+ (1 − a

√
d)2

n

vn+1 =
√
d
[
(1 + a

√
d)2

n − (1 − a
√
d)2

n]
.Do xn =

un

vn

, n¶n tø tr¶n ta câ
xn =

(1 + a
√
d)2

n−1
+ (1 − a

√
d)2

n−1

√
d
[
(1 + a

√
d)2

n−1 − (1 − a
√
d)2

n−1] .Thû l¤i b¬ng quy n¤p ta th§y k¸t qu£ nhªn �÷ñc tho£ m¢n (3.20).X²t tr÷íng hñp d < 0. �°t d = −q, (q > 0). Gi£ sû un, vn l  nghi»m cõa h»ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n




u1 = 1; v1 = a

un+1 = u2
n − qv2

n

vn+1 = 2unvn
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56th¼ xn =
un

vn

l  nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh (3.20). �p döng c¡ch l m t÷ìng tünh÷ b i to¡n (3.4) (vîi tr÷íng hñp d<0) ta thu �÷ñc
xn =

[
(1 + ai

√
q)2n−1

+ (1 − ai
√
q)2n−1

]

i
√
q
[
(1 + ai

√
q)2n−1 − (1 − ai

√
q)2n−1

].Thû l¤i b¬ng quy n¤p k¸t qu£ n y thäa m¢n (3.20).
3.2 Tuy¸n t½nh ho¡ ph÷ìng tr¼nh sai ph¥nMët sè b i to¡n sai ph¥n khæng tuy¸n t½nh ta bi¸n �êi �º �÷a v· ph÷ìngtr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nh gåi l  tuy¸n t½nh ho¡. �i·u n y l m t«ng hi»u qu£ùng döng cõa ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n.Gi£ sû d¢y sè (un) tho£ m¢n �i·u ki»n

{
u1 = α1 ; u2 = α2 ; · · · ; uk = αk

un = ϕ(un−1, un−2, · · ·, un−k) vîi n; k ∈ N
∗;n > k,trong �â ϕ l  mët �a thùc �¤i sè bªc m, l  ph¥n thùc, ho°c l  biºu thùc si¶uvi»t ho°c ϕ câ d¤ng khæng tuy¸n t½nh �èi vîi c¡c bi¸n un−1, un−2, · · ·, un−k.Ð �¥y chóng ta �· cªp tîi hai v§n �· nh÷ sau:- Nhúng lîp h m sè n o câ thº tü tuy¸n t½nh ho¡ �÷ñc? Ngh¾a l  tçn t¤ic¡c gi¡ trà x1, x2, · · ·, xk �º

un = x1un−1 + x2un−2 + · · · + xkun−k. (3.23)- N¸u h m ϕ tü tuy¸n t½nh ho¡ �÷ñc th¼ c¡ch t¼m biºu thùc tuy¸n t½nh nâ�÷ñc mæ t£ nh÷ th¸ n o?Tr÷îc ti¶n ta kh£o s¡t v§n �· thù hai�º t¼m x1, x2, · · ·, xk, ta x¡c �ành uk+1, uk+2, · · · , u2k, tø cæng thùc l°p �¢ chota câ
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uk+1 = ϕ(αk;αk−1; · · · ;α2;α1) = αk+1

uk+2 = ϕ(αk+1;αk; · · · ;α3;α2) = αk+2

· · · · · · · · ·
u2k = ϕ(α2k−1;α2k−2; · · · ;αk+1;αk) = α2k.Thay c¡c gi¡ trà u1, u2, · · ·, uk v  c¡c gi¡ trà uk+1, uk+2, · · ·, u2k vøa t¼m �÷ñcv o (3.23), ta �÷ñc h» ph÷ìng tr¼nh tuy¸n t½nh gçm k ph÷ìng tr¼nh vîi k ©n

x1, x2, · · ·, xk





uk+1 = x1αk + x2αk−1 + · · · + xkα1

uk+2 = x1αk+1 + x2αk + · · · + xkα2

· · · · · · · · ·
u2k = x1α2k−1 + x2α2k−2 + · · · + xkαk.Gi£i h» ph÷ìng tr¼nh n y ta thu �÷ñc x1, x2, · · ·, xk, sau �â thay v o (3.23) ta�÷ñc biºu di¹n tuy¸n t½nh c¦n t¼m.

un = ϕ(un−1, un−2, · · ·, un−k) = x1un−1 + x2un−2 + · · · + xkun−k.Cuèi còng kiºm nghi»m cæng thùc vøa t¼m �÷ñc b¬ng ph÷ìng ph¡p quy n¤pto¡n håc. Chó þ r¬ng, n¸u h» ph÷ìng tr¼nh tuy¸n t½nh tr¶n væ nghi»m th¼ h m
ϕ khæng thº tuy¸n t½nh ho¡ �÷ñc.B i to¡n 3.6. Cho d¢y sè (un) tho£ m¢n �i·u ki»n

u1 = u2 = 1; un =
u2

n−1 + 2

un−2

, ∀n ≥ 3. (3.24)H¢y n¶u c¡ch tuy¸n t½nh ho¡. Chùng minh r¬ng un ∈ Z, ∀n ∈ N
∗.B i gi£i. Gi£ sû un câ biºu di¹n tuy¸n t½nh l 

un = a1un−1 + a2un−2 + b.
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58Ta câ u3 = 3; u4 = 11; u5 = 41. Thay u3 = 3; u4 = 11; u5 = 41 v o biºu di¹ntuy¸n t½nh tr¶n, ta thu �÷ñc h» ph÷ìng tr¼nh




a1u2 + a2u1 + b = u3

a1u3 + a2u2 + b = u4

a1u4 + a2u3 + b = u5

⇔





a1 + a2 + b = 3

3a1 + a2 + b = 11

11a1 + 3a2 + b = 41

⇔





a1 = 4

a2 = −1

b = 0Vªy ta câ un = 4un−1 − un−2.B¥y gií ta s³ chùng minh b¬ng quy n¤p r¬ng d¢y sè (un) tho£ m¢n (3.24) câbiºu di¹n tuy¸n t½nh l 
u1 = u2 = 1; un = 4un−1 − un−2, ∀n ≥ 3. (3.25)Thªt vªy, ta câ u3 = 3 = 4.1 − 1 = 4.u2 − u1, suy ra (3.25) �óng vîi n = 3.Gi£ sû (3.25) �óng vîi n = k tùc l  ta câ uk = 4uk−1 − uk−2 (k ≥ 3). Ta ph£ichùng minh (3.25) �óng vîi n = k + 1. Ta câ

uk+1 =
u2

k + 2

uk−1

=
(4uk−1 − uk−2)

2 + 2

uk−1

=
16u2

k−1
− 8uk−1uk−2 + u2

k−2
+ 2

uk−1

=
15u2

k−1
− 4uk−1uk−2 + u2

k−1
− 4uk−1uk−2 + uk−1uk−3

uk−1

=
15u2

k−1
− 4uk−1uk−2 + uk−1(uk−1 − 4uk−2 + uk−3)

uk−1

=
15u2

k−1
− 4uk−1uk−2

uk−1

= 15uk−1 − 4uk−2 = 4(4uk−1 − uk−2) − uk−1

= 4uk − uk−1Vªy (3.25) �óng tîi n = k+ 1. Theo nguy¶n lþ quy n¤p ta câ �i·u ph£i chùngminh.Rã r ng tø (3.25) ta câ ngay un ∈ Z, ∀n ∈ N
∗.B i to¡n 3.7. Tuy¸n t½nh ho¡ d¢y sè (un) tho£ m¢n �i·u ki»n

u1 = α; un+1 = aun +
√
bu2

n + c vîi a2 − b = 1;α > 0; a > 1.
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59B i gi£i.
un+1 = aun +

√
bu2

n + c⇔ un+1 − aun =
√
bu2

n + c

⇒ (un+1 − aun)
2 = bu2

n + c

⇒ u2
n+1 + (a2 − b)u2

n = 2aunun+1 + c

⇒ u2
n+1 + u2

n = 2aun+1un + c

⇒ u2
n + u2

n−1 = 2aunun−1 + c.Trø tøng v¸ hai �¯ng thùc cuèi ta câ
u2

n+1 − u2
n−1 = 2aun(un+1 − un−1).M°t kh¡c do un+1 − un−1 > 0 n¶n ta câ un+1 − 2aun + un−1 = 0. Khi �â b ito¡n �¢ �÷ñc tuy¸n t½nh ho¡.Trð l¤i v§n �· thù nh§t, sau �¥y ta s³ n¶u l¶n mët v i lîp h m câ thº tü tuy¸nt½nh ho¡ �÷ñc.B i to¡n 3.8. Tuy¸n t½nh ho¡ d¢y sè (un) tho£ m¢n �i·u ki»n

u1 = α; un+1 =
un

a+
√
u2

n + b
vîi a2 − b = 1;α > 0; a > 1.B i gi£i. Ta câ

un+1 =
un

a+
√
u2

n + b
⇔ 1

un+1

=
a

un

+

√
1 +

b

u2
n

.�°t vn =
1

un

. Khi �â ta vi¸t ph÷ìng tr¼nh tr¶n d÷îi d¤ng
v1 =

1

α
; vn+1 = avn +

√
bv2

n + 1 vîi a2 − b = 1;α > 0; a > 1.�¥y ch½nh l  ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n m  ta �¢ tuy¸n t½nh ho¡ trong b i to¡n
(3.7).B i to¡n 3.9. Tuy¸n t½nh ho¡ d¢y sè (un) tho£ m¢n �i·u ki»n

u1 = α; u2 = β; un+1 =
u2

n + a

un−1

vîi α, β, a ∈ R.
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60B i gi£i.Ta câ
un+1 =

u2
n + a

un−1

⇔ un+1un−1 = u2
n + a

⇒ unun−2 = u2
n−1 + a.Trø v¸ vîi v¸ cõa hai �¯ng thùc tr¶n ta �÷ñc

un+1un−1 − unun−2 = u2
n − u2

n−1hay
un+1un−1 + u2

n−1 = u2
n + unun−2 ⇔

un

un+1 + un−1

=
un−1

un + un−2

.Tø �â ta câ
un

un+1 + un−1

=
un−1

un + un−2

= · · · =
u2

u3 + u1

=
αβ

α2 + β2 + a
= k.Do �â ta câ un = k(un+1 + un−1), hay l 

{
u1 = α; u2 = β

kun+1 − un + kun−1 = 0.Vªy b i to¡n �¢ �÷ñc tuy¸n t½nh ho¡ xong.B i to¡n 3.10. T¼m un, khi bi¸t u1 = α; u2 = β(α, β ∈ R) v 
un+1 =

u2
n + 2bun − bun−1 + c

b+ un−1

, n ≥ 2.B i gi£i.Ta th§y
un+1 =

u2
n + 2bun − bun−1 + c

b+ un−1

⇔ un+1 + b =
(un + b)2 + c

un−1 + b
.�°t un + b = vn, khi �â câ thº vi¸t l¤i ph÷ìng tr¼nh tr¶n d÷îi d¤ng

vn+1 =
v2

n + c

vn−1

.�¥y ch½nh l  ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n m  ta �¢ tuy¸n t½nh ho¡ trong b i to¡n
(3.9).
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613.3 Ùng döng cõa ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nh v omët sè b i to¡n mang t½nh ch§t sè håcTø vi»c t¼m �÷ñc sè h¤ng têng qu¡t cõa mët d¢y sè ta câ thº gi£i quy¸t�÷ñc c¡c b i to¡n li¶n quan giúa d¢y sè v  sè håc nh÷: D¢y sè v  t½nh chiah¸t, d¢y sè v  t½nh ch½nh ph÷ìng ....C¡c d¤ng b i tªp tr¶n r§t phong phó v �a d¤ng, trong khuæn khê nëi dung cõa luªn v«n ch¿ n¶u ra mët sè v½ dö �ºth§y �÷ñc ùng döng rëng r¢i cõa ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n trong l¾nh vüc to¡nphê thæng.V½ dö 3.8. (B i 7/385 T¤p ch½ To¡n håc v  tuêi tr´ th¡ng 7, 2009).Cho d¢y sè (un) x¡c �ành bði
{
u0 = 9; u1 = 161

un = 18un−1 − un−2 ∀n ≥ 2, n ∈ N.
(3.26)Chùng minh r¬ng u2

n − 1

5
l  sè ch½nh ph÷ìng vîi måi sè tü nhi¶n n.B i gi£i. Ta �i t¼m un thäa m¢n ph÷ìng tr¼nh (3.26). Ph÷ìng tr¼nh (3.26) l ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nh c§p hai thu¦n nh§t. Gi£i ph÷ìng tr¼nh n yta t¼m �÷ñc

un =
1

2
[(9 +

√
80)n+1 + (9 −

√
80)n+1].Do [(9 +

√
80)n+1 + (9 −

√
80)n+1]2 = [(9 +

√
80)n+1 − (9 −

√
80)n+1]2 + 4n¶n u2

n − 1

5
=

1

5

[(9 +
√

80)n+1 − (9 −
√

80)n+1

2

]2

.�p döng khai triºn nhà thùc Newton ta câ: (9 ±
√

80)n+1 = M ± N
√

5, vîi
M,N l  c¡c sè nguy¶n d÷ìng. Tø �â suy ra u2

n − 1

5
= N2.V½ dö 3.9. Cho d¢y sè (un) �÷ñc x¡c �ành nh÷ sau

{
u0 = 0, u1 = 1

un+1 = 2un − un−1 + 1 ∀n ≥ 2.
(3.27)Chùng minh r¬ng M = 4unun+2 + 1 l  sè ch½nh ph÷ìng.
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62B i gi£i. Trong ph÷ìng tr¼nh (3.27) thay n bði n− 1 ta �÷ñc
un = 2un−1 − un−2 + 1.Trø c¡c v¸ t÷ìng ùng cõa hai ph÷ìng tr¼nh tr¶n ta câ

un+1 − un = 2un − 3un−1 + un−2,hay
un+1 − 3un + 3un−1 − un−2 = 0.�¥y l  ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nh c§p ba thu¦n nh§t, gi£i ph÷ìng tr¼nhn y ta t¼m �÷ñc nghi»m un =

n(n+ 1)

2
.Do �â M = 4unun+2 + 1 = n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3) + 1 = (n2 + 3n+ 1)2.V½ dö 3.10. ( B i 3, �· thi �· nghà cõa tr÷íng THPT L÷ìng V«n Ch¡nh, PhóY¶n - Tuyºn tªp �· thi Olympic 30 − 4 n«m 2001).Cho d¢y sè (un) �÷ñc x¡c �ành nh÷ sau

{ u1 = 1

un+1 =
un

2 +
√

3 + u2
n

∀n ∈ N
∗. (3.28)Chùng minh r¬ng u2

n

u2
2n

− 2 câ thº biºu di¹n th nh têng b¼nh ph÷ìng cõa ba sènguy¶n li¶n ti¸p.B i gi£i. Tr÷îc h¸t ta �i t¼m cæng thùc têng qu¡t cõa un. Ta nhªn th§y d¢ysè �¢ cho l  mët tr÷íng hñp cö thº cõa b i to¡n (3.8). �p döng c¡ch l m têngqu¡t ta câ thº vi¸t l¤i (3.28) th nh d¤ng
vn+1 = 2vn +

√
3v2

n + 1, vîi vn =
1

un

.�p döng k¸t qu£ cõa b i to¡n (3.8) suy ra vn+1 − 4vn + vn−1 = 0. Gi£i ph÷ìngtr¼nh n y ta thu �÷ñc vn =
1

2
√

3

[
(2 +

√
3)n − (2 −

√
3)n

]
.Suy ra un =

2
√

3

(2 +
√

3)n − (2 −
√

3)n
, ∀n ≥ 1.
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63Ta th§y luæn tçn t¤i k ∈ N
∗ sao cho (2 +

√
3)n − (2 −

√
3)n =

√
3k.Do vªy

u2
n

u2
2n

− 2 = [2 +
√

3)n + (2 −
√

3)n]2 − 2

= [2 +
√

3)n − (2 −
√

3)n]2 + 2

= 3k2 + 2 = (k + 1)2 + k2 + (k − 1)2.V½ dö 3.11. ( B i 1, �· thi �· nghà cõa tr÷íng THPT Ho ng L» Kha, T¥yNinh - Tuyºn tªp �· thi Olympic 30 − 4 n«m 2001).Cho d¢y sè (un) �÷ñc x¡c �ành nh÷ sau
{
u0 = 0, u1 = 1

un+2 = 2un+1 + un, ∀n ∈ N.
(3.29)Chùng minh r¬ng un

... 2k ⇔ n
... 2k (k ∈ Z).B i gi£i. Ta th§y ph÷ìng tr¼nh (3.29) l  ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nhc§p hai thu¦n nh§t, gi£i ph÷ìng tr¼nh n y ta �÷ñc

un =
1

2
√

2

[
(1 +

√
2)n − (1 −

√
2)n

]
, ∀n ∈ N.Dòng khai triºn nhà thùc Newton ta câ

un =
1

2
√

2

[ n∑

i=0

C i
n(
√

2)i −
n∑

i=0

C i
n(−1)i(

√
2)i

]

=
1

2
√

2
· 2

n−1
2∑

i=0

C2i+1
n (

√
2)2i+1 =

n−1
2∑

i=0

C2i+1
n 2i.Gåi m l  sè mô cao nh§t cõa 2 trong ph¥n tich n th nh t½ch c¡c lôy thøanguy¶n tè. Ta câ n = 2mp vîi p l´.V¼ (2i+ 1)C2i+1

n = nC2i
n−1

... 2m n¶n C2i+1
n

... 2m, ∀i.�°t v0 =
C2i+1

n

2m
th¼ v0 = p. Vªy

un =

n−1
2∑

i=0

2mvi2
i = 2mv0 + 2m

n−1
2∑

i=1

vi2
i = 2m

[
p+

n−1
2∑

i=1

vi2
i
]

= 2ms, vîi s l´.Do vªy un
... 2k ⇔ 2ms

... 2k ⇔ 2m ... 2k ⇔ n
... 2k.

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu - Đại học Thái Nguyên                 http://www.lrc-tnu.edu.vn



64V½ dö 3.12. Cho d¢y sè (un) �÷ñc x¡c �ành nh÷ sau
{
u1 = 2

un = 3un−1 + 2n3 − 9n2 + 9n− 3 ∀n ≥ 2, n ∈ N.
(3.30)Chùng minh r¬ng vîi måi sè nguy¶n tè p, th¼ 2010

p−1∑
i=1

ui chia h¸t cho p.B i gi£i. Ta th§y (3.30) l  ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nh c§p mët vîi h»sè h¬ng sè, gi£i ph÷ìng tr¼nh n y ta t¼m �÷ñc
un = 3n − n3 ∀n = 1, 2, · · · .- Vîi p = 2 th¼ 2010

p−1∑
i=1

ui = 2010.2
... 2.- Vîi p l  sè nguy¶n tè l´ th¼ ta câ

p−1∑

i=1

ui =

p−1∑

i=1

(3i − i3) = (3 + 32 + · · · + 3p−1) − [13 + 23 + · · · + (p− 1)3].Ta câ 13 + 23 + · · · + (p− 1)3 =
1

2

p−1∑
i=1

[i3 + (p− i)3]M°t kh¡c i3 + (p− i)3 = p3 − 3p2i+ 3pi2
... pTa công câ 3 + 32 + · · ·+ 3p−1 =

1

2
(3p − 3), v¼ p l  sè nguy¶n tè n¶n theo �ànhlþ Fermat nhä ta câ 3p − 3

... p.Suy ra {
(3p − 3) +

p−1∑
i=1

[i3 + (p− i)3]
} ... p,hay 2

{1

2
(3p − 3) +

1

2

p−1∑
i=1

[i3 + (p− i)3]
} ... p. Vªy 2

p−1∑
i=1

ui
... p.Suy ra 2010

p−1∑
i=1

ui
... p.Vªy vîi måi sè nguy¶n tè p th¼ 2010

p−1∑
i=1

ui
... p.
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653.4 Ùng döng cõa ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nh v ogi£i c¡c ph÷ìng tr¼nh h mTa �¢ bi¸t méi h m sè f : N → R �÷ñc t÷ìng ùng vîi mët d¢y sè (un) vîisè h¤ng têng qu¡t un = f(n), v¼ vªy nhi·u b i to¡n x¡c �ành h m sè tr¶n tªp
N �÷ñc �÷a v· b i to¡n x¡c �ành sè h¤ng têng qu¡t cõa d¢y sè. Trong nëi dungn y ta s³ n¶u ra mët sè v½ dö gi£i ph÷ìng tr¼nh h m b¬ng c¡ch �÷a ph÷ìngtr¼nh h m v· ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n.V½ dö 3.13. X¡c �ành h m sè f : N → R thäa m¢n �i·u ki»n

f(0) = 1; f(1) = 2; f(n+ 1)f 2(n− 1) = f 3(n), ∀n ∈ N
∗. (3.31)B i gi£i. Gi£ sû tçn t¤i h m sè f(n) thäa m¢n y¶u c¦u �· b i. B¬ng ph÷ìngph¡p quy n¤p ta chùng minh �÷ñc f(n) > 0 vîi måi n ∈ N. Logarit hâa haiv¸ cõa (3.31) theo cì sè e ta �÷ñc ln f(0) = 0, ln f(1) = ln 2 v 

ln f(n+ 1) + 2 ln f(n− 1) = 3 ln f(n), ∀n ∈ N
∗.�°t un = ln f(n), (∀n ∈ N) ta �÷ñc ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nh c§p haithu¦n nh§t

u0 = 0; u1 = ln 2; un+2 − 3un+1 + 2un = 0, (n ∈ N).Gi£i ph÷ìng tr¼nh n y ta t¼m �÷ñc un = (2n − 1) ln 2 = ln 22n−1. Tø �â ta t¼m�÷ñc f(n) = 22n−1.Thû l¤i ta th§y h m sè n y thäa m¢n y¶u c¦u �· b i. Vªy h m sè c¦n t¼m l 
f(n) = 22n−1, (n ∈ N).V½ dö 3.14. X¡c �ành h m sè f : N

∗ → R �÷ñc cho bði ph÷ìng tr¼nh
f(1) =

9

8
; f(n+ 1) = nf(n) + n.n!, ∀n ∈ N

∗. (3.32)B i gi£i. Gi£ sû tçn t¤i h m sè f(n) thäa m¢n y¶u c¦u �· b i. Ta câ nghi»mtêng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh f(n+ 1) − nf(n) = 0 l :
f̃(n) = C · 1 · 2 · · · (n− 1) = C(n− 1)!.
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66Ta t¼m nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh �¢ cho d÷îi d¤ng
f ∗(n) = Cn(n− 1)!. Thay v o ph÷ìng tr¼nh (3.32) ta �÷ñc

Cn+1n! = Cnn! + n.n! ⇔ Cn+1 − Cn = n, ∀n ∈ N.Tø �¥y ta t¼m �÷ñc Cn =
n(n− 1)

2
⇒ f ∗(n) =

1

2
n(n− 1)((n− 1)!).V¤y nghi»m têng qu¡t cõa ph÷ìng tr¼nh �¢ cho l 

f(n) = C(n− 1)! +
1

2
n(n− 1)((n− 1)!).Vîi f(1) =

9

8
ta �÷ñc C =

9

8
.Vªy f(n) =

9

8
(n− 1)! +

1

2
n(n− 1)((n− 1)!). Thûl¤i ta th§y h m sè f(n) thäa m¢n y¶u c¦u �· b i n¶n �â l  h m sè c¦n t¼m.V½ dö 3.15. Cho h m sè f : N

∗ → R thäa m¢n c¡c �i·u ki»n
f(1) = 1; f(2) = 0; f(n+ 1) − 2f(n) + f(n− 1) = n+ 1, ∀n ∈ N

∗.Chùng minh r¬ng (6f(n)− 24) l  bëi cõa n.B i gi£i. �°t f(n) = un ta �÷ñc b i to¡n gi¡ trà ban �¦u
u1 = 1; u2 = 0; un+1 − 2un + un−1 = n+ 1.�¥y l  ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nh c§p 2 khæng thu¦n nh§t . Gi£i ph÷ìngtr¼nh n y ta thu �÷ñc ũn = A+ Bn; u∗n = n2(

1

6
n+

1

2
). Do �â

un = A+ Bn+ n2(
1

6
n+

1

2
),v  vîi c¡c �i·u ki»n ban �¦u u1 = 1; u2 = 0 ta �÷ñc nghi»m cõa b i to¡n gi¡trà ban �¦u l 

un = f(n) = 4 − 11

3
n+

n3

6
+
n2

2
.Suy ra 6f(n)− 24 = n3 + 3n2 − 22n l  bëi cõa n.V½ dö 3.16. T¼m t§t c£ c¡c h m sè f : N → N thäa m¢n �i·u ki»n

f(1) = 1; 2f(n)f(k + n) − 2f(k − n) = 3f(n)f(k), k ≥ n; k, n ∈ N.
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67B i gi£i. Cho k = n = 0 ta �÷ñc f 2(0) = −2f(0). Suy ra f(0) = 0 ho°c
f(0) = −2.- N¸u f(0) = 0, chån n = 0 thay v o ph÷ìng tr¼nh h m tr¶n ta �÷ñcf(k) = 0vîi ∀k ∈ N. �i·u n y l  væ lþ v¼ theo gi£ thi¸t f(1) = 1. Vªy f(0) = −2.- Vîi f(0) = −2 chån n = 1 ta �÷ñc ph÷ìng tr¼nh

2f(k + 1) − 3f(k)− 2f(k − 1) = 0, k ∈ N
∗.�°t uk = f(k), ta �÷ñc ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nh c§p hai thu¦n nh§t

u0 = −2; u1 = 1; 2uk+1 − 3uk − 2uk−1 = 0, k ∈ N
∗.Gi£i ph÷ìng tr¼nh n y ta �÷ñc uk = −2

(
− 1

2

)k
.Vªy f(n) = −2

(
− 1

2

)n
.V½ dö 3.17. X¡c �ành h m sè f : N → R thäa m¢n ph÷ìng tr¼nh h m

f(0) = 2; f(n+ 1) = 3f(n) +
√

8f 2(n) + 1, ∀n ∈ N. (3.33)B i gi£i. Gi£ sû tçn t¤i h m sè f(n) thäa m¢n y¶u c¦u �· b i. Tø gi£ thi¸tta câ f(n+ 1) − 3f(n) =
√

8f 2(n) + 1 (≥ 1, ∀n ∈ N) n¶n (3.33) t÷ìng �÷ìngvîi
(f(n+1)−3f(n))2 = 8f 2(n)+1 ⇒ f 2(n+1)+f 2(n) = 6f(n)f(n+1)+1. (3.34)Trong (3.34) thay n bði n− 1 ta �÷ñc

f 2(n) + f 2(n− 1) = 6f(n− 1)f(n) + 1. (3.35)Trø tøng v¸ cõa (3.34) v  (3.35) ta �÷ñc
f 2(n+ 1) − f 2(n− 1) = 6f(n)(f(n+ 1) − f(n− 1)). (3.36)Tø gi£ thi¸t dòng quy n¤p ta cán chùng minh �÷ñc f(n) > 0 vîi måi n. Hìnnúa ta cán câ

f(n+ 1) > 3f(n) = 9f(n− 1) + 3
√

8f 2(n− 1) + 1 > f(n− 1)
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68
⇒ f(n+ 1) − f(n− 1) > 0. Khi �â (3.36) câ d¤ng

f(n+ 1) + f(n− 1) = 6f(n).Vªy ta �÷ñc ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nh
f(0) = 2; f(1) = 6 +

√
33; f(n+ 2) − 6f(n+ 1) + f(n) = 0, ∀n ∈ N.Gi£i ph÷ìng tr¼nh n y ta �÷ñc

f(n) =
(8 +

√
66)(3 +

√
8)n

8
+

(8 −
√

66)(3 −
√

8)n

8
·Thû l¤i ta th§y h m sè n y thäa m¢n �· b i n¶n �â l  h m sè c¦n t¼m.

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu - Đại học Thái Nguyên                 http://www.lrc-tnu.edu.vn



69
K¸t luªn

Trong luªn v«n Ph²p t½nh sai ph¥n v  ùng döng t¡c gi£ �¢ t¼m hiºu, nghi¶ncùu, h» thèng mët sè v§n �· nh÷ sau:1. C¡c v§n �· cì b£n v· sai ph¥n v  ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nh.2. Tr¼nh b y mët c¡ch câ h» thèng v· ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nh c§pmët v  c§p hai, �· cªp �¸n mët v i ph÷ìng ph¡p t¼m nghi»m ri¶ng cõaph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nh c§p mët v  c§p hai câ thº ¡p döng �ºgi£ng d¤y cho håc sinh bªc phê thæng.3. Mð rëng ph÷ìng ph¡p h» sè b§t �ành �º t¼m nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìngtr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nh c§p mët v  c§p hai khi v¸ ph£i câ d¤ng f(n) =

αn[Pm(n) cosnβ +Ql(m) sinnβ].4. Mð rëng b i to¡n x¡c �ành sè h¤ng têng qu¡t cõa d¢y sè(un); (vn) thäam¢n 



u1 = a; v1 = b

un+1 = pun + qvn + ϕ(n)

vn+1 = run + svn + ψ(n).trong �â a, b, p, q, r, s l  c¡c h¬ng sè thuëc R, ϕ(n), ψ(n) l  c¡c h m sè sìc§p cho tr÷îc.5. X²t mët sè ùng döng cõa ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nh trong vi»cgi£i to¡n ch÷ìng tr¼nh THPT.
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