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Bài toán mở đầu : Cho p là một số nguyên tố lẻ ,số tự nhiên n và hai số nguyên dương phân

biệt a và b . Gọi α và β lần lượt là số mũ lớn nhất của p trong a− b và n. Thì số mũ lớn nhất của p

trong an − bn là pα+β

Kí hiệu số mũ lớn nhất của p trong m là vp(m) hoặc pα||m , trong đó α là số mũ lớn nhất của p

trong m

(Trong bài viết này ta sẽ sử dụng kí hiệu pα||m)

Chứng minh

Bài toán đưa về chứng minh rằng nếu a ≡ b (mod p) và pβ||n thì pβ||a
n − bn

a− b
. Giả sử n = pβk. Ta sẽ

chứng minh bài toán quy nạp theo β

Với trường hợp β = 0 tức là n 6 ... p.

Khi đó ta có: ak ≡ bk (mod p)

akbn−k−1 ≡ bn−1 (mod p)⇒
∑n−1

k=0 a
kbn−k−1 ≡

∑n−1
k=0 b

n−1 (mod p) ≡ nbn−1 6≡ 0 (mod p)

Vì a
n−bn
a−b =

∑n−1
k=0 a

n−k−1bk.

Do đó an−bn
a−b 6 ... p

Bây giờ giả sử bài toán đúng đến β ta sẽ chứng minh đúng đến β + 1 tức là ta chỉ cần chứng

minh p||a
np − bnp

an − bn
. Thật vậy:

Vì p|a− b nên a = b+ xp suy ra ak ≡ bk + kbk−1xp (mod p2). Ta được

anp−bnp

an−bn =
∑p−1

k=0 a
n(p−k−1)bnk ≡

∑p−1
k=0(b

n(p−k−1) + n(p− k − 1)xpbn(p−k−1)−1)bnk (mod p2)

≡ pbn(p−1) +
∑p−1

k=0 n(p− k − 1)xpbn(p−1)−1 ≡ pbn(p−1) ≡ p (mod p2)
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Vậy ta được p||a
np − bnp

an − bn
. Do đó

pβ+1||a
n − bn

a− b
.
anp − bnp

an − bn
=
anp − bnp

a− b

Vậy bài toán được chứng minh

Chú ý: Ta có một trường hợp đặc biệt sau đây với p = 2

Cho a, b, c ∈ Z thỏa mãn 2α||a2−b2
2

và 2β||n thì 2α+β||an − bn

Phần chứng minh kết quả này xin dành cho bạn đọc.

Với trường hợp β = 0 thì trường hợp đặc biệt này chỉ đúng khi 4|a− b
Và sau đây chúng ta sẽ đến với một số bài toán ứng dụng tính chất này

Bài toán 1 Tìm số nguyên dương n nhỏ nhất thỏa mãn 22012|17n − 1

Lời giải

Ta có:24||172−1
2

. Giả sử 2α||n.

Theo trường hợp đặc biệt của bài toán mở đầu ta được

24+α||17n − 1. Suy ra α + 4 ≥ 2012⇒ α ≥ 2008.

Điều đó có nghĩa là 22008|n⇒ n ≥ 22008 .

Theo bổ đề mở đầu ta được 22012|1722008 − 1.

Vậy giá trị nhỏ nhất của n là 22008

Bài toán 2 Giải phương trình nghiệm nguyên 23
x
+ 1 = 19.3y

Lời giải

Áp dụng bài toán mở đầu ta được 3n+1||23n + 1 vì 3n là một số lẻ

Vì 19 6 ...3 nên do đó ta được 3y||23x + 1. Từ đó suy ra y = x+ 1

Vậy phương trình trở thành: 23
x
+ 1 = 57.3x (*)

Đặt t = 3x. Ta chứng minh 2t > 57t ∀t ≥ 10

Thật vậy ta có: 2t = 26.2t−6 = 64.2t−6
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Ta có 64 > 57, ta có 24 > 10 suy ra 2t−6 > t đúng với t = 10

Giả sử đúng đến t ta có 2t−5 = 2.2t−6 > 2t > t+ 1

Vậy bđt trên đúng nên từ (*) suy ra 3x < 10⇒ x ≤ 2

Thay x = 0; 1; 2 chỉ thấy x = 2 thỏa mãn (*).

Vậy x = 2, y = 3 là bộ nghiệm duy nhất của phương trình.

Bài toán 3 (Đề chọn đội tuyển dự thi VMO 2012-KHTNHN vòng 2)

Cho dãy số được xác định như sau

a1 =
5

2
, an+1 = a3n − 3a2n + 6an − 3 ∀n ≥ 1

Tìm số nguyên dương n nhỏ nhất sao cho banc+ 1 chia hết cho 32011

Lời giải

Đặt an = un + 1⇒ un = an − 1

Đẳng thức đầu bài cho ta :

a1 − 1 =
3

2

an+1 − 1 = (an − 1)3 + 3(an − 1)

Nên ta suy ra :

u1 =
3

2

un+1 = u3n + 3un

Ta chứng minh rằng :u1 = 23
n−1 − 1

2n−1∀n ≥ 1 (*)

Thật vậy , với n = 1 thì ta thấy thỏa

Nếu đẳng thức trên đúng với n = k tức là :uk = 23
k−1 − 1

2k−1

Khi đó ta có :uk+1 = u3k + 3uk = 23
k − 1

3k

Do đó theo quy nạp toán học , ta có (*) .
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Bởi thế nên :

32011| banc+ 1 = bunc+ 2

⇔ 32011|23n + 1, (∗∗)

Theo bài toán 1 ta có 3n+1||23n + 1

Nên suy ra n ≥ 2011− 1 = 2010

vậy giá trị n nhỏ nhất cần tìm là n = 2010

Bài toán 4 Cho an + bn = pk với a, b và k là các số nguyên dương, p là một số nguyên tố lẻ và

n là một số lẻ lớn hơn 1. Chứng minh rằng n phải là một lũy thừa của p

Lời giải

Vì n lẻ nên ta có

pk = an + bn = (a+ b)(an−1 − an−2b+ ...− abn−2 + bn−1)

Vì vậy a+ b = pr với r ∈ N∗, r ≤ k

Vì a và b là các số nguyên dương nên ta có r ≥ 1

Giả sử pβ||n sử dụng bài toán mở đầu ta được

pβ+r||an − (−b)n = an + bn = pk

Suy ra pβ+r||pk ⇒ +β = k − r

Vì các số k và r là xác định nên phải có số nguyên dương n nhỏ nhất thỏa mãn pβ||n để an+bn = pk,

vì am + bm > an + bn,∀m > n.

Nên n phải là số nguyên dương nhỏ nhất thỏa mãn pβ||n là pβ. Điều này suy ra n phải là một

lũy thừa của p.

Bài toán được chứng minh
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Bài toán 5 (IMO1990) Tìm tất cả các số nguyên dương n thỏa mãn n2|2n + 1

Lời giải

Giả sử n là số nguyên dương sao cho n2|2n + 1 (1)

Suy ra n phải là một số lẻ, dễ thấy n = 1 thỏa mãn

Xét n > 1, gọi p1 là ước nguyên tố nhỏ nhất của n.

Ta có : 22n ≡ 1 (mod p1)

Gọi d = ordp12 thì d < p1, d|2n, và (n, d) = 1. Suy ra d|2

Nếu d = 1 thì p1 = 1 vô lí. Vậy d = 2 và p1|3 suy ra p1 = 3.

Giả sử pβ||3 thì theo bài toán mở đầu ta được3β+1||2n + 1

Kết hợp với (1) ta được

32β|3β+1||2n + 1⇒ 2β ≤ β + 1⇒ β ≤ 1

Từ đó suy ra 3||n⇒ n = 3k; (n; k) = 1

Gọi p2 là ước nguyên tố nhỏ nhất của k. Ta có 26k ≡ 1 (mod p2)

Gọi d2 = ordp22⇒ d2 < p2 và d2|6k

Mà (d2, k) = 1 nên d2|6.

Dễ thấy d2 không thể bằng 1 hoặc 2

Nếu d2 = 3, ta có p2|7⇒ p2 = 7

Nếu d2 = 6, ta có p2|63 = 7.9⇒ p2|7⇒ p2 = 7

Mà ta có: 23 ≡ 1 (mod 7)⇒ 2k+3 ≡ 2k (mod 7)

và 2 ≡ 2 (mod 7) và 22 ≡ 4 (mod 7)

Nên phương trình 2k ≡ −1 (mod 7) không có nghiệm nguyên

Suy ra 27k + 1 không chia hết cho 7 với mọi k và p2 không tồn tại. Vậy n chỉ có một ước nguyên

tố duy nhất là 3, lại có 3||n nên suy ra n = 3
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Vậy các giá trị của n cần tìm là n = 1 và n = 3.
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Kết thúc bài viết xin chúc diễn đàn ngày một phát triển, chúc các bạn và các thầy

cô sức khỏe đón năm mới Nhâm Thìn vui vẻ!
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