SU DUNG TiNH PON PIEU CUA HAM SO BAC
NHAT, BAC HAI PE CHUNG MINH MOT BAT
PANG THUC.

Tran Dang Manh Hoang

Trong khuon khé dang hoc chwong trinh I6p 10 toan chuyen. Voi sy dong vién cua thay dang
triec tiép day toan trén lop, toi manh dan viét chuyeén dé nay. Vi trinh dg bat dau tdp ténh nghién
cttu nén chdc chdn cé nhiéu sw thiéu sét , so xudt xin cdc ban doc thong cam.

I:PHUONG PHAP HAM SO BAC NHAT

T tinh don diéu ctia ham s6 bat nhat f{x) = ax + b ta rat ra tinh chat sau:
Tinh chit: Néu f(m) > 0va f(n) > 0 thi f{x) > 0 véi moi x € [m; n] (¥)

Néu fim) <0 va fin) <0 thi f(x) <0 véi moi x € [m; n].(**)

PHUONG PHAP Tir mét bai todn c¢é nhiéu bién, ta bién doi dwa bai todn vé ham f(x) = ax + b
ciia bién x thich hop.
+Xeét a =0 ta co f(x) = b. Khi d6 ta s€ chung minh b > 0 hoac b<0
+Xét a # 0 ta c6 f(x) 1a ham sd bac nhat, xac dinh khoang gia tri cta bién d6 tuc 1a x €
[m; n].
Vidu 1:
Cho x,y,z 1a cac s6 thudc khoang [0;2]
Chung minh: 2(x +y + z) -(xy + yz +zx) < 4(*)
Giai:
M Q2-y-zx+2y+2z—yz-4 <0
Coi vé trai bat dang thuc trén la mot ham sb bac nhat vdi bién s x:
f(x)=Q-y—-z)x+2y+2z—-yz—4
Ta can chirng minh f(x) < 0. That vay:
Khi2-y-z =0®y+z=2tacof(x)=2(y+2z)-yz-4=-yz<0(l)
Khi 2 — y — z # 0 thi f(x) 12 ham s bac nhat
Vi x € [0;2] nén ta s& chirng minh {(0) < 0 va (2) <0.
That vay f(0)=2y+2z—yz—-4=(y-2)2-2)<0 (viy,z € [0;2]) (2)
f(2)= -yz<0(@3)
Vay f(x) <0
Bdt (*) da dugc chirng minh.
Piang thirc xdy ra < dang thic xdy ra & mot trong 3 bién d6i (1); (2); (3)
Déau bang ¢ (1) < { yz=0 <:>{y Ov{y 2
y+z=2 z=2 z=0

Khi do x tuy y



Diubing 6 2) ©@ x=0,y=z=2

Daubing 6 (3) @ x=2,y=2z=0
Vay ding thtc xay ra khi (x;y;z) = (0;0;2); (2:2;0); (xeR;2;0) va tit ca cac hoan vi
vong quanh cua 3 ¢ip sb trén

Nhan xét: Khi sir dung phirong phdp ham sé bdc nhdt thi ddu bdng xay ra o

f(m) va f(n) ticc la khi x = m hodc x =n . Ta sé dia vao f(m) va f(n) dé tim ra gid tri
cia cdc bién khdc. Va néu trong bat dang thire vai tro cua cdc bién la twrong drong
thi gid tri dé dang thirc xdy ra la cdc cdc cdp bién c¢é gid tri vong quanh.

Vidu 2:Cho x,y,z>0vax +y+z=3.Ching minh x* + y* + z° +xyz > 4.(*%)
Giai: (*) & (y—l-z)2 —2yz + X2 +xyz> 4
& (3-x) —2yz+x + xyz > 4
& yz(x — 2)+2X —-6x+5>0
Dit t = yz, ta coi vé trai bat dang thirc trén 12 ham s6 an t:
f(t) = (x = 2)t + (2x* — 6x + 5)
Ta can chirng minh f(t) > 0. That vay:
Khix-2=0®x=2tacoéf(t)=2.2"-62+5=1>0
Khix —2 # 0 <> x # 2 ta c6 f(t) 1a ham sb bac nht
Theo bat dang thirc C6 si ta co:
e YFZa (3-x)
t= yz <( 5 ) I
(B-x)’
4

Suyra 0<¢<
. . 2 3, 1
Ma ta co f(0) = 2x —6x+5:2(x—5) +5>0

2 _ 2
f(@):(x—z)%uxz —6x+5=%(x—1)2(x+2)20

Vay theo tinh chit ctia ham bac nhat ta c6 f(t) > 0
Ta co dpem.
(Pang thuc xdyra & x=y=z=1)

Nhan xét: Déi vdi cdc bdt dang thire trén, ta hodn toan cé thé dp dung cdc bat dang

thirc quen thuoc dé chirng minh nhung cach nay rat dai dong va rdc rdz doi khi dwa bai todn vao
bé tac Sur dung phirong phdp ham so sé givp bai toan dwgc giai quyet nhanh gon, vi giam dang
ké so lwong cac bién doi, chi phai chitng minh cdc bdt dang thirc rat don gian bang cdch sir dung
tinh chdt vé dau cua ciia da thirc bac mot hay tam thirc bdc hai quen thugc.

ffng dung:

Bai toan 1:

Cho a,b,c € (0;1). Chiing minh abc + (1 —a)(1 —b)(1 —c) <1 (*)
2



Giai:
Coi (*) 1a mot ham s6 bac nhat voi an a:
fla)=abc+ (1 —a)(1 -b)(1 —c)—1
Via € (0;1) ma ta co:
f(0)=(1-b)(1-c)—1=bc—b-c=b(c—1)—c<0(1)
f(I)=bc—-1<0(2)
Do @6 f(a) <0
Ta c6 dpcm
Piang thirc xdy ra ¢ (¥) < dang thic xdy ra ¢ 1 trong 2 (1) hodc (2)
(1) xay ra dang thic <& a=0vabc—1)—c=0 & a=0;b=0;c=1
(2) xay ra dang thic < a=1vabc—1=0 < a=0;b=1;c=1
Ping thirc xay ra < trong 3 sb a,b,c ¢6 2 s6 bang 0 s con lai bang 1, hodc ¢o hai s6
bang 1 sb con lai bang 0.

Bai toan 2:

Cho x,y,z,t € [0;1] Chimg minh x(1 —y) +y(1 —2z) + z(1 —t) +t(x — 1) <2 (¥)

Giai:

X(1-y)+y(l-2)+z(1-t) +t(x—-1)-2<0

Coi vé trai 1a mot ham s6 bac nhat voi an s x

fix) =x(1-y)ty(l—-2)+z(1-t)+t(x—1)—-2

Vix € [0;1] ma ta co

f0O)=y(1-2)+z(1-t)-t-2<0(vil—-2z<01-t<0)

() =(-y)+y(l-2+z1-)-2=-y+y(l-2)+z(1-)—1<0

Do do f(x) <0

Ta c6 dpcm.

Nhan xét: Trong 1 s6 truong hop, ta khong can phai bién doi vé trdi vé thanh dang
ax + b ma co the daé nguyen va thay gia tri cua bién vao , véi diéu kién la ta chitng minh dwoc dé
la cdc ham s6 bdc nhat chir khéng phdi la bdc khdc. (nhw trong cdc bai todn 1,2)

T a nhdn thay diém chung cua cac vi dy trén la chitng minh cac bdt dang thitc ¢é x,,z
hodc x°, y°, 2 va xyz. Ta thay néu sir dung bat dang thire Cé si thi ¢é thé dwa ra cdc bat dang
thire trdi dau va khéng thé tiép tuc viéc chitng minh, viéc sir dung phwong phap danh gia ham
mét bién givip viéc chirng minh tré nén rat dé dang boi vi thay vi phai chirng minh bdng cdc bat
dding thirc phu ta chi phdi gidi quyét cdc bat dang thire don gidan nhw fim) > 0 va f(n) > 0.

Bai toan 3: (BMO 1979)
Cho x,y,z>0 va x + y + z= 1.Chirng minh x° + y° + z° + 6xyz 2%
Giai: Taco

1
x3+y3+z3+6xyzzz



khix=0.

< (x+y+z)3—3(x+y)(y+z)(z+x)+6xy22i

Rt 1—3(x+y)(y+z)(z+x)+6xy22i

= —2xyz+(1—x)(1—y)(1—z)£%

— —2xyz+1—x—y+xy—z+xz+yz—xyz£i

= x(—3yz—1+y+z)—y—z+yz—%£0

Pit f(x) = x(—3yz—1+y+Z)—y—z+yz—%,ta can cm f(x) < 0 (¥)

: —7
Néu -3yz—1+y+2z=0 <:>y+z=1v2‘1yz=0khid(')f(x)=7<0

Néu -3yz—1+y+z #0tacé —3yz—1+y+z <0(doy+z<1vayz<0)
Khi d6 ta ¢6 f(x) 13 ham s bac nhat nghich bién

Ma x 20 nén f(x) < f{0) = —y—z+yz—%

2
Ta cé: yz < (JH_Z)2 = +2) Sl nényz — 3 <0ma-y-z <0
2 4 4 4
Do d6 f(x) < f(0) <0
= (*) ding
Ta c6 dpcm
Theo bai toan trén ham s6 f(x) dat GTLN 14 f(0) tai x = 0 do d6 dau bang xay ra

1 1
Khidoy+z=1va y3+z3 :Z giéirataduo’cy=z=5

Nhu vay,do tinh tong quat, ta c¢6 thé két ludn dang thirc xay ra khi 1 trong 3 s6
1

bang 0, 2 s6 con lai bang nhau va bang 5

Bai toan 4:
Cho x,y,2>0, x +y + z= 1. Chimg minh 4(x’ + y°’ + 2°) + 15xyz > 1(¥)

Giai:

*) & x3+y3+z3+%5xy222
3 ; 1S 1
@ (y+z)y =3yz(y+z)+x +?xyzzz
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< (27r7x—3)yz+(1—x)3+x3—520

2 (%T7x—3)yz+3x2 —3x+%20

Dat t = yz coi vé trai bat dang thtrc trén 1a ham so6 bac nhat véi bién so t:

ft) = (%%x—3)t +3x° —3x+%, ta cin ching minh f(t) > 0
Néu 2x—3:0 @x:i,khidé, f(t) = L20
4 9 108

A 27 3 \ \ A A A
Néu Tx — 3 # 0 thi f{(t) 1a ham s6 bac nhat

Ap dung bt dang thirc C6 si ta co
(= yzg(ynhz)2 _ (1-x) '

2 4

(1-x)°

= 0<¢<

Ma f(0) = 3x° —3x+%=3(x—%)2 >0

—x)* 27x—12)(1-x)? —1)?
(-2 _@Tro1D0-0) 3 3xGx-1)
4 16 4 16
Theo tinh chat ctia ham s6 bac nhat suy ra f(t) = 0

Do d6 ta suy ra dpcm.

f( >0

Bai toan 5: (IMO 1975)
Cho a,b,c > 0. Chimg minh 2(a’ +b’ +¢’)+3abc > (a+b+c)(a’ +b’ +c?) (¥)
Giﬁi:r 14 2 14 2 1 14 2
Ta thay bat déng trén la bat dang thire thuan nhat. Chinh vi vay d¢ don gian ta s€ su
dung phuong phap thuan nhat
Gidsta+tb+c=1
Tacoa’+b’ +c’=a’ +(b+c)’ —3bc(b+c)
=a’+(1—a)’ —3bc(l-a)
=1-3a+3a’>-3bc(l1-a)
Do d6 VT = —6bc(l —a) + 6a° —6a + 2 + 3abc = bc(9a — 6) + 6a” —6a + 2
VP=a’+b’+c’=a’+(b+c)’ —2bc
5



=a’+(1—-a)’ —2bc=2a*-2a+1-2bc
(*) © be(9a —6)+6a° —6a+2>2a>—2a+1-2bc
® be(9a—4) +4a’ —4a+12 0 ’ ,
Dat t = bc va coi vé trai bat dang thirc trén la ham so6 bac nhat cua t
f(t) = (9a— 4)t + 4a” —4a +1, ta cin chirng minh f{t) > 0 (**)
Néu9a—4=0 < thif(t)= 4a” —4a+1=(2a—-1)’ =L >0

81
Néu 9a — 4 #0 thi f(t) 1a ham s bac nhat

2
Taco t=bo< (2 2 (073)
2 4

:>O<t<M
4

Ma f(0)= (2a—-1)>>0 (1)

d- a)

f( )= Ga-4)+(2a-1=aBa-1>>0 (2

Do do f(t) > 0 = (**) ding
Ta co dpcm q o
Dang thirc x4y ra <> dang thirc xay ra & 1 trong 2 bién doi1 (1),(2)

(1-a)’
4

b=

i 1 bc=0 b=0
Béngthﬁcxéyraé’(l)<i>a=§.Khid(')c> . & o LLve
2

S N =

CcC =

: 1
Déngthﬁcxéyraé@)<i>a=b=c=§

Do a,b,c c6 vai tro tuong duong va do ta da gia sira + b + ¢ = 1nén ta c6 thé két luan
dang thirc xay ra khi c6 1 trong 2 diéu kién sau
1) c6 2 sd bang nhau va s6 con lai bang 0
ii) 3 s bang nhau
Nhan xét:Trong mét s6 truong hop gdp bat dang thire rdc réi nhir bai todn 5 véi bdt
dding thirc thuan nhdt, tire la néu bat dang thirc ding véi x,y,z,.. thi né cing dung voi x, 1y, 1z, .
Véi t € R ,dé don gian hoa bai toan ta co thé sir dung phwrong phdp chudn héa tirc la gid sit x + v
+ z hay xyz bang mét s6 nao dé6 bat ki réi diea bai todn rdc réi vé mét bat dang thirc don gidan
hon.Gid tri ciia x + y + z hay xyz ta c¢é thé chon tiy y dé thudn loi cho hiedng di ciia bai todn.
Phuwong phdp trong cac bai toan trén mdc du xét tinh don diéu cua ham s6 bdc nhat
nhung ta hoan toan co thé dp dung voi cac bai toan co da thirc bdc 2 hodc bdc 3, bcfng cach dua



bac 2 hoac bac 3 ,vé‘ bgic nhat nhw cac bai todn 3 va 4.Khi thwe hién nhu thé ta thuong sw dung
cdc cong thure bién doi sau:

Chox+y+z=a

Déivoibac2: x> +y° +7° = (x +y+2)° —2(Xy + yz + zX)
=a’ —2(xy+yz+2zx) hodc X +y +z° = (x+y) ' +z =(a—2z) +7°

Péivoibac3: x> +y +z° = (x+y+2)’ =3(x + y)y+2z)(z+X)

=a’-3(a-z)a-x)a-y)
lic nay ta da dwa ham bac2 hoac bdc 3 vé ham bdc nhdt va tié’p tuc suw dung cac tinh chat truc
quan vé tinh don diéu ciia ham sé dé chirng minh tiép.
Déi véi ham bdc 4 ta c6 thé dwa vé ham bdc 2 roi tié’p tuc dwa vé ham bdc nhat
Nhan xét:
Sit dung tinh chat ham tang lién tuc, ta nhdn xét rang ham sé bdc nhat f(x) = ax + b
dat GTNN hodc GTLN tai mot trong 2 ddu muit cia bién.
Néu ham sé dong bién trong khodng [a;b] thi ham s6 dat min tai x = a va max tai x = b
Néu ham s6 nghich bién trong khodang [a;b] thi ham s6 dat min tai x = b va max tqi x =a
Néu khéng xdc dinh dwoc ham sé dong bién hay nghich bién thi ta so sanh f(a) va f(b) nhw sau;
+ Néu fla) <f(b) thi min f{x) = f(a) va max f(x) = f(b).
+ Néu fla) > f(b) thi min f{x) = f(b) va max f(x) = f(a).
Mot nhan xét kha quan trong khdc la ta cé min {(f(a); f(b)} < fix) Smax{f(a); f(b)} (*)

Ta sé van dung nhdn xét (*) vao nhiing bai toan co dang nhw dudi day.
Bai toan 6: Cho x,y,zkhongdmvax+y+z=1.
Ching minh 4(xy + yz + zx) < 9xyz + 1
Giai:
, 1
Khong gidm tinh tong quat gid st z<y<x Tur d6 suy ra 5 <x<l1

Tacod(xy +yz+zx) < Ixyz + 1
< yz—-4y—-4z2)x+1-4yz>0

. 1
Xétham s6 f(x) = (Oyz—4y —4z)x +1—-4yztrén doan{g;l}
Khix=1thiy=z=0 (dox,y,zkhongdmvax+y+z=1)dodof(l)=1

1 1 1
Khix=§ thiy=z=§(dozSySXVéx+y+z=l)dodéf(§)=0

Taco f(x) > min{f(l); f(%)} =0 (dpcm)



L 1
Déluba'lngxélyra<2:>x:y:Z:5

Nhan xét:Ta c6 thé tong quat hoa bai toan trén day nhu sau:

Bai toan 7: Cho x,y,z khong 4m va x +y +z=1. Tim gia tri I6n nhit cta biéu thirc
A theo m v61 A =xy + yz + zx + mxyz.
Giai:
Theo bai todn trén day ta co
9 9 1 9
A=xy+yz+zx —nyz + (m+z)xyz < Z+ (m+z)xyz

Néu m<2 thitac()A£l+(m+2)xyz£l
4 4 4 4

Vay maxA = Z Dau bang xay ra khi (x;y;z) = (5 ;5 ;0) va cac hoan vi vong quanh
cua no

14 9
Néu m > — thitaco

1 9 1 X+y+2Z;,
A<—+(m+-)xyz<—+(m+—)(————
5 HmE)xyzs o (m o) 3 )
1 9 1 ~m+9
=—+(m+-)
4 4’27 27
. m+9 ., . _ 1
Vay maxA = .Daubang xdyrakhix=y=z= —.

3

Phuong phap str dung ham sb bac nhét tuy rat c6 hiéu qua trong viée hd trg cac bai
toan chtrng minh bat ding thirc nhung ciing c6 mot s6 han ché d6 1a chi co thé chirng minh
bat dang thirc chir khong thé tim gia tri 1on nhat hay nho nhat. Chinh vi vdy mudn khic
phuc han che nay ta s& su dung ham sd bac hai thay vi bac nhat. Mt khac, trong cac bai
toan c6 x°, %, z° neu mudn sir dung ham bac nhat thi phai bién doi bac hai vé bac nhat,
viéc nay doi khi rat phtre tap.

Trong truong hop nay phuong phap ham bac hai sé dat hi€u qua hon.

II:PHUONG PHAP HAM SO BAC HAI:
Ham sb bac hai y = ax> + bx + ¢ (a # 0) co:




Néu a > 0 ham so dat cuc ti€u tai x = 2— , khi d6 gia tri cyc tiéu 1a f(—), ham so

a 2a
. e ~ - v 2A < A ~ —b
nghich bién trén doan | —oo,— |va dong bién trén doan | —,+00
2a 2a
Néu a < 0 ham s6 dat cuc dai tai x = — ,khi do gia tri cyc dai la f(_—), ham s6
2a 2a
A < A ~ - \ . < A ~ —b
dong bién trén doan | —00,— |va nghich bién trén doan | —,+00
2a 2a
ffng dung:
Bai toan 8:
. 3
Cho A,B,C 1a s6 do 3 goc cua tam giac. Chirng minh A = cosA + cosB + cosC < 5
Giai:
) B+C B-C B+C B-C
Ta c6 cosB + cosC =2 cos COS < 2c¢0S8 (vi cos <1)

A . A 1- A
=2 c0s(90° ——) =2sin— =2, /C—OS
2 2 2
, 1 —cosA
Do d6: A = cosA + cosB + cosC <cosA + 2 T

Datt=2 $ — cosA =1-2¢

= A< 2 +2t+1
Pat fix) = -2t + 2t +1

r 14 14 14 _b _1
Ta thay f(x) 1a ham s6 bac hai c6 h¢ s6 a =—-2 nén ham s6 dat cuc dai tai x = 2— = 7
a
) -1 3
Dodd A< f(—)=—
2 2

Ta c6 dpcm
Ping thic xay ra < A =B =C = 60°

Bai toan 9: Cho x,y,z khong am va x +y + z=1 Tim GTNN cua biéu thic
9



A=x"+y +2" +4xyz
Giai:
Vi x,y,z khong 4m va x + y + z = 1 nén it nhat mdt trong ba so x,y,z thuoc doan

{O,l} .Glasuze {O,l}
3 3

Tacox+y+z=1nény=1-2z-xthay vao A, ta co
A= 2(1—22))62 —2(222 —324—1))64—222 —2z+1
bat f(x) = 2(1—22))62 —2(222 —324—1))64—222 —2z+1

. . 1
Ta c6 f(x) 1a ham s6 bac hai voi hé s a=2(1-2z) >0 (viz € {0,5})

. b 1-z 1-
nén ham s6 f(x) dat GTNN khi x = 2— = > =>y= T , thay vao A ta co:
a

g(z)=%(223—22+1) =%(2Z3—ZZ—1+2)=%(Z—1)(2ZZ+Z+1)+1

‘ 1
Viz € 0,5 nénz—-1<0(1)
Ham sb bac hai 2z° 4+ z +1¢6 hé s§ a=2 > 0 nén ham sé nay ddng bién trén doan

—b T -1 1 o A 1 \ A 2 ~ aA - A
2—,+oo tirc la 7,4—00 . Do d6 & day trong doan 0,5 hamsd 2z° + z +1 s& dong bien
a

(2)
Tu (1) va (2) = g(2) :l(z—l)(Zz2 + 2z +1) +1 sé& nghich bién trén doan {O,%}.
Dodo A% £ > £(1) -
o dé z = —
g g 27

Ta dugc minA =— khi x =y =z=—.
27 3
Nhan xét:

10



14 I4 ? N 7 4 x
1) Néu n so thuc khong dm co tong bang xthi it nhat mot trong n s6 do thuoc dogn {O,—}
n

(n—1x
P

ta cé thé chitng minh nhdn xét trén day nhw sau:
Giaswconsoa <a,<..<a vaa +a,+..+a =X

va mét sé thudc doan { x} . Ta cé thé dp dung tinh chat nay dé xét khoang cua bién.

Vaythix=a +a,+..+a_=2a +a +..+a 2na,

X X
Do dé a, < — tic la althuéc{(),—}
n n
Ta ¢6 dpem dau tién
Hoan toan twong tu ta chung minh dwoc nhdn xét con lai
2) Khi tim GTNN (hodc GTLN) cuia biéu thirc P = P(x,y,z) vdi x,y,z théa man diéu kién nao dé
ta cé thé lam nhir sau:

+ Tinh y theo x, z dua vao diéu kién cua gid thiét.

+ Viét P = f{x), coi z la mét tham so.

+ Tim GTNN hodc GTLN cua f(x) ta dwoc P = f(x) = g(z) (hodc f(x) < g(z))

+ Tim GTNN hodac GTLN cua g(z) tir do suy ra GTNN hodc GTLN cua f(x) tirc la GTNN
hodac GTLN cua P.

Trong mét sé trwong hop khi phat sinh ra ham s6 g(z) ¢é thé la bdc ba ta c6 thé bién doi
dwea vé tich ciia mét ham sé bdc nhdt va mot ham sé béc hai réi xét tinh déng bién hay nghich
bién ciia ham sé bdc hai do, nhung trong mot s6 trieong hop khong thé lam nhw viy thi ta phdai
chirng minh tinh don diéu cua ham so g(z) bang cach su dung cong thicc dao ham.

Tinh don diéu ciia ham s6 givip ta gidi quyét rat nhiéu nhitng bai todn bat dang thirc phirc

tap.

Bai to4an 10:Cho x,y € R théamin y<0;x" +x=y+12. Tim
GTLN cua biéu thic P=xy+x+2y+17

Giai:

T gia thiéttaco y=x" +x—12<0 hay -4<x<3.

Khi do taco P= x’ +3x" —9x—7. Xét ham

sO f(x)=x"+3x"-9x—T;x €[-4;3]

Ta bién ddi f(x) vé dang f(x) = (x — 3)(x” + 6X + 9)+ 20
Tacox—-3<0do—4<x<3

Xét ham s6 x* + 6X +9 trén doan [—4;3] 12 ham b béc hai

Ta c6 bang bién thién ctia ham sé x° + 6x +9 sau day
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X

—o —4 -3 3 + o
T T
x> +6x+9 \ )/
1 0 36

Tir d6 ta c6 bang bién thién cua ham sé f(x) nhu sau:
X —00 —4

-3 1 3 +o0
0 2
f(x)=x"+3x"—9x -7 /\ / \
1
— oo/ —-12 o0

Nhin vao bang bién thién ta thiy

Max f(x) = 20 dat dugc khi va chikhix=-3 khidoy=-6

hodac khix=3vay=20

Nhan xét: Nhiéu khi khi xét tinh don diéu cta cac ham sb phtrc tap bac
cao ta can phai lap cac bang bién thién ctia cdc ham sé d6 rdi dua vao
bang bién thién dé tim cuc tri cta biéu thic.

Bai toan 11: Cho x° + y* = x + y. Tim GTNN,GTLN cuia biéu thirc
P=x"+y +x'y+yx

Giai:

Pit = x+ y tirgia thiéttaco 2xy =(x+ )’ —(x+y)=¢ —t hay
1 —t

xXy=—-.

2
Ap dung BDT (x+ )’ <2(x*+)°)=2(x+y) hay ¢’ <2¢ suyra
0 <7 <2.Khidoébiéuthuc P=(x+y)' —2xy(x+y)=¢
Do d6 Max P =4 dat dugc khi # =2 hay x+ y =2 va xy =1 suyra
x=Ly=1
Ta ¢c6 min P=0 khi £ =0 hay x =0;y =0.
Bai toan 12: Cho x,y,z > 0 thoa man x + y + z = 1. Chirng minh
Giai: , ,
Patf=x+y trgiathiéttaco z=1-¢ va 0<¢<1. Ap dung BDT

2

(x+ y)* > 4xy hay xy < tz
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1 1 t 4
Khido A=—+—= 2> —
xz yz xy(l1-t) —t +t
. 4
Xéthamso f(£) = —;
-t +t
Ta c6 ham s bac hai g(t) = —t* +t c6 hé s6 a =—1<0 nén ham sb nay
-b 1
dat gia tri 1o6n nhat tai x = —=—
, 2a 2
Ta c6 bang bién thi€n sau day
1
t |~ — + o
2
+ o + o
1
4
Tir d6 ta c6 bang bién thién cia ham s6 f(¢) = - nhu sau:
—t" +t
1
t |~ — + o
2
16
4
f@)=—
—t" +t
+ o0 + o0
Nhin vao bang bién thién ta co:
4
f{t)=—; >16
—t" +t
o R S 1 1 1
Vay minA = 16 dat dugc khit=—tocla X =—;y=—;Z2=—
2 4 4 2

Nhan xét:
Ta ciing co thé bién doi biéu thirc trén day bang cdch sau day

A=L+L2 4 > 4 > 4 > 4

xz yz xz+yz z(x+y) z(l-z) -7 +z
Réi chitng minh tiép nhw cdch trén day.
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Nhan xét: Bai toan nay kha don gian ta chi can thé Z theo x,y va doi
bién t = x + y ching ta di chuyén dwoc bai todn vé mét bién.

Piéu dé lam bt dang thire tré nén dé dang hon
, / a
Ta c6 thé chirng minh dwoc ham soé f(x) =ﬁ(g(x) # 0)
g(x

Néu a > 0 va g(x) dong bién thi f(x) nghich bién

g(x) nghich bién thi L f(x) dong bién
Cm: Néu a > 0 va g(x) dong bién

Véi X =X, thi g(X,) 2 g(X,) S ——<— o f(x) <f(x,)

g(x) g(x,)

Tire la f{x) nghich bién
Nguroe lai ta cing c6 thé chitng minh dwoc
Néu a <0 va g(x) dong bién thi f(x) dong bién
g(x) nghich bién thi J(x) nghich bién
Nhiéu khi ta cé thé chirng minh bdt dang thire sau khi dw dodn. Ta cé
thé minh hoa cdch nay qua bai todn sau day:

Bai toan 13:Cho a,b,c 1a céc s6 thuc khong dm,khac nhau tirng d61 mot
thoa man ab+ bc+ca =4.

s 1 1 1
Chtrng minh rang : -+ + -2>1.

(a—b) (b—c)2 (c—a)
Giai:

Khong mat tinh tong quét gia st ¢ =min {a,b,c} khi d6 ta co
1 1 1 1 1 1

- — +
(a—-b)" (b-c) (c a)’ (a b)’ b2 a’
Khi d6 ta chi can chtrng minh:

1 +L+L21

(a-b) b a

< (ab+ bc + ca) %+%+% >4
(a—-b)y b a

Ma lai co:

< (ab+ bc + ca) %+%+% >ab %+%+%
(a=b)y b a (a=b) b a

Vi thé ta s& di ching minh:
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ab %+%+% >4
(a-b)y b a
Ta co:
1 1 1 1 a b
ab| ———+—+— =yt
(a=b)y b a a. . b_, a

a

14 1 .
Khao sat ham s0 f(¢) = —— 4+ véit> 2 ta sé tim duge

min f(¢t)= f(3)=4.

Vay bai toan da giai quyét, xong.

Phwong phap sir dung dau cua tam thirc bac hai:

Dinh li: Cho tam thirc bac hai f(x) =ax’ +bx +cvéia =0 va
A =b" —4ac

Néu A <0 thi f(x) cung ddu v&i a voi moi x

14 r _b
Néu A =0 thi f(x) cung dau vdi a véi moi x trir x = b
a

Néu A > 0 thi f(x) c6 2 nghiém phan biét X va X ta co:

X oo X, X, + o0

f(x) | af(x)>0 0 af(x) < 0 0  af(x)>0

ffng dung: .
Bai toan 14:Cho a,b,c 1a 3 canh cua tam giac.Chung minh rang
b’x*—(b’+¢’—a’)x+c¢’ >0

Giai: o

Ta coi vé trai bat dang thuc trén 1a mgt tam thire bac hai
fix)=b’x* —(b* +c¢*—a’)x +¢’

Ta co

A=(b*+c’—a’) —4b’c’

= [(b2 +¢’ —2bc) - az][(b2 +¢’ +2bc) - az]

=(b—-c+a)b—-c—a)b+c+a)b+c—a)<0

Do d6 f(x) cing ddu v6i b’ véi moi x tire 1a f(x) > 0 voi moi x (dpem)
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Bai toan 15:Tim gi4 tri nho nhat ctia ham sé:
4x* +3x +1
-
4x* —3x +1

Giai:
Goi a la gia tri nhd nhat ctia ham s6 trén
C4xT+3x+1
Ta co ; —a=20(1)
4x" —3x+1

Vi 4x® -3x+1>0Vx

Nén (1) © 4x* +3x +1>a(4x’ —3x +1)

S (d-4a)x’+(3+3a)x+(1—-a)=0(2)

Dit f(x)= (4—4a)x’ +(3+3a)x+(1—a)

Néua = 1 ta ¢6 f(x) = 6x khong thoa man diéu (2)

Néu a # 1 ta c6 f(x) 1a ham s6 bac hai. Pé f(x) > 0 v&i moi x

4—4a>0
A=B+3a) -4(4—-4a)1-a)<0
1

1
Giairatadugc —<a <1 tachona =—

1
Vayminy =— khido X =—
7 2

Nhan xét: Ngoai cdch sir dung tinh dong bién nghich bién ciia ham sé
bdc hai ta con cé thé sir dung dinh li vé dau cia tam thirc béac hai nhw 2
vi du trén. O bai todn 2 trén ngoai cach sir dyng ddu cia tam thirc bdc
hai ta con cé thé sir dung diéu kién cé nghiém cua phwong trinh bac
hai. Ddy dwoc goi la phwong phap mién gid tri ham so
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