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1 Kiến thức cơ bản

1.1 Đồng dư thức

Trong vành số nguyên Z, cho n là một số tự nhiên, n 6= 0, a, b là những số nguyên.

Định nghĩa 1.1. Ta nói rằng a đồng dư với b theo modulo n nếu trong phép chia

a và b cho n ta được cùng một số dư.

Khi a đồng dư với b theo modulo n, ta ký hiệu: a ≡ b (mod n), và gọi đó là một

đồng dư thức.

Định lý 1.1. Các điều kiện sau là tương đương.

a) a ≡ b (mod n)

b) n |(a− b)

c) Có một số nguyên t sao cho a = b+ nt

1.2 Các tính chất của đồng dư thức

1. Quan hệ đồng dư là một quan hệ tương đương trong Z.
2. Ta có thể cộng hoặc trừ từng vế nhiều đồng dư thức theo cùng một modulo n

với nhau, cụ thể là nếu ta có

ai ≡ bi (mod n) , i = 1, 2, ..., k

thì ta cũng có
k∑
i=1

εiai ≡
k∑
i=1

εibi (mod n) với εi = ±1.

3. Ta có thể nhân từng về với nhiều đồng dư thức theo cùng một modulo n với

nhau, cụ thể là nếu ta có

ai ≡ bi (mod n) , i = 1, 2, ..., k

thì ta cũng có
k∏
i=1

ai ≡
k∏
i=1

bi (mod n)

4. Ta có thể chia hai vế của đồng dư thức cho một ước chung nguyên tố với

modulo, cụ thể là nếu c |a , c |b và (c, n) = 1 thì từ đồng dư thức

a ≡ b ( mod n)
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ta cũng có
a

c
≡ b

c
( mod n) .

5. Ta có thể nhân hai vế của một đồng dư thức và modulo với cùng một số nguyên

dương, chia chia hai vế và modulo cho cùng một số nguyên dương là ước chung

của chúng, cụ thể là nếu

a ≡ b (mod n)

thì với mọi số nguyên dương c, ta cũng có

ac ≡ bc (mod nc)

và với mọi số d nguyên dương, d |(a, b, n) , ta cũng có

a

d
≡ b

d

(
mod

n

d

)
6. Nếu hai số đồng dư với nhau theo nhiều modulo thì chúng cũng đồng dư với

nhau theo modulo là bội chung nhỏ nhất của các modulo đã cho, cụ thể là nếu

a ≡ b (mod ni) , i = 1, 2, ..., k

và n = [n1, n2, ..., nk] thì ta cũng có

a ≡ b (mod n)

Định nghĩa 1.2. (Hàm số Euler)

Cho n là số tự nhiên khác 0. Ta gọi ϕ (n) là số các số nguyên dương không vượt

quá n và nguyên tố với n.

Các tính chất của hàm ϕ (n)

1. Hàm số ϕ (n) có tính chất nhân, tức là: ϕ (n1) .ϕ (n1) = ϕ (n1.n2) với (n1, n2) = 1

2. Nếu p nguyên tố thì ϕ (p) = p− 1 và ϕ (pα) = pα − pα−1 (α > 1)

3. Công thức tính ϕ (n)

Nếu số tự nhiên n có dạng phân tích tiêu chuẩn n = pα1

1 .pα2

2 ...pαkk thì

ϕ (n) = n

(
1− 1

p1

)(
1− 1

p2

)
...

(
1− 1

pk

)
Định lý 1.2. Định lý Euler

Nếu a, n ∈ Z, n > 0, (a, n) = 1 thì aϕ(n) ≡ 1 (mod n)
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Định lý 1.3. Định lý Fermat

Nếu p là số nguyên tố và a là số nguyên không chia hết cho p thì ta có ap−1 ≡

1 (mod p)

Định lý 1.4. Định lý Wilson

Nếu p là số nguyên tố thì (p− 1)! ≡ −1 (mod p)

2 Cấp của phần tử

Định nghĩa 2.1. Cho n ∈ N∗, (a, n) = 1, cấp của a theo modulo n là số nguyên

dương k nhỏ nhất sao cho ak ≡ 1 (mod n), ta kí hiệu cấp của a theo modulo n là

ordna.

Ví dụ 2.1. Cấp của 2 theo modulo 3 là 2, cấp của 2 theo modulo 5 là 4, cấp của

4 theo modulo 5 là 2.

Định lý 2.1. Cho số nguyên a có cấp k theo modulo n. Khi đó ah ≡ 1 (mod n)

nếu và chỉ nếu k |h , đặc biệt k |ϕ (n) .

Chứng minh. Giả sử k |h thì tồn tại j ∈ Z sao cho h = k.j. Vì ak ≡ 1 (mod n)

nên
(
ak
)j ≡ 1j (mod n) ⇔ ah ≡ 1 (mod n) Ngược lại, giả sử h là số nguyên thỏa

mãn ah ≡ 1 (mod n). Theo thuật toán Euclide, tồn tại các số nguyên q, r sao cho

h = qk + r, 0 ≤ r < k. Khi đó ah = (aq)k.ar. Từ đó suy ra: ar ≡ 1 (mod n). Vì

0 ≤ r < k và k là số nguyên dương nhỏ nhất sao cho ak ≡ 1 (mod n) nên r = 0. Vậy

h |k .

Ví dụ 2.2. Tính cấp của 2 theo modulo 13.

Vì ϕ (13) = 12 nên cấp của 2 phải là một trong các số: 1, 2, 3, 4, 6, 12. Ta có:

21 ≡ 2, 22 ≡ 4, 23 ≡ 8, 24 ≡ 3, 26 ≡ 12, 212 ≡ 1 (mod 13)

Khi đó 2 có cấp 12 theo modulo 13.

Định lý 2.2. Nếu số nguyên a có cấp k theo modulo n thì ai ≡ aj (mod n) nếu và

chỉ nếu i ≡ j (mod k) .

Chứng minh. Giả sử ai ≡ aj (mod n) , i ≥ j. Vì a nguyên tố cùng nhau với n nên

ai−j ≡ 1 (mod n). Khi đó, ta có k |(i− j) , suy ra i ≡ j (mod k).



4

Ngược lại, giả sử i ≡ j (mod k). Khi đó tồn tại q ∈ Z sao cho i = j + kq. Do đó

ai ≡ aj+kq ≡ aj .
(
ak
)q ≡ aj ( mod n). Điều phải chứng minh.

Hệ quả 2.1. Nếu a có cấp k theo modulo n thì các số nguyên a, a2, ..., ak không

đồng dư với nhau từng đôi một theo modulo n.

Chứng minh. Giả sử ngược lại rằng, ai ≡ aj (mod n), với 1 ≤ i ≤ j ≤ k. Khi đó

theo định lý trên, ta có: i ≡ j (mod k), suy ra i = j. Điều phải chứng minh.

Định lý 2.3. Nếu số nguyên a có cấp k theo modulo n và h > 0 thì ah có cấp là

k
(h,k)

theo modulo n.

Chứng minh. Đặt d = (h, k), khi đó tồn tại h1, k1 ∈ Z sao cho h = h1d, k = k1d, với

(h1, k1) = 1. Ta có: (
ah
)k1 ≡ (ah1d

) k
d ≡

(
ak
)h1 ≡ 1 (mod n)

Giả sử ah có cấp r theo modulo n. Khi đó: r |k1 (1). Mặt khác, vì a có cấp k theo

modulo n nên từ:

ahr ≡
(
ah
)r ≡ 1 (mod n)⇒ k |hr hay k1d |h1dr ⇒ k1 |h1r.

Mà (h1, k1) = 1 nên k1 |r (2). Từ (1) và (2) suy ra: k1 = r. Điều phải chứng minh.

Từ định lý trên ta có hệ quả sau:

Hệ quả 2.2. Nếu số nguyên a có cấp k theo modulo n thì ah cũng có cấp k nếu

và chỉ nếu (h, k) = 1.

Ví dụ 2.3. Cấp của 2 và lũy thừa của 2 theo modulo 13

Ta có cấp của 2 theo modulo 13 là 12 và cấp của 22 và 23 theo modulo 13 lần

lượt là 6 và 4. Ta dễ dàng kiểm tra: 6 = 12
(2,12)

, 4 = 12
(3,12)

Theo định lý trên, các số

nguyên là lũy thừa của 2 cũng có cấp 12 theo modulo 13 là các lũy thừa 2k, với

(k, 12) = 1, cụ thể là: 21, 25, 27 và 211

Định lý 2.4. Nếu a có cấp h theo modulo n, b có cấp k theo modulo n và (h, k) = 1

thì ab có cấp hk theo modulo n.

Chứng minh. Giả sử ab có cấp r theo modulo n. Do (ab)hk ≡
(
ah
)k
.
(
bk
)h ≡

1 (mod n) nên r |hk . Vì vậy, để chứng minh r = hk ta phải chứng minh hk |r .
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Ta có: brh ≡
(
ah
)r
brh ≡ (ab)rh ≡ 1 (mod n) nên k |rh . Vì (h, k) = 1 nên k |r .

Hoàn toàn tương tự, ta cũng có: h |r . Từ đó và (h, k) = 1 suy ra hk |r . Vậy

r = hk.

Nhận xét. Định lý trên sẽ không còn đúng nếu thiếu giả thiết (h, k) = 1. Ví

dụ, 2 và 3 có cùng cấp 4 theo modulo 5 nhưng 6 = 2.3 có cấp 1(6= 4.4) theo modulo

5.

Trong trường hợp (h, k) > 1, dù không suy ra được cấp của ab là hk theo modulo

n nhưng ta dễ dàng chứng minh được r là ước của hk.

Hệ quả 2.3. Nếu p là một số nguyên tố, a, n là các số nguyên dương thỏa mãn

(a,m) = 1, a 6≡ 1 (mod n) và ap ≡ 1 (mod n) thì cấp của a theo modulo n là p.

Chứng minh. Thật vậy, giả sử h là cấp của a theo modulo n. Khi đó, ta có:

h |p , h 6= 1. Do p là số nguyên tố nên h = p.

Từ định lý thặng dư Trung hoa ta có hệ quả sau:

Hệ quả 2.4. Nếu a,m, n là các số nguyên đôi một nguyên tố cùng nhau, a có cấp

h theo modulo m và có cấp k theo modulo n thì a có cấp [h, k] theo modulo mn.

Chứng minh. Thật vậy, gọi r là cấp của a theo modulo mn, ta có:

ar ≡ 1 (modm) , ar ≡ 1 (mod n)

Khi đó, h |r , k |r ⇒ [h, k] |r . Để chứng minh r = [h, k], ta cần chứng minh r |[h, k] .

Giả sử [h, k] = hk1 = h1k. Ta có

a[h,k] =
(
ah
)k1 ≡ 1 (modm) ,

a[h,k] =
(
ak
)h1 ≡ 1 (mod n) .

Theo định lý thặng dư Trung hoa suy ra a[h,k] ≡ 1 (modmn), từ đó suy ra r |[h, k] .

Vậy r = [h, k]

Ta đã biết cấp của một số nguyên a theo modulo n luôn là một ước số của

ϕ (n). Trong nhiều trường hợp cụ thể của n, tồn tại những số nguyên a sao cho

cấp của a theo modulo n đúng bằng ϕ (n). Khi đó ta có thể biểu diễn hệ thặng

dư thu gọn dưới dạng sau {
1, a, a2, ..., aϕ(n)

}
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Biểu diễn này đem lại rất nhiều thuận lợi khi xét tích các phần tử trong hệ thặng

dư thu gọn, ta có thể quy phép nhân các phần tử trong hệ thặng dư thu gọn trên

về phép cộng modulo ϕ (n). Cụ thể hơn, ta có thể tương ứng phần tử ai, aj trong

hệ thặng dư với các phần tử i, j trong tập {1, 2, ..., ϕ (n)}. Khi đó tích ai.aj được

tương ứng với phần tử i+ j.

3 Căn nguyên thủy

Định nghĩa 3.1. Nếu (a, n) = 1 và a có cấp ϕ (n) theo modulo n thì a là một căn

nguyên thủy của số nguyên n.

Hay nói cách khác, n có a là một căn nguyên thủy modulo n nếu aϕ(n) ≡

1 (mod n).

Ví dụ 3.1. 3 là một căn nguyên thủy của 7 vì: 31 ≡ 3, 32 ≡ 2, 33 ≡ 6, 36 ≡ 1 (mod 7)

Ta có thể chứng minh căn nguyên thủy tồn tại với bất kỳ modulo nguyên tố

nào, và đây là kết quả quan trọng cơ bản. Mặc dù có thể có căn nguyên thủy của

n với cả n không phải là số nguyên tố ( ví dụ, 2 là một căn nguyên thủy của 9 vì

2ϕ(9) = 26 ≡ 1 (mod 9)). Cũng không có lý do gì để tin tưởng là mọi số nguyên n

đều sở hữu 1 căn nguyên thủy, vì sự tồn tại của căn nguyên thủy phù thuộc vào

từng trường hợp đặc biệt hơn là một quy luật chung.

Ví dụ 3.2. Chứng tỏ rằng nếu Fn = 22n + 1 với n > 1, là một số nguyên tố thì 2

không phải là căn nguyên thủy của Fn (rõ ràng 2 là căn nguyên thủy của 5 = F1).

Từ sự phân tích: 22n+1 − 1 =
(
22n − 1

) (
22n + 1

)
, ta có: 22n+1 ≡ 1 (mod Fn) . Từ

đó suy ra, cấp của 2 theo modulo Fn không vượt quá 2n+1. Nhưng với giả thiết

Fn là số nguyên tố thì

ϕ (Fn) = Fn − 1 = 22n .

Bằng quy nạp đơn giản dễ dàng nhận được 22n > 2n+1, với n > 1. Do vậy cấp của

2 theo modulo Fn nhỏ hơn ϕ (Fn). Do đó, 2 không thể là căn nguyên thủy của Fn.

Từ định nghĩa của căn nguyên thủy, ta dễ dàng có các kết quả sau:

Định lý 3.1. Nếu a là một căn nguyên thủy modulo n thì ak ≡ 1 (mod n) nếu và

chỉ nếu ϕ (n) |k .
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Định lý 3.2. Nếu a là một căn nguyên thủy modulo n thì
{
a, a2, ..., aϕ(n)

}
lập

thành hệ thặng dư thu gọn modulo n.

Định lý 3.3. Nếu a là một căn nguyên thủy modulo n thì b cũng là căn nguyên

thủy modulo n khi và chỉ khi b ≡ ak (mod n) , (k, ϕ (n)) = 1.

Chứng minh. Điều kiện đủ của định lý là hiển nhiên vì:

ordnb = ordna
k =

ordna

(ordna, k)
=

ϕ (n)

(k, ϕ (n))
= ϕ (n) .

Với điều kiện cần, ta giả sử b là một căn nguyên thủy modulo n thì (b, n) = 1 hay b

nằm trong hệ thặng dư thu gọn modulo n. Khi đó tồn tại k sao cho b ≡ ak (mod n).

Đồng thời

ϕ (n) = ordnb = ordna
k =

ordna

(ordna, k)
=

ϕ (n)

(ϕ (n) , k)
.

Suy ra (ϕ (n) , k) = 1.

Một trong những tính chất quan trọng của căn nguyên thủy nằm ở định lý sau:

Định lý 3.4. Cho (a, n) = 1 và a1, a2, ..., aϕ(n) là các số nguyên dương nhỏ hơn n

và nguyên tố cùng nhau với n thì

a, a2, ..., aϕ(n)

đồng dư theo modulo n với a1, a2, ..., aϕ(n) theo một thứ tự nào đó.

Chứng minh. Vì a nguyên tố cùng nhau với n nên các lũy thừa của a cũng nguyên

tố cùng nhau với n. Do vậy mỗi ak đồng dư modulo với một số ai nào đó. Mà ta

đã biết ϕ (n) số trong tập
{
a, a2, ..., aϕ(n)

}
không đồng dư với nhau. Do vậy các lũy

thừa này phải đồng dư (không nhất thiết theo thứ tự xuất hiện) các số nguyên

a1, a2, ..., aϕ(n).

Hệ quả 3.1. Nếu n có một căn nguyên thủy thì nó có chính xác ϕ (ϕ (n)) căn

nguyện thủy.

Chứng minh. Giả sử a là một căn nguyên thủy của n. Theo định lý trên, các

căn nguyên thủy khác của n được tìm trong tập hợp a, a2, ..., aϕ(n). Nhưng số các

lũy thừa ak, 1 ≤ k ≤ ϕ (n) mà có cấp ϕ (n) bằng với số các số nguyên k sao cho

(k, ϕ (n)) = 1. Rõ ràng có ϕ (ϕ (n)) số k thỏa mãn. Vậy có ϕ (ϕ (n)) căn nguyên

thủy.
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Kết quả trên có thể giải thích qua trường hợp a = 2 và n = 9. Vì ϕ (9) = 6 nên

6 lũy thừa đầu tiên của 2 phải đồng dư theo modulo 9, theo một thứ tự nào đó

với các số nguyên dương nhỏ hơn 9 và nguyên tố cùng nhau với 9. Các số nguyên

dương nhỏ hơn 9 và nguyên tố cùng nhau với 9 là: 1,2,4,5,7, 8 và khi đó ta có:

21 ≡ 2, 22 ≡ 4, 23 ≡ 8, 24 ≡ 7, 25 ≡ 5, 26 ≡ 1 (mod 9) .

Theo hệ quả trên ta có chính xác ϕ (ϕ (9)) = ϕ (6) = 2 căn nguyên thủy của 9 và

chúng là các số 2 và 5.

Định lý 3.5. Mọi số nguyên dương có dạng p2 với p là một số nguyên tố đều có

căn nguyên thủy.

Chứng minh. Gọi a là một căn nguyên thủy của p. Đặt ordp2a = k thì ak ≡

1
(

mod p2
)
nên ak ≡ 1 (mod p), suy ra ordpa = p−1 |k , hơn nữa k

∣∣ϕ (p2
)

= p (p− 1).

Vậy nên k = p− 1 hoặc k = p (p− 1) .

Nếu k = p (p− 1) = ϕ
(
p2
)
thì theo định nghĩa a là căn nguyên thủy của p2.

Nếu k = p− 1 thì ap−1 ≡ 1
(

mod p2
)
.

Đặt b = a + p, ta có b ≡ a (mod p) nên ordpb = ordpa = p − 1. Lập luận tương tự

như trên ta cũng có ordp2b ∈ {p− 1; p (p− 1)}. Mặt khác:

bp−1 = (a+ p)p−1 =

p−1∑
i=0

Cip−1a
ipp−1−i ≡ ap−1 + ap−2p (p− 1) ≡ 1− ap−2

(
mod p2

)
.

Vậy nếu ordp2b = p− 1 thì ap−2 ≡ 0
(

mod p2
)
, mâu thuẫn vì a là căn nguyên thủy

của p nên (a, p) = 1. Do đó, ordp2b = p (p− 1) = ϕ
(
p2
)
, tức là b = a + p là căn

nguyên thủy của p2.

Định lý được chứng minh.

Định lý 3.6. Mọi số nguyên dương có dạng pk trong đó p là một số nguyên tố

còn k nguyên dương bất kỳ đều có căn nguyên thủy.

Chứng minh. Gọi a là một căn nguyên thủy của p2, ta sẽ chứng minh a cũng là

căn nguyên thủy của pk, với mọi k nguyên dương. Đặt m = ordpka, ta có am ≡

1
(

mod pk
)
nên m

∣∣ϕ (pk) = pk−1 (p− 1) . Hơn nữa, am ≡ 1
(

mod p2
)
nên ϕ

(
p2
)

=

p (p− 1) |m. Do đó, m = pt (p− 1) , với 1 ≤ t ≤ k − 1. Để chứng minh định lý, ta

chỉ cần chứng minh rằng: pk 6 |apt(p−1) − 1,∀t ≤ k − 2. Nhưng

ap
t(p−1) − 1

∣∣∣∣(apt(p−1)
)pk−2−t

− 1



9

Nên ta chỉ cần chứng minh pk 6 | apk−2(p−1) − 1, ∀k ∈ N∗. Ta sẽ dùng quy nạp.

Với k = 1 thì điều ấy là hiển nhiên. Giả sử pk 6 | apk−2(p−1) − 1, ta có ϕ
(
pk−1

)
=

pk−2 (p− 1) nên pk−1
∣∣∣apk−2(p−1) − 1 . Tức là:

ap
k−2(p−1) = 1 + qpk−1 (q 6≡ 0 (mod p)) .

Từ đó:

ap
k−1(p−1) − 1 =

(
1 + qpk−1

)p − 1 =

p∑
i=0

Cip
(
qpk−1

)i − 1 ≡ qpk 6≡ 0
(

mod pk+1
)
.

Theo nguyên lý quy nạp toán học, định lý được chứng minh.

Định lý 3.7. Cho p và q là hai số nguyên tố sao cho (p− 1)
...qα, với α ≥ 1. Khi

đó có đúng qα − qα−1 lớp thặng dư phân biệt có cấp qα modulo p.

Chứng minh. Xét phương trình

xq
α

− 1 ≡ 0 (mod p) .

Phương trình này có đúng qα nghiệm phân biệt modulo p. Vì q là một số nguyên

tố nên mỗi nghiệm cho ta một lớp thặng dư có cấp là qβ, trong đó β là một số

nguyên nhỏ hơn hoặc bằng α. Như vậy một lớp thặng dư a có cấp qα modulo p

nếu nó là nghiệm của phương trình trên và aq
α−1 6≡ 1 (mod p), tức là nó không là

nghiệm của phương trình

xq
α−1

− 1 ≡ 0 (mod p)

Mỗi nghiệm trong số qα−1 nghiệm của phương trình dưới đều là nghiệm của phương

trình trên. Do đó số lớp thặng dư phân biệt có cấp qα modulo p là qα − qα−1.

Định lý được chứng minh.

Định lý 3.8. Mọi số nguyên dương có dạng 2pk, trong đó p là số nguyên tố lẻ

còn k là số nguyên dương bất kỳ đều có căn nguyên thủy.

Chứng minh. Trước hết, nếu p là số nguyên tố lẻ thì ϕ
(
pk
)

= ϕ
(
2pk
)

= pk−1 (p− 1) .

Gọi a là một căn nguyên thủy modulo pk, ta có aϕ(pk) ≡ 1
(

mod pk
)
. Đến đây, ta

chia làm 2 khả năng:

Nếu a lẻ thì ta có: aϕ(pk) ≡ 1 (mod 2) và do đó aϕ(pk) ≡ 1
(

mod 2pk
)
.

Nếu a chẵn thì a+ pk lẻ nên
(
a+ pk

)ϕ(pk) ≡ aϕ(pk) ≡ 1
(

mod pk
)
, hơn nữa:(

a+ pk
)ϕ(pk) ≡ 1 (mod 2) nên suy ra

(
a+ pk

)ϕ(pk) ≡ 1
(

mod 2pk
)
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Mặt khác, nếu có số nguyên dương m < ϕ
(
pk
)
sao cho

am ≡ 1
(

mod 2pk
)
hoặc

(
a+ pk

)m ≡ 1
(

mod 2pk
)

thì ta đều suy ra am ≡ 1
(

mod pk
)
, điều này mâu thuẫn với giả thiết a là căn

nguyên thủy modulo pk. Do vậy, tồn tại a′ sao cho ord2pka
′ = ϕ

(
2pk
)
, tức là a′ là

căn nguyên thủy modulo 2pk.

Định lý được chứng minh.

Định lý 3.9. Nếu số nguyên dương n không có một trong 4 dạng: 2, 4, pk, 2pk,

trong đó p là số nguyên tố lẻ và k là số nguyên dương nào đó thì n không có căn

nguyên thủy.

Chứng minh. Xét phân tích tiêu chuẩn n = pα1

1 .pα2

2 ...pαss , thế thì:

ϕ (n) = pα1−1
1 .pα2−1

2 ...pαs−1
s (p1 − 1) (p2 − 1) ... (ps − 1)

Giả sử tồn tại căn nguyên thủy a của n. Ta có:

aϕ(pαii ) ≡ 1
(

mod pαii
)
.

Đặt Φ =
[
ϕ
(
pα1

1

)
, ϕ
(
pα2

2

)
, ..., ϕ (pαss )

]
, ta có ϕ

(
pαii
)
|Φ , ∀i = 1, 2, ..., s. nên aΦ ≡

1 (mod n). Nhưng a là căn nguyên thủy modulo n nên:

ordna = ϕ (n) = ϕ
(
pα1

1

)
ϕ
(
pα2

2

)
...ϕ (pαss ) |Φ .

Tức là:

ϕ
(
pα1

1

)
ϕ
(
pα2

2

)
...ϕ (pαss )

∣∣[ϕ (pα1

1

)
, ϕ
(
pα2

2

)
, ..., ϕ (pαss )

]
.

Suy ra:
(
ϕ
(
pαii
)
, ϕ
(
p
αj
j

))
= 1, ∀i, j. Nhưng điều này là không thể vì n không có

dạng 2; 4; pk; 2pk, hơn nữa pi−1
... 2,∀i.Mâu thuẫn cho ta kết luận của định lý.

4 Một số ví dụ áp dụng

Ví dụ 4.1. Cho a có cấp 3 modulo p. Tìm cấp của a+1 modulo p.

Giải:

Ta có: a 6≡ 1 (mod p) , a2 6≡ 1 (mod p) nên từ:

a3 − 1 = (a− 1)
(
a2 + a+ 1

)
≡ 0 (mod p) suy ra: a+ 1 ≡ −a2 (mod p) .

Do a có cấp 3 modulo p, −1 có cấp 2 modulo p nên −a2 có cấp 6 modulo p. Vậy

cấp của a+ 1 modulo p là 6.
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Ví dụ 4.2. Xét số Fermat Fn = 22n + 1 (n ≥ 2). Chứng minh rằng nếu p là ước

nguyên tố của Fn thì p ≡ 1
(

mod 2n+1
)
.

Giải:

Đặt: k = ordp2. Ta có: p |Fn nên 22n ≡ −1 (mod p), suy ra rằng 22n+1 ≡ 1 (mod p).

Theo tính chất của cấp thì k
∣∣2n+1 , tuy nhiên k 6 |2n, vì nếu không thì −1 ≡ 22n ≡

1 (mod p), suy ra 2 |p , tức là p = 2, vô lý do Fn là số lẻ với n ≥ 2.

Vậy k = 2n+1. Nhưng vì k = ordp2 nên k |(p− 1) , tức là p ≡ 1
(

mod 2n+1
)
.

Bài toán được chứng minh.

Ví dụ 4.3. Cho m, k ∈ N∗, k lẻ. Giả sử p = k.2m+ 1 là một số nguyên tố lẻ và tồn

tại số nguyên dương n sao cho p |Fn = 22n +1. Chứng minh rằng k2m−1 ≡ 1 (mod p) .

Giải:

Đặt h = ordp2. Ta có p |Fn nên 22n ≡ −1 (mod p), suy ra 22n+1 ≡ 1 (mod p). Theo

tính chất của cấp thì 2n+1...h. Nhưng nếu h |2n thì 22n ≡ 1 (mod p), vô lý. Cho nên

h
∣∣2n+1 và h 6 |2n, từ đó h = 2n+1. Từ ví dụ trên, suy ra p− 1 = k.2m

... 2n+1. Vì k lẻ

nên m ≥ n+ 1. Ta có:

22m−1

− 1 =
(

22m−2

+ 1
)(

22m−3

+ 1
)
...
(
22n + 1

) (
22n − 1

) ...Fn
Do p là ước nguyên tố của Fn nên 22m−1 ≡ 1 (mod p). Nhân hai vế với k2m−1

ta có:

k2m−1

≡ (2k)2m−1

≡ (−1)2m−1

≡ 1 (mod p) .

Bài toán được chứng minh.

Ví dụ 4.4. Tồn tại hay không các số nguyên dương phân biệt a1, a2, ..., an thỏa

mãn:

a1 |2a2 − 1 ; a2 |2a3 − 1 ; ...; an−1 |2an − 1 ; an |2a1 − 1 .

Giải:

Ta có nhận xét sau: Gọi p là ước nguyên tố nhỏ nhất của n, q là ước nguyên tố

nhỏ nhất của 2n − 1. Khi đó: q > p.

Thật vây, đặt k = ord2q, ta có 2n ≡ 1 (mod q) nên k |n , nhưng vì p là ước nguyên

tố nhỏ nhất của n nên k ≥ p. Hơn nữa, k |(q − 1) nên q ≥ k + 1 ≥ p+ 1 > p.

Gọi pi, qi tương ứng là các ước nguyên tố nhỏ nhất của ai, 2ai−1, ∀i = 1, 2, ..., n.

Ta có pi |ai và ai |2ai+1 − 1 nên pi |2ai+1 − 1 , nhưng qi+1 là ước nguyên tố nhỏ nhất
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của 2ai+1 − 1 nên pi ≥ qi+1. Mặt khác, theo nhận xét trên thì qi+1 > pi+1 nên pi >

pi+1, ∀i = 1, 2, ..., n, ở đây i được sử dụng theo nghĩa modulo n, tức là ta coi:

an+1 ≡ a1, pn+1 ≡ p1 và qn+1 ≡ q1. Từ đó suy ra: p1 > p2 > ... > pn > p1 (vô lý).

Vậy không tồn tại các số nguyên dương phân biệt a1, a2, ..., an thỏa mãn yêu cầu

bài toán.

Ví dụ 4.5. (VMO 2004)

Với mỗi số tự nhiên n, ta kí hiệu S(n) là tổng các chữ số trong biểu diễn thập

phân của n.

Tìm:

min

n
... 2003

S (n) .

Giải:

Dễ dàng nhận thấy ord200310 = 1001. Hiển nhiên 10k không là bội của 2003 với

mọi k.

Giả sử tồn tại k ∈ N∗ thỏa mãn 10k + 1 ≡ 0 (mod 2003), thế thì 102k ≡ 1 (mod 2003),

do đó 2k
... 1001, tức là k

... 1001, suy ra 10k ≡ 1 (mod 2003), vô lý. Vậy nên không

tồn tại n sao cho n
... 2003 và S (n) = 2.

Bây giờ ta sẽ chứng minh rằng tồn tại: n
... 2003 và S (n) = 3.

Gọi ai, bi tương ứng là số dư trong phép chia 10i và − 10i − 1 cho 2003, i =

1, 2, ..., 1001. Rõ ràng là ai, bi /∈ {0, 2002} nên ai, bi chỉ có thể nhận các giá trị:

1, 2, ..., 2001. Theo nguyên lý Dirichlet thì tồn tại hai số nào đó trong 2002 số ai, bi

bằng nhau. Hơn nữa, ord200310 = 1001 nên ai 6= aj và bi 6= bj với mọi i 6= j. Vậy

tồn tại i, j sao cho ai = bj , hay 10i + 10j + 1
... 2003.

Chú ý rằng S
(
10i + 10j + 1

)
= 3 nên giá trị cần tìm là 3.

Ví dụ 4.6. Cho a ∈ N∗ và p là một ước nguyên tố của a. Chứng minh rằng số

ap
k − 1 có ước nguyên tố lớn hơn kpklogap.

Giải:

Ta xét số M xác định bởi:

M = ap
k−1(p−1) + ap

k−1(p−2) + ...+ ap
k−1

+ 1 =
ap

k − 1

ap
k−1 − 1

.

Rõ ràng M
∣∣∣apk − 1 . Ta sẽ chứng minh M có ước nguyên tố q > kpklogap. Thật vậy,

giả sử q là một ước nguyên tố củaM . Đặt h = ordqa. Ta có ap
k ≡ 1 (mod q) nên h

∣∣pk ,
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nhưng nếu h ≤ pk−1 thì h
∣∣pk−1 , do đó ap

k−1.m ≡ 1 (mod q), với m nguyên dương,

điều này dẫn đến M ≡ p (mod q)

( vô lý do q |M nên q 6 |a, tức là (q, p) = 1). Vậy nên h = pk và theo tính chất của

cấp của số nguyên thì pk |(q − 1) . Như vậy, mọi ước nguyên tố của M đều có dạng

pk.ki + 1, với ki ∈ N∗ nào đó.

Giả sử kết luận của bài toán là sai, tức là mọi ước nguyên tố của M đều không

lớn hơn kpklogap. Xét phân tích tiêu chuẩn của M như sau:

M =

s∏
i=1

qaii =

s∏
i=1

(
pk.ki + 1

)ai
Ta có: qi = pk.ki + 1 < kpklogap nên 1 ≤ ki ≤ klogap, với mọi i = 1, 2, ..., s. Suy ra:

ap
k

> M =

s∏
i=1

(
pk.ki + 1

)ai
>
(
pk + 1

) s∑
i=1

ai

Logarithm hai vế ta được:

pk > loga
(
pk + 1

) s∑
i=1

ai > klogap.

s∑
i=1

ai ≥
s∑
i=1

ai.ki

Mặt khác, ta lại có:(
pk.ki + 1

)ai
=

ai∑
t=0

Ctai
(
pk.ki

)t ≡ pk.aiki + 1
(

mod p2k
)

Suy ra:

M =

s∏
i=1

(
pk.ki + 1

)ai ≡ s∏
i=1

(
pk.aiki + 1

)
≡ pk

s∑
i=1

aiki + 1
(

mod p2k
)

Nhưng p |a nên M = ap
k−1(p−1) + ap

k−1(p−2) + ...+ ap
k−1

+ 1 ≡ 1 (mod p) nên ta có:

1 ≡ pk
s∑
i=1

aiki + 1
(

mod p2k
)

hay

pk
s∑
i=1

aiki ≡ 0
(

mod p2k
)

Điều này là vô lý vì ta có
s∑
i=1

aiki < pk. Từ đó suy ra điều phải chứng minh.

Ví dụ 4.7. Cho n là một số nguyên dương có căn nguyên thủy. Chứng minh rằng:∏
(a,n)=1

a ≡ −1 (mod n)
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Giải:

Giả sử r là một căn nguyên thủy của n, khi đó r, r2, ..., rϕ(n) lập thành hệ thặng

dư đầy đủ modulo n. Ta có:∏
(a,n)=1

a =

ϕ(n)∏
k=1

rk ≡ r

ϕ(n)∑
k=1

k
≡ r

ϕ(n)(ϕ(n)+1)
2 =

(
r(ϕ(n)+1)

)ϕ(n)
2

≡ r
ϕ(n)
2 .

Phương trình đồng dư x2 ≡ 1 (mod n) chỉ có đúng hai nghiệm modulo n là 1

và −1, trong đó rϕ(n) ≡ 1 (mod n) và vì r là căn nguyên thủy modulo n nên

r
ϕ(n)
2 6≡ 1 (mod n) . Vậy r

ϕ(n)
2 ≡ −1 (mod n)

Ví dụ 4.8. Cho p là số nguyên tố lẻ. Chứng minh rằng a là căn nguyên thủy

modulo p khi và chỉ khi a
p−1
q 6≡ 1 (mod p) , với mọi ước nguyên tố q của p-1.

Giải:

Nếu a là căn nguyên thủy modulo p thì ordpa = p− 1 nên kết luận của ta là hiển

nhiên.

Ngược lại, giả sử a
p−1
q 6≡ 1 (mod p), với mọi ước nguyên tố q của p − 1. Ta đặt

k = ordpa, thế thì k |p− 1 , nhưng vì a
p−1
q 6≡ 1 (mod p) nên k 6 |p−1

q , với mọi ước

nguyên tố q của p. Vì thế ta có k = p− 1. Vậy ordpa = p− 1.

Ví dụ 4.9. Tìm các số nguyên p, q thỏa mãn điều kiện: a3pq ≡ a (mod 3pq) , ∀a ∈

N∗

Giải:

Ta có: a3pq ≡ (ap)3q ≡ a3q (modp) nên a3q ≡ a (mod p) , ∀a ∈ N∗. Xét a = r là một

căn nguyên thủy modulo p, ta có: r3q−1 ≡ 1 (mod p) nên 3q − 1
... ordpr hay 3q −

1
... p− 1. Tương tự thì 3p− 1

... q − 1.

Không mất tính tổng quát, ta giả sử p ≥ q. Vì 3q − 1
... p− 1 nên:

p− 1 ≤ 3q − 1 ≤ 3p− 1

Vậy 3q−1
p−1 ∈ {1, 2, 3, 4}. Xét các trường hợp:

1. 3q−1
p−1 = 1. Ta có: 3q − 1 = p− 1, từ đó p = 3q (vô lý ).

2. 3q−1
p−1 = 2. Ta có: 3q = 2p− 1 hay q = 2p−1

3 . Ta lại có: 3q − 1
... p− 1 nên

3p− 1
...

2p− 1

3
− 1⇔ 9p− 3

... 2p− 4

Suy ra 9p − 3
... p − 2. Mặt khác 9p − 3 = 9 (p− 2) + 15 nên 15

... p − 2. Do đó

p − 2 ∈ {1, 3, 5, 15}, suy ra p ∈ {3, 5, 7, 17}. Hơn nữa, q = 2p−1
3 ∈ N∗ nên ta có
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p ≡ 2 (mod 3). Vậy (p, q) ∈ {(5, 3) , (17, 11)} .

3. 3q−1
p−1 = 3 thì 3q − 1 = 3 (p− 1)

...3 (vô lý ).

4. 3q−1
p−1 = 4 thì 4 (p− 1) = 3q − 1 ≤ 3p− 1 nên p ≤ 3.

Vậy ta có các kết quả (p, q) ∈ {(3, 3) , (5, 3) , (17, 11)}. Tuy nhiên không phải cả 3

kết quả đều chấp nhận được. Thật vậy, xét a = 3, ta có 327 − 3 = 3
(
326 − 1

)
6≡

0 (mod 27) và 345−3 = 3
(
344 − 1

)
6≡ 0 (mod 45), do đó các kết quả (p, q) = (5, 3) và (p, q) =

(3, 3) bị loại.

Với (p, q) = (17, 11), ta có: 3.11.17 = 561. Ta kiểm tra thấy a560 ≡ 1 (mod 561) ,∀a ∈

N∗.
Vậy (p, q) ∈ {(17, 11) , (11, 17)}

Ví dụ 4.10. Cho p là một số nguyên tố, a, n là các số nguyên dương, (a,n)=1.Chứng

minh rằng:

a) Phương trình xn ≡ a (mod p) hoặc có (n, p− 1) nghiệm hoặc vô nghiệm tùy theo

a
p−1

(n,p−1) ≡ 1 (mod p) hay không.

b) Nếu (n, p− 1) = 1 thì phương trình xn ≡ a (mod p) có đúng một nghiệm.

Giải:

a) Giả sử g là một căn nguyên thủy của p, gk ≡ a (mod p). Nếu tồn tại số nguyên

x sao cho xn ≡ a (mod p) thì (x, p) = 1. Do đó, tồn tại số nguyên dương u sao cho

gu ≡ x (mod p). Khi đó,

gnu ≡ gk (mod p) hay nu ≡ k (mod p− 1)

Đặt d = (n, p− 1), khi đó phương trình nu ≡ k (mod p− 1) có d nghiệm nếu k
... d

và vô nghiệm nếu k 6 ... d.

Nếu k
... d thì k(p−1)

d ≡ 0 (mod p− 1) nên

a
p−1
d ≡ g

k(p−1)
d ≡

(
gp−1

) k
d ≡ 1 (mod p) .

Nếu k 6 ... d thì k(p−1)
d 6≡ 0 (mod p− 1) nên

a
p−1
d ≡ g

k(p−1)
d 6≡ 1 (mod p) .

Điều phải chứng minh.

b) Đây là trường hợp riêng của a) với (n, p− 1) = 1.
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Ví dụ 4.11. (Balkan 1999)

Cho p là một số nguyên tố có dạng 3l + 2. Đặt

S =
{
y3 − x3 − 1 |x, y là các số nguyên dương , 0 ≤ x, y ≤ p− 1

}
Chứng minh rằng có nhiều nhất p phần tử trong S chía hết cho p.

Giải:

Trước hết, ta có nhận xét sau: Nếu p là một số nguyên tố, k, x, y là các số nguyên

dương thỏa mãn (k, p− 1) = 1 và xk ≡ yk (mod p) thì x ≡ y (mod p).

Theo giả thiết ta có: (3, p− 1) = 1 nên
{

13, 23, ..., p3
}
lập thành một hệ thặng dư

đầy đủ modulo p. Do đó, với mỗi 0 ≤ y ≤ p − 1 tồn tại duy nhất số nguyên x,

0 ≤ x ≤ p − 1 sao cho x3 ≡ y2 − 1 (mod p). Tức là trong tập S có nhiều nhất p số

chia hết cho p. Điều phải chứng minh.

Ví dụ 4.12. Cho g là một căn nguyên thủy của số nguyên tố p, số nguyên dương

a ≡ gk (mod p) có cấp h modulo p và a.ā ≡ 1 (mod p). Chứng minh rằng ā cũng có

cấp h modulo p và ā ≡ gp−1−k (mod p)

Giải:

Hiển nhiên aā ≡ gkā ≡ 1 ≡ gp−1 (mod p) nên ā ≡ gp−1−k (mod p). Gọi k là cấp của

ā modulo p.

Vì ah ≡ 1 (mod p) nên āh ≡ (a.ā)h ≡ 1 (mod p), từ đó suy ra h
... k.

Vì āk ≡ 1 (mod p) nên ak ≡ (a.ā)k ≡ 1 (mod p), từ đó suy ra k
... h.

Khi đó h = k, tức là cấp của ā là h. Điều phải chứng minh.

Ví dụ 4.13. Cho p, q là hai số nguyên tố lẻ thỏa mãn p = 2q+1. Chứng minh rằng

−a2 luôn là một căn nguyên thủy modulo p với mọi số nguyên dương a, 1 < a ≤ q.

Giải:

Giả sử q = 2k + 1, suy ra p = 2q + 1 = 4k + 3 nên −1 không phải là một số chính

phương modulo p. Gọi g là một căn nguyên thủy modulo p, khi đó tồn tại các số

nguyên dương 1 ≤ s, t ≤ p − 1 sao cho −1 ≡ gs, a ≡ gt (mod p). Do −1 không là số

chính phương modulo p nên s lẻ, do đó (s+ 2t) q là một số lẻ và không chia hết

cho p− 1. Từ đó, (
−a2

)q ≡ (gsg2t
)q ≡ g(s+2t)q 6≡ 1 (mod p) .
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Mặt khác, vì 1 < a ≤ q nên a2 6≡ 1 (mod p), do đó(
−a2

)2 ≡ a4 6≡ 1 (mod p) .

Gọi cấp của −a2 modulo p là h. Khi đó h |(p− 1) nên h chỉ có thể nhận các giá trị

là 2, q hoặc 2q. Từ chứng minh trên ta suy ra h = 2q = p− 1. Vậy −a2 là một căn

nguyên thủy modulo p. Điều phải chứng minh.

Ví dụ 4.14. Chứng minh rằng:

a) Nếu a.a′ là hai căn nguyên thủy phân biệt modulo p thì a.a′ không phải là một

căn nguyên thủy.

b) Nếu a là một căn nguyên thủy modulo p2 thì a là một căn nguyên thủy modulo

p.

c) Hãy chứng minh định lý Wilson dựa vào căn nguyên thủy.

Giải:

a) Giả sử a′ ≡ ak (mod p). Do a′ là một căn nguyên thủy nên (k, p− 1) = 1, suy ra

k là một số lẻ. Do k lẻ nên k + 1
... 2 và (k+1)(p−1)

2

... p− 1, từ đó ta có:(
a.a′
) p−1

2 =
(
a
k+1
2

)(p−1)

≡ ap−1 ≡ 1 (mod p) .

Từ đó suy ra a.a′ không là một căn nguyên thủy.

b) Gọi cấp của a modulo p là h, khi đó h |p− 1 . Do ah ≡ 1 (mod p) nên tồn tại số

nguyên dương q sao cho ah = pq + 1. Ta có:

aph = (pq + 1)p = (pq)p + Cp−1
p (pq)p−1 + Cp−2

p (pq)p−2 + ...+ C2
p(pq)2 + C1

p (pq) + 1

Do C1
p = p nên aph ≡ 1

(
mod p2

)
. Từ đó, ph

... ϕ
(
p2
)
, tức là: ph

... p (p− 1) hay h
... p−

1. Vì h
∣∣p− 1 nên h = p− 1 , suy ra a là một căn nguyên thủy của p. Điều phải

chứng minh.

c) Vì a1, a2, ..., ap−1 là một hệ thặng dư thu gọn modulo p nên

(p− 1)! ≡ a1.a2...ap−1 ≡ a
p(p−1)

2 ≡ a
p−1
2 ≡ −1 (mod p)

Điều phải chứng minh.
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5 Bài tập

Bài 1. Cho p, q là các số nguyên tố khác nhau sao cho tồn tại một số nguyên

dương b thỏa mãn (
bq−1 + bq−1 + ...+ 1

) ... p

Chứng minh rằng: p ≡ 1 (mod q) .

Bài 2. Cho b là một số nguyên. Chứng minh rằng tồn tại vô số cặp số nguyên

(p, q) thỏa mãn

q − 1

p
= k ∈ Z, b là lũy thừa bậc k modulo p.

Bài 3. Cho b, t, k là các số nguyên dương lớn hơn 1. Chứng minh rằng điều kiện

cần và đủ để tồn tại một số nguyên dương n thỏa mãn

bt−1 ≤ n < bt, nk ≡ n
(

mod bt
)

là một trong hai điều kiện sau xảy ra:

i) b không là lũy thừa của một số nguyên tố,

ii)
(
k − 1, ϕ

(
bt
))
> 1.

Bài 4. Tìm tất cả các số nguyên n > 1 sao cho:

a25 − a ... n, ∀a ∈ Z+.

Bài 5. Tìm tất cả các cặp số nguyên tố p, q sao cho:

pq |(5p − 2p) (5q − 2q) .

Bài 6. Tìm tất cả các cặp số nguyên tố p, q thỏa mãn:

a3pq ≡ a (mod 3pq) , ∀a ∈ Z.

Bài 7. Tìm tất cả các số nguyên n > 1 sao cho 2n+1
n2 là một số nguyên.

Bài 8. Với mỗi số nguyên a, đặt:

na = 101a− 100.2a.
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Chứng minh rằng nếu 0 ≤ a, b, c, d ≤ 99, na + nb ≡ nc + nd (mod 10100) thì {a, b} =

{c, d} .

Bài 9. Cho b là một số nguyên dương thỏa mãn b+1 = q là một số nguyên tố. Với

mỗi số nguyên y, kí hiệu π (y) là ước số nguyên tố nhỏ nhất của y. Chứng minh

rằng nếu tồn tại một số nguyên dương y và một số nguyên tố p ≤ π (y) sao cho by+

1
... p thì p = q.

Bài 10. Cho b là một số nguyên dương thỏa mãn b + 1 = q ≥ 5 là số nguyên tố.

Gọi p là ước số nguyên tố lớn nhất của by + 1, q là ước số nguyên tố nhỏ nhất của

y. Chứng minh rằng:

p ≥ q + 2.


