CHUYEN DE HE PHUONG TRINH

Pham Hung Vuong
Hoc sinh 16p 12C1 truong THPT Phan Dang Luu, Nghé An

I. L&i néi dau
Chuyeén dé 1a két qua thu duge qua mot thoi gian hoc tap va nghién citu ciia ban than vé hé phuong
trinh. Tuy nhién c¢6 thé néi ring, d6 la su két tinh qua nhiéu thé he, 1a su gitp da, 1a sy hoc hoi tir
nhitng ngudi ban ctia minh cfing nhu rat nhiéu yéu t6 khac.
Dé dat hiéu qua cao khi tham khao chuyén dé nay, xin dugc trich dan may 16i clia nha gido G.Polya:
" [...] Mot s6 bai toan c6 néu 1oi gidi day du (tuy van tat), d6i véi mot sé bai khac, chi vach ra may
budc gidi dau tien, va doi khi chi dua ra két qua cudi cling.
Mot s6 bai toan c6 kém thém chi dan dé gitp ngudi doc giai duge dé dang hon. Chi dan ciing c6 thé
nam trong nhitng bai toan khac & gan bai toan dang xét. Nén dic biet lvu ¥ dén nhitng nhan xét
md dau trude timg bai tap hay cd mot nhém bai tap gap thay trong chuong.
Néu chiu khé, ging sic giai mot bai toan nao do thi dit khong gidi néi di ching nita, ban doc ciing
thu hoach dugc nhiéu diéu bo ich. Chang han, ban doc c¢6 thé gié ra xem (& cudn sach) phan dau
moi 101 gidi, dem ddi chiéu véi nhitng suy nghi ctia ban than minh, roi gap sach lai va thit gang tu
It tim ra phan con lai ciia 16i gidi.
C6 1& thoi gian t6t nhat dé suy nghi, nghién ngdm vé phuong phap giai bai toan la lic ban vita tu
lic gidi xong bai todn hay vita doc xong 10i giai bai toan trong sach, hay doc xong phan trinh bay
phuong phap giai trong sach. Khi vita hoan thanh xong nhiém vy, va cdc an tugng hay con "néng
hoi", nhin lai nhitng no luc vita qua ctia minh, ban doc c¢6 thé phan tich sau sic tinh chat ctia nhiing
kho khin da vugt qua. Ban doc doc c6 thé tur diat cho minh nhiéu cau hoéi bd ich: "Khau nao trong
qué trinh gidi 14 quan trong nhat? Khé khan chti yéu 1a & chd nao? Ta c6 thé lam gi cho t6t hon?
Chi tiét 4y minh cling da liéc qua ma khong chi ¥ dén - mudn "nhin thay" chi tiét nay thi dau 6c
phéi c6 tu chat ra sao? Lieu 6 day c6 mot cach gi d6 dang luu ¥ dé sau nay gip mot tinh hudng
tuong tu, ta co6 thé ap dung duge khong?" Tat ca nhitng cau héi do déu hay ca, va cling con nhiéu
cau héi bo ich khéc nita, nhung cau héi hay nhat chinh 1a cau héi tu nhien niy ra trong 6c, khong
can ai goi y ca!"
(trich "MAy 16i khuyén va chi dan" -G.Polya trong "Sang tao toan hoc")
Do thoi gian cling nhu 1 s6 van dé khac nhu kién thiic, trinh bay,.. ma chuyén dé nay con kha nhiéu
khiém khuyét. Rat mong dudc cidc ban quan tam va chia sé dé hoan thién chuyén dé hon. Hi vong
né sé la tai lieu bo ich giap ching ta vugt qua 1 chdng nhé trong chang dudng chinh phuc toan hoc.
1. MOT SO PHUGNG PHAP CU.
1. Hé phuong trinh déi zing kiéu I.
Nhan dang: He ddi xiing kiéu I: gom 2 phuong trinh an x,y ma vai tro x,y trong mdi phuong trinh
13 nhu nhau. Vi du:
{M{;?;%izgVM@W%DMpQﬁBdMéﬂmwS:x+%P:xyGﬁﬁmSjwwdé
stt dung dinh 1f Vi-et, dé& thay =,y 1a nghiém ctia phuong trinh: X? - S. X + P =0
Cling xem xét 1 vai vi du (cach gidi va mot s6 huéng giai quyét méi)
Vi dy 1: (D thi HSG 16p 9 Tinh Bén Tre nam 2009-2010) Giai hé phuong trinh: {xQ J;yj y_ 22 ; 2y5: 6

Bai giéi:



bat S = x4+ y, P = zy, ta thu dugc hé mdéi tuong duong:

§?—2P-25=6 _ [§*—45+4=0 _ [ S=
S—P=5 P=5-2 =3

Nhu vay, theo dinh li Vi-ét, x,y la nghiém cta phuong trinh:

r=3,y=—1

X2—2X—3:0<:>(X—3)(X+1):0=>[
x:_lay:

Vay hé c¢6 2 nghiém (z;y) théa man la: (—1;3) va (3; —1).

Nhitng bai nhu thé nay va bai gidi nhu vay da trd nén quen thuoc, khong con méi la. Tuy nhién,
ciing c6 1 s6 bai he, du biét 1a déi xting kiéu I, nhung lai phai lam gi dé st dung dugc? Hay xem vi
du:

Vi du 2: (DH-CD Khdi A nam 2006)

Giai hé phuong trinh:

rT+y—Jry=3
Vr+l+y+1=4
Bai giai:
Y twdng 1: Thit dat nhu cii: S = 2 4+ y, P = xy, he khi d6 trd thanh:
r+y—Jry=3 N S—vVP=3
r+y+2+Vry+r+y+1=16 S+2yP+S+1=14
S=+vP+3
S—VP+3 VP+
<9, PP \/ﬁ@ 3P —26V/P — 105 =0
B 0<P<I121

Dén day, gidi tim P, sau d6 quay lai gidi tim ra nghiém x,y. ( cha ¥ diéu kién)

Hon nita, luon nhé: S? > 4P dé loai b6t nghiem.

Y tudng 2: Dat dn a = vz + 1,b = /y + 1 nhiim lam don gidn 1 phuong trinh cia he. (ki thuat dat
an lam gon nay rat c6 y nghia, dac biét trong bat déng thitc (BDT) c6 gia thiét rudm ra, véi phuong
trinh hay hé cing vay). Khi dé:

HPT & a+b=14 N S =4
a?+b*—2—/(a2-1)(*-1) =3 S?2—2P—-2—+/P2—-S524+2P+1=3

S =4
=
VP2 4+2P—-15=11-2P
Trong d6 S = a + b, P = ab. Dén day, ta ciing c6 thé gidi tuong ti.
Vi du 3:(Thi thit DH-CD, THPT chuyén Nguyén Hué 2011) Giai hé phuong trinh:

Vitl+y—1=4
Vi+6+y+4=6

Vi du 4:(Dé thi HSG 16p 9 tinh Nghé An nam 2009-2010) Giai h¢ phuong trinh:

44 =9
r Yy oz

2 1

— -5 =4
Ty oz



Vi du 5: Giai hé phuong trinh:

(x4 y)(1 + xy) = 4oy
(@ + ) (1 + 2%y?) = da?y?

Thuc ra, dang hé doi xting kieu I c¢6 huéng giai kha don gian, ré rang véi viec dit an va st dung dinh
Ii Vi-ét. Chinh vi vay ma hé déi xiing kicu I thudng gin véi viec giai va bien luan, mot sé truong clia
phuong phap nay! Ching ta cing xét mot s6 vi du sau.

Vi dy 6: (Dé thi HSG 16p 9 tinh Ha Noi nam 2009-2010) Tim a dé hé phuong trinh sau c6 nghiem
duy nhat:

ay+r+y=a+1
?y+ay =a

Bai gidi:
S+P=a+1
SP=a
Theo Vi-ét, S va P la nghiém ctia phuong trinh: X2 — (a + 1)X +a = 0(1)
Hon ntta, cling theo Vi-ét x,y lai 1a nghiém ctia phuong trinh: X2 — S.X + P = 0(2).
Do d6, dé hé c6 1 nghiem duy nhat thi (2) c6 nghiem duy nhét, tic Ay =0 S2=4P < x=y

bat: S=x+vy, P =y, tacéhéméi:{

Hodc c6 thé dung nhan xét: do vai tro x, y trong mdi phuong trinh ctia hé 1a nhu nhau nén néu hé c6
nghiém (m;n) thi né ciing c6 nghiém (n;m). Nhu vay dé hé c6 nghiém duy nhat thi can c6 x = y.
Thé vao dugc:

242 —(a+1)=0 (%)

3

2 4+2r=a+1
p=—

N

Dé hé c6 nghiém duy nhat thi (x) c6 duy nhat 1 nghiem z = 2_—1 =-1= '\3/% =-1&a= -2

Thtt lai thay thoa man. Két luan gia tri can tim la a = —2.
Vi dy 7: (D& thi HSG 16p 9 Tinh Hung Yén nam 2009-2010) Tim m dé hé phuong trinh sau c6
nghiém:
VI+L\y=m
{x +y—\JTy=m
Vi du 8: (Thi thit DH-CD THPT Luong Ngoc Quyén, Thai Nguyén 2011) Tim a dé hé phuong trinh

sau c6 nghiém:

Ve+l+y+1=a
r+y=2a+1

Néu don thuan chi 1a he déi xting kiéu I thi chic chidn noé sé nhanh chéng duge ching ta gidi quyét.
Chinh vi vay, ma sau day sé cac vi du can diing céac ki thuat nhé chuyén vé he déi xing kiéu I. (Phan
ki nang sé trinh bay r6 hon ¢ muc sau).

Vi du 9: Giai hé phuong trinh:

(. —1)2+6(x — 1)y + 4y* = 20
P+ (2y+1)2=2

Nhan xét: Quan sat thi thay ngay khong thé 1a he déi xiing kiéu I. Nhung! Hay xem huéng giai sau:

Bai giéi:



a® + 3ab + b* = 20
(a+1)*+(b+1)*=2
Bay gio, thi c6 thé di tiép theo phuong phap dugc r6i.

Dat a =z — 1,b = 2y thi he tré thanh: { . Diing 13 he déi xitng kiéu I!

C6 thé néi ring, van dé dit gon luon an hien 1 diéu gi do rat tha vi néu ta tinh ¥ trong céc bicu
thiic nhin ¢6 vé c6 van dé. Nhu vi du trén chang han, phai biét nghi ngd (z — 1), khi n6 duge dat
trong ngoac.

Hay tiép tuc vé6i he sau:

Vi du 10: Giai hé phuong trinh:

22+ 6y + 4y =19+ 2y + 6y (1)
?+42=1-4y (2

C6 thé thay, ca 2 vi du 10 va vi du 11 déu chi 1a mot. Nhung néu nghiém theo céch dat an gon thi
dat cai nao.

Néu diat @ = x — 1, b = 2y nhu trén thi tai sao lai biét ma dit nhu vay. Day chinh 13 van dé can ban.
Néu di theo phan tich phuong trinh (1) thi sé c6 kha nhiéu phuong 4n: chang han nghi dén hing
dang thic: (1) & (z +3y)? — 5y2 = 19 + 2(x + 3y), ..v.v. C6 kha nhidu dang thitc c6 thé nghi t6i dé
dat.

Nhung véi phuong trinh (2) thi lai khac: n6 chi ¢c6 mot déng thitc can cha y: (2) & 2%+ (2y+1)% = 2.
Nhu vay, ¥ tudng dat lam gon (2) mé ra: a = 2y + 1, hon nita ¢6 thé thiy & phuong trinh (1) he s6
ctia y luon chin, khi thé c6 thé thé 2y = a — 1 (day khong phai 1a mot tring hop ngau nhien. Hay
nghi vay).

Viéc lam con lai thi kha 16 rdi, ta cling thu dudge mot he doéi xing kiéu I va tiép tuc giai.

Hay thi véi cac vi du:

Vi du 11: Giai hé phuong trinh:

at — 42+ (y—3)? =0
y+a?+2y—22=0

Vi du 12: Giai hé phuong trinh:

z(zy+y+1)=yley+1)+1

{ (x—y)* =1-2%?

Tham chi con c6 nhitng bai c¢6 nhitng cach dat dua ve hé déi xiing rat tha vi, khé ma thay dude néu
khong qua chit bién déi. Vi vay, hay c¢d ging quan sat va dit gon phit hop.
Vi du 13: Giai hé phuong trinh:

2 +y?=5+4r — 4y
x+zy—y=15

Vi dy 14: (THTT s6 379 nam 2009) Giai hé phuong trinh:

ry — 3x — 2y = 16
2?2 +y? — 22 — 4y = 33

2?2 +y? =2
202+ 3xy — 292 +3x +y =7
(xem giai ¢ muc II. phuong phap 02)

Vi du 15:Giai hé phuong trinh: {



Hon nita, dang hé déi xiing kicu I nay rat hay van dung mot hing dang thiic (dang c6 xu huong 16n
<oy 1 1 £ Y A
trong céc de thi thi): — + vi=(=+y)?— 29 . Tiép tuc véi cac vi du sau, ban sé thay ro.
x x x

Vi du 16: Giadi hé phuong trinh:
y Y
- +==6
T T

dfraclz® +y?> =5
Vi du 17: Giai hé phuong trinh:

ry+y*+r—Ty=0
xy + 2% — 12y =0

Vi du 18: Giai hé phuong trinh:
1
2 2 1 2 _ 9
(2 +y*) (1 + —xy)

1
3 3)(1 3_ 4
(@ 1)1+ )
Vi du 19: Giai hé phuong trinh:

ryr+y—6)+20+y=0
1
2 2 1 2:8
(@40 o)

Va cd mot dang (6 phan cudi chuyén de)
2. Hé phuong trinh déi xing kiéu II.
Nhan dang: Cing nhu loai I, loai II ciing “d6i xing” nhung 1a ddi xing gitta 2 phuong trinh cht
khong khong phai 1a déi xtng trong ting phuong trinh nhu kiéu I.
Mot cach nhan dang khac nita la cho x = y thi 2 phuong trinh ctia hé nhu nhau. Hay néi cach khéc
x = y chinh 1 nghiém ctia he. Day chinh la dic diém khai thac ctia hé nay.
Phuong phdp: Thong thuong, ta trit theo vé ta thu dugc nghiém z = y, va 1 s6 nghiem khac. Sau do
thay lai tim ra nghiém (x;y).
Cuing xem xét mot s6 vi du don gidn.
Vi du 20: Giai hé phuong trinh:

> +y=>5r+3

y?+ 1 =>5y+3
Bai gidi:
Trit theo ctia he thu duoe: 22 — y* = 6(z — y) < (v — y)(z +y — 6) = 0. Do d6, hé phuong trinh da
cho tuong duong véi:

T=1y r=y=1
xTr = =
2 -4 +3=0 r=y=3 Y
& S |lz=y=3
r+y==6 r=3,y=3
r=-99y=15
> +r—-5(06—-12)=-3 r=-9y=15

Vay hé phuong trinh da cho ¢6 nghiém la (z;y) = {(=9;15),(1;1),(3;3)}
Vi du 21: Giai hé phuong trinh:

=2y +1

Yy =2x +1



Bai gidi:
Trit theo vé cia he ta thu duge: 23 —¢y®* =2(y —2) & (x —y) (P + 2y + > +2) =0 =y Vi

3 . R

x2+xy+y2+2:(x+g)2+1y2+2>0. Nhu vay the = = y vao he, ta chi can giai phuong trinh:

_ r=1

P —2r+1=0&(z—-1)(2"+2-1) =0« r=1 & 1+5
2?+r—1=0 = —
2
—1+£+5

Vay hé phuong trinh da cho c6 nghiém la x = T\/_;l}

e Chii y: Khi trit theo vé, ta thu dudc: 3 + 22 = y3 + 2y. Néu khong dung phan tich trén, ta c6 thé
tinh dao ham: f(t) = ¢34+ 2t c6 f'(t) = 3t* + 2 > 0 nén suy ra: x = y.

e Nhan xét: Don gian chi 1 trit vé theo vé, nhung v6i nhitng bai khac nhau lai can thém nhiing ki
thuat khai thac khac nhau dé 1a xut hien (z"y). Hay xem:

Vi du 22: (Thit stic trude ki thi, THTT s6 407, 2011) Giai hé phuong trinh:

Vi+10+y—1=11
VyFI0+vz—1=11

Bai giai:
Diéu kién cac phan thitc c6 nghia: 2,y > 1. Chi ¥ 2 = y = 1 khong 13 nghiém ctia hé nén trit theo
vé 2 phuong trinh ctia hé va nhan luong lien hgp ta co:

Vr+10—/y+10++/y—1—+vVr—1=0
<:)>($_y)< 1 _ 1 n 1

Ve+10+y+10 V-1 +y-—-1
(Vido vo + 10+ /y + 10 > v/ — 1+ y/y — 1 nén biéu thiic con lai v6 nghiem).
Thé z = y vao ta dé dang gidi phuong trinh ctia heé.

>:O<:>x:y

Con tiép...



