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LÒ
.
I CAM D- OAN

Tôi xin cam d̄oan nhũ.ng kết quȧ’ d̄u.o.. c tr̀ınh bày trong luâ.n án là

mó.i, d̄ã d̄u.o.. c công bố trên các ta.p ch́ı Toán ho.c quốc tế. Các kết quȧ’ viết

chung vó.i GS. TSKH. Hoàng Xuân Phú và PGS. TS. Phan Thành An d̄ã

d̄u.o.. c su.. d̄ò̂ng ý cu̇’a các d̄ò̂ng tác giȧ’ khi d̄u.a vào luâ.n án. Các kết quȧ’

nêu trong luâ.n án là trung thu.. c và chu.a tù.ng d̄u.o.. c ai công bố trong bất

kỳ công tr̀ınh nào khác tru.́o.c d̄ó.

Nghiên cú.u sinh



LÒ
.
I CȦ’M O

.
N

Luâ.n án d̄u.o.. c hoàn thành du.́o.i su.. hu.́o.ng dẫn, chı̇’ bȧ’o cu̇’a GS. TSKH.

Hoàng Xuân Phú và PGS. TS. Phan Thanh An. Tác giȧ’ chân thành cȧ’m

o.n su.. giúp d̄õ. mo. i mǎ. t mà các Thà̂y d̄ã dành cho. Tác giȧ’ bày tȯ’ lòng

biết o.n sâu sǎ́c và chân thành tó.i GS. TSKH. Hoàng Xuân Phú, Thà̂y d̄ã

quan tâm, hu.́o.ng dẫn tâ.n t̀ınh, nghiêm khǎ́c và ta.o mo. i d̄iè̂u kiê.n d̄ê̇’ tác

giȧ’ có thê̇’ hoàn thành nhũ.ng mu. c tiêu d̄ǎ. t ra cho luâ.n án. Tác giȧ’ xin

bày tȯ’ lòng biết o.n d̄ến GS. TSKH. Nguyẽ̂n D- ông Yên, PGS. TS. Ta. Duy

Phu.o.. ng, PGS. TS. Nguyẽ̂n Nǎng Tâm và các d̄ò̂ng nghiê.p thuô.c Phòng

Giȧ’i t́ıch số và T́ınh toán Khoa ho.c Viê.n Toán ho.c v̀ı d̄ã có nhũ.ng ý kiến

quý báu cho tác giȧ’ trong quá tr̀ınh nghiên cú.u.

Tác giȧ’ xin d̄u.o.. c bày tȯ’ lòng cȧ’m o.n d̄ến Ban chu̇’ nhiê.m Khoa Công

Nghê. thông tin, Phòng Sau d̄a. i ho.c và Ban Giám d̄ốc Ho.c viê.n Kỹ thuâ. t

Quân su.. d̄ã ta.o mo. i d̄iè̂u kiê.n thuâ.n lo.. i d̄ê̇’ tác giȧ’ có nhiè̂u thò.i gian thu.. c

hiê.n luâ.n án.

Tác giȧ’ cũng bày tȯ’ lòng biết o.n d̄ến PGS. TS. D- ào Thanh T̃ınh,

PGS. TS. Nguyẽ̂n D- ú.c Hiếu, PGS. TS. Nguyẽ̂n Thiê.n Luâ.n, PGS. TS.

Tô Vǎn Ban, TS. Nguyẽ̂n Nam Hò̂ng, TS. Nguyẽ̂n Hũ.u Mô.ng, TS. Vũ

Thanh Hà, TS. Nguyẽ̂n Ma.nh Hùng, TS. Nguyẽ̂n Tro.ng Toàn, TS. Ngô

Hũ.u Phúc, TS. Tống Minh D- ú.c, TS. Lê D- ı̀nh So.n, TS. Trà̂n Nguyên Ngo.c

và tất cȧ’ các d̄ò̂ng nghiê.p trong Khoa Công Nghê. thông tin, HVKTQS,

d̄ã d̄ô.ng viên, kh́ıch lê. và có nhũ.ng trao d̄ô̇’i hũ.u ı́ch trong suốt thò.i gian

nghiên cú.u và công tác.

Tác giȧ’ cȧ’m o.n sâu sǎ́c GS. TSKH. Pha.m Thế Long, Giám d̄ốc Ho.c

Viê.n KTQS, ngu.̀o.i d̄ã ta.o mo. i d̄iè̂u kiê.n vè̂ mǎ. t thu̇’ tu. c cũng nhu. chuyên

môn d̄ê̇’ tác giȧ’ có thê̇’ hoàn thành luâ.n án này.

Cuối cùng tác giȧ’ gu.’̇ i lò.i cám o.n tó.i vo.. và các con, nhũ.ng ngu.̀o.i d̄ã

d̄ô.ng viên, chǎm sóc và ta.o mo. i d̄iè̂u kiê.n cho tác giȧ’ trong quá tr̀ınh làm

luâ.n án.
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thô 8
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1.3. Hàm γ-lò̂i ngoài . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
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DANH MU. C CÁC KÝ HIÊ. U THU
.
Ò

.
NG DÙNG

• IRn : Không gian Euclide n chiè̂u

• ‖ · ‖ : Chuâ̇’n Euclide trong IRn

• 〈x, y〉 : T́ıch vô hu.́o.ng cu̇’a véc to. x, y

• B(x, r) := {y | ‖y − x‖ < r} : Hı̀nh cà̂u mo.’̇ bán ḱınh r tâm x

• B̄(x, r) := {y | ‖y − x‖ ≤ r} : Hı̀nh cà̂u d̄óng bán ḱınh r tâm x

• A ∈ IRn×n, A � 0 : Ma trâ.n d̄ối xú.ng xác d̄i.nh du.o.ng

• AT : Ma trâ.n chuyê̇’n vi. cu̇’a ma trâ.n A

• λmin, (λmax) : Giá tri. riêng nhȯ’ nhất (ló.n nhất) cu̇’a ma trâ.n A

• λ(A) : Tâ.p các giá tri. riêng cu̇’a ma trâ.n A

• ‖A‖ = {
√

maxλ | λ ∈ λ(ATA)} : Chuâ̇’n cu̇’a ma trâ.n A trong IRn×n

• f(x) = 〈Ax, x〉+ 〈b, x〉 : Hàm toàn phu.o.ng lò̂i ngǎ. t

• p(x), supx∈D |p(x)| ≤ s vó.i s ∈ [0,+∞[ : Hàm nhiẽ̂u gió.i nô. i

• f̃ = f + p : Hàm toàn phu.o.ng lò̂i ngǎ. t vó.i nhiẽ̂u gió.i nô. i

• f(x) := 〈Ax, x〉 + 〈b, x〉 → inf, x ∈ D : Bài toán quy hoa.ch toàn

phu.o.ng (P )

• f(x) := 〈Ax, x〉 + 〈b, x〉 → sup, x ∈ D : Bài toán quy hoa.ch toàn

phu.o.ng (Q)

• f(x) := 〈Ax, x〉 + 〈b, x〉 + p(x) → inf, x ∈ D : Bài toán quy hoa.ch

toàn phu.o.ng lò̂i ngǎ. t vó.i nhiẽ̂u (P̃ )

• f(x) := 〈Ax, x〉 + 〈b, x〉 + p(x) → sup, x ∈ D : Bài toán quy hoa.ch

toàn phu.o.ng lò̂i ngǎ. t vó.i nhiẽ̂u (Q̃)

• ∂g(x∗) : Du.́o.i vi phân cu̇’a g ta. i d̄iê̇’m x∗



• L(x, µ0, . . . , µm) :=
∑m

i=0 µigi(x) : Hàm Lagrange

• T́ınh chất (Mγ) : Mỗi d̄iê̇’m γ-cu.. c tiê̇’u x∗ cu̇’a f là d̄iê̇’m cu.. c tiê̇’u

toàn cu. c

• T́ınh chất (Iγ) : Mỗi d̄iê̇’m γ-infimum x∗ cu̇’a f là d̄iê̇’m infimum

toàn cu. c

• Lα(f̃) := {x | x ∈ D, f̃(x) ≤ α}, α ∈ IR : Tâ.p mú.c du.́o.i cu̇’a hàm

f̃ = f + p

• h1(γ) := infx0, x1∈D, ‖x0−x1‖=γ

(
1
2(f(x0) + f(x1))− f(1

2(x0 + x1))
)

• h2(γ) := infx0, x1∈D, ‖x0−x1‖=γ,−x0+2x1∈D

(
f(x0)−2f(x1)+f(−x0+2x1)

)
• aff D : Bao aphin cu̇’a tâ.p D

• extD : Tâ.p các d̄iê̇’m cu.. c biên cu̇’a tâ.p lò̂i d̄a diê.n D

• JD(x∗) := extD \ {x∗}, x∗ ∈ extD

• d(x,D) := infy∈D ‖x− y‖ : Khoȧ’ng cách tù. x d̄ến D

• convD : Bao lò̂i cu̇’a tâ.p D

• dD := minx∗∈extD{d
(
x∗, conv JD(x∗)

)
}

• D(x∗, β) := {x ∈ D | x = (1− α)x∗ + αy, y ∈ D, 0 ≤ α ≤ 1− β},
x∗ ∈ extD, β ∈ [0, 1]

• C0(D) := {p : D → IR | ‖p‖C0 := supx∈D |p(x)| < +∞}

• B̄C0(0, r) : Hı̀nh cà̂u d̄óng bán ḱınh r tâm 0 trong C0(D)
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.’̇ D- À̂U

Bài toán quy hoa.ch toàn phu.o.ng truyè̂n thống có da.ng

f(x) := 〈Ax, x〉+ 〈b, x〉 → inf, x ∈ D

trong d̄ó A ∈ IRn×n là ma trâ.n vuông, b ∈ IRn là véc to. và D ⊂ IRn là tâ.p

lò̂i.

Cùng vó.i bài toán quy hoa.ch lò̂i, bài toán quy hoa.ch toàn phu.o.ng

d̄u.o.. c nhiè̂u nhà toán ho.c Viê.t nam và quốc tế nghiên cú.u, v́ı du. nhu. H.

W. Kuhn và A. W. Tucker [22], B. Bank và R. Hasel [5], E. Blum và W.

Oettli [7], B. C. Eaves [12], M. Frank và P. Wolfe [13], O. L. Magasarian

[26], G. M. Lee, N. N. Tam và N. D. Yen [31], H. X. Phu [45], H. X. Phu

và N. D. Yen [53], M. Schweighofer [57], H. Tuy [63], [64], [72], H. H. Vui

và P. T. Son [66]. . .

Các kết quȧ’ quan tro.ng d̄ã thu d̄u.o.. c khi nghiên cú.u các bài toán

quy hoa.ch toàn phu.o.ng cu̇’a các nhà toán ho.c là vè̂ su.. tò̂n ta. i nghiê.m tối

u.u, d̄iè̂u kiê.n cà̂n tối u.u, d̄iè̂u kiê.n d̄u̇’ tối u.u, thuâ. t toán t̀ım nghiê.m tối

u.u, t́ınh ô̇’n d̄i.nh cu̇’a nghiê.m tối u.u khi các bài toán trên bi. tác d̄ô.ng bo.’̇ i

nhiẽ̂u. Nhiè̂u kết quȧ’ nghiên cú.u vè̂ bài toán trên d̄ã d̄u.o.. c ú.ng du.ng d̄ê̇’

giȧ’i các bài toán trong kinh tế và kỹ thuâ. t, nhu. bài toán lu.. a cho.n d̄à̂u tu.

(portfolio selection) ([27], [28]), bài toán phát d̄iê.n tối u.u (economic power

dispatch) ([6], [11], [69]), bài toán kinh tế d̄ối sánh (matching economic),

([17]), bài toán máy hỗ tro.. véc to. (support vector machine) ([29]). . .

Khi A là nu.’̇ a xác d̄i.nh du.o.ng hoǎ.c nu.’̇ a xác d̄i.nh âm th̀ı bài toán trên

có thê̇’ phân rã thành hai bài toán khác nhau sau:

f(x) := 〈Ax, x〉+ 〈b, x〉 → inf, x ∈ D (P )

và

f(x) := 〈Ax, x〉+ 〈b, x〉 → sup, x ∈ D. (Q)
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Luâ.n án này nghiên cú.u các bài toán quy hoa.ch toàn phu.o.ng lò̂i ngǎ. t

vó.i nhiẽ̂u gió.i nô. i sau:

f̃(x) := 〈Ax, x〉+ 〈b, x〉+ p(x)→ inf, x ∈ D (P̃ )

và

f̃(x) := 〈Ax, x〉+ 〈b, x〉+ p(x)→ sup, x ∈ D, (Q̃)

trong d̄ó p : D → IR thȯ’a mãn d̄iè̂u kiê.n supx∈D |p(x)| ≤ s vó.i giá tri.

s ∈ [0,+∞[ và A trong các bài toán (P ), (Q), (P̃ ) và (Q̃) d̄u.o.. c giȧ’ thiết là

ma trâ.n d̄ối xú.ng xác d̄i.nh du.o.ng.

Vı̀ sao các bài toán trên d̄u.o.. c cho.n d̄ê̇’ nghiên cú.u? Rõ ràng, khi s = 0

th̀ı các bài toán (P̃ ) và (Q̃) ch́ınh là các bài toán (P ) và (Q), hay nói cách

khác các bài toán (P ) và (Q) là các tru.̀o.ng ho.. p riêng cu̇’a các bài toán (P̃ )

và (Q̃). D- ây là lý do d̄ê̇’ tiến hành nghiên cú.u các bài toán trên, tối thiê̇’u

tù. quan d̄iê̇’m lý thuyết. Tuy nhiên, còn mô.t số lý do thu.. c tế khác du.́o.i

d̄ây, cho thấy viê.c nghiên cú.u các bài toán (P̃ ), (Q̃) là thu.. c su.. cà̂n.

Lý do thú. nhất: f(x) = 〈Ax, x〉+ 〈b, x〉 là hàm mu. c tiêu ban d̄à̂u và

p là hàm nhiẽ̂u nào d̄ó. Hàm nhiẽ̂u p có thê̇’ bao gò̂m các tác d̄ô.ng bô̇’ sung

(tất d̄i.nh hoǎ.c ngẫu nhiên) lên hàm mu. c tiêu và các lỗi gây ra trong quá

tr̀ınh mô h̀ınh hóa, d̄o d̄a.c, t́ınh toán. . . D- iê̇’m d̄ǎ.c biê.t là o.’̇ chỗ, chúng

ta ha.n chế chı̇’ xét nhiẽ̂u gió.i nô. i. Ha.n chế này là không quá ngǎ. t, có thê̇’

d̄u.o.. c thȯ’a mãn trong nhiè̂u bài toán thu.. c tế, chȧ̌’ng ha.n nhu. trong hai v́ı

du. minh ho.a sau d̄ây.

Mô.t trong nhũ.ng ú.ng du.ng nô̇’i bâ. t cu̇’a quy hoa.ch toàn phu.o.ng là

bài toán lu.. a cho.n d̄à̂u tu. (H. M. Markowitz [27], [28]). Bài toán phát

biê̇’u nhu. sau: Phân phối vốn qua n chú.ng khoán (asset) có sǎ̃n d̄ê̇’

có thê̇’ giȧ’m thiê̇’u ru̇’i ro và tối d̄a lo.. i nhuâ.n, tú.c là t̀ım véc to. tı̇’ lê.

x ∈ D, D := {x = (x1, x2, . . . , xn) |
∑n

j=1 xj = 1} d̄ê̇’ f(x) = ωxTΣx− ρTx
d̄a. t giá tri. nhȯ’ nhất, trong d̄ó xj, j = 1, . . . , n, là tẏ’ lê. chú.ng khoán thú.

j trong danh mu. c d̄à̂u tu., ω là tham số ru̇’i ro, Σ ∈ IRn×n là ma trâ.n

hiê.p phu.o.ng sai, ρ ∈ IRn là véc to. lo.. i nhuâ.n kỳ vo.ng. Vı̀ Σ và ρ thu.̀o.ng
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không d̄u.o.. c xác d̄i.nh ch́ınh xác mà chı̇’ xấp xı̇’ bo.’̇ i Σ̃ và ρ̃, do d̄ó chúng

ta phȧ’i cu.. c tiê̇’u hóa hàm f̃(x) = ωxT Σ̃x − ρ̃Tx = f(x) + p(x), trong d̄ó

p(x) = ωxT (Σ̃ − Σ)x − (ρ̃ − ρ)Tx. Khi quy d̄i.nh, không d̄u.o.. c bán khống,

tú.c là xj ≥ 0, j = 1, . . . , n, th̀ı tâ.p chấp nhâ.n d̄u.o.. c D là gió.i nô. i. Vı̀ vâ.y

nhiẽ̂u p cũng gió.i nô. i trên D. Nói mô.t cách tô̇’ng quát, t́ınh gió.i nô. i cu̇’a

nhiẽ̂u luôn d̄u.o.. c d̄ȧ’m bȧ’o khi D gió.i nô. i và p liên tu. c trên D. Giȧ’ thiết

này cũng phù ho.. p vó.i nhiè̂u bài toán thu.. c tế.

Mô. t v́ı du. nũ.a cho thấy là nhiẽ̂u gió.i nô. i luôn xuất hiê.n khi giȧ’i mô. t

bài toán tối u.u (P ) hoǎ.c (Q) nào d̄ó bǎ̀ng máy t́ınh. Do phà̂n ló.n các số

thu.. c không thê̇’ biê̇’u diẽ̂n ch́ınh xác bǎ̀ng máy t́ınh, nên d̄ối vó.i hà̂u hết

x ∈ D ta không thê̇’ t́ınh ch́ınh xác d̄a. i lu.o.. ng f(x) = 〈Ax, x〉 + 〈b, x〉 mà

chı̇’ có thê̇’ xấp xı̇’ f(x) bo.’̇ i mô. t số dấu chấm d̄ô.ng f̃(x) nào d̄ó. Hàm f̃

không lò̂i, không toàn phu.o.ng và thâ.m ch́ı là không liên tu. c trên D. Khi

d̄ó hàm p := f̃ −f mô tȧ’ các lỗi t́ınh toán. Các lỗi d̄ó bi. chǎ.n bo.’̇ i mô. t câ.n

trên s ∈ [0,+∞[ nào d̄ó có thê̇’ u.́o.c lu.o.. ng d̄u.o.. c, tú.c là supx∈D |p(x)| ≤ s.

Ngoài ra, bǎ̀ng cách su.’̇ du.ng các số dấu chấm d̄ô.ng dài ho.n và/hoǎ.c các

thuâ. t toán tốt ho.n, ta có thê̇’ giȧ’m câ.n trên s.

Lý do thú. hai: f̃ là hàm mu. c tiêu d̄ı́ch thu.. c và f là hàm mu. c tiêu

d̄u.o.. c lý tu.o.’̇ ng hóa hoǎ.c là hàm mu. c tiêu thay thế. Trong thu.. c tế, nhiè̂u

hàm thê̇’ hiê.n mô.t số mu. c tiêu thu.. c tiẽ̂n d̄u.o.. c giȧ’ d̄i.nh là lò̂i, hoǎ.c toàn

phu.o.ng, hoǎ.c có mô. t số t́ınh chất thuâ.n tiê.n d̄ã d̄u.o.. c nghiên cú.u kỹ, hoǎ.c

dẽ̂ nghiên cú.u, nhu.ng thu.. c ra th̀ı không phȧ’i là nhu. vâ.y. D- iè̂u này d̄ã d̄u.o.. c

H. X. Phu, H. G. Bock và S. Pickenhain d̄è̂ câ.p d̄ến trong [48]. Trong bối

cȧ’nh d̄ó, p = f̃ − f là hàm hiê.u chı̇’nh. Có thê̇’ giȧ’ thiết p là gió.i nô. i (tối

thiê̇’u trên tâ.p chấp nhâ.n d̄u.o.. c) bo.’̇ i mô. t số du.o.ng khá bé s, v̀ı nếu |p(x)|
quá ló.n th̀ı su.. thay thế không còn phù ho.. p nũ.a.

D- ê̇’ giȧ’i th́ıch d̄iè̂u này, ta d̄è̂ câ.p d̄ến vấn d̄è̂ thu.̀o.ng d̄u.o.. c nghiên cú.u

cu̇’a phát d̄iê.n tối u.u, tú.c là bài toán phân bố lu.o.. ng d̄iê.n nǎng cho tù.ng

tô̇’ máy phát nhiê.t d̄iê.n sao cho tô̇’ng chi ph́ı (giá thành) là cu.. c tiê̇’u, d̄ò̂ng

thò.i vẫn d̄áp ú.ng d̄u.o.. c nhu cà̂u lu.o.. ng d̄iê.n nǎng và thoȧ’ mãn ràng buô.c
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vè̂ công suất phát ra cu̇’a mỗi tô̇’ máy. Ngu.̀o.i ta thu.̀o.ng giȧ’ thiết (xem

[6], [11], [69],. . . ) hàm chi ph́ı tô̇’ng cô.ng (bao gò̂m các chi ph́ı nhiên liê.u

(fuel cost), chi ph́ı tȧ’i sau (load-following cost), chi ph́ı du.. phòng quay

(sprinning-reserve cost), chi ph́ı du.. phòng bô̇’ sung (supplemental-reserve

cost), chi ph́ı tô̇’n thất phát và truyè̂n dẫn d̄iê.n nǎng) là hàm toàn phu.o.ng,

lò̂i ngǎ. t và có da.ng

F (P ) =
n∑
i=1

Fi(Pi),

trong d̄ó n là số tô̇’ máy phát, P := (P1, P2, . . . , Pn), Pi ∈ [Pimin, Pimax] là

lu.o.. ng d̄iê.n nǎng phát ra cu̇’a tô̇’ máy thú. i, Pimin, Pimax là công suất phát

nhȯ’ nhất và ló.n nhất cu̇’a tô̇’ máy phát thú. i, Fi(Pi) = ai + biPi + ciP
2
i là

hàm chi ph́ı cu̇’a tô̇’ máy phát thú. i và ai, bi, ci là các hê. số giá cu̇’a tô̇’ máy

phát thú. i ∈ {1, 2, . . . , n}.

Dı̃ nhiên, giȧ’ thiết toàn phu.o.ng, lò̂i ngǎ. t cu̇’a hàm mu. c tiêu là quá lý

tu.o.’̇ ng. Chi ph́ı thu.. c tế có thê̇’ không là hàm toàn phu.o.ng và cũng không

là hàm lò̂i ngǎ. t. Nhu. vâ.y, d̄ê̇’ giȧ’ thiết vè̂ t́ınh toàn phu.o.ng và lò̂i ngǎ. t

cu̇’a hàm mu. c tiêu d̄u.o.. c thȯ’a mãn, cà̂n hàm gió.i nô. i p hiê.u chı̇’nh hàm chi

ph́ı thu.. c tế. D- ǎ.c biê.t (xem [62], [6], [11], [69],. . . ), nếu hiê.u ú.ng d̄iê̇’m-van

d̄u.o.. c xét d̄ến th̀ı hàm chi ph́ı toàn phu.o.ng phȧ’i d̄u.o.. c hiê.u chı̇’nh bo.’̇ i tô̇’ng

hũ.u ha.n các hàm da.ng sin, tú.c là

F (P ) =
n∑
i=1

(
Fi(Pi) + |ei sin(fi(Pimin − Pi))|

)
,

trong d̄ó ei, fi là các hê. số hiê.u ú.ng d̄iê̇’m-van. Rõ ràng hàm hiê.u chı̇’nh

p :=
∑n

i=1 |ei sin(fi(Pimin − Pi))| là gió.i nô. i.

D- ê̇’ ngǎ́n go.n, ta thu.̀o.ng go. i p là hàm nhiẽ̂u (mǎ.c dù nó không chı̇’

d̄óng vai trò d̄ó nhu. d̄ã giȧ’i th́ıch o.’̇ trên), f̃ là hàm bi. nhiẽ̂u và (P̃ ) và

(Q̃) là các bài toán nhiẽ̂u. Thâ. t ra, chúng chı̇’ là các thuâ. t ngũ. vay mu.o.. n,

không phȧ’i lúc nào cũng ch́ınh xác nhu. thu.̀o.ng lê..

Nhũ.ng vấn d̄è̂ g̀ı là mó.i cu̇’a các bài toán (P̃ ) và (Q̃) cà̂n d̄u.o.. c nghiên

cú.u? Câu hȯ’i này là cà̂n thiết, v̀ı d̄ã có nhũ.ng kết quȧ’ nghiên cú.u d̄ǎ. c
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sǎ́c theo các kh́ıa ca.nh khác nhau vè̂ t́ınh ô̇’n d̄i.nh cu̇’a các bài toán nhiẽ̂u

lò̂i và/hoǎ.c nhiẽ̂u toàn phu.o.ng. D- iê̇’m chung cu̇’a phà̂n ló.n các công tr̀ınh

nghiên cú.u tù. tru.́o.c d̄ến nay là nhiẽ̂u không làm thay d̄ô̇’i nhũ.ng thuô.c

t́ınh tiêu biê̇’u cu̇’a bài toán ban d̄à̂u. Vı́ du. bài toán lò̂i bi. nhiẽ̂u vẫn giũ.

nguyên t́ınh lò̂i (nhu. trong các nghiên cú.u cu̇’a M. J Canovas [8], D. Klatte

[21], B. Kumer [23]. . . ) và các bài toán toàn phu.o.ng giũ. d̄u.o.. c t́ınh toàn

phu.o.ng (nhu. trong các nghiên cú.u cu̇’a J. V. Daniel [10], G. M. Lee, N. N.

Tam và N. D. Yen [31], K. Mirnia và A. Ghaffari-Hadigheh [30], H. X. Phu

[45], H. X. Phu và N. D. Yen [53]. . . ). D- iè̂u khác biê.t là, hàm mu. c tiêu f̃

cu̇’a các bài toán nhiẽ̂u trong luâ.n án này không lò̂i, không toàn phu.o.ng

mǎ.c dù hàm f là lò̂i ngǎ. t và toàn phu.o.ng. Ho.n nũ.a, v̀ı nhiẽ̂u p chı̇’ giȧ’

thiết là gió.i nô. i, nên hàm bi. nhiẽ̂u f̃ có thê̇’ không liên tu. c ta. i bất cú. d̄iê̇’m

nào. Vó.i nhũ.ng hàm mu. c tiêu nhu. vâ.y, du.̀o.ng nhu. sẽ không thê̇’ thu d̄u.o.. c

kết quȧ’ g̀ı d̄ǎ. c biê.t. Mu. c tiêu cu̇’a luâ.n án là chı̇’ ra d̄iè̂u ngu.o.. c la. i.

Luâ.n án gò̂m 4 chu.o.ng.

Chu.o.ng 1 vó.i tiêu d̄è̂ “Bài toán quy hoa. ch lò̂i, toàn phu.o.ng và hàm

lò̂i thô” tr̀ınh bày D- i.nh lý Kuhn-Tucker cu̇’a bài toán quy hoa.ch lò̂i, D- i.nh

lý vè̂ d̄iè̂u kiê.n cu.. c tri. cu̇’a bài toán quy hoa.ch toàn phu.o.ng và mô.t số loa. i

hàm lò̂i thô nhu. γ-lò̂i ngoài, Γ-lò̂i ngoài, γ-lò̂i trong cùng mô.t số t́ınh chất

tối u.u cu̇’a chúng.

Các khái niê.m, các t́ınh chất, các d̄i.nh lý d̄u.o.. c dẫn ra trong chu.o.ng

này sẽ d̄u.o.. c su.’̇ du.ng d̄ê̇’ nghiên cú.u các vấn d̄è̂ d̄ǎ. t ra trong các chu.o.ng

sau.

Chu.o.ng 2 vó.i tiêu d̄è̂ “D- iê̇’m infimum toàn cu. c cu̇’a Bài toán (P̃ )”

nghiên cú.u t́ınh γ-lò̂i ngoài cu̇’a hàm toàn phu.o.ng vó.i nhiẽ̂u gió.i nô. i, d̄iê̇’m

cu.. c tiê̇’u toàn cu. c, d̄iê̇’m infimum toàn cu. c cu̇’a Bài toán (P̃ ), khȧ’o sát t́ınh

ô̇’n d̄i.nh nghiê.m và mo.’̇ rô.ng D- i.nh lý Kuhn-Tucker cho bài toán này.

Chu.o.ng 3 vó.i tiêu d̄è̂ “Tı́nh Γ-lò̂i ngoài cu̇’a hàm mu. c tiêu và d̄iê̇’m

infimum toàn cu. c cu̇’a Bài toán (P̃ )” nghiên cú.u t́ınh Γ-lò̂i ngoài cu̇’a hàm
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mu.c tiêu f̃ (theo cách tiếp câ.n tô pô), qua d̄ó nhâ.n d̄u.o.. c mô.t số kết quȧ’

ma.nh ho.n nhũ.ng kết quȧ’ nghiên cú.u vè̂ d̄iê̇’m cu.. c tiê̇’u toàn cu. c, d̄iê̇’m

infimum toàn cu. c cu̇’a Bài toán (P̃ ) d̄u.o.. c chı̇’ ra trong Chu.o.ng 2.

Chu.o.ng 4 cu̇’a luâ.n án có tiêu d̄è̂ “D- iê̇’m supremum cu̇’a Bài toán (Q̃)”

nghiên cú.u t́ınh chất và t́ınh ô̇’n d̄i.nh cu̇’a các d̄iê̇’m supremum toàn cu. c và

d̄iê̇’m supremum d̄i.a phu.o.ng cu̇’a Bài toán (Q̃).

Các kết quȧ’ d̄a. t d̄u.o.. c trong luâ.n án bao gò̂m:

• Chı̇’ ra các d̄iè̂u kiê.n d̄u̇’ d̄ê̇’ hàm bi. nhiẽ̂u f̃ = f+p là γ-lò̂i ngoài, Γ-lò̂i

ngoài và γ-lò̂i trong.

• Chú.ng minh d̄u.o.. c d̄u.̀o.ng ḱınh cu̇’a tâ.p các d̄iê̇’m infimum toàn cu. c

cu̇’a Bài toán (P̃ ) không vu.o.. t quá γ∗ = 2
√

2s/λmin.

• Chı̇’ ra t́ınh ô̇’n d̄i.nh nghiê.m cu̇’a Bài toán (P̃ ) theo câ.n trên s cu̇’a hàm

nhiẽ̂u.

• Mo.’̇ rô.ng D- i.nh lý Kuhn-Tucker cho Bài toán (P̃ ).

• Chı̇’ ra các t́ınh chất (ma.nh ho.n các t́ınh chất d̄ã có) cu̇’a các d̄iê̇’m

cu.. c tiê̇’u toàn cu. c và d̄iê̇’m infimum toàn cu. c cu̇’a Bài toán (P̃ ) khi su.’̇

du.ng t́ınh Γ-lò̂i ngoài cu̇’a hàm toàn phu.o.ng lò̂i ngǎ. t bi. nhiẽ̂u gió.i nô. i

f̃ = f + p.

• Chú.ng minh d̄u.o.. c su.. tò̂n ta. i và vi. tŕı cu̇’a các d̄iê̇’m supremum toàn

cu. c trên miè̂n D.

• Khȧ̌’ng d̄i.nh t́ınh ô̇’n d̄i.nh cu̇’a tâ.p các d̄iê̇’m supremum toàn cu. c khi

D là d̄a diê.n lò̂i và tâ.p các d̄iê̇’m supremum d̄i.a phu.o.ng khi D là tâ.p

lò̂i d̄a diê.n cu̇’a Bài toán (Q̃) theo nhiẽ̂u p.

Các kết quȧ’ ch́ınh cu̇’a luâ.n án d̄ã d̄u.o.. c tr̀ınh bày ta. i các xemina

“Tối u.u hóa và T́ınh toán hiê.n d̄a. i” cu̇’a Khoa Công nghê. thông tin (Ho.c

viê.n KTQS), “Tối u.u và T́ınh toán khoa ho.c” cu̇’a Phòng Giȧ’i t́ıch số
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và T́ınh toán khoa ho.c (Viê.n Toán ho.c), Hô. i thȧ’o “Tối u.u và T́ınh toán

Khoa ho.c” (Ba Vı̀, Hà Nô. i, tháng 4 nǎm 2010). Các kết quȧ’ này cũng

d̄ã d̄u.o.. c công bố trên các ta.p ch́ı Optimization, Mathematical Methods of

Operations Research và Journal of Optimization Theory and Applications .

Chúng tôi d̄ang tiếp tu. c nghiên cú.u mô.t số vấn d̄è̂ vè̂ lý thuyết và

t́ınh toán ú.ng du.ng trong thu.. c tế cu̇’a các bài toán (P̃ ) và (Q̃), hy vo.ng

rǎ̀ng trong thò.i gian tó.i sẽ có thêm mô.t số kết quȧ’ mó.i.



CHU
.
O

.
NG 1

BÀI TOÁN QUY HOA. CH LÒ̂I,

QUY HOA. CH TOÀN PHU
.
O

.
NG VÀ HÀM LÒ̂I THÔ

Trong chu.o.ng này, chúng tôi nhǎ́c la. i D- i.nh lý Kuhn-Tucker cho bài

toán quy hoa.ch lò̂i, D- i.nh lý vè̂ d̄iè̂u kiê.n cà̂n cu.. c tri. cho bài toán quy hoa.ch

toàn phu.o.ng. D- ò̂ng thò.i chúng tôi cũng tr̀ınh bày la. i mô. t số khái niê.m,

t́ınh chất cu̇’a hàm lò̂i thô nhu. γ-lò̂i ngoài, Γ-lò̂i ngoài và γ-lò̂i trong.

Các khái niê.m, các kết quȧ’ dẫn ra o.’̇ trong chu.o.ng này, sẽ d̄u.o.. c su.’̇

du.ng nhiè̂u là̂n trong các chu.o.ng sau.

Trong suốt luâ.n án này, IRn là không gian Euclide n-chiè̂u, D ⊆ IRn

là các tâ.p lò̂i, và trong nhiè̂u tru.̀o.ng ho.. p D d̄u.o.. c giȧ’ thiết là tâ.p lò̂i d̄a

diê.n. Vó.i x0, x1 ∈ IRn, λ ∈ IR, ta ký hiê.u

xλ := (1− λ)x0 + λx1,

[x0, x1] := {xλ | 0 ≤ λ ≤ 1},
]x0, x1] := [x0, x1] \ {x0}.

Các tâ.p ho.. p [x0, x1[ và ]x0, x1[ cũng d̄u.o.. c d̄i.nh ngh̃ıa tu.o.ng tu.. .

Vó.i r là số thu.. c du.o.ng, các tâ.p ho.. p

B(x, r) := {y | ‖y − x‖ < r},
B̄(x, r) := {y | ‖y − x‖ ≤ r},
S(x, r) := {y | ‖y − x‖ = r},

là̂n lu.o.. t d̄u.o.. c go. i là các h̀ınh cà̂u mo.’̇ , h̀ınh cà̂u d̄óng và mǎ.t cà̂u tâm x

bán ḱınh r. Ngoài ra, trong luâ.n án này chúng tôi luôn ký hiê.u:

8
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• f là hàm toàn phu.o.ng lò̂i ngǎ. t có da.ng

f(x) := 〈Ax, x〉+ 〈b, x〉, x ∈ D (1.0.1)

trong d̄ó A ∈ IRn×n là ma trâ.n d̄ối xú.ng xác d̄i.nh du.o.ng (nếu A

không d̄ối xú.ng ta có thê̇’ thay A bo.’̇ i 1
2(A+ AT )).

• p(x) là hàm nhiẽ̂u gió.i nô. i, tú.c là

sup
x∈D
|p(x)| ≤ s < +∞. (1.0.2)

• f̃(x) := f(x) + p(x) d̄u.o.. c go. i là hàm toàn phu.o.ng lò̂i ngǎ. t vó.i nhiẽ̂u

gió.i nô. i trên D, go. i tǎ́t là hàm bi. nhiẽ̂u.

• Ta cũng ký hiê.u λmin, λmax và λ(A) là̂n lu.o.. t là các giá tri. riêng nhȯ’

nhất, ló.n nhất và tâ.p các giá tri. riêng cu̇’a ma trâ.n A.

1.1. Bài toán quy hoa.ch lò̂i, quy hoa.ch toàn phu.o.ng

Trong mu. c này, chúng tôi tr̀ınh bày D- i.nh lý Kuhn-Tucker cho bài toán

quy hoa.ch lò̂i sau:

g0(x) → inf, x ∈ D
D = {x ∈ S | gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m},

(L1)

trong d̄ó gi : IRn → IR, i = 0, . . . ,m, là các hàm hàm lò̂i, S ⊂ IRn là tâ.p

lò̂i.

Bài toán trên d̄ã d̄u.o.. c nghiên cú.u tù. rất só.m, mô.t trong nhũ.ng kết

quȧ’ quan tro.ng là d̄i.nh lý Kuhn-Tucker do W. H. Kuhn và A. W. Tucker

d̄u.a ra vào nǎm 1951 trong [22] công tr̀ınh khai phá cu̇’a Quy hoa.ch lò̂i.

Trong Bài toán (L1) hàm Lagrange d̄u.o.. c d̄i.nh ngh̃ıa nhu. sau:

L(x, µ0, . . . , µm) :=
m∑
i=0

µigi(x), (1.1.3)
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trong d̄ó µi, i = 0, 1, . . . ,m, nhâ.n các giá tri. thu.. c, x ∈ D. Nếu tâ.p D cu̇’a

Bài toán (P ) trùng vó.i tâ.p D cu̇’a Bài toán (L1) th̀ı hàm Lagrange cu̇’a Bài

toán (P ) có da.ng

L(x, µ0, . . . , µm) := f(x) +
m∑
i=1

µigi(x), (1.1.4)

D- i.nh lý 1.1.1. (D- i.nh lý Kuhn-Tucker, xem [74]).

Xét Bài toán (L).

(a) Nếu x∗ là nghiê. m cu.
. c tiê̇’u cu̇’a bài toán th̀ı tò̂n ta. i các nhân tu.̇’

Lagrange µi ≥ 0, i = 0, . . . ,m, sao cho chúng không cùng triê. t tiêu,

thȯ’a mãn d̄iè̂u kiê. n Kuhn-Tucker

L(x∗, µ0, . . . , µm) = min
x∈S
L(x, µ0, . . . , µm) (1.1.5)

và d̄iè̂u kiê. n bù

µigi(x
∗) = 0 vó.i mo. i i = 1, . . . ,m. (1.1.6)

Nếu thêm d̄iè̂u kiê. n Slater

∃z ∈ S : gi(z) < 0 vó.i mo. i i = 1, . . . ,m, (1.1.7)

thȯ’a mãn th̀ı µ0 6= 0 và có thê̇’ coi µ0 = 1.

(b) Nếu tò̂n ta. i x∗ thȯ’a mãn (1.1.5), (1.1.6) vó.i µ0 = 1 th̀ı x∗ là nghiê. m

cu.
. c tiê̇’u cu̇’a Bài toán (L1).

Da.ng du.́o.i vi phân cu̇’a D- i.nh lý Kuhn-Tucker d̄u.o.. c phát biê̇’u nhu. sau:

D- i.nh lý 1.1.2. (xem [74]) Giȧ’ thiết rà̌ng gi : IRn → IR, i = 1, . . . ,m, là

các hàm lò̂i, cùng liên tu. c ı́t nhất ta. i mô. t d̄iê̇’m cu̇’a tâ. p lò̂i S ⊂ IRn. Cho

x∗ là mô. t nghiê. m chấp nhâ. n d̄u.o.
. c cu̇’a Bài toán (L1).

(a) Nếu x∗ là nghiê. m cu.
. c tiê̇’u cu̇’a bài toán th̀ı tò̂n ta. i các nhân tu.̇’

Lagrange µi ≥ 0, i = 0, . . . ,m, sao cho chúng không cùng triê. t tiêu,

thȯ’a mãn phu.o.ng tr̀ınh

0 ∈
m∑
i=0

µi∂gi(x
∗) +N(x∗|S) (1.1.8)
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và

µigi(x
∗) = 0 vó.i mo. i i = 1, . . . ,m, (1.1.9)

trong d̄ó tâ. p

∂gi(x
∗) := {ξ | gi(x)− gi(x∗) ≥ 〈ξ, x− x∗〉 ∀x ∈ IRn}

là du.́o.i vi phân cu̇’a gi ta. i x∗ và tâ. p

N(x∗|S) := {ξ | 〈ξ, x− x∗〉 ≤ 0 ∀x ∈ S}

là nón pháp tuyến cu̇’a S ta. i x∗.

Nếu d̄iè̂u kiê. n Slater (1.1.7) thȯ’a mãn, th̀ı µ0 6= 0 và có thê̇’ coi µ0 = 1.

(b) Nếu tò̂n ta. i x∗ thȯ’a mãn (1.1.8), (1.1.9) vó.i µ0 = 1 th̀ı x∗ là nghiê. m

cu.
. c tiê̇’u cu̇’a Bài toán (L1).

Nhâ.n xét 1.1.1. Nếu S = IRn th̀ı khi d̄ó N(x∗|S) = {0}, nên biê̇’u thú.c

(1.1.8) d̄u.o.
. c thay bo.̇’ i

0 ∈
m∑
i=0

µi∂gi(x
∗). (1.1.10)

D- ối vó.i bài toán quy hoa.ch toàn phu.o.ng ta có d̄i.nh lý sau:

D- i.nh lý 1.1.3. (Xem [31]). Xét bài toán quy hoa. ch toàn phu.o.ng

〈Mx, x〉+ 〈b, x〉 → inf, x ∈ D
D = {x ∈ IRn | 〈ci, x〉 ≤ di, i = 1, . . . ,m},

(L2)

trong d̄ó M ∈ IRn×n là ma trâ. n d̄ối xú.ng, ci ∈ IRn, i = 1, . . . ,m. Khi d̄ó,

nếu x∗ là nghiê. m cu.
. c tiê̇’u d̄i.a phu.o.ng th̀ı tò̂n ta. i các nhân tu.̇’ Lagrange

µi ≥ 0, i = 1, . . . ,m, sao cho chúng thȯ’a mãn các d̄iè̂u kiê. n

(2Mx∗ + b) +
m∑
i=1

µici = 0, (1.1.6)

và

µi(〈ci, x∗〉 − di) = 0 vó.i mo. i i = 1, . . . ,m. (1.1.7)
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D- i.nh lý 1.1.4. (xem [31], trang 79). Cho D là tâ. p lò̂i d̄a diê. n, khi d̄ó

(a) Nếu M là ma trâ. n d̄ối xú.ng xác d̄i.nh du.o.ng và D 6= ∅ th̀ı Bài toán

(L2) có d̄iê̇’m cu.
. c tiê̇’u toàn cu. c duy nhất.

(b) Nếu M là ma trâ. n d̄ối xú.ng xác d̄i.nh âm th̀ı d̄iê̇’m cu.
. c tiê̇’u d̄i.a phu.o.ng

cu̇’a Bài toán (L2) (nếu tò̂n ta. i) là mô. t d̄iê̇’m cu.
. c biên cu̇’a D.

Nhâ.n xét 1.1.2. Kết luâ. n (b) cu̇’a d̄i.nh lý trên tu.o.ng d̄u.o.ng vó.i phát

biê̇’u sau “Nếu M d̄ối xú.ng xác d̄i.nh du.o.ng th̀ı d̄iê̇’m cu.
. c d̄a. i d̄i.a phu.o.ng

cu̇’a Bài toán (Q) là d̄iê̇’m cu.
. c biên cu̇’a D”.

1.2. Hàm lò̂i suy rô.ng thô

Hàm g : D ⊂ IRn → IR d̄u.o.. c go. i là lò̂i, nếu x0, x1 ∈ D, th̀ı bất d̄ȧ̌’ng

thú.c

g(xλ) ≤ (1− λ)g(x0) + λg(x1), (1.2.8)

thȯ’a mãn vó.i mo. i d̄iê̇’m xλ ∈ [x0, x1]. Hàm lò̂i có nhiè̂u t́ınh chất thú vi.

không nhũ.ng vè̂ phu.o.ng diê.n giȧ’i t́ıch mà còn vè̂ phu.o.ng diê.n tối u.u hóa

nhu.: tâ.p mú.c du.́o.i cu̇’a hàm lò̂i d̄ang xét là lò̂i; mỗi d̄iê̇’m cu.. c tiê̇’u d̄i.a

phu.o.ng cu̇’a hàm d̄ang xét là d̄iê̇’m cu.. c tiê̇’u toàn cu. c; mỗi d̄iê̇’m dù.ng cu̇’a

hàm d̄ang xét là d̄iê̇’m cu.. c tiê̇’u toàn cu. c; nếu hàm d̄ang xét d̄a. t giá tri.

cu.. c d̄a. i trên miè̂n lò̂i compact th̀ı cũng d̄a.t giá tri. cu.. c d̄a. i ta. i ı́t nhất mô. t

d̄iê̇’m cu.. c biên. Tuy nhiên trong nhiè̂u bài toán thu.. c tế, hàm cà̂n xét có

mô. t số t́ınh chất trên nhu.ng không phȧ’i là hàm lò̂i. Do d̄ó, d̄ã xuất hiê.n

nhiè̂u loa. i hàm lò̂i suy rô.ng d̄u.o.. c d̄ǎ. c tru.ng bo.’̇ i mô. t trong các t́ınh chất

cu̇’a hàm lò̂i nhu.: hàm tu.. a lò̂i [71], tu.. a lò̂i hiê.n [18], [26], giȧ’ lò̂i [25], [72],

lò̂i bất biến [14] . . .

Tù. nǎm 1989 xuất hiê.n mô.t hu.́o.ng mó.i mo.’̇ rô.ng khái niê.m hàm lò̂i

go. i là hàm lò̂i thô. Mô.t hàm P -lò̂i d̄u.o.. c H. X. Phu go. i là lò̂i thô nếu nhu.

t́ınh chất P thȯ’a mãn vó.i mo. i x0, x1 ∈ D mà ‖x0 − x1‖ ≥ γ, trong d̄ó γ
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là mô. t số du.o.ng cố d̄i.nh cho tru.́o.c. Hàm lò̂i thô δ-lò̂i, δ-tu.. a lò̂i, δ-lò̂i giũ.a

d̄u.o.. c T. C. Hu, V. Klee và D. Larman [16] d̄u.a ra vào nǎm 1989. Tiếp d̄ó

nǎm 1991 R. Klötzler d̄è̂ xuất khái niê.m ρ-lò̂i và d̄u.o.. c nghiên cú.u bo.’̇ i H.

Hartwig [15] và B. Söllner [73]. Các hàm γ-lò̂i, γ-tu.. a lò̂i, γ-lò̂i d̄ối xú.ng,

γ-lò̂i nhe., γ-lò̂i giũ.a d̄u.o.. c d̄è̂ xuất và nghiên cú.u bo.’̇ i H. X. Phu [34]–[37],

H. X. Phu và N. N. Hai [49]. Trong luâ.n án này chúng tôi quan tâm và

su.’̇ du.ng nhiè̂u là̂n các t́ınh chất tối u.u cu̇’a các hàm γ-lò̂i ngoài [47], Γ-lò̂i

ngoài [44] và γ-lò̂i trong [41]–[43]. Các ló.p hàm này d̄è̂u do H. X. Phu d̄è̂

xuất và nghiên cú.u.

Tru.́o.c khi tr̀ınh bày mu. c tiếp theo, chúng tôi nhǎ́c la. i d̄i.nh ngh̃ıa vè̂

d̄iê̇’m γ-cu.. c biên, mô. t khái niê.m d̄u.o.. c H. X. Phu gió.i thiê.u là̂n d̄à̂u tiên

vào nǎm 1994 và nghiên cú.u trong [35]. Khái niê.m này sẽ d̄u.o.. c su.’̇ du.ng

trong Chu.o.ng 4 cu̇’a luâ.n án.

D- i.nh ngh̃ıa 1.2.1. ([35]) Cho γ > 0 và D ⊂ X là tâ. p lò̂i trong không gian

tuyến t́ınh d̄i.nh chuâ̇’n X. D- iê̇’m x ∈ D go. i là d̄iê̇’m γ-cu.
. c biên (tu.o.ng ú.ng

γ-cu.
. c biên ngǎ. t) cu̇’a D nếu x′, x′′ ∈ D thȯ’a mãn x = 0.5(x′ + x′′) th̀ı suy

ra ‖x′ − x′′‖ ≤ 2γ (tu.o.ng ú.ng ‖x′ − x′′‖ < 2γ).

1.3. Hàm γ-lò̂i ngoài

Trong mu. c này chúng tôi tr̀ınh bày vè̂ hàm γ-lò̂i ngoài ([46]). Các

t́ınh chất tối u.u cu̇’a ló.p hàm này chúng tôi sẽ khai thác su.’̇ du.ng trong

Chu.o.ng 2.

D- i.nh ngh̃ıa 1.3.2. ([46]) Cho γ > 0. Hàm g : D ⊂ IRn → IR d̄u.o.
. c go. i là

γ-lò̂i ngoài (hoǎ. c γ-lò̂i ngoài ngǎ. t) vó.i d̄ô. thô γ, nếu vó.i mo. i x0, x1 ∈ D
tò̂n ta. i k ∈ IN và

λi ∈ [0, 1], i = 0, 1, . . . , k, λ0 = 0, λk = 1,

0 ≤ λi+1 − λi ≤
γ

‖x0 − x1‖
khi i = 0, 1, . . . , k − 1,
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sao cho vó.i xλi
= (1− λi)x0 + λix1, i = 0, 1, . . . , k, th̀ı

g(xλi
) ≤ (1− λi)g(x0) + λig(x1) vó.i i = 0, 1, . . . , k,

(hoǎ. c

g(xλi
) < (1− λi)g(x0) + λig(x1) vó.i i = 1, . . . , k − 1).

D- i.nh lý 1.3.5. ([46]) Nếu g : D ⊂ IRn →]−∞,+∞] là γ-lò̂i ngoài th̀ı lsc g

cũng là γ-lò̂i ngoài, trong d̄ó lsc g(x) := lim infy→x g(y) vó.i mo. i x ∈ D.

D- i.nh ngh̃ıa 1.3.3. ([46]) Cho γ > 0,M ⊂ IRn,M 6= ∅, M d̄u.o.. c go. i là

γ-lò̂i ngoài vó.i d̄ô. thô γ nếu x0, x1 ∈ M và ‖x0 − x1‖ > γ suy ra tò̂n ta. i

z0 := x0, z1, . . . , zk := x1 ∈ [x0, x1] ∩M sao cho

‖zi+1 − zi‖ ≤ γ vó.i i=0, 1,. . . , k-1.

D- i.nh lý 1.3.6. ([46]) Ký hiê.u L(g, α) := {x ∈ D : g(x) ≤ α}, vó.i α ∈ IR
và go. i là tâ.p mú.c du.́o.i cu̇’a hàm g. Khi d̄ó, nếu g là hàm γ-lò̂i ngoài th̀ı

L(g, α) là tâ.p γ-lò̂i ngoài.

D- i.nh ngh̃ıa 1.3.4. (xem [1], [38]) x∗ ∈ D d̄u.o.
. c go. i là

1) d̄iê̇’m γ-cu.
. c tiê̇’u cu̇’a g nếu tò̂n ta. i ε > 0 sao cho g(x∗) ≤ g(x) vó.i

mo. i x ∈ B(x∗, γ + ε) ∩D;

2) d̄iê̇’m γ-infimum cu̇’a g nếu tò̂n ta. i ε > 0 sao cho

lim inf
x→x∗

g(x) = inf
x∈B(x∗,γ+ε)∩D

g(x);

3) d̄iê̇’m infimum toàn cu. c cu̇’a g nếu

lim inf
x→x∗

g(x) = inf
x∈D

g(x).

Mê.nh d̄è̂ 1.3.1. ([1], [38]) x∗ là d̄iê̇’m γ-infimum cu̇’a g khi và chı̇’ khi

d̄iê̇’m này là d̄iê̇’m γ-cu.
. c tiê̇’u cu̇’a lsc g.

T́ınh chất tối u.u cu̇’a hàm γ-lò̂i ngoài d̄u.o.. c chı̇’ ra bo.’̇ i d̄i.nh lý sau:
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D- i.nh lý 1.3.7. ([1], [38]) Nếu g là γ-lò̂i ngoài th̀ı có các t́ınh chất

(Mγ) Mỗi d̄iê̇’m γ-cu.
. c tiê̇’u x∗ cu̇’a g là d̄iê̇’m cu.

. c tiê̇’u toàn cu. c.

(Iγ) Mỗi d̄iê̇’m γ-infimum x∗ cu̇’a g là d̄iê̇’m infimum toàn cu. c.

Mê.nh d̄è̂ sau nêu cho ta d̄u.̀o.ng ḱınh cu̇’a tâ.p các d̄iê̇’m cu.. c tiê̇’u toàn

cu. c cu̇’a hàm γ-lò̂i ngǎ. t.

Mê.nh d̄è̂ 1.3.2. ([42]) Nếu g : D ⊂ IRn → IR là hàm γ-lò̂i ngoài ngǎ. t,

th̀ı d̄u.̀o.ng ḱınh cu̇’a tâ. p các d̄iê̇’m cu.
. c tiê̇’u toàn cu. c không vu.o.

. t quá γ.

D- ối vó.i hàm lò̂i ngǎ. t bi. nhiẽ̂u gió.i nô. i ta có mê.nh d̄è̂ vè̂ t́ınh γ-lò̂i

ngoài sau d̄ây.

Mê.nh d̄è̂ 1.3.3. ([42]) Cho γ > 0, g : D ⊂ IRn → IR là hàm lò̂i và

h1(γ) := inf
x0,x1∈D, ‖x0−x1‖=γ

(1

2
(g(x0) + g(x1))− g(

1

2
(x0 + x1))

)
> 0.

Khi d̄ó, nếu hàm nhiẽ̂u p thȯ’a mãn

|p(x)| ≤ h1(γ)/2 vó.i mo. i x ∈ D

th̀ı hàm bi. nhiẽ̂u g̃ = g + p là γ-lò̂i ngoài và nếu

|p(x)| < h1(γ)/2 vó.i mo. i x ∈ D

th̀ı g̃ = g + p là γ-lò̂i ngoài ngǎ. t.

1.4. Hàm Γ-lò̂i ngoài

Khái niê.m hàm Γ-lò̂i ngoài do H. X. Phu d̄è̂ xuất và nghiên cú.u trong

[44]. Trong mu. c này chúng tôi tr̀ınh bày la. i mô. t số t́ınh chất cu̇’a ló.p hàm

Γ-lò̂i ngoài mà H. X. Phu d̄ã chı̇’ ra. Mô.t số t́ınh chất tối u.u cu̇’a ló.p hàm

này sẽ là co. so.’̇ cho viê.c nghiên cú.u Bài toán (P̃ ) trong Chu.o.ng 3.
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D- i.nh ngh̃ıa 1.4.5. ([44]) Cho X là không gian véc to. trên tru.̀o.ng số thu.
. c,

Γ là tâ. p cân trong X tú.c là λΓ ⊂ Γ vó.i mo. i |λ| ≤ 1, và D là tâ. p lò̂i trong

X. Hàm g : D → IR d̄u.o.
. c go. i là Γ-lò̂i ngoài nếu vó.i mo. i x0, x1 ∈ D tò̂n

ta. i tâ. p d̄óng Λ ⊂ [0, 1] và chú.a {0, 1} sao cho

[x0, x1] ⊂ {xλ | λ ∈ Λ}+ 0.5Γ (1.4.9)

và

∀λ ∈ Λ : g(xλ) ≤ (1− λ)g(x0) + λg(x1). (1.4.10)

Vó.i d̄i.nh ngh̃ıa hàm Γ-lò̂i ngoài nhu. trên th̀ı hà̂u hết các hàm lò̂i thô

d̄u.o.. c d̄i.nh ngh̃ıa o.’̇ các mu. c trên nhu. δ-lò̂i, ρ-lò̂i, γ-lò̂i, γ-lò̂i d̄ối xú.ng . . .

là các tru.̀o.ng ho.. p riêng cu̇’a ló.p hàm này.

D- i.nh ngh̃ıa 1.4.6. ([44]) Tâ. p S ⊂ X d̄u.o.
. c go. i là Γ-lò̂i ngoài nếu vó.i mo. i

x0, x1 ∈ S
[x0, x1] ⊂ ([x0, x1] ∩ S) + 0.5Γ,

tú.c là tò̂n ta. i Λ ⊂ [0, 1] sao cho

{xλ | λ ∈ Λ} ⊂ S, [x0, x1] ⊂ {xλ | λ ∈ Λ}+ 0.5Γ. (1.4.11)

Vı́ du. 1.4.1. ([44]) Giȧ’ su.’̇ zi ∈ IR, Z là tâ.p các số nguyên, i ∈ Z thȯ’a

mãn 0 < zi+1 − zi ≤ γ, i ∈ Z và g : IR→ IR sao cho

g(x) ≥ g(zi) ∀x ∈ IR và i ∈ Z.

Khi d̄ó g(x) là Γ-lò̂i ngoài vó.i Γ = B̄(0, γ).

Mê.nh d̄è̂ 1.4.4. ([44]) Tâ. p mú.c du.́o.i cu̇’a hàm Γ-lò̂i ngoài là Γ-lò̂i ngoài.

D- i.nh lý 1.4.8. ([44]) Cho B là tâ. p cân trong không gian véc to. X. Khi

d̄ó g : D ⊂ X → IR là hàm Γ-lò̂i ngoài vó.i Γ = B khi và chı̇’ khi epi g là

tâ. p Γ-lò̂i ngoài vó.i Γ = B × IR.

D- i.nh ngh̃ıa 1.4.7. ([44]) Cho g : D → IR. D- iê̇’m x∗ ∈ D go. i là d̄iê̇’m

Γ-cu.
. c tiê̇’u cu̇’a g nếu

g(x∗) = inf
x∈(x∗+Γ)∩D

g(x)
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và go. i là Γ-infimum cu̇’a g nếu

lim inf
x∈X,x→x∗

g(x) = inf
x∈(x∗+Γ)∩D

g(x).

T́ınh chất tối u.u quan tro.ng cu̇’a hàm Γ-lò̂i ngoài d̄u.o.. c chı̇’ ra bo.’̇ i d̄i.nh

lý sau:

D- i.nh lý 1.4.9. ([44]) Giȧ’ su.̇’ 0 là d̄iê̇’m trong cu̇’a tâ. p Γ và g : D → IR là

hàm Γ-lò̂i ngoài. Khi d̄ó

g(x∗) = inf
x∈D∩({x∗}+Γ)

g(x) =⇒ g(x∗) = inf
x∈D

g(x), (1.4.12)

tú.c là nếu x∗ là d̄iê̇’m Γ-cu.
. c tiê̇’u th̀ı x∗ là d̄iê̇’m cu.

. c tiê̇’u toàn cu. c.

1.5. Hàm γ-lò̂i trong

Khái niê.m hàm γ-lò̂i trong d̄u.o.. c H. X. Phu d̄u.a ra nhà̌m nghiên cú.u

các d̄iê̇’m cu.. c d̄a. i toàn cu. c và d̄iê̇’m supremum toàn cu. c. Trong mu. c này

chúng tôi d̄iê̇’m qua mô.t số kết quȧ’ nghiên cú.u cu̇’a H. X. Phu trong các

bài báo [41], [42] và [43]. Chúng tôi sẽ su.’̇ du.ng các kết quȧ’ d̄ó d̄ê̇’ nghiên

cú.u d̄iê̇’m cu.. c d̄a. i toàn cu. c, supremum toàn cu. c cu̇’a Bài toán (Q̃) trong

Chu.o.ng 4 cu̇’a luâ.n án này.

D- i.nh ngh̃ıa 1.5.8. ([42]) Hàm g : D ⊂ IRn → IR go. i là hàm γ-lò̂i trong

(hoǎ. c γ-lò̂i trong ngǎ. t) trên D vó.i d̄ô. thô γ > 0, nếu tò̂n ta. i d̄ô. tinh cố

d̄i.nh ν ∈]0, 1] sao cho

vó.i mo. i x0, x1 ∈ D thȯ’a mãn ‖x0 − x1‖ = νγ

và x1+1/ν = −(1/ν)x0 + (1 + 1/ν)x1 ∈ D,

th̀ı

sup
λ∈[2,1+1/ν]

(
g((1− λ)x0 + λx1)− (1− λ)g(x0)− λg(x1)

)
≥ 0,

(hoǎ. c

sup
λ∈[2,1+1/ν]

(
g((1− λ)x0 + λx1)− (1− λ)g(x0)− λg(x1)

)
> 0).
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Vı́ du. 1.5.2. ([41]) Cho

g(x) =

{
a nếu x là hũ.u tẏ’

b nếu x là vô tẏ’,

nếu νγ là hũ.u tẏ’ th̀ı g là hàm γ-lò̂i trong vó.i γ > 0.

Nhâ.n xét 1.5.3. Khi ν = 1 th̀ı hàm g là γ-lò̂i trong (hoǎ. c γ-lò̂i trong

ngǎ. t) nếu vó.i x0, x1 ∈ D thȯ’a mãn ‖x0 − x1‖ = γ và −x0 + 2x1 ∈ D kéo

theo

−g(x0) + 2g(x1) ≤ g(−x0 + 2x1),

(hoǎ. c

−g(x0) + 2g(x1) < g(−x0 + 2x1)).

Mê.nh d̄è̂ 1.5.5. ([41]) Giȧ’ su.̇’ g : D → IR là γ-lò̂i trong vó.i d̄ô. tinh ν.

Nếu x1 ∈ D là d̄iê̇’m cu.
. c d̄a. i cu̇’a g th̀ı mo. i d̄iê̇’m x0 thȯ’a mãn

‖x0 − x1‖ = νγ, x1+1/ν = −(1/ν)x0 + (1 + 1/ν)x1 ∈ D

cũng là d̄iê̇’m cu.
. c d̄a. i cu̇’a g trên D.

D- i.nh lý 1.5.10. ([41]) Cho D ⊂ IRn là tâ. p lò̂i, gió.i nô. i và g : D → IR là

hàm γ-lò̂i trong. Nếu g có d̄iê̇’m cu.
. c d̄a. i th̀ı có ı́t nhất mô. t d̄iê̇’m cu.

. c d̄a. i

là d̄iê̇’m γ-cu.
. c biên ngǎ. t cu̇’a D.

D- i.nh lý 1.5.11. ([41]) Cho g : D → IR là hàm γ-lò̂i trong ngǎ. t. Nếu g

d̄a. t cu.
. c d̄a. i trên D th̀ı d̄iê̇’m cu.

. c d̄a. i là d̄iê̇’m γ-cu.
. c biên ngǎ. t cu̇’a D.

Mê.nh d̄è̂ 1.5.6. ([41]) Cho g : D → IR, D là tâ. p mo.̇’ tu.o.ng d̄ối theo bao

aphin cu̇’a D (ký hiê. u là aff D) là hàm bi. chǎ. n trên và γ-lò̂i trong vó.i d̄ô.

tinh ν ∈ [0, 1]. Nếu x1 là d̄iê̇’m supremum cu̇’a g, th̀ı vó.i mo. i x0 ∈ D thȯ’a

mãn

‖x0 − x1‖ = νγ, x1+1/ν = −(1/ν)x0 + (1 + 1/ν)x1 ∈ D

cũng là d̄iê̇’m supremum cu̇’a g.
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D- i.nh lý 1.5.12. ([41]) Cho D ⊂ IRn là tâ. p mo.̇’ tu.o.ng d̄ối theo aff D,

g : D → IR bi. chǎ. n trên và γ-lò̂i trong. Nếu g d̄a. t supremum trên D, th̀ı

có ı́t nhất mô. t d̄iê̇’m supremum là d̄iê̇’m γ-cu.
. c biên ngǎ. t cu̇’a D.

Hê. quȧ’ 1.5.1. Cho D ⊂ IRn là tâ. p compact, g : D → IR bi. chǎ. n trên và

lò̂i trong. Khi d̄ó g có tối thiê̇’u mô. t d̄iê̇’m supremum là d̄iê̇’m biên tu.o.ng

d̄ối cu̇’a D theo aff D hoǎ. c là d̄iê̇’m γ-cu.
. c biên ngǎ. t cu̇’a D.

D- ối vó.i hàm lò̂i ngǎ. t bi. nhiẽ̂u, ta có mê.nh d̄è̂ quan tro.ng vè̂ t́ınh γ-lò̂i

trong sau d̄ây.

Mê.nh d̄è̂ 1.5.7. ([42]) Cho λ > 0, g : D ⊂ IRn → IR là hàm lò̂i và

h2(γ) := inf
x0,x1∈D, ‖x0−x1‖=γ,−x0+2x1∈D

(
g(x0)− 2g(x1) + g(−x0 + 2x1)

)
> 0.

Khi d̄ó, nếu hàm nhiẽ̂u p thȯ’a mãn

|p(x)| ≤ h2(γ)/4 vó.i mo. i x ∈ D

th̀ı hàm bi. nhiẽ̂u g̃ = g + p là γ-lò̂i trong và nếu

|p(x)| < h2(γ)/4 vó.i mo. i x ∈ D

th̀ı hàm bi. nhiẽ̂u g̃ = g + p là γ-lò̂i trong ngǎ. t.

Kết luâ.n: Trong chu.o.ng này chúng tôi d̄ã tr̀ınh bày D- i.nh lý Kuhn-

Tucker cho bài toán lò̂i, d̄i.nh lý vè̂ d̄iè̂u kiê.n cà̂n cu.. c tri. cho bài toán toàn

phu.o.ng, tô̇’ng quan vè̂ các loa. i hàm lò̂i thô và mô. t số t́ınh chất tối u.u cu̇’a

chúng. Nhũ.ng kết quȧ’ d̄u.o.. c tŕıch dẫn sẽ d̄u.o.. c su.’̇ du.ng nhiè̂u là̂n trong

các chu.o.ng sau. Vè̂ su.. tò̂n ta. i nghiê.m và t́ınh ô̇’n d̄i.nh nghiê.m cu̇’a bài

toán toàn phu.o.ng có thê̇’ t̀ım thấy trong [5], [7], [10], [13], [31]. . . và vè̂ các

loa. i hàm lò̂i thô cùng các t́ınh chất cu̇’a chúng có thê̇’ t̀ım thấy trong [1],

[3], [38], [41], [42], [44], [46] và [49],. . .



CHU
.
O

.
NG 2

D- IĖ̂’M INFIMUM TOÀN CU. C CU̇’A BÀI TOÁN (P̃ )

Chu.o.ng này chu̇’ yếu nghiên cú.u t́ınh γ-lò̂i ngoài cu̇’a hàm bi. nhiẽ̂u

f̃ = f + p; các d̄iê̇’m infimum toàn cu. c cu̇’a Bài toán (P̃ ); d̄u.̀o.ng ḱınh cu̇’a

tâ.p các d̄iê̇’m infimum toàn cu. c cu̇’a Bài toán (P̃ ); t́ınh ô̇’n d̄i.nh nghiê.m tối

u.u cu̇’a Bài toán (P̃ ); t́ınh chất tu.. a và D- i.nh lý Kuhn-Tucker suy rô.ng cho

Bài toán (P̃ ).

Chúng tôi nhǎ́c la. i, f̃ = f + p là hàm bi. nhiẽ̂u, trong d̄ó f d̄u.o.. c cho

bo.’̇ i công thú.c (1.0.1), tú.c là f(x) = 〈A, x〉 + 〈b, x〉, A ∈ IRn×n là ma trâ.n

d̄ối xú.ng xác d̄i.nh du.o.ng và hàm nhiẽ̂u p thȯ’a mãn (1.0.2), ngh̃ıa là

sup
x∈D
|p(x)| ≤ s < +∞.

Ngoài ra, trong suốt chu.o.ng này ta ký hiê.u γ∗ := 2
√

2s/λmin trong d̄ó

λmin là giá tri. riêng nhȯ’ nhất cu̇’a A.

2.1. T́ınh γ-lò̂i ngoài cu̇’a hàm bi. nhiẽ̂u

Phà̂n ló.n các t́ınh chất d̄ǎ. c tru.ng cu̇’a các hàm lò̂i suy rô.ng không còn

d̄úng khi bi. nhiẽ̂u, trong khi nhiè̂u ú.ng du.ng thu.. c tế thu.̀o.ng bi. ȧ’nh hu.o.’̇ ng

bo.’̇ i nhiẽ̂u tuyến t́ınh hoǎ.c nhiẽ̂u phi tuyến. Các t́ınh chất cu̇’a hàm γ-lò̂i

ngoài và t́ınh ô̇’n d̄i.nh cu̇’a ló.p hàm này theo t́ınh chất lò̂i d̄ǎ. c tru.ng cu̇’a

nó khi bi. nhiẽ̂u tuyến t́ınh d̄ã d̄u.o.. c nghiên cú.u trong [47]. Trong mu. c này,

chúng tôi nghiên cú.u các d̄iè̂u kiê.n d̄u̇’ d̄ê̇’ hàm bi. nhiẽ̂u f̃ = f + p là γ-lò̂i

ngoài.

20
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Mê.nh d̄è̂ sau cho ta giá tri. cu. thê̇’ cu̇’a hàm h1(γ), hàm này d̄u.o.. c d̄i.nh

ngh̃ıa trong Mê.nh d̄è̂ 1.3.3 Chu.o.ng 1.

Mê.nh d̄è̂ 2.1.8. Cho f xác d̄i.nh theo công thú.c (1.0.1) và γ > 0. Khi d̄ó

h1(γ) := inf
x0, x1∈D, ‖x0−x1‖=γ

(1

2
f(x0) +

1

2
f(x1)− f(

x0 + x1

2
)
)
≥ λminγ

2/4,

(2.1.1)

nếu D = IRn th̀ı

h1(γ) = λminγ
2/4.

Chú.ng minh. Lấy cǎ.p x0, x1 bất kỳ trong D thȯ’a mãn d̄iè̂u kiê.n

‖x0 − x1‖ = γ. Ta có

1

2
f(x0) +

1

2
f(x1)− f(

x0 + x1

2
)

=
1

2
〈Ax0, x0〉+

1

2
〈Ax1, x1〉+

1

2
〈b, x0〉+

1

2
〈b, x1〉

−1

4

〈
A(x0 + x1), x0 + x1

〉
− 1

2
〈b, x0 + x1〉

=
1

2
〈Ax0, x0〉+

1

2
〈Ax1, x1〉 −

1

4
〈A(x0 + x1), x0 + x1〉

=
1

4
〈Ax0, x0〉+

1

4
〈Ax1, x1〉 −

1

2
〈Ax0, x1〉,

do d̄ó

1

2
f(x0) +

1

2
f(x1)− f(

x0 + x1

2
) =

1

4
〈A(x0 − x1), x0 − x1〉. (2.1.2)

Go. i λi, i = 1, . . . , n, là các giá tri. riêng cu̇’a ma trâ.n xác d̄i.nh du.o.ng A (có

thê̇’ có mô. t số giá tri. trùng nhau), {ei | i = 1, 2, . . . , n} là co. so.’̇ tru.. c chuâ̇’n

trong IRn và ei là véc to. riêng ú.ng vó.i giá tri. riêng λi, i = 1, 2, . . . , n (xem

[77]). Khi d̄ó, ta có thê̇’ viết

x0 =
n∑
i=1

ζ i0ei, x1 =
n∑
i=1

ζ i1ei

và

〈A(x0 − x1), x0 − x1〉 = 〈
n∑
i=1

λi(ζ
i
0 − ζ i1)ei,

n∑
j=1

(ζj0 − ζ
j
1)ej〉
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=
n∑
i=1

n∑
j=1

λi(ζ
i
0 − ζ i1)(ζ

j
0 − ζ

j
1)〈ei, ej〉

=
n∑
i=1

λi(ζ
i
0 − ζ i1)2

≥ λmin

n∑
i=1

(ζ i0 − ζ i1)2

= λmin‖x0 − x1‖2

≥ λminγ
2. (2.1.3)

Mǎ.t khác, theo (2.1.1) th̀ı

h1(γ) = inf
x0, x1∈D, ‖x0−x1‖=γ

(1

2
f(x0) +

1

2
f(x1)− f(

x0 + x1

2
)
)

= inf
x0, x1∈D, ‖x0−x1‖=γ

1

4

〈
A(x0 − x1), x0 − x1

〉
,

nên

h1(γ) ≥ λminγ
2/4. (2.1.4)

Nếu D = IRn th̀ı ta có thê̇’ cho.n cǎ.p x0, x1 ∈ IRn thȯ’a mãn ‖x0 − x1‖ = γ

và x0 − x1 d̄ò̂ng phu.o.ng vó.i ei0, trong d̄ó ei0 là véc to. riêng trong co. so.’̇

tru.. c chuâ̇’n ú.ng vó.i véc to. riêng λmin cu̇’a ma trâ.n A. Do d̄ó〈
A(x0 − x1), x0 − x1

〉
= λmin‖x0 − x1‖2 = λminγ

2. (2.1.5)

Kết ho.. p (2.1.1)–(2.1.5) ta suy ra d̄iè̂u cà̂n chú.ng minh.

Vı́ du. 2.1.3. Cho ma trâ.n

A =


15 −5 −5 3

−5 15 3 −5

−5 3 11 −9

3 −5 −9 11

 .
Khi d̄ó

|A− λI| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
15− λ −5 −5 3

−5 15− λ 3 −5

−5 3 11− λ −9

3 −5 −9 11− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Phu.o.ng tr̀ınh d̄ǎ.c tru.ng |A− λI| = 0 tu.o.ng d̄u.o.ng vó.i

λ4 − 52λ3 + 832λ2 − 4672λ+ 5376 = 0.

Giȧ’i ra ta d̄u.o.. c các giá tri. riêng sau:

λ1 = 12;λ2 = 28;λ3 = 6 + 2
√

5;λ4 = 6− 2
√

5

và các véc to. riêng tru.. c chuâ̇’n tu.o.ng ú.ng là

e1 =
1

2
(−1, 1,−1, 1),

e2 =
1

2
(1,−1,−1, 1),

e3 =
1√

20 + 8
√

5
(−2−

√
5,−2−

√
5, 1, 1),

e4 =
1√

20− 8
√

5
(−2 +

√
5,−2 +

√
5,−1, 1).

Vı̀ ma trâ.n A d̄ối xú.ng xác d̄i.nh du.o.ng và λmin = 6− 2
√

5 nên

h1(γ) = (3−
√

5)γ2/2.

Hai mê.nh d̄è̂ sau d̄ây chı̇’ ra các d̄iè̂u kiê.n d̄u̇’ d̄ê̇’ hàm toàn phu.o.ng lò̂i

ngǎ. t vó.i nhiẽ̂u là γ-lò̂i ngoài và γ-lò̂i ngoài ngǎ. t.

Mê.nh d̄è̂ 2.1.9. Cho f xác d̄i.nh theo công thú.c (1.0.1), p : D ⊂ IRn → IR

là hàm nhiẽ̂u và γ > 0. Khi d̄ó hàm bi. nhiẽ̂u f̃ = f + p là γ-lò̂i ngoài nếu

hàm nhiẽ̂u p thȯ’a mãn d̄iè̂u kiê. n

|p(x)| ≤ λminγ
2/8 vó.i mo. i x ∈ D. (2.1.6)

Chú.ng minh. Theo (2.1.1) th̀ı λminγ
2/8 ≤ h1(γ)/2, nên tù. giȧ’ thiết ta có

|p(x)| ≤ h1(γ)/2 vó.i mo. i x ∈ D,

tú.c là hàm nhiẽ̂u p thȯ’a mãn d̄iè̂u kiê.n cu̇’a Mê.nh d̄è̂ 1.3.3. Áp du.ng mê.nh

d̄è̂ này ta suy ra f̃ = f + p là γ-lò̂i ngoài.
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Mê.nh d̄è̂ 2.1.10. Cho f xác d̄i.nh theo công thú.c (1.0.1), p : D ⊂ IRn →
IR là hàm nhiẽ̂u và γ > 0. Khi d̄ó hàm bi. nhiẽ̂u f̃ = f + p là γ-lò̂i ngoài

ngǎ. t nếu hàm nhiẽ̂u p thȯ’a mãn d̄iè̂u kiê. n

|p(x)| < λminγ
2/8 vó.i mo. i x ∈ D. (2.1.7)

Chú.ng minh. Tù.(2.1.1) suy ra λminγ
2/8 ≤ h1(γ)/2 nên kết ho.. p vó.i giȧ’

thiết ta nhâ.n d̄u.o.. c

|p(x)| < h1(γ)/2 vó.i mo. i x ∈ D.

Do d̄ó hàm nhiẽ̂u p thȯ’a mãn Mê.nh d̄è̂ 1.3.3, v̀ı thế f̃ = f + p là γ-lò̂i

ngoài ngǎ. t.

Vı̀ γ∗ = 2
√

2s/λmin và supx∈D |p(x)| ≤ s < +∞, nên

sup
x∈D
|p(x)| ≤ s =

λminγ
∗2

8
.

Do d̄ó

|p(x)| ≤ λminγ
∗2

8
vó.i mo. i x ∈ D.

Mǎ.t khác, nếu γ > γ∗ th̀ı

sup
x∈D
|p(x)| = λminγ

∗2

8
<
λminγ

2

8
,

suy ra

|p(x)| < λminγ
2

8
vó.i mo. i x ∈ D.

Tù. hai kết quȧ’ trên, suy ra hàm nhiẽ̂u p thȯ’a mãn (2.1.6) cu̇’a Mê.nh

d̄è̂ 2.1.9 và bất d̄ȧ̌’ng thú.c (2.1.7) cu̇’a Mê.nh d̄è̂ 2.1.10, do d̄ó ta nhâ.n d̄u.o.. c

mê.nh d̄è̂ quan tro.ng sau:

Mê.nh d̄è̂ 2.1.11. Xét hàm bi. nhiẽ̂u gió.i nô. i f̃ = f +p. Khi d̄ó f̃ = f +p

là γ-lò̂i ngoài vó.i γ ≥ γ∗ và γ-lò̂i ngoài ngǎ. t vó.i γ > γ∗.

Vı́ du. 2.1.4 du.́o.i d̄ây chı̇’ ra rǎ̀ng γ∗ là giá tri. nhȯ’ nhất d̄ê̇’ mo. i hàm

toàn phu.o.ng lò̂i ngǎ. t bi. nhiẽ̂u là γ-lò̂i ngoài.
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Vı́ du. 2.1.4. Lấy γ < 2
√

2, cho.n γ1 sao cho γ < γ1 < 2
√

2. Xét các hàm

f(x) = x2,

p(x) =

{
1 nếu x 6= γ1i, i = 0,±1,±2, . . .

−1 nếu x = γ1i, i = 0,±1,±2, . . .

Vı̀ supx∈IR |p(x)| = 1, λmin = 1 nên γ∗ = 2
√

2. Theo Mê.nh d̄è̂ 2.1.11

th̀ı f̃ = f + p là γ∗-lò̂i ngoài. Ta cũng t́ınh d̄u.o.. c f̃(x0) = −1 khi x0 = 0 và

f̃(x1) = γ1
2 − 1 khi x1 = γ1. Mǎ.t khác, vó.i mo. i λ ∈ ] 0, 1[ th̀ı

λf̃(x0) + (1− λ)f̃(x1) = −λ+ (1− λ)(γ1
2 − 1) = γ1

2 − 1− λγ1
2

và

f̃(xλ) = f̃(λx0 + (1− λ)x1)

= f̃((1− λ)γ1) = (1− λ)2γ1
2 + 1

= γ1
2 − 2γ1

2λ+ γ1
2λ2 + 1.

D- ê̇’ chú.ng minh f̃ = f + p không là hàm γ-lò̂i ngoài, ta cà̂n chı̇’ ra

f̃(xλ) > λf̃(x0) + (1− λ)f̃(x1) vó.i mo. i λ ∈ ] 0, 1[,

tú.c là

γ1
2 − 2γ1

2λ+ γ1
2λ2 + 1 > γ1

2 − 1− λγ1
2

tu.o.ng d̄u.o.ng vó.i

γ1
2λ1

2 − γ1
2λ+ 2 > 0.

Bất d̄ȧ̌’ng thú.c cuối cùng là hiê̇’n nhiên, v̀ı vó.i γ1 < 2
√

2, biê.t thú.c

∆ = γ1
4 − 8γ1

2 = γ1
2(γ1

2 − 8) nhâ.n giá tri. âm.

Vı́ du. sau cho thấy hàm toàn phu.o.ng lò̂i ngǎ. t bi. nhiẽ̂u gió.i nô. i có thê̇’

không γ-lò̂i ngoài ngǎ. t khi γ = γ∗.

Vı́ du. 2.1.5. Cho các hàm

f(x) = x2,

p(x) =

{
1 nếu x 6= ±

√
2i, i = 1, 2, . . .

−1 nếu x = ±
√

2i, i = 1, 2, . . .
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Vı̀ supx∈IR |p(x)| = 1, λmin = 1 nên γ∗ = 2
√

2. Theo Mê.nh d̄è̂

2.1.11 th̀ı f̃ = f + p là γ-lò̂i ngoài vó.i γ = γ∗. Ta dẽ̂ dàng t́ınh d̄u.o.. c

f̃(x0) = 1, f̃(x1) = 1 vó.i x0 = −
√

2, x1 =
√

2. Mǎ.t khác, nếu f̃ = f + p

là γ-lò̂i ngoài ngǎ. t vó.i γ = γ∗ th̀ı tò̂n ta. i ı́t nhất mô. t giá tri. λ ∈ ] 0, 1[ sao

cho

f̃(xλ) < λf̃(x0) + (1− λ)f̃(x1).

Tuy nhiên

f̃(xλ) = x2
λ + 1 ≥ 1 = λf̃(x0) + (1− λ)f̃(x1)

nên f̃ = f + p không là hàm γ-lò̂i ngoài ngǎ. t vó.i γ = γ∗.

Mô.t trong nhũ.ng t́ınh chất cu̇’a hàm lò̂i là tâ.p mú.c du.́o.i cu̇’a hàm lò̂i là

lò̂i. H. X. Phu d̄ã d̄u.a ra khái niê.m tâ.p γ-lò̂i ngoài [47] (D- i.nh ngh̃ıa 1.3.4,

Chu.o.ng 1) và chı̇’ ra t́ınh chất tu.o.ng tu.. : Tâ.p mú.c du.́o.i cu̇’a hàm γ-lò̂i

ngoài là tâ.p γ-lò̂i ngoài. Các t́ınh chất cu̇’a tâ.p γ-lò̂i ngoài d̄u.o.. c nghiên

cú.u và tr̀ınh bày kỹ trong [1] và [47]. D- ối vó.i ló.p hàm toàn phu.o.ng lò̂i

ngǎ. t vó.i nhiẽ̂u gió.i nô. i, ta có thêm t́ınh chất sau d̄ây cu̇’a tâ.p mú.c du.́o.i

Mê.nh d̄è̂ 2.1.12. Cho γ > 0, ký hiê. u

Lα(f̃) := {x | x ∈ D, f̃(x) ≤ α}

là tâ. p mú.c du.́o.i cu̇’a hàm bi. nhiẽ̂u gió.i nô. i f̃ = f + p. Khi d̄ó, nếu hàm

nhiẽ̂u p thȯ’a mãn d̄iè̂u kiê. n

|p(x)| ≤ λminγ
2/8 vó.i mo. i x ∈ D,

th̀ı tâ. p Lα(f̃) là γ-lò̂i ngoài.

Chú.ng minh. Giȧ’ thiết trên thȯ’a mãn Mê.nh d̄è̂ 2.1.9, nên suy ra f̃ = f+p

là γ-lò̂i ngoài. Theo D- i.nh lý 1.3.6 (hoǎ.c Mê.nh d̄è̂ 2.2 [47]) th̀ı tâ.p mú.c

du.́o.i cu̇’a hàm γ-lò̂i ngoài là γ-lò̂i ngoài, do d̄ó Lα(f̃) là tâ.p γ-lò̂i ngoài.

Mê.nh d̄è̂ 2.1.13. Tâ. p mú.c du.́o.i Lα(f̃) cu̇’a hàm bi. nhiẽ̂u gió.i nô. i

f̃ = f + p là tâ. p γ-lò̂i ngoài vó.i γ ≥ γ∗.
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Chú.ng minh. Theo Mê.nh d̄è̂ 2.1.11 th̀ı f̃ = f + p là hàm γ-lò̂i ngoài vó.i

γ ≥ γ∗ nên theo Mê.nh d̄è̂ 2.1.12 ta suy ra Lα(f̃) là tâ.p γ-lò̂i ngoài vó.i

γ ≥ γ∗.

2.2. D- iê̇’m cu.. c tiê̇’u toàn cu. c và d̄iê̇’m infimum toàn cu. c

Mê.nh d̄è̂ du.́o.i d̄ây (d̄u.o.. c suy ra tù. các d̄i.nh lý 1.3.7 Chu.o.ng 1 và Mê.nh

d̄è̂ 2.1.11), cho phép ta xác d̄i.nh d̄iê̇’m cu.. c tiê̇’u toàn cu. c và d̄iê̇’m infimum

toàn cu. c thông qua viê.c t̀ım kiếm các d̄iê̇’m γ-cu.. c tiê̇’u và γ-infimum, cu̇’a

hàm toàn phu.o.ng lò̂i ngǎ. t vó.i nhiẽ̂u gió.i nô. i.

Mê.nh d̄è̂ 2.2.14. Xét hàm bi. nhiẽ̂u gió.i nô. i f̃ = f + p. Khi d̄ó

(a) Nếu x∗ ∈ D là d̄iê̇’m γ- cu.
. c tiê̇’u cu̇’a f̃ = f +p vó.i γ ≥ γ∗, th̀ı x∗ ∈ D

là d̄iê̇’m cu.
. c tiê̇’u toàn cu. c cu̇’a f̃ = f + p.

(b) Nếu x∗ là d̄iê̇’m γ-infimum cu̇’a f̃ = f + p vó.i γ ≥ γ∗ th̀ı x∗ là d̄iê̇’m

infimum toàn cu. c cu̇’a f̃ = f + p.

D- ối vó.i hàm γ-lò̂i ngoài, nói chung tâ.p các d̄iê̇’m cu.. c tiê̇’u toàn cu. c có

thê̇’ không gió.i nô. i, d̄iè̂u này có thê̇’ thấy rõ qua hàm g(x) := x−[x], x ∈ IR,
là hàm γ-lò̂i ngoài vó.i γ = 1 và tâ.p các d̄iê̇’m cu.. c tiê̇’u toàn cu. c là

{i | i ∈ IN}. Tuy nhiên, d̄ối vó.i hàm toàn phu.o.ng lò̂i ngǎ. t vó.i nhiẽ̂u

gió.i nô. i f̃ = f + p ta có mê.nh d̄è̂ sau:

Mê.nh d̄è̂ 2.2.15. Ký hiê. u arg min f̃ là tâ. p các d̄iê̇’m cu.
. c tiê̇’u toàn cu. c

cu̇’a Bài toán (P̃ ). Khi d̄ó

‖x̃1 − x̃2‖ ≤ γ∗ vó.i mo. i x̃1, x̃2 ∈ arg minf̃ ,

tú.c là

diam(arg minf̃) ≤ γ∗ .

Chú.ng minh. Theo Mê.nh d̄è̂ 2.1.11 th̀ı f̃ = f + p là γ-lò̂i ngoài ngǎ. t khi

γ > γ∗ = 2
√

2s/λmin ,
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nên f̃ = f + p thȯ’a mãn Mê.nh d̄è̂ 1.3.2, v̀ı vâ.y

diam(arg minf̃) ≤ γ vó.i mo. i γ > γ∗.

Do d̄ó suy ra

diam(arg minf̃) ≤ γ∗.

2.3. Các t́ınh chất cu̇’a d̄iê̇’m infimum toàn cu. c

O
.’̇ mu. c tru.́o.c, trong Mê.nh d̄è̂ 2.2.15 chúng tôi d̄ã nghiên cú.u d̄u.̀o.ng

ḱınh cu̇’a tâ.p các d̄iê̇’m cu.. c tiê̇’u toàn cu. c cu̇’a Bài toán quy hoa.ch toàn

phu.o.ng lò̂i ngǎ. t vó.i nhiẽ̂u gió.i nô. i (P̃ ). Trong mu. c này, chúng tôi nghiên

cú.u d̄u.̀o.ng ḱınh cu̇’a tâ.p các d̄iê̇’m infimum toàn cu. c và t́ınh ô̇’n d̄i.nh cu̇’a

tâ.p các d̄iê̇’m infimum toàn cu. c cu̇’a Bài toán (P̃ ) theo câ.n trên s cu̇’a hàm

nhiẽ̂u p.

Nghiên cú.u các d̄iê̇’m infimum toàn cu. c, trong mu. c này ta su.’̇ du.ng

hàm bao d̄óng nu.’̇a liên tu. c du.́o.i (xem [54], trang 68-90) lsc f̃(x) :=

lim infy→x, y∈D f̃(y) và có bô̇’ d̄è̂ sau:

Bô̇’ d̄è̂ 2.3.1. Xét hàm bi. nhiẽ̂u gió.i nô. i f̃ = f + p. Khi d̄ó

(a) Vó.i mo. i x ∈ D th̀ı lsc f̃(x) = f(x) + lsc p(x),

(b) supx∈D |lsc p(x)| ≤ supx∈D |p(x)| ≤ s.

Chú.ng minh. (a) Ta có

lsc f̃(x) = lim inf
y→x, y∈D

f̃(y)

= inf{η : ∃yn → x, yn ∈ D, η = lim
n→∞

f̃(yn)}.

Vı̀ f(x) liên tu. c nên

lsc f̃(x) = lim inf
y→x, y∈D

f̃(y)

= f(x) + inf{η′ : ∃yn → x, yn ∈ D, η′ = lim
n→∞

p(yn)}.
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Do d̄ó, d̄ối vó.i hàm toàn phu.o.ng lò̂i ngǎ. t vó.i nhiẽ̂u gió.i nô. i th̀ı

lsc f̃(x) = f(x) + lsc p(x).

(b) Ta có

|lsc p(x)| = | lim inf
y→x, x∈D

p(x)|

≤ lim inf
y→x, x∈D

|p(x)|

≤ lim inf
y→x, x∈D

sup
x∈D
|p(x)|,

nên

sup
x∈D
|lsc p(x)| ≤ sup

x∈D
|p(x)| ≤ s < +∞.

Bô̇’ d̄è̂ d̄u.o.. c chú.ng minh.

Vı̀ tâ.p các d̄iê̇’m cu.. c tiê̇’u toàn cu. c là tâ.p con cu̇’a tâ.p các d̄iê̇’m infimum

toàn cu. c, nên mê.nh d̄è̂ sau là tru.̀o.ng ho.. p tô̇’ng quát cu̇’a Mê.nh d̄è̂ 2.2.15.

Mê.nh d̄è̂ 2.3.16. Nếu x̃∗1, x̃
∗
2 là hai d̄iê̇’m infimum toàn cu. c bất kỳ cu̇’a

Bài toán (P̃ ) th̀ı

‖x̃∗1 − x̃∗2‖ ≤ γ∗.

Chú.ng minh. Vı̀ x̃∗1, x̃
∗
2 là hai d̄iê̇’m infimum toàn cu. c bất kỳ cu̇’a Bài toán

(P̃ ), nên theo Mê.nh d̄è̂ 1.3.1 và (a) cu̇’a Bô̇’ d̄è̂ 2.3.1 ta suy ra x̃∗1, x̃
∗
2 là các

d̄iê̇’m cu.. c tiê̇’u toàn cu. c cu̇’a lscf̃ = f + lsc p.

Mǎ.t khác, tù. (b) cu̇’a Bô̇’ d̄è̂ ta có

2
√

2 sup
x∈D
|lsc p(x)|/λmin ≤ 2

√
2 sup
x∈D
|p(x)|/λmin ≤ 2

√
2s/λmin = γ∗,

nên theo Mê.nh d̄è̂ 2.1.11 ta suy ra lsc f̃ = f + lsc p là γ-lò̂i ngoài ngǎ. t khi

γ > γ∗. Áp du.ng Mê.nh d̄è̂ 2.2.15 cho hàm lsc f̃ = f + lsc p ta nhâ.n d̄u.o.. c

‖x̃∗1 − x̃∗2‖ ≤ γ∗.

Mê.nh d̄è̂ d̄ã d̄u.o.. c chú.ng minh.
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Vı́ du. 2.3.6. Xét các hàm

f(x) = x2,

p(x) =

{
−0.5 nếu |x| ≥ 1

0.5 nếu |x| < 1.

Khi d̄ó

f̃(x) = f(x) + p(x) =

{
x2 − 0.5 nếu |x| ≥ 1

x2 + 0.5 nếu |x| < 1,

có ba d̄iê̇’m infimum toàn cu. c là x1 = −1, x2 = 0, x3 = 1, s =

supx∈IR |p(x)| = 0.5, λmin = 1 và γ∗ = 2
√

2s/λmin = 2
√

2× 0.5 = 2.

Theo mê.nh d̄è̂ trên th̀ı

2 = max{‖xi − xj‖ | i, j = 1, 2, 3} ≤ 2 = 2
√

2s/λmin ,

suy ra

max{‖xi − xj‖ | i, j = 1, 2, 3} = γ∗.

Biê̇’u thú.c cuối cho phép kết luâ.n d̄u.̀o.ng ḱınh cu̇’a tâ.p các d̄iê̇’m infimum

toàn cu. c cu̇’a hàm toàn phu.o.ng lò̂i ngǎ. t vó.i nhiẽ̂u nói chung không nhȯ’

ho.n γ∗.

Khi xét ló.p hàm toàn phu.o.ng lò̂i ngǎ. t vó.i nhiẽ̂u gió.i nô. i, câu hȯ’i d̄u.o.. c

d̄ǎ. t ra là: Các d̄iê̇’m infimum toàn cu. c cu̇’a hàm này thay d̄ô̇’i nhu. thế nào

so vó.i d̄iê̇’m cu.. c tiê̇’u toàn cu. c duy nhất x∗ cu̇’a hàm toàn phu.o.ng (nếu tò̂n

ta. i)? có thê̇’ d̄ánh giá d̄u.o.. c khoȧ’ng cách giũ.a chúng hay không? D- i.nh lý

sau sẽ trȧ’ lò.i cho ta câu hȯ’i này.

D- i.nh lý 2.3.13. Nếu x∗ ∈ D là d̄iê̇’m cu.
. c tiê̇’u toàn cu. c cu̇’a Bài toán

(P ), x̃∗ ∈ D là d̄iê̇’m infimum toàn cu. c bất kỳ cu̇’a Bài toán (P̃ ), th̀ı

‖x̃∗ − x∗‖ ≤ γ∗/2.

Chú.ng minh. Ta xét các tru.̀o.ng ho.. p sau:
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i) x̃∗ là cu.. c tiê̇’u toàn cu. c cu̇’a f̃ = f + p. D- ǎ. t

ϕ(t) : = f(x∗ + t(x̃∗ − x∗))− f(x∗)

= 〈Ax∗, x∗〉+ 〈b, x∗〉+ 〈2Ax∗ + b, x̃∗ − x∗〉t

+〈A(x̃∗ − x∗), x̃∗ − x∗〉t2 − 〈Ax∗, x∗〉+ 〈b, x∗〉

= 〈2Ax∗ + b, x̃∗ − x∗〉t+ 〈A(x̃∗ − x∗), x̃∗ − x∗〉t2.

Do d̄ó

ϕ′(t) = 〈2Ax∗ + b, x̃∗ − x∗〉+ 2〈A(x̃∗ − x∗), x̃∗ − x∗〉t (2.3.8)

và

ϕ′′(t) = 2〈A(x̃∗ − x∗), x̃∗ − x∗〉. (2.3.9)

Mǎ.t khác, v̀ı x∗ là cu.. c tiê̇’u toàn cu. c cu̇’a hàm toàn phu.o.ng lò̂i ngǎ. t f trên

D, nên ϕ(t) ≥ 0 vó.i mo. i t ∈ [0, 1]. Ta có

ϕ′(0) = lim
t↘0

ϕ(t)− ϕ(0)

t
= lim

t↘0

ϕ(t)

t
≥ 0.

Kết ho.. p biê̇’u thú.c (2.3.8) khi t = 0 vó.i bất d̄ȧ̌’ng thú.c trên ta suy ra

〈2Ax∗ + b, x̃∗ − x∗〉 ≥ 0. (2.3.10)

Theo công thú.c Tay lo th̀ı

ϕ(t) = ϕ(0) + ϕ′(0)t+
ϕ′′(0)

2
t2

nên, vó.i t = 1
2 ta suy ra

ϕ(
1

2
) = ϕ′(0)

1

2
+ ϕ′′(0)

1

8
.

Thay các giá tri. cu̇’a ϕ′(0), ϕ′′(0) theo các công thú.c (2.3.8) và (2.3.9) ta

nhâ.n d̄u.o.. c

f(
x̃∗ + x∗

2
) = f(x∗)+

1

2
〈2Ax∗+b, x̃∗−x∗〉+ 1

4
〈A(x̃∗−x∗), x̃∗−x∗〉. (2.3.11)

Theo biê̇’u thú.c (2.1.2) th̀ı

1

4

〈
A(x̃∗ − x∗), x̃∗ − x∗

〉
=

1

2
f(x̃∗) +

1

2
f(x∗)− f(

x̃∗ + x∗

2
), (2.3.12)
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nên thay f( x̃
∗+x∗

2 ) o.’̇ (2.3.11) vào (2.3.12), chuyê̇’n vế và rút go.n ta d̄u.o.. c〈
A(x̃∗ − x∗), x̃∗ − x∗

〉
= f(x̃∗)− f(x∗)− 〈2Ax∗ + b, x̃∗ − x∗〉.

Kết ho.. p vó.i (2.3.10) suy ra〈
A(x̃∗ − x∗), x̃∗ − x∗

〉
≤ f(x̃∗)− f(x∗). (2.3.13)

D- ǎ. t η := ‖x̃∗ − x∗‖, tù. (2.1.3) và (2.3.13) suy ra

λminη
2 ≤ f(x̃∗)− f(x∗). (2.3.14)

Mǎ.t khác, v̀ı x̃∗ là d̄iê̇’m cu.. c tiê̇’u toàn cu. c cu̇’a f̃ = f + p nên

f(x̃∗) + p(x̃∗) ≤ f(x∗) + p(x∗).

Kết ho.. p vó.i supx∈D |p(x)| ≤ s, ta suy ra

0 ≤ f(x̃∗)− f(x∗) ≤ 2s. (2.3.15)

Thay (2.3.15) vào (2.3.14) ta nhâ.n d̄u.o.. c

λminη
2 ≤ 2s

tu.o.ng d̄u.o.ng vó.i

η ≤
√

2s/λmin .

ii) x̃∗ là d̄iê̇’m infimum toàn cu. c (không là d̄iê̇’m cu.. c tiê̇’u toàn cu. c) cu̇’a

f̃ = f + p. Khi d̄ó x̃∗ là d̄iê̇’m cu.. c tiê̇’u toàn cu. c cu̇’a lsc f̃ = f + lsc p. Su.’̇

du.ng i) cho hàm lsc f̃ ta cũng nhâ.n d̄u.o.. c

f(x̃∗)− f(x∗) ≤ lsc p(x̃∗)− lsc p(x∗).

D- ǎ. t η := ‖x̃∗ − x∗‖. Theo Bô̇’ d̄è̂ 2.3.1 th̀ı

lsc p(x̃∗)− lsc p(x∗) ≤ 2s,

nên

f(x̃∗)− f(x∗) ≤ 2s. (2.3.16)
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Kết ho.. p (2.3.16) vó.i (2.3.13), ta suy ra

λminη
2 ≤ 2s,

v̀ı vâ.y

η ≤
√

2s/λmin,

tú.c là

‖x̃∗ − x∗‖ ≤ γ∗/2.

D- i.nh lý d̄ã d̄u.o.. c chú.ng minh.

D- i.nh lý trên d̄ã d̄u.o.. c H. X. Phu chú.ng minh rất go.n trong [51].

2.4. T́ınh chất tu.. a và d̄iè̂u kiê.n tối u.u

Trong mu. c này, ta nghiên cú.u t́ınh chất tu.. a cu̇’a hàm f̃ = f + p và

su.. tò̂n ta. i các d̄iê̇’m infimum toàn cu. c cu̇’a Bài toán (P̃ ), cu. thê̇’ là D- i.nh lý

Kuhn-Tucker suy rô.ng cho Bài toán (P̃ ) khi D là tâ.p lò̂i thȯ’a mãn mô.t

trong hai tru.̀o.ng ho.. p sau:

D = {x ∈ S | gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m}, (2.4.17)

trong d̄ó gi : IRn → IR, i = 1, . . . ,m, là các hàm lò̂i và S ⊂ IRn là tâ.p lò̂i

d̄óng, hoǎ.c

D = {x ∈ IRn | 〈ci, x〉 ≤ di, i = 1, . . . ,m}. (2.4.18)

Mô.t t́ınh chất d̄ǎ. c biê.t cu̇’a hàm lò̂i bất kỳ g : IRn → IR là vó.i x∗ ∈ IRn

nào d̄ó, tò̂n ta. i ξ ∈ IRn go. i là du.́o.i vi phân sao cho

g(x) ≥ g(x∗) + 〈ξ, x− x∗〉, vó.i mo. i x ∈ IRn,

tú.c là ta. i mo. i d̄iê̇’m x∗ ∈ IRn hàm lò̂i g tu.. a trên mô.t hàm tuyến t́ınh

g(x∗) + 〈ξ, x − x∗〉 và ta go. i là t́ınh chất tu.. a cu̇’a g. Trong tru.̀o.ng ho.. p

g = f th̀ı ξ = 2Ax∗ + b. Vı̀ hàm nhiẽ̂u p chı̇’ giȧ’ thiết gió.i nô. i nên không

hy vo.ng hàm bi. nhiẽ̂u f̃ = f + p có t́ınh chất tu.. a nhu. trên. Tuy nhiên, ta
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sẽ chı̇’ ra hàm lò̂i thô f̃ sẽ cũng có t́ınh chất tu.. a thô. Muốn vâ.y, ta viết la. i

t́ınh chất tu.. a nhu. sau:

g(x∗) + 〈ξ, x∗〉 ≤ g(x) + 〈ξ, x〉, vó.i mo. i x ∈ IRn. (2.4.19)

Thay thế vế trái cu̇’a (2.4.19) bo.’̇ i

inf
x′∈B(x∗,r)

(
f̃(x′)− 〈ξ, x′〉

)
hoǎ.c min

x′∈B̄(x∗,r)

(
f̃(x′)− 〈ξ, x′〉

)
vó.i mô. t r > 0 ho.. p lý nào d̄ó và vế phȧ’i cu̇’a (2.4.19) bo.’̇ i f̃(x) − 〈ξ, x〉 ta

d̄u.o.. c

inf
x′∈B(x∗,r)

(
f̃(x′)− 〈ξ, x′〉

)
≤ f̃(x)− 〈ξ, x〉 vó.i mo. i x ∈ IRn,

hoǎ.c

min
x′∈B̄(x∗,r)

(
f̃(x′)− 〈ξ, x′〉

)
≤ f̃(x)− 〈ξ, x〉 vó.i mo. i x ∈ IRn.

Nhũ.ng công thú.c trên mô tȧ’ t́ınh chất tu.. a thô cu̇’a hàm f̃ . T́ınh chất này

d̄ã d̄u.o.. c H. X. Phu chı̇’ ra khi nghiên cú.u các hàm γ-lò̂i ngoài tô̇’ng quát

[44]. Bǎ̀ng cách su.’̇ du.ng D- i.nh lý 2.3.13 cho hàm toàn phu.o.ng lò̂i ngǎ. t vó.i

nhiẽ̂u gió.i nô. i f̃ = f + p, mê.nh d̄è̂ du.́o.i d̄ây cho ta kết quȧ’ tốt ho.n, tú.c

là chı̇’ ra r = γ∗/2 và ξ = 2Ax∗ + b.

Mê.nh d̄è̂ 2.4.17. ([51]) Cho D = IRn. Khi d̄ó vó.i x∗ ∈ IRn và ε > 0 th̀ı

inf
x′∈B(x∗,γ∗/2+ε)

(
f̃(x′)− 〈ξ, x′〉

)
≤ f̃(x)− 〈ξ, x〉 vó.i mo. i x ∈ IRn,

D- ǎ. c biê. t, nếu p là nu.̇’a liên tu. c du.́o.i th̀ı

min
x′∈B̄(x∗,γ∗)

(
f̃(x′)− 〈ξ, x′〉

)
≤ f̃(x)− 〈ξ, x〉 vó.i mo. i x ∈ IRn.

Mê.nh d̄è̂ trên d̄u.o.. c H. X. Phu chı̇’ ra. Chú.ng minh chi tiết có thê̇’ xem

trong [51]

Trong quá tr̀ınh khȧ’o sát d̄iê̇’m infimum toàn cu. c cu̇’a Bài toán (P̃ ),

chúng tôi su.’̇ du.ng bô̇’ d̄è̂ sau:
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Bô̇’ d̄è̂ 2.4.2. Cho hàm g : D ⊂ IRn → IR là nu.̇’a liên tu. c du.́o.i, bi. chǎ. n

du.́o.i, D là tâ. p d̄óng và lim‖x‖→+∞, x∈D g(x) = +∞. Khi d̄ó tò̂n ta. i x∗ là

d̄iê̇’m cu.
. c tiê̇’u toàn cu. c cu̇’a g trên D.

Chú.ng minh. Bô̇’ d̄è̂ này có thê̇’ chú.ng minh nhu. là hê. quȧ’ cu̇’a D- i.nh lý

8.2 (xem [76], trang 119-121). Tuy nhiên có thê̇’ chú.ng minh tru.. c tiếp nhu.

sau:

Cố d̄i.nh d̄iê̇’m x0 ∈ D. Vı̀ lim‖x‖→∞, x∈D g(x) = +∞ nên

∃r ∈ [‖x0‖,+∞[ : x ∈ D, ‖x‖ > r ⇒ g(x) > g(x0).

Do d̄ó, d̄iê̇’m cu.. c tiê̇’u toàn cu. c nếu có th̀ı sẽ chı̇’ nǎ̀m trong miè̂n B(0, r)∩D.
Vı̀ g bi. chǎ.n du.́o.i nên

inf
x∈B(0,r)∩D

g(x) > −∞.

Mǎ.t khác, tò̂n ta. i dãy (xi) ⊂ B(0, r) ∩D sao cho

lim
i→∞

g(xi) = inf
x∈B(0,r)∩D

g(x).

Tâ.p B(0, r)∩D là d̄óng, gió.i nô. i trong IRn nên là tâ.p compact, v̀ı vâ.y tù.

dãy (xi) ⊂ B(0, r)∩D có thê̇’ tŕıch dãy con hô. i tu. . Không giȧ’m tô̇’ng quát,

ta coi ch́ınh dãy d̄ó hô. i tu. , tú.c là limi→∞ xi = x∗ và x∗ ∈ B(0, r) ∩D. Vı̀

g là nu.’̇a liên tu. c du.́o.i nên

g(x∗) ≤ lim
i→∞

g(xi) = inf
x∈B(0,r)∩D

g(x).

Do d̄ó x∗ là d̄iê̇’m cu.. c tiê̇’u trên B(0, r) ∩D. Vı̀ d̄iê̇’m cu.. c tiê̇’u cu̇’a g trên

B(0, r) ∩ D là d̄iê̇’m cu.. c tiê̇’u toàn cu. c, nên x∗ là d̄iê̇’m cu.. c tiê̇’u toàn cu. c

cu̇’a g trên D.

Tru.́o.c khi phát biê̇’u và chú.ng minh D- i.nh lý Kuhn-Tucker suy rô.ng

cho Bài toán (P̃ ), ta nhǎ́c la. i hàm Lagrange cho Bài toán (P̃ ) d̄u.o.. c d̄i.nh

ngh̃ıa theo công thú.c (1.1.4), tú.c là

L(x, µ0, . . . , µm) = µ0f(x) +
m∑
i=1

µigi(x).
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D- i.nh lý 2.4.14. Giȧ’ su.̇’ D d̄u.o.
. c cho bo.̇’ i công thú.c (2.4.17).

(a) Nếu x̃∗ là d̄iê̇’m infimum toàn cu. c cu̇’a Bài toán (P̃ ), th̀ı tò̂n ta. i duy

nhất d̄iê̇’m x∗ ∈ D sao cho

‖x̃∗ − x∗‖ ≤ γ∗/2

và các nhân tu.̇’ Lagrange µi ≥ 0, i = 0, . . . ,m, không cùng triê. t tiêu,

thȯ’a mãn d̄iè̂u kiê. n Kuhn-Tucker

L(x∗, µ0, . . . , µm) = min
x∈S
L(x, µ0, . . . , µm) (2.4.20)

và d̄iè̂u kiê. n bù

µigi(x
∗) = 0 vó.i mo. i i = 1, . . . ,m. (2.4.21)

Nếu d̄iè̂u kiê. n Slater (1.1.7) thȯ’a mãn th̀ı µ0 6= 0 và có thê̇’ coi µ0 = 1.

(b) Nếu tò̂n ta. i x∗ ∈ D thȯ’a mãn (2.4.20), (2.4.21) vó.i µ0 = 1 th̀ı tò̂n ta. i

x̃∗ ∈ D là d̄iê̇’m infimum toàn cu. c cu̇’a Bài toán (P̃ ) trên D, thȯ’a mãn

‖x̃∗ − x∗‖ ≤ γ∗/2

và không có d̄iê̇’m infimum toàn cu. c nào cu̇’a Bài toán (P̃ ) nà̌m ngoài

h̀ınh cà̂u B(x∗, γ∗/2).

Chú.ng minh. (a) Xét tâ.p D, v̀ı S là lò̂i d̄óng, gi(x), i = 1, . . . ,m, là các

hàm lò̂i nên D = {x ∈ S | gi(x) ≤ 0, i = 1, . . .m} cũng là lò̂i d̄óng. Khi d̄ó

i) Nếu D gió.i nô. i, th̀ı v̀ı f(x) = 〈Ax, x〉 + 〈b, x〉 là lò̂i ngǎ. t, liên tu. c

nên tò̂n ta. i duy nhất d̄iê̇’m cu.. c tiê̇’u toàn cu. c x
∗ ∈ D.

ii) Nếu D không gió.i nô. i, th̀ı

f(x) = 〈Ax, x〉+ 〈b, x〉

≥ λmin‖x‖2 − ‖b‖‖x‖,

nên

lim
‖x‖→+∞, x∈D

f(x) = +∞.
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Hàm toàn phu.o.ng lò̂i ngǎ. t f trên tâ.p lò̂i D thȯ’a mãn các d̄iè̂u kiê.n cu̇’a

Bô̇’ d̄è̂ 2.4.2, do d̄ó tò̂n ta. i d̄iê̇’m cu.. c tiê̇’u toàn cu. c và duy nhất x∗ trên D.

Vı̀ x̃∗ là d̄iê̇’m infimum toàn cu. c cu̇’a f̃ = f + p, nên theo D- i.nh lý 2.3.13, ta

nhâ.n d̄u.o.. c

‖x̃∗ − x∗‖ ≤ γ∗/2.

Mǎ.t khác, x∗ là cu.. c tiê̇’u toàn cu. c cu̇’a f trên D, tú.c là x∗ là nghiê.m

cu̇’a Bài toán (P ), do d̄ó theo (a) cu̇’a D- i.nh lý Kuhn-Tucker 1.1.1 suy ra tò̂n

ta. i µi ≥ 0, i = 0, . . . ,m, sao cho chúng không cùng triê.t tiêu, thȯ’a mãn

L(x∗, µ0, . . . , µm) = min
x∈S
L(x, µ0, . . . , µm)

và

µigi(x
∗) = 0 vó.i mo. i i = 1, . . . ,m.

Nếu d̄iè̂u kiê.n Slater (1.1.7) thȯ’a mãn th̀ı µ0 6= 0, nên có thê̇’ cho.n

µ0 = 1.

(b) Vı̀ x∗ ∈ D thȯ’a mãn d̄iè̂u kiê.n (2.4.20), (2.4.21) vó.i µ0 = 1 nên x∗

thȯ’a mãn (b) cu̇’a D- i.nh lý Kuhn-Tucker 1.1.1 cho Bài toán (P ). Do d̄ó x∗

là d̄iê̇’m cu.. c tiê̇’u toàn cu. c cu̇’a f trên D và v̀ı f là lò̂i ngǎ. t nên x∗ là d̄iê̇’m

cu.. c tiê̇’u toàn cu. c duy nhất cu̇’a f trên D.

Ta chú.ng minh tò̂n ta. i d̄iê̇’m infimum toàn cu. c cu̇’a Bài toán (P̃ ). Thâ.t

vâ.y, xét hàm lsc f̃ = f + lsc p trên D, xȧ’y ra các tru.̀o.ng ho.. p sau:

i) D gió.i nô. i, khi d̄ó tò̂n ta. i M > 0 sao cho ‖x‖ ≤M vó.i mo. i x ∈ D.
Vı̀ vâ.y

lsc f̃(x) ≥ 〈Ax, x〉 − ‖b‖‖x‖ − sup
x∈D
|p(x)|

≥ −‖b‖M − sup
x∈D
|p(x)|,

suy ra hàm bi. chǎ.n du.́o.i trên D. Vı̀ hàm lsc f̃ = f + lsc p nu.’̇a liên tu. c

du.́o.i, bi. chǎ.n du.́o.i trên tâ.p compact D (d̄óng, gió.i nô. i trong IRn) nên tò̂n

ta. i d̄iê̇’m cu.. c tiê̇’u toàn cu. c x̃
∗ cu̇’a lsc f̃ = f + lsc p trên D.
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ii) D không gió.i nô. i. Ta có

lsc f̃(x) = f(x) + lsc p(x) ≥ 〈Ax, x〉 − ‖b‖‖x‖ − |p(x)|
≥ λmin‖x‖2 − ‖b‖‖x‖ − sup

x∈D
|p(x)|.

Do d̄ó

lim
‖x‖→+∞, x∈D

lsc f̃(x) = +∞.

Mǎ.t khác, v̀ı hàm lsc f̃ = f + lsc p bi. chǎ.n du.́o.i và nu.’̇ a liên tu. c du.́o.i nên

lsc f̃ = f + lsc p thȯ’a mãn Bô̇’ d̄è̂ 2.4.2, v̀ı vâ.y tò̂n ta. i d̄iê̇’m x̃∗ là cu.. c tiê̇’u

toàn cu. c cu̇’a lsc f̃ = f + lsc p trên D.

Kết ho.. p cȧ’ hai tru.̀o.ng ho.. p i), ii) suy ra tò̂n ta. i x̃
∗ là d̄iê̇’m infimum

toàn cu. c cu̇’a Bài toán (P̃ ). Ngoài ra áp du.ng D- i.nh lý 2.3.13 ta có

‖x̃∗ − x∗‖ ≤ γ∗/2

và cũng theo D- i.nh lý 2.3.13 th̀ı không thê̇’ tò̂n ta. i d̄iê̇’m infimum toàn cu. c

khác cu̇’a Bài toán (P̃ ) nà̌m ngoài h̀ınh cà̂u B(x∗, γ∗/2).

D- i.nh lý sau là mô. t mo.’̇ rô.ng D- i.nh lý 1.1.2, nó chı̇’ ra d̄iè̂u kiê.n cà̂n và

d̄u̇’ d̄ê̇’ tò̂n ta. i d̄iê̇’m infimum toàn cu. c cu̇’a Bài toán (P̃ ), d̄i.nh lý phát biê̇’u

nhu. sau:

D- i.nh lý 2.4.15. Giȧ’ su.̇’ D d̄u.o.
. c cho bo.̇’ i (2.4.17) và gi : IRn → IR, i =

1, . . . ,m, là các hàm lò̂i, cùng liên tu. c ı́t nhất ta. i mô. t d̄iê̇’m cu̇’a tâ. p S.

(a) Nếu x̃∗ là d̄iê̇’m infimum toàn cu. c cu̇’a Bài toán (P̃ ), th̀ı tò̂n ta. i x∗ và

các nhân tu.̇’ Lagrange µi ≥ 0, i = 0, . . . ,m, không cùng triê. t tiêu, sao

cho

‖x̃∗ − x∗‖ ≤ γ∗/2,

0 ∈ µ0(2Ax
∗ + b) +

m∑
i=1

µi∂gi(x
∗) +N(x∗|S) (2.4.22)

và

µigi(x
∗) = 0 vó.i mo. i i = 1, . . . ,m, (2.4.23)

trong d̄ó N(x∗|S) là nón pháp tuyến cu̇’a S ta. i x∗.

Nếu d̄iè̂u kiê. n Slater (1.1.7) thȯ’a mãn th̀ı µ0 6= 0 và có thê̇’ coi µ0 = 1.
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(b) Nếu tò̂n ta. i x∗ ∈ D thȯ’a mãn (2.4.22), (2.4.23) vó.i µ0 = 1 th̀ı tò̂n ta. i

x̃∗ ∈ D là d̄iê̇’m infimum toàn cu. c cu̇’a Bài toán (P̃ ) thȯ’a mãn

‖x̃∗ − x∗‖ ≤ γ∗/2

và không có d̄iê̇’m infimum toàn cu. c khác cu̇’a f̃ = f + p trên D nǎ̀m

ngoài h̀ınh cà̂u B(x∗, γ∗/2).

Chú.ng minh. (a) Vı̀ f = 〈Ax, x〉+ 〈b, x〉 nên ∂f(x∗) = 2Ax∗ + b. Su.’̇ du.ng

Bô̇’ d̄è̂ 2.4.2, chú.ng minh tu.o.ng tu.. nhu. o.’̇ D- i.nh lý 2.4.14, ta suy ra tò̂n ta. i

duy nhất x∗ là d̄iê̇’m cu.. c tiê̇’u toàn cu. c cu̇’a Bài toán (P ).

Áp du.ng D- i.nh lý Kuhn-Tuker 1.1.2 cho Bài toán (P ) ta nhâ.n d̄u.o.. c su..

tò̂n ta. i các nhân tu.’̇ Lagrange µi ≥ 0, i = 0, . . . ,m, sao cho chúng không

cùng triê.t tiêu, thȯ’a mãn các d̄iè̂u kiê.n sau:

0 ∈ µ0(2Ax
∗ + b) +

m∑
i=1

µi∂gi(x
∗) +N(x∗|S)

và

µigi(x
∗) = 0 vó.i mo. i i = 1, . . . ,m.

Nếu thêm d̄iè̂u kiê.n Slater (1.1.7) th̀ı µ0 6= 0, nên có thê̇’ coi µ0 = 1.

Theo D- i.nh lý 2.3.13, mo. i d̄iê̇’m cu.. c tiê̇’u toàn cu. c cu̇’a f̃ = f + p phȧ’i

thȯ’a mãn:

‖x̃∗ − x∗‖ ≤ γ∗/2.

(b) Nếu µ0 = 1 và x∗ thȯ’a mãn (2.4.22), (2.4.23), th̀ı theo D- i.nh lý

Kuhn-Tucker 1.1.2 cho Bài toán (P ) suy ra x∗ là d̄iê̇’m cu.. c tiê̇’u toàn cu. c

cu̇’a f trên D. Áp du.ng lu.o.. c d̄ò̂ chú.ng minh tu.o.ng tu.. phà̂n (b) cu̇’a D- i.nh

lý 2.4.14, suy ra tò̂n ta. i x̃
∗ là d̄iê̇’m infimum toàn cu. c cu̇’a f̃ = f + p trên

D. Ngoài ra, theo D- i.nh lý 2.3.13 th̀ı mo. i d̄iê̇’m infimum toàn cu. c x̃
∗ d̄è̂u

phȧ’i thȯ’a mãn:

‖x̃∗ − x∗‖ ≤ γ∗/2,

tú.c là không có d̄iê̇’m infimum toàn cu. c nào cu̇’a f̃ = f + p nǎ̀m ngoài h̀ınh

cà̂u B(x∗, γ∗/2).
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Nhâ.n xét 2.4.4. Nếu S = IRn th̀ı N(x∗|S) = {0}, nên biê̇’u thú.c (2.4.22)

d̄u.o.
. c thay bo.̇’ i

0 ∈ µ0(2Ax
∗ + b) +

m∑
i=1

µi∂gi(x
∗). (2.4.24)

Tiếp theo, chúng tôi chú.ng minh su.. tò̂n ta. i d̄iê̇’m infimum toàn cu. c

cu̇’a Bài toán (P̃ ) khi D là tâ.p lò̂i d̄a diê.n.

D- i.nh lý 2.4.16. Giȧ’ su.̇’ D d̄u.o.
. c xác d̄i.nh theo công thú.c (2.4.18).

(a) Nếu x̃∗ là d̄iê̇’m infimum toàn cu. c cu̇’a Bài toán (P̃ ), th̀ı tò̂n ta. i duy

nhất x∗ ∈ D và các nhân tu.̇’ Lagrange µi ≥ 0, i = 1, . . . ,m, sao cho

‖x̃∗ − x∗‖ ≤ γ∗/2,

(2Ax∗ + b) +
m∑
i=1

µici = 0, (2.4.25)

và

µi(〈ci, x∗〉 − di) = 0 vó.i mo. i i = 1, . . . ,m. (2.4.26)

(b) Nếu có x∗ ∈ D thȯ’a mãn (2.4.25), (2.4.26) th̀ı tò̂n ta. i x̃∗ là d̄iê̇’m

infimum toàn cu. c cu̇’a Bài toán (P̃ ) thȯ’a mãn

‖x̃∗ − x∗‖ ≤ γ∗/2

và

‖2Ax̃∗ + b+
m∑
i=1

µici‖ ≤ λmaxγ
∗.

Chú.ng minh. (a) Tù. giȧ’ thiết cu̇’a mê.nh d̄è̂ suy ra D 6= ∅. Do f là lò̂i ngǎ. t

nên nếu tò̂n ta. i d̄iê̇’m cu.. c tiê̇’u toàn cu. c trên D th̀ı d̄iê̇’m d̄ó là duy nhất.

Theo Hê. quȧ’ 2.3 (xem [31], trang 41) th̀ı d̄iè̂u kiê.n cà̂n và d̄u̇’ d̄ê̇’ Bài toán

(P ) có nghiê.m cu.. c tiê̇’u toàn cu. c là D 6= ∅, nên tò̂n ta. i x
∗ là cu.. c tiê̇’u toàn

cu. c duy nhất cu̇’a f trên D.

Vı̀ x∗ là d̄iê̇’m cu.. c tiê̇’u toàn cu. c cu̇’a Bài toán (P ) nên theo D- i.nh lý

1.1.3 suy ra tò̂n ta. i các nhân tu.’̇ Lagrange µi ≥ 0, i = 1, . . . ,m, sao cho



41

chúng thȯ’a mãn các d̄iè̂u kiê.n

(2Ax∗ + b) +
m∑
i=1

µici = 0

và

µi(〈ci, x∗〉 − di) = 0 vó.i mo. i i = 1, . . . ,m.

Mǎ.t khác, theo D- i.nh lý 2.3.13 ta suy ra

‖x̃∗ − x∗‖ ≤ γ∗/2

vó.i mo. i d̄iê̇’m infimum toàn cu. c x̃
∗ cu̇’a Bài toán (P̃ ).

(b) Xét Bài toán (P ) vó.i gi(x) := 〈ci, x〉 − di, i = 1, . . . ,m, khi d̄ó

∂gi(x
∗) = ci, i = 1, 2, . . . ,m. Theo D- i.nh lý 2.4.15 th̀ı các d̄iè̂u kiê.n (2.4.25)

và (2.4.26) là d̄u̇’ d̄ê̇’ x∗ là d̄iê̇’m cu.. c tiê̇’u toàn cu. c cu̇’a Bài toán (P ). Chú.ng

minh tu.o.ng tu.. nhu. phà̂n (b) cu̇’a D- i.nh lý 2.4.14, ta suy ra tò̂n ta. i x̃
∗ ∈ D

là d̄iê̇’m infimum toàn cu. c cu̇’a f̃ = f + p trên D. Theo D- i.nh lý 2.3.13 th̀ı

mo. i d̄iê̇’m infimum toàn cu. c x̃ cu̇’a f̃ = f + p phȧ’i thȯ’a mãn

‖x̃∗ − x∗‖ ≤ γ∗/2.

Ho.n thế, tù. biê̇’u thú.c (2.4.25) và ‖A‖ = max{
√
λ | λ ∈ λ(ATA)} = λmax

(xem [2]) cho phép ta biến d̄ô̇’i

‖2Ax̃∗ + b+
m∑
i=1

µici‖ = ‖2Ax∗ + b+
m∑
i=1

µici + 2Ax̃∗ − 2Ax∗‖

= 2‖Ax̃∗ − Ax∗‖

≤ 2‖A‖‖x̃∗ − x∗‖

≤ 2λmaxγ
∗/2 = λmaxγ

∗.

Do d̄ó d̄i.nh lý d̄u.o.. c chú.ng minh.

Trong [51], ngoài các kết luâ.n o.’̇ (b), H. X. Phu còn chı̇’ ra:

Vó.i 1 ≤ i ≤ m, nếu 〈ci, x̃∗〉 < di − (2s/λmin)1/2‖ci‖ th̀ı

µi = 0.
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Kết luâ.n: Trong chu.o.ng này chúng tôi d̄ã chı̇’ ra: các d̄iè̂u kiê.n d̄u̇’ d̄ê̇’

hàm bi. nhiẽ̂u f̃ = f + p là γ-lò̂i ngoài (các Mê.nh d̄è̂ 2.1.9–2.1.11); d̄iè̂u

kiê.n tò̂n ta. i d̄iê̇’m cu.. c tiê̇’u toàn cu. c và infimum toàn cu. c (Mê.nh d̄è̂ 2.2.14);

thiết lâ.p câ.n trên d̄úng cu̇’a d̄u.̀o.ng ḱınh cu̇’a tâ.p các d̄iê̇’m cu.. c tiê̇’u toàn

cu. c, infimum toàn cu. c cu̇’a Bài toán (P̃ ); (các mê.nh d̄è̂ 2.2.15, 2.3.16); t́ınh

ô̇’n d̄i.nh nghiê.m cu̇’a Bài toán quy hoa.ch toàn phu.o.ng bi. nhiẽ̂u gió.i nô. i

(P̃ ) (D- i.nh lý 2.3.13); D- i.nh lý Kuhn-Tucker suy rô.ng cho Bài toán (P̃ ) (các

d̄i.nh lý 2.4.14–2.4.16).



CHU
.
O

.
NG 3

TÍNH Γ-LÒ̂I NGOÀI CU̇’A HÀM BI. NHIẼ̂U

VÀ D- IĖ̂’M INFIMUM TOÀN CU. C CU̇’A BÀI TOÁN (P̃ )

Trong chu.o.ng này chúng tôi su.’̇ du.ng phu.o.ng pháp tiếp câ.n tô pô d̄ê̇’

nghiên cú.u: các t́ınh chất cu̇’a hàm toàn phu.o.ng lò̂i ngǎ. t vó.i nhiẽ̂u gió.i

nô. i f̃ = f + p; quan hê. giũ.a các d̄iê̇’m infimum toàn cu. c cu̇’a Bài toán (P̃ );

t́ınh ô̇’n d̄i.nh cu̇’a tâ.p các d̄iê̇’m infimum toàn cu. c cu̇’a Bài toán (P̃ ); t́ınh

chất tu.. a và d̄iè̂u kiê.n tò̂n ta. i d̄iê̇’m infimum toàn cu. c cu̇’a Bài toán (P̃ ).

3.1. T́ınh Γ-lò̂i ngoài cu̇’a hàm bi. nhiẽ̂u

Trong mu. c này ta nghiên cú.u t́ınh Γ-lò̂i ngoài cu̇’a hàm toàn phu.o.ng

lò̂i ngǎ. t bi. nhiẽ̂u gió.i nô. i f̃(x) = f(x) + p(x), trong d̄ó f, p d̄u.o.. c cho bo.’̇ i

các công thú.c (1.0.1) và (1.0.2), tu.o.ng ú.ng.

D- i.nh ngh̃ıa 3.1.9. Cho f thȯ’a mãn công thú.c (1.0.1). Hàm h1(., z) theo

hu.́o.ng z d̄u.o.
. c d̄i.nh ngh̃ıa nhu. sau:

h1(µ, z) := inf
x∈IRn

(1

2
f(x) +

1

2
f(x+ µz)− f(x+

1

2
µz)
)
, (3.1.1)

trong d̄ó µ ∈ IR và z ∈ IRn.

Ta ký hiê.u

m(γ, z) := inf{µ | h1(µ, z) > γ} (3.1.2)

và

M(γ) := {tz | z ∈ IRn, |t| ≤ m(γ, z)}. (3.1.3)

43
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Bô̇’ d̄è̂ sau cho ta các giá tri. cu̇’a h1(µ, z), m(γ, z) và các t́ınh chất cu̇’a tâ.p

M(γ).

Bô̇’ d̄è̂ 3.1.3. Vó.i mo. i z ∈ IRn và z 6= 0, ta có

(a) h1(µ, z) = µ2

4 〈Az, z〉.

(b) m(γ, z) = 2
√

γ
〈Az,z〉 .

(c) M(γ) = {x | x ∈ IRn, 〈Ax, x〉 ≤ 4γ}.

(d) M(γ) là tâ. p lò̂i, d̄óng và cân.

(e) 0 ∈M(γ) là d̄iê̇’m trong cu̇’a tâ. p M(γ).

Chú.ng minh. (a) Ta thấy rà̌ng

1

2
f(x) +

1

2
f(x+ µz)− f(x+

1

2
µz)

=
1

2
〈Ax, x〉+

1

2
〈b, x〉+

1

2
〈A(x+ µz), (x+ µz)〉+

1

2
〈b, (x+ µz)〉

−〈A(x+
1

2
µz), (x+

1

2
µz)〉 − 〈b, (x+

1

2
µz)〉

=
1

2
〈Ax, x〉+

1

2
〈Ax, x〉+ µ〈Ax, z〉+

µ2

2
〈Az, z〉 − 〈Ax, x〉

−µ〈Ax, z〉 − µ2

4
〈Az, z〉

=
µ2

4
〈Az, z〉. (3.1.4)

Do d̄ó, theo (3.1.1) suy ra

h1(µ, z) =
µ2

4
〈Az, z〉.

(b) Theo (3.1.2) th̀ı

m(γ, z) = inf{µ | h1(µ, z) > γ},

tu.o.ng d̄u.o.ng vó.i

m(γ, z) = inf{µ | µ
2

4
〈Az, z〉 > γ},
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nên

m(γ, z) = 2

√
γ

〈Az, z〉
.

(c) Giȧ’ su.’̇ x ∈M(γ), khi d̄ó tò̂n ta. i z ∈ IRn và t ∈ IR thȯ’a mãn

x = tz, |t| ≤ 2
√
γ/〈Az, z〉.

Ta có

〈Ax, x〉 = t2〈Az, z〉 ≤ (〈Az, z〉)4γ/〈Az, z〉 = 4γ.

Do d̄ó 〈Ax, x〉 ≤ 4γ. Ngu.o.. c la. i, giȧ’ su.’̇ x ∈ IRn thȯ’a mãn 〈Ax, x〉 ≤ 4γ.

Nếu x = 0, theo cách xây du.. ng m(z, γ) và M(γ) o.’̇ các công thú.c (3.1.2)

và (3.1.3) th̀ı x ∈ M(γ). Nếu x 6= 0 th̀ı 〈Ax, x〉 > 0. D- ǎ. t z = lx, khi d̄ó

〈Az, z〉 = l2〈Ax, x〉, v̀ı vâ.y có thê̇’ cho.n l sao cho

h1(µ, z) =
µ2

4
〈Az, z〉 =

µ2

4
l2〈Ax, x〉 > γ.

Mǎ.t khác, theo (3.1.2) th̀ı

m(γ, z) = inf{µ | h1(µ, z) > γ}

= inf{µ | µ
2

4
〈Az, z〉 > γ}

= inf{µ | µ
2

4
l2〈Ax, x〉 > γ}.

Do d̄ó

m(γ, z) =
2

|l|

√
γ

〈Ax, x〉
≥ 1

|l|
.

Nhu. vâ.y, vó.i x = 1
l z th̀ı |1l | ≤ m(γ, z). Theo d̄i.nh ngh̃ıa M(γ) trong công

thú.c (3.1.3) ta suy ra x ∈M(γ).

(d) M(γ) d̄ối xú.ng là hiê̇’n nhiên. Ta chú.ng minh M(γ) là d̄óng. Thâ. t

vâ.y, giȧ’ su.’̇ xn ∈ M(γ) và limn→∞ xn = x, khi d̄ó theo (c) Bô̇’ d̄è̂ 3.1.3 ta

có

〈Axn, xn〉 ≤ 4γ vó.i mo. i n ∈ IN,

cho n→∞, ta suy ra x ∈M(γ).

Vı̀ hàm 〈Ax, x〉 là lò̂i ngǎ. t, nên tâ.p mú.c du.́o.i

M(γ) = {x ∈ IRn | 〈Ax, x〉 ≤ 4γ}
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là tâ.p lò̂i.

(e) Cho.n δ := 2
√
γ/λmax. Vó.i mo. i x = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ∈ B(0, δ), biê̇’u

diẽ̂n x theo co. so.’̇ tru.. c chuâ̇’n là các véc to. riêng cu̇’a A ta d̄u.o.. c

〈Ax, x〉 = 〈
n∑
i=1

λiξiei,
n∑
j=1

ξjej〉

=
n∑
i=1

λiξi
2

≤ λmax‖x‖2

≤ 4γ.

Suy ra B(0, δ) ⊆M(γ). Vı̀ thế 0 là d̄iê̇’m trong cu̇’a M(γ).

Mê.nh d̄è̂ 3.1.18. Cho f thȯ’a mãn công thú.c (1.0.1), γ > 0 và Γ = M(γ).

Khi d̄ó hàm toàn phu.o.ng lò̂i ngǎ. t bi. nhiẽ̂u f̃ = f + p là Γ-lò̂i ngoài nếu

|p(x)| ≤ γ/2 vó.i mo. i x ∈ D.

Chú.ng minh. Lấy x0, x1 bất kỳ trong D, khi d̄ó xȧ’y ra các tru.̀o.ng ho.. p

sau:

i) x0 − x1 ∈M(γ). D- ǎ. t Λ = {0, 1}, ta có

[x0, x1] ⊂ {xλ | λ ∈ Λ}+ 0.5M(γ)

và hiê̇’n nhiên vó.i λ ∈ {0, 1} th̀ı

f̃(xλ) = λf̃(x0) + (1− λ)f̃(x1).

ii) x0−x1 /∈M(γ). D- ǎ. t z := x0−x1, α := (〈Az, z〉)/4 và l := m(γ, z).

Áp du.ng là̂n lu.o.. t (c) và (b) cu̇’a Bô̇’ d̄è̂ 3.1.3 ta d̄u.o.. c

α = 〈Az, z〉 > 4γ và l = m(γ, z) = 2

√
γ

〈Az, z〉
=

√
γ

α
.

Do d̄ó 0 < l < 1.



47

Mǎ.t khác, v̀ı〈
A(l(x0 − x1)), l(x0 − x1)

〉
= l2〈A(x0 − x1), x0 − x1〉

= 4l2α

= 4γ, (3.1.5)

nên

l(x0 − x1) ∈M(γ) (3.1.6)

và

tl(x0 − x1) /∈M(γ) vó.i mo. i |t| > 1.

Vı̀ 0 < l < 1 nên Λ := [l/2, 1 − l/2] ∪ {0, 1} là tâ.p d̄óng khác rỗng nǎ̀m

trong d̄oa.n [0, 1] và

{xλ | λ ∈ Λ} = [xl/2, x1−l/2] ∪ {x0, x1}. (3.1.7)

Ta cà̂n chú.ng minh

[x0, x1] ⊂ {xλ | λ ∈ Λ}+ 0.5M(γ). (3.1.8)

Vı̀

[xl/2, x1−l/2] =
{
xλ | λ ∈ [l/2, 1− l/2]

}
=
[
(1− l

2
)x0 +

l

2
x1,

l

2
x0 + (1− l

2
)x1
]

=
[
x0 +

l

2
(x1 − x0), x0 + (1− l

2
)(x1 − x0)

]
nên

[x0, x1] =
[
x0, x0 +

l

2
(x1 − x0)

]
∪ [xl/2, x1−l/2]

∪
[
x0 + (1− l

2
)(x1 − x0), x1

]
. (3.1.9)

Lấy x ∈ [x0, x1], tù. biê̇’u thú.c (3.1.9) ta xét các tru.̀o.ng ho.. p sau:

i) x ∈ [xl/2, x1−l/2]. Vı̀ 0 ∈ M(γ) và [xl/2, x1−l/2] ⊂ {xλ | λ ∈ Λ} theo

(3.1.7), nên

x ∈ {xλ | λ ∈ Λ}+ 0.5M(γ).
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ii) x ∈
[
x0, x0 + l

2(x1 − x0)
]
. Khi d̄ó tò̂n ta. i t ∈ [0, 1] sao cho

x = (1− t)x0 + t(x0 +
l

2
(x1 − x0))

= (1− t)x0 + tx0 + t
l

2
(x1 − x0)

= x0 + t
l

2
(x1 − x0). (3.1.10)

Theo (3.1.6) th̀ı l(x1 − x0) ∈M(γ) và v̀ı t ∈ [0, 1] nên tl(x1 − x0) ∈M(γ).

Do d̄ó t l2(x1 − x0) ∈ 0.5M(γ). Mǎ.t khác, x0 ∈ {xλ | λ ∈ Λ} theo d̄i.nh

ngh̃ıa tâ.p Λ. Vı̀ vâ.y, tù. công thú.c (3.1.10) ta suy ra

x ∈ {xλ | λ ∈ Λ}+ 0.5M(γ).

iii) x ∈
[
x0 + (1− l

2)(x1 − x0), x1
]
. Khi d̄ó tò̂n ta. i t ∈ [0, 1] sao cho

x = t
(
x0 + (1− l

2
)(x1 − x0)

)
+ (1− t)x1

= tx0 + t(1− l

2
)(x1 − x0) + x1 − tx1

= x1 + t
l

2
(x0 − x1). (3.1.11)

Lý luâ.n tu.o.ng tu.. nhu. trong tru.̀o.ng ho.. p ii), v̀ı x1 ∈ {xλ | λ ∈ Λ} và

t l2(x1 − x0), t
l
2(x0 − x1) ∈M(γ), nên tù. công thú.c (3.1.11) suy ra

x ∈ {xλ | λ ∈ Λ}+ 0.5M(γ).

Kết ho.. p cȧ’ ba tru.̀o.ng ho.. p i), ii) và iii) ta suy ra công thú.c (3.1.8).

Xét bất kỳ λ ∈ Λ\{0, 1}, ký hiê.u

λ
′
:= λ− l

2
;λ
′′

:= λ+
l

2
,

ta dẽ̂ dàng nhâ.n thấy λ
′
, λ
′′ ∈ [0, 1], λ = (λ

′
+ λ

′′
)/2. Vı̀

xλ = (1− λ
′
+ λ

′′

2
)x0 +

λ
′
+ λ

′′

2
x1

=
1

2

(
(1− λ′)x0 + λ

′
x1 + (1− λ′′)x0 + λ

′′
x1
)
,

nên

xλ =
xλ′ + xλ′′

2
. (3.1.12)



49

Ta cũng có

xλ′ − xλ′′ = (λ− l

2
)x0 + (1− λ+

l

2
)x1 − (λ+

l

2
)x0 − (1− λ− l

2
)x1

= l(x1 − x0).

Theo (3.1.6) th̀ı l(x1 − x0) ∈M(γ), vâ.y

xλ′ − xλ′′ ∈M(γ).

Mǎ.t khác, v̀ı〈
A(xλ′ − xλ′′), xλ′ − xλ′′

〉
=
〈
A(l(x1 − x0)), l(x1 − x0)

〉
nên theo (3.1.5) th̀ı 〈

A(xλ′ − xλ′′), xλ′ − xλ′′
〉

= 4γ. (3.1.13)

Xét hàm toàn phu.o.ng lò̂i ngǎ. t f(x) = 〈Ax, x〉+ 〈b, x〉, v̀ı

(1− λ)f(x0) + λf(x1) = (1− λ
′
+ λ

′′

2
)f(x0) + (

λ
′
+ λ

′′

2
)f(x1),

và

(1− λ
′
+ λ

′′

2
)f(x0) + (

λ
′
+ λ

′′

2
)f(x1)

=
1

2

(
(1− λ′)f(x0) + λ

′
f(x1)

)
+

1

2

(
(1− λ′′)f(x0) + λ

′′
f(x1)

)
nên

(1− λ)f(x0) + λf(x1) ≥
1

2

(
f(xλ′) + f(xλ′′)

)
. (3.1.14)

Tù. các biê̇’u thú.c (3.1.12), (3.1.14) và (2.1.2) suy ra

(1− λ)f(x0) + λf(x1)− f(xλ)

≥ 1

2

(
f(xλ′) + f(xλ′′)

)
− f(

xλ′ + xλ′′

2
)

=
1

4

〈
A(xλ′′ − xλ′), xλ′′ − xλ′

〉
.

Do d̄ó kết ho.. p vó.i (2.1.6) ta d̄u.o.. c

(1− λ)f(x0) + λf(x1)− f(xλ) ≥ γ (3.1.15)
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Xét hàm bi. nhiẽ̂u f̃ = f + p ta có

(1− λ)f̃(x0) + λf̃(x1)− f̃(xλ)

= (1− λ)
(
f(x0) + p(x0)) + λ(f(x1) + p(x1)

)
−
(
f(xλ) + p(xλ)

)
≥ (1− λ)

(
f(x0)− γ/2

)
+ λ
(
f(x1)− γ/2

)
−
(
f(xλ) + γ/2

)
= (1− λ)f(x0) + λf(x1)− f(xλ)− γ.

Áp du.ng (3.1.15) ta suy ra

(1− λ)f̃(x0) + λf̃(x1)− f̃(xλ) ≥ 0.

Tru.̀o.ng ho.. p λ = 0, λ = 1 th̀ı biê̇’u thú.c trên luôn d̄úng.

Tóm la. i, vó.i x0, x1 ∈ D, tò̂n ta. i tâ.p d̄óng Λ ⊂ [0, 1] chú.a {0, 1} sao

cho thȯ’a mãn (2.3.12) và

∀λ ∈ Λ : f̃(xλ) ≤ (1− λ)f̃(x0) + λf̃(x1).

Theo d̄i.nh ngh̃ıa suy ra f̃ = f + p là Γ-lò̂i ngoài, vó.i Γ = M(γ).

Nhâ.n xét 3.1.5. Trong IRn vó.i chuâ̇’n Euclide, ta nhâ. n thấy

B̄(0, 2
√
γ/λmax) ⊆M(γ) ⊆ B̄(0, 2

√
γ/λmin). (3.1.16)

Thâ. t vâ.y, go. i {ei | i = 1, 2, . . . , n} là co. so.’̇ tru.. c chuâ̇’n trong IRn,

trong d̄ó ei là véc to. riêng d̄o.n vi. ú.ng vó.i giá tri. riêng λi, i = 1, 2 . . . , n,

cu̇’a ma trâ.n d̄ối xú.ng xác d̄i.nh du.o.ng A (có thê̇’ có mô. t số giá tri. trùng

nhau). Khi d̄ó vó.i mo. i x ∈ IRn th̀ı x =
∑n

i=1 ζiei và

〈Ax, x〉 =
〈 n∑
i=1

λiζiei,
n∑
j=1

ζjej
〉

=
n∑
i=1

n∑
j=1

λiζiζj〈ei, ej〉

=
n∑
i=1

λiζ
2
i .

nên

λmin‖x‖2 ≤ 〈Ax, x〉 ≤ λmax‖x‖2. (3.1.17)
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Do d̄ó, nếu x ∈ B̄(0, 2
√
γ/λmax) th̀ı

〈Ax, x〉 ≤ λmax‖x‖2 ≤ 4γ,

nên suy ra

B(0, 2
√
γ/λmax) ⊆M(γ). (3.1.18)

Nếu x ∈M(γ), theo (c) Bô̇’ d̄è̂ 3.1.3 th̀ı 〈Ax, x〉 ≤ 4γ, do d̄ó kết ho.. p vó.i

vế trái cu̇’a (3.1.17) ta d̄u.o.. c

λmin‖x‖2 ≤ 〈Ax, x〉 ≤ 4γ,

nên

‖x‖ ≤ 2
√
γ/λmin .

Biê̇’u thú.c cuối cho ta

M(γ) ⊂ B(0, 2
√
γ/λmin). (3.1.19)

Kết ho.. p các biê̇’u thú.c (3.1.18) và (3.1.19) ta nhâ.n d̄u.o.. c (3.1.16).

Go. i ei0 là véc to. riêng ú.ng vó.i giá tri. riêng bé nhất λmin. D- ǎ. t

±y0 = ±2
√
γ/λmin ei0, ta có 〈Ay0, y0〉 = 4γ, tú.c là ±y0 ∈M(γ). Vı̀

‖ ± y0‖2 = 4(γ/λmin)‖eio‖2 = 4γ/λmin,

nên ±y0 ∈ B̄(0, 2
√
γ/λmin). Do d̄ó suy ra

± y0 ∈M(γ) và ± y0 ∈ S(0, 2
√
γ/λmin). (3.1.20)

Kết ho.. p (3.1.16) và (3.1.20) ta suy ra M(γ) nǎ̀m trong h̀ınh cà̂u

B(0, 2
√
γ/λmin), tiếp xúc vó.i mǎ. t cà̂u này ta. i 2 d̄iê̇’m riêng biê.t d̄ối xú.ng

vó.i nhau qua tâm cu̇’a nó.

Mǎ.t khác, nếu λmax > λmin, go. i ej0 là véc to. riêng ú.ng vó.i giá tri. riêng

ló.n nhất λmax cu̇’a ma trâ.n A. D- ǎ. t y := tej0, 2
√
γ/λmax < t ≤ 2

√
γ/λmin,

khi d̄ó

〈Ay, y〉 = t2λmax〈ej0, ej0〉 = t2λmax > λmax4γ/λmax = 4γ,
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tú.c là y /∈M(γ). Mǎ.t khác, v̀ı ‖y‖ = ‖tej0‖ ≤ 2
√
γ/λmax ≤ 2

√
γ/λmin nên

y ∈ B(0, 2
√
γ/λmin). Do vâ.y, nếu λmax > λmin th̀ı tâ.p M(γ) thu.. c su.. nǎ̀m

trong h̀ınh cà̂u B(0, 2
√
γ/λmin).

Mê.nh d̄è̂ 3.1.19. Hàm toàn phu.o.ng lò̂i ngǎ. t vó.i nhiẽ̂u gió.i nô. i f̃ = f+p

là Γ-lò̂i ngoài vó.i Γ = M(2s).

Chú.ng minh. Hiê̇’n nhiên ta có

|p(x)| ≤ sup
x∈D
|p(x)| vó.i mo. i x ∈ D,

tú.c là

|p(x)| ≤ s = 2s/2 vó.i mo. i x ∈ D.

Theo Mê.nh d̄è̂ 3.1.18, hàm f̃ = f + p là Γ-lò̂i ngoài vó.i Γ = M(2s).

Trong [44] khi nghiên cú.u tâ.p Γ-lò̂i ngoài (d̄i.nh ngh̃ıa 1.4.6), H. X.

Phu d̄ã chı̇’ ra mô.t số t́ınh chất co. bȧ’n cu̇’a tâ.p này. Mê.nh d̄è̂ du.́o.i d̄ây chı̇’

nêu thêm t́ınh chất Γ-lò̂i ngoài cu̇’a tâ.p mú.c du.́o.i cu̇’a hàm toàn phu.o.ng

lò̂i ngǎ. t vó.i nhiẽ̂u gió.i nô. i, vó.i tâ.p Γ cu. thê̇’ phu. thuô.c vào câ.n trên s cu̇’a

|p|.

Mê.nh d̄è̂ 3.1.20. Tâ. p mú.c du.́o.i Lα(f̃) cu̇’a hàm toàn phu.o.ng lò̂i ngǎ. t

bi. nhiẽ̂u gió.i nô. i f̃ = f + p là Γ-lò̂i ngoài, vó.i Γ = M(2s).

Chú.ng minh. Theo Mê.nh d̄è̂ 3.1.19 th̀ı hàm f̃ = f + p là Γ-lò̂i ngoài vó.i

Γ = M(2s). Mǎ.t khác, Mê.nh d̄è̂ 1.4.4 Chu.o.ng 1, khȧ̌’ng d̄i.nh tâ.p mú.c

du.́o.i cu̇’a hàm Γ-lò̂i ngoài là Γ-lò̂i ngoài, nên suy ra Lα(f̃) là Γ-lò̂i ngoài,

vó.i Γ = M(2s).

3.2. D- iê̇’m infimum toàn cu. c cu̇’a bài toán nhiẽ̂u

Mô.t t́ınh chất quan tro.ng cu̇’a hàm lò̂i là cu.. c tiê̇’u d̄i.a phu.o.ng là cu.. c

tiê̇’u toàn cu. c. D- ối vó.i hàm Γ-lò̂i ngoài ta có t́ınh chất gà̂n giống sau:
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Mê.nh d̄è̂ 3.2.21. Cho Γ = M(2s) nếu x∗ ∈ D là d̄iê̇’m Γ-cu.
. c tiê̇’u cu̇’a

hàm bi. nhiẽ̂u gió.i nô. i f̃ = f + p, th̀ı x∗ là d̄iê̇’m cu.
. c tiê̇’u toàn cu. c cu̇’a f̃ .

Chú.ng minh. D- i.nh lý 1.4.9 Chu.o.ng 1 khȧ̌’ng d̄i.nh, nếu Γ có 0 là d̄iê̇’m

trong, g : D ⊂ IRn → IR là Γ-lò̂i ngoài và x∗ là d̄iê̇’m Γ-cu.. c tiê̇’u th̀ı x∗ là

d̄iê̇’m cu.. c tiê̇’u toàn cu. c cu̇’a g trên D. Theo Mê.nh d̄è̂ 3.1.18 th̀ı f̃ = f + p

là hàm Γ-lò̂i ngoài vó.i Γ = M(2s) và theo (e) cu̇’a Bô̇’ d̄è̂ 3.1.3 th̀ı 0 là d̄iê̇’m

trong cu̇’a M(2s), nên các d̄iè̂u kiê.n cu̇’a D- i.nh lý 1.4.9 thȯ’a mãn, do d̄ó x∗

là d̄iê̇’m cu.. c tiê̇’u toàn cu. c cu̇’a f̃ = f + p trên D.

Trong [50] H. X. Phu chı̇’ ra d̄i.nh lý sau:

D- i.nh lý 3.2.17. Cho Γ = M(2s) và x∗ ∈ D là d̄iê̇’m Γ-infimum cu̇’a hàm

bi. nhiẽ̂u gió.i nô. i f̃ = f + p. Khi d̄ó x∗ là d̄iê̇’m infimum toàn cu. c cu̇’a

f̃ = f + p.

Chú.ng minh chi tiết d̄u.o.. c tr̀ınh bày trong [50].

Nghiên cú.u hiê.u cu̇’a các d̄iê̇’m infimum toàn cu. c cu̇’a Bài toán (P̃ ) ta

có mê.nh d̄è̂ sau:

Mê.nh d̄è̂ 3.2.22. Nếu x̃∗1, x̃
∗
2 là hai d̄iê̇’m infimum toàn cu. c bất kỳ cu̇’a

Bài toán (P̃ ) th̀ı

x̃∗1 − x̃∗2 ∈M(2s).

Chú.ng minh. Theo (2.1.2) th̀ı

1

2
f(x̃∗1) +

1

2
f(x̃∗2)− f(

x̃∗1 + x̃∗2
2

) =
1

4

〈
A(x̃∗1 − x̃∗2), x̃∗1 − x̃∗2

〉
. (3.2.21)

Ta la. i có lsc f̃ = f + lsc p, nên

1

2
lsc f̃(x̃∗1) +

1

2
lsc f̃(x̃∗2)− lsc f̃(

x̃∗1 + x̃∗2
2

)

=
1

2
f(x̃∗1) +

1

2
f(x̃∗2)− f(

x̃∗1 + x̃∗2
2

)

+
1

2
lsc p(x̃∗1) +

1

2
lsc p(x̃∗2)− lsc p(

x̃∗1 + x̃∗2
2

).
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Kết ho.. p vó.i (3.2.21) ta suy ra

1

2
lsc f̃(x̃1) +

1

2
lsc f̃(x̃∗2)− lsc f̃(

x̃∗1 + x̃∗2
2

)

=
1

4

〈
A(x̃∗1 − x̃∗2), (x̃∗1 − x̃∗2)

〉
+

1

2
lsc p(x̃∗1) +

1

2
lsc p(x̃∗2)− lsc p(

x̃∗1 + x̃2

2
).

Vı̀ supx∈D |p(x)| ≤ s < +∞, nên theo (b) Bô̇’ d̄è̂ 2.3.1 suy ra supx∈D |lsc p(x)|
≤ s. Thay vào biê̇’u thú.c trên ta d̄u.o.. c

1

2
lsc f̃(x̃∗1) +

1

2
lsc f̃(x̃∗2)− f̃(

x̃∗1 + x̃∗2
2

) ≥ 1

4

〈
A(x̃∗1 − x̃∗2), x̃1 − x̃∗2

〉
− 2s.

Mǎ.t khác, theo Mê.nh d̄è̂ 3.4.3 [1] th̀ı x̃∗1, x̃
∗
2 là các d̄iê̇’m cu.. c tiê̇’u toàn cu. c

cu̇’a lsc f̃(x), tú.c là lsc f̃(x̃∗1) = lsc f̃(x̃∗2), nên tù. biê̇’u thú.c trên suy ra

lsc f̃(x̃∗1)− lsc f̃(
x̃∗1 + x̃∗2

2
) ≥ 1

4

〈
A(x̃∗1 − x̃∗2), x̃∗1 − x̃∗2

〉
− 2s. (3.2.22)

Thay

lsc f̃(x̃∗1)− lsc f̃(
x̃1 + x̃∗2

2
) ≤ 0

vào vế trái cu̇’a (3.2.22) và chuyê̇’n vế ta nhâ.n d̄u.o.. c〈
A(x̃∗1 − x̃∗2), (x̃∗1 − x̃∗2)

〉
≤ 8s.

Do d̄ó tù. (c) Bô̇’ d̄è̂ 3.1.3 và biê̇’u thú.c trên ta suy ra

x̃∗1 − x̃∗2 ∈M(2s).

Mê.nh d̄è̂ d̄u.o.. c chú.ng minh.

Tù. Nhâ.n xét 3.1.5, khi λmax > λmin ta suy ra

Nhâ.n xét 3.2.6. Mê. nh d̄è̂ 3.2.22 ma. nh ho.n Mê. nh d̄è̂ 2.3.16 Chu.o.ng 2.

Vı́ du. 3.2.7. Xét hàm toàn phu.o.ng lò̂i ngǎ. t

f(x) = 0.25 ξ1
2 + ξ2

2, x = (ξ1, ξ2)

và hàm nhiẽ̂u

p(x) =

{
−0.5 nếu 2 ≤ ‖x‖ ≤ 100

0.5 nếu ‖x‖ < 2.
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Khi d̄ó

s := sup
‖x‖≤100

|p(x)| = 0.5

và

f̃(x) = f(x) + p(x) =

{
0.25 ξ1

2 + ξ2
2 − 0.5 nếu 2 ≤ ‖x‖ ≤ 100

0.25 ξ1
2 + ξ2

2 + 0.5 nếu ‖x‖ < 2.

Ta thấy rà̌ng

{(0, 0)} ∪ {x = (ξ1, ξ2) | 0.25 ξ1
2 + ξ2

2 = 1}

là tâ.p các d̄iê̇’m infimum toàn cu. c cu̇’a f̃(x).

Lấy z ∈ IRn, z 6= 0 bất kỳ, tia {tz | t ∈ IR} cǎ́t tâ.p các d̄iê̇’m infimum

toàn cu. c ta. i x̃0 = (0, 0) và ta. i x̃1 = (ξ̃1, ξ̃2), x̃2 = (−ξ̃1,−ξ̃2) thȯ’a mãn

0.25 ξ̃1
2

+ ξ̃2
2

= 1.

Ta thấy rà̌ng

x̃1 − x̃2 = (2ξ̃1, 2ξ̃2), x̃2 − x̃1 = (−2ξ̃1,−2ξ̃2)

nên x̃1 − x̃2, x̃2 − x̃1 d̄ối xú.ng vó.i nhau qua x̃0 = (0, 0) và

x̃1 − x̃2, x̃2 − x̃1 ∈ {x = (ξ1, ξ2) | 0.25 ξ1
2 + ξ2

2 = 4} ⊂M(1) = M(2s),

tú.c là vó.i mo. i phu.o.ng z 6= 0 luôn tò̂n ta. i 2 d̄iê̇’m infimum toàn cu. c x̃1, x̃2

cu̇’a f̃ d̄ê̇’ x̃1 − x̃2, x̃2 − x̃1 d̄ối xú.ng qua (0, 0) và nǎ̀m trên biên cu̇’a M(1).

Do d̄ó suy ra tâ.p M(1) là tâ.p nhȯ’ nhất chú.a hiê.u cu̇’a hai d̄iê̇’m infimum

bất kỳ cu̇’a v́ı du. trên, v̀ı thế d̄ánh giá o.’̇ Mê.nh d̄è̂ 3.2.22 là không thê̇’ tốt

ho.n.

3.3. T́ınh ô̇’n d̄i.nh cu̇’a tâ.p các d̄iê̇’m infimum toàn cu. c

T́ınh ô̇’n d̄i.nh cu̇’a tâ.p các d̄iê̇’m infimum toàn cu. c cu̇’a Bài toán (P̃ )

d̄ã d̄u.o.. c xét d̄ến trong Chu.o.ng 2. Hai d̄i.nh lý du.́o.i d̄ây là nhũ.ng kết quȧ’

co. bȧ’n cu̇’a mu. c này.
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D- i.nh lý 3.3.18. Nếu x∗ là d̄iê̇’m cu.
. c tiê̇’u toàn cu. c cu̇’a Bài toán (P ), x̃∗

là d̄iê̇’m infimum toàn cu. c cu̇’a Bài toán (P̃ ). Khi d̄ó

x̃∗ ∈ x∗ + 0.5M(2s). (3.3.23)

Chú.ng minh. Vı̀ f(x̃∗) ≥ f(x∗) nên

f(x̃∗)− f(x∗) ≥ 1

2
f(x̃∗) +

1

2
f(x∗)− f(x∗)

=
1

2
f(x̃∗)− 1

2
f(x∗)

=
1

2

(
〈Ax̃∗, x̃∗〉+ 〈b, x̃∗〉 − 〈Ax∗, x∗〉 − 〈b, x∗〉

)
=

1

2

(
〈A(x∗ + x̃∗ − x∗), x∗ + x̃∗ − x∗〉+ 〈b, x∗ + x̃∗ − x∗〉

−〈Ax∗, x∗〉 − 〈b, x∗〉
)

=
1

2

(
〈Ax∗, x∗〉+ 2〈Ax∗, x̃∗ − x∗〉+ 〈Ax̃∗ − x∗, x̃∗ − x∗〉

+〈b, x̃∗ − x∗〉+ 〈b, x∗〉 − 〈Ax∗, x∗〉 − 〈b, x∗〉
)
.

Rút go.n biê̇’u thú.c trên ta d̄u.o.. c

1

2

(
〈A(x̃∗ − x∗), x̃∗ − x∗〉+ 〈2Ax∗ + b, x̃∗ − x∗〉

)
≤ f(x̃∗)− f(x∗).

Theo (2.3.10) Chu.o.ng 2 th̀ı 〈2Ax∗ + b, x̃∗ − x∗〉 ≥ 0 nên tù. biê̇’u thú.c trên

ta suy ra
1

2
〈A(x̃∗ − x∗), x̃∗ − x∗〉 ≤ f(x̃∗)− f(x∗). (3.3.24)

Nếu x̃∗ là d̄iê̇’m cu.. c tiê̇’u toàn cu. c cu̇’a f̃ th̀ı f̃(x̃∗) − f̃(x∗) ≤ 0 và có thê̇’

biến d̄ô̇’i

f(x̃∗)− f(x∗) = f̃(x̃∗)− f̃(x∗)− p(x̃∗) + p(x∗)

≤ f̃(x̃∗)− f̃(x∗) + 2s

≤ 2s.

Do d̄ó kết ho.. p vó.i (3.3.24) ta d̄u.o.. c

〈A(x̃∗ − x∗), x̃∗ − x∗〉 ≤ 4s. (3.3.25)
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Nếu x̃∗ chı̇’ là d̄iê̇’m infimum toàn cu. c cu̇’a f̃ th̀ı nó là d̄iê̇’m cu.. c tiê̇’u

toàn cu. c cu̇’a lsc f̃ = f + lsc p nên lsc f̃(x̃∗) − lsc f̃(x∗) ≤ 0. Kết ho.. p vó.i

supx∈D |lsc p(x)| ≤ s ta suy ra

f(x̃∗)− f(x∗) = lsc f̃(x̃∗)− lsc f̃(x∗)− lsc p(x̃∗) + lsc p(x∗)

≤ lsc f̃(x̃∗)− lsc f̃(x∗)

≤ 2s.

Thay bất d̄ȧ̌’ng thú.c trên vào (3.3.24) ta la. i nhâ.n d̄u.o.. c (3.3.25).

Tù. (3.3.25) và d̄i.nh ngh̃ıa tâ.p M(γ) ta suy ra

x̃∗ − x∗ ∈ 0.5M(2s),

tú.c là x̃∗ ∈ x∗ + 0.5M(2s).

Nhâ.n xét 3.3.7. D- i.nh lý 3.3.18 ma. nh ho.n D- i.nh lý 2.3.13 o.̇’ Mu. c 2.3

Chu.o.ng 2.

Vı́ du. sau d̄ây cho ta thấy tâ.p 0.5M(2s) là nhȯ’ nhất trong các tâ.p

chú.a x̃∗ − x∗.

Vı́ du. 3.3.8. Xét hàm toàn phu.o.ng lò̂i ngǎ. t

f(x) = ξ1
2 + 2ξ2

2

trên IR2 và hàm nhiẽ̂u

p(x) =

{
s− f(x) nếu x = (ξ1, ξ2) ∈ 0.5M(2s)

0 nếu x = (ξ1, ξ2) /∈ 0.5M(2s) .

Khi d̄ó

f̃(x) =

{
s nếu x = (ξ1, ξ2) ∈ 0.5M(2s)

f(x) nếu x = (ξ1, ξ2) ∈ IR2 \ 0.5M(2s).

Ta thấy, x∗ = 0 là d̄iê̇’m cu.. c tiê̇’u duy nhất cu̇’a f trên IR2 và f̃ d̄a. t cu.. c

tiê̇’u ta. i mo. i x̃
∗ ∈ 0.5M(s). Do d̄ó ta suy ra 0.5M(2s) là tâ.p nhȯ’ nhất chú.a

x̃∗ − x∗.
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Go. i S0 là tâ.p các d̄iê̇’m cu.. c tiê̇’u cu̇’a Bài toán (P ) và Ss là tâ.p các

d̄iê̇’m infimum toàn cu. c cu̇’a Bài toán (P̃ ). Khoȧ’ng cách Hausdorff là d̄a. i

lu.o.. ng:

dH(S0, Ss) = max{sup
x∈S0

inf
y∈Ss

‖x− y‖, sup
y∈Ss

inf
x∈S0

‖x− y‖}.

Trong [50] H. X. Phu d̄ã phát biê̇’u và chú.ng minh d̄i.nh lý sau:

D- i.nh lý 3.3.19. Giȧ’ su.̇’ Bài toán (P ) có d̄iê̇’m cu.
. c tiê̇’u x∗ và

(x∗ + B̄(0, r)) ∩D là d̄óng vó.i giá tri. r > 0 nào d̄ó .

Nếu

sup
x∈D
|p(x)| ≤ s ≤ 1

2
r2λmin,

th̀ı tâ. p Ss là khác rỗng và

dH({x∗}, Ss) ≤
√

2s/λmin .

3.4. Du.́o.i vi phân suy rô.ng thô và d̄iè̂u kiê.n tối u.u

Trong mu. c 2.4 Chu.o.ng 2, chúng tôi d̄ã tr̀ınh bày t́ınh chất tu.. a và

d̄iè̂u kiê.n tối u.u cu̇’a Bài toán (P̃ ). O
.’̇ mu. c này ta xét la. i các t́ınh chất trên

và nhâ.n d̄u.o.. c các kết quȧ’ tô̇’ng quát ho.n các kết quȧ’ tru.́o.c d̄ó.

D- i.nh ngh̃ıa 3.4.10. ([50]) Cho tâ. p cân Γ ta nói ξ là du.́o.i vi phân suy

rô. ng thô cu̇’a hàm g : D → IR ta. i d̄iê̇’m x∗ ∈ D nếu

inf
x′∈(x∗+Γ)∩D

(
g(x′) + 〈ξ, x′〉

)
≤ g(x) + 〈ξ, x〉 vó.i mo. i x ∈ D.

Khi g = f̃ = f + p ta có d̄i.nh lý sau:

D- i.nh lý 3.4.20. Giȧ’ su.̇’ 0 < supx∈D |p(x)| ≤ s < +∞, f(x) =

〈Ax, x〉 − 〈b, x〉. Khi d̄ó, vó.i x∗ ∈ D nào d̄ó th̀ı

inf
x′∈(x∗+0.5M(2s))∩D

(
f̃(x′)−〈2Ax∗+b, x′〉

)
≤ f̃(x)−〈2Ax∗+b, x〉 vó.i mo. i x ∈ D.
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Trong tru.̀o.ng ho.
. p d̄ǎ. c biê. t, nếu D d̄óng và p là nu.̇’a liên tu. c du.́o.i, th̀ı vó.i

mỗi x∗ ∈ D tò̂n ta. i

x̃∗ ∈
(
x∗ + 0.5M(2s)

)
∩D

sao cho

f̃(x̃∗)− 〈2Ax∗ + b, x̃∗〉 = min
x′∈(x∗+0.5M(2s))∩D

(
f̃(x′)− 〈2Ax∗ + b, x′〉

)
và

f̃(x̃∗)− 〈2Ax∗ + b, x̃∗〉 ≤ f̃(x)− 〈2Ax∗ + b, x〉 vó.i mo. i x ∈ D,

hoǎ. c tu.o.ng d̄u.o.ng là

f̃(x) ≥ f̃(x̃∗) + 〈2Ax∗ + b, x− x̃∗〉 vó.i mo. i x ∈ D.

D- i.nh lý này do H. X. Phu phát biê̇’u và chú.ng minh trong [50].

Nghiên cú.u su.. tò̂n ta. i d̄iê̇’m infimum toàn cu. c cu̇’a Bài toán (P̃ ), ta có

D- i.nh lý Kuhn-Tucker suy rô.ng nhu. sau:

D- i.nh lý 3.4.21. Xét Bài toán (P̃ ) vó.i miè̂n D d̄u.o.
. c cho bo.̇’ i (2.4.17).

Khi d̄ó

(a) Nếu x̃∗ là d̄iê̇’m infimum toàn cu. c, th̀ı tò̂n ta. i duy nhất x∗ ∈ (x̃∗ +

0.5M(2s)) ∩D và các nhân tu.̇’ Lagrange µ0 ≥ 0, µ1 ≥ 0, . . . , µm ≥ 0,

sao cho chúng không cùng triê. t tiêu, thȯ’a mãn d̄iè̂u kiê. n Kuhn-Tucker

L(x∗, µ0, . . . , µm) = min
x∈S
L(x, µ0, . . . , µm), (3.4.26)

d̄iè̂u kiê. n bù

µigi(x
∗) = 0 vó.i mo. i i = 1, . . . ,m. (3.4.27)

Nếu d̄iè̂u kiê. n Slater (1.1.7) thȯ’a mãn th̀ı µ0 6= 0 và có thê̇’ coi µ0 = 1.

(b) Nếu tò̂n ta. i x∗ thȯ’a mãn (3.4.26) và (3.4.27) vó.i µ0 = 1 th̀ı tò̂n ta. i

x̃∗ ∈ (x∗ + 0.5M(2s)) ∩D là infimum toàn cu. c cu̇’a Bài toán (P̃ ).
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Chú.ng minh. (a) Giȧ’ thiết (a) cu̇’a d̄i.nh lý cũng là giȧ’ thiết (a) cu̇’a D- i.nh

lý 2.4.14 Chu.o.ng 2, nên suy ra tò̂n ta. i duy nhất d̄iê̇’m x∗ ∈ D và các nhân

tu.’̇ Lagrange µi ≥ 0, i = 0, . . . ,m, sao cho chúng không cùng triê.t tiêu,

thȯ’a mãn d̄iè̂u kiê.n Kuhn-Tucker

L(x∗, µ0, . . . , µm) = min
x∈S
L(x, µ0, . . . , µm)

và

µigi(x
∗) = 0 vó.i mo. i i = 1, . . . ,m.

Nếu d̄iè̂u kiê.n Slater (1.1.7) thȯ’a mãn, th̀ı µ0 6= 0 và có thê̇’ coi µ0 = 1.

Ngoài ra, x∗ là cu.. c tiê̇’u toàn cu. c cu̇’a Bài toán (P ) trên D, nên theo D- i.nh

lý 3.3.18 ta suy ra x∗ ∈ (x̃∗ + 0.5M(2s)) ∩D.

(b) Vı̀ các giȧ’ thiết cu̇’a d̄i.nh lý cũng là các giȧ’ thiết cu̇’a D- i.nh lý 2.4.14

Chu.o.ng 2, nên tò̂n ta. i x̃
∗ là d̄iê̇’m infimum toàn cu. c cu̇’a Bài toán (P̃ ). Mǎ.t

khác, theo D- i.nh lý 1.1.5 th̀ı x∗ là d̄iê̇’m cu.. c tiê̇’u toàn cu. c cu̇’a Bài toán (P )

trên D. Do d̄ó, áp du.ng D- i.nh lý 3.3.18 ta suy ra

x̃∗ ∈ (x∗+ ∈ 0.5M(2s)) ∩D.

D- i.nh lý d̄u.o.. c chú.ng minh.

Mo.’̇ rô.ng D- i.nh lý 2.4.15 là d̄i.nh lý sau:

D- i.nh lý 3.4.22. Giȧ’ su.̇’ D d̄u.o.
. c cho bo.̇’ i công thú.c (2.4.17), gi : IRn →

IR, i = 1, . . . ,m, là các hàm lò̂i, cùng liên tu. c ı́t nhất ta. i mô. t d̄iê̇’m cu̇’a

tâ. p lò̂i, d̄óng S ⊂ IRn. Khi d̄ó

(a) Nếu x̃∗ là d̄iê̇’m infimum toàn cu. c cu̇’a Bài toán (P̃ ) th̀ı tò̂n ta. i duy

nhất x∗ ∈ (x̃∗+ 0.5M(2s))∩D và các nhân tu.̇’ Lagrange µ0 ≥ 0, µ1 ≥
0, . . . , µm ≥ 0, chúng không cùng triê. t tiêu thȯ’a mãn

0 ∈ µ0(2Ax
∗ + b) +

m∑
i=1

µi∂gi(x
∗) +N(x∗|S) (3.4.28)

và

µigi(x
∗) = 0 vó.i mo. i i = 1, . . . ,m, (3.4.29)
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trong d̄ó N(x∗|S) là nón pháp tuyến cu̇’a S ta. i x∗.

Nếu d̄iè̂u kiê. n Slater (1.1.7) thȯ’a mãn th̀ı µ0 6= 0 và có thê̇’ coi µ0 = 1.

(b) Nếu có x∗ ∈ D thȯ’a mãn (3.4.28) và (3.4.29) vó.i µ0 = 1 th̀ı tò̂n ta. i

x̃∗ ∈ (x∗+0.5M(2s))∩D là d̄iê̇’m infimum toàn cu. c duy nhất cu̇’a Bài

toán (P̃ ).

Chú.ng minh. (a) Vı̀ giȧ’ thiết cu̇’a D- i.nh lý 2.4.15 cũng là giȧ’ thiết cu̇’a d̄i.nh

lý này, nên tò̂n ta. i x
∗ ∈ D và các nhân tu.’̇ Lagrange µi, i = 0, . . . ,m, thȯ’a

mãn các d̄iè̂u kiê.n

0 ∈ µ0(2Ax
∗ + b) +

m∑
i=1

µi∂gi(x
∗) +N(x∗|S)

và

µigi(x
∗) = 0 vó.i mo. i i = 1, . . . ,m,

trong d̄ó N(x∗|S) là nón pháp tuyến cu̇’a S ta. i x
∗. D- ò̂ng thò.i, theo D- i.nh

lý Kuhn-Tucker cho Bài toán (P ) ta cũng suy ra x∗ là cu.. c tiê̇’u toàn cu. c

duy nhất cu̇’a Bài toán (P ). Áp du.ng D- i.nh lý 3.3.18 cho các d̄iê̇’m x̃∗ và

x∗ ta nhâ.n d̄u.o.. c

x∗ ∈ (x̃∗ + 0.5M(2s)) ∩D.

Ta cũng suy ra, nếu d̄iè̂u kiê.n Slater (1.1.7) thȯ’a mãn th̀ı µ0 6= 0 và có

thê̇’ coi µ0 = 1.

(b) Các d̄iè̂u kiê.n (3.4.28) và (3.4.29) thȯ’a mãn (b) cu̇’a D- i.nh lý 2.4.15,

nên tò̂n ta. i x̃
∗ là d̄iê̇’m infimum toàn cu. c cu̇’a Bài toán (P̃ ). Mǎ.t khác các

d̄iè̂u kiê.n (3.4.28) và (3.4.29) thȯ’a mãn D- i.nh lý Kuhn-Tucker cho Bài toán

(P ) nên x∗ là cu.. c tiê̇’u toàn cu. c duy nhất cu̇’a hàm toàn phu.o.ng lò̂i ngǎ. t

f. Áp du.ng D- i.nh lý 3.3.18 cho các d̄iê̇’m x̃∗ và x∗ ta suy ra

x̃∗ ∈ (x∗ + 0.5M(2s)) ∩D.

D- i.nh lý d̄u.o.. c chú.ng minh.
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Nhâ.n xét 3.4.8. (a) Nếu S = IRn th̀ı khi d̄ó N(x∗|S) = {0}, nên biê̇’u

thú.c (3.4.28) d̄u.o.
. c thay bo.̇’ i

0 ∈ µ0(2Ax
∗ + b) +

m∑
i=1

µi∂gi(x
∗).

(b) Nếu gi, i = 1, . . . ,m lò̂i, khȧ’ vi liên tu. c th̀ı biê̇’u thú.c trên có da. ng

0 = µ0(2Ax
∗ + b) +

m∑
i=1

µi5gi(x∗).

Khi D là tâ.p lò̂i d̄a diê.n ta có d̄i.nh lý sau:

D- i.nh lý 3.4.23. Giȧ’ su.̇’ D d̄u.o.
. c cho bo.̇’ i (2.4.18). Khi d̄ó

(a) Nếu x̃∗ là d̄iê̇’m infimum toàn cu. c cu̇’a Bài toán (P̃ ) th̀ı tò̂n ta. i duy

nhất x∗ ∈ (x̃∗ + 0.5M(2s)) ∩D và các nhân tu.̇’ Lagrange µi ≥ 0, i =

1, . . . ,m, sao cho

(2Ax∗ + b) +
m∑
i=1

µici = 0, (3.4.30)

µi(〈ci, x∗〉 − di) = 0 vó.i mo. i i = 1, . . . ,m. (3.4.31)

Ho.n thế nũ.a ta có

2Ax̃∗ + b+
m∑
i=1

µici ∈ AM(2s).

(b) Nếu có x∗ ∈ D thȯ’a mãn (3.4.30), (3.4.31) th̀ı tò̂n ta. i x̃∗ ∈ (x∗ +

0.5M(2s)) ∩D là d̄iê̇’m infimum toàn cu. c cu̇’a Bài toán (P̃ ).

Chú.ng minh. (a) Giȧ’ thiết cu̇’a d̄i.nh lý cũng là giȧ’ thiết cu̇’a D- i.nh lý 2.4.16,

do d̄ó tò̂n ta. i duy nhất x∗ cùng các nhân tu.’̇ Lagrange µi ≥ 0, i = 0, . . . ,m,

sao cho

(2Ax∗ + b) +
∑
i=1

µici = 0

và

µi(〈ci, x∗〉 − di) = 0 vó.i mo. i i = 1, . . . ,m.
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Mǎ.t khác x∗ là d̄iê̇’m cu.. c tiê̇’u toàn cu. c duy nhất cu̇’a Bài toán (P ) nên

theo D- i.nh lý 3.3.18 suy ra

x∗ ∈ (x̃∗ + 0.5M(2s)) ∩D.

Ta la. i có

2Ax̃∗ + b+
m∑
i=1

µici = 2Ax∗ + b+
m∑
i=1

µici + 2Ax̃∗ − 2Ax∗

= 2A(x̃∗ − x∗)
∈ AM(2s). (3.4.32)

(b) Các d̄iè̂u kiê.n (3.4.30) và (3.4.31) thȯ’a mãn (b) cu̇’a D- i.nh lý 2.4.16, do

d̄ó tò̂n ta. i x̃
∗ ∈ D là d̄iê̇’m infimum toàn cu. c cu̇’a Bài toán (P̃ ). Vı̀ x∗ là

cu.. c tiê̇’u toàn cu. c duy nhất cu̇’a Bài toán (P ) nên theo D- i.nh lý 3.3.18 suy

ra mo. i d̄iê̇’m infimum toàn cu. c x̃
∗ ∈ (x∗ + 0.5M(2s)) ∩ D. D- i.nh lý d̄u.o.. c

chú.ng minh.

Kết luâ.n: Trong chu.o.ng này chúng tôi d̄ã giȧ’i quyết d̄u.o.. c nhũ.ng vấn d̄è̂

co. bȧ’n d̄u.o.. c d̄ǎ. t ra o.’̇ d̄à̂u chu.o.ng là: chı̇’ ra các d̄iè̂u kiê.n d̄u̇’ d̄ê̇’ hàm bi.

nhiẽ̂u gió.i nô. i f̃ = f+p là Γ-lò̂i ngoài (các Mê.nh d̄è̂ 3.1.18 – 3.1.19); chú.ng

minh d̄iê̇’m Γ-cu.. c tiê̇’u (Γ-infimum) là d̄iê̇’m cu.. c tiê̇’u toàn cu. c (infimum toàn

cu. c) khi Γ = M(2s) (các Mê.nh d̄è̂ 3.2.21 – 3.2.22); xác lâ.p d̄u.o.. c quan hê.

giũ.a d̄iê̇’m cu.. c tiê̇’u toàn cu. c cu̇’a Bài toán (P ) và d̄iê̇’m infimum toàn cu. c

cu̇’a Bài toán (P̃ ), d̄ò̂ng thò.i chú.ng minh d̄u.o.. c t́ınh ô̇’n d̄i.nh nghiê.m theo

khoȧ’ng cách Hausdorff (các d̄i.nh lý 3.3.18, 3.4.20); tr̀ınh bày du.́o.i vi phân

suy rô.ng thô cu̇’a hàm f̃ = f + p và chı̇’ ra các d̄iè̂u kiê.n tối u.u cu̇’a Bài

toán (P̃ ) (các d̄i.nh lý 3.4.21 – 3.4.23).
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D- IĖ̂’M SUPREMUM CU̇’A BÀI TOÁN (Q̃)

Bài toán d̄u.o.. c xét trong chu.o.ng này là

f̃(x) := f(x) + p(x)→ sup, x ∈ D, (Q̃)

trong d̄ó D là tâ.p lò̂i, f thȯ’a mãn công thú.c (1.0.1), tú.c là f =

〈Ax, x〉 + 〈b, x〉, A ∈ IRn×n là ma trâ.n d̄ối xú.ng xác d̄i.nh du.o.ng, p là

nhiẽ̂u gió.i nô. i, tú.c là

sup
x∈D
|p(x)| ≤ s < +∞.

Trong chu.o.ng này chúng tôi nghiên cú.u t́ınh γ-lò̂i trong cu̇’a hàm bi. nhiẽ̂u

f̃ = f + p; mô. t số t́ınh chất cu̇’a d̄iê̇’m supremum toàn cu. c cu̇’a Bài toán

(Q̃); t́ınh ô̇’n d̄i.nh cu̇’a tâ.p các d̄iê̇’m supremum toàn cu. c và t́ınh ô̇’n d̄i.nh

cu̇’a tâ.p các d̄iê̇’m supremum d̄i.a phu.o.ng cu̇’a Bài toán (Q̃) theo nhiẽ̂u p.

4.1. T́ınh γ-lò̂i trong cu̇’a hàm bi. nhiẽ̂u

Trong mu. c này, ta tr̀ınh bày mô.t số d̄iè̂u kiê.n d̄u̇’ d̄ê̇’ hàm toàn phu.o.ng

lò̂i ngǎ. t bi. nhiẽ̂u gió.i nô. i f̃ = f + p là γ-lò̂i trong. D- ó là các mê.nh d̄è̂ sau:

Mê.nh d̄è̂ 4.1.23. Cho γ > 0, f, p xác d̄i.nh theo công thú.c (1.0.1) và

(1.0.2), tu.o.ng ú.ng. Khi d̄ó

(a) Nếu supx∈D |p(x)| ≤ λminγ
2/2, th̀ı f̃ = f + p là γ-lò̂i trong.

(a) Nếu supx∈D |p(x)| < λminγ
2/2, th̀ı f̃ = f + p là γ-lò̂i trong ngǎ. t.

64
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Chú.ng minh. Xét bất kỳ x0, x1 ∈ D thȯ’a mãn ‖x0− x1‖ = γ,−x0 + 2x1 ∈
D, ta có

f(x0)− 2f(x1) + f(−x0 + 2x1)

= 〈Ax0, x0〉+ 〈b, x0〉 − 2〈Ax1, x1〉 − 2〈b, x1〉
+〈A(−x0 + 2x1), (−x0 + 2x1)〉+ 〈b,−x0 + 2x1〉

= 2〈Ax0, x0〉 − 4〈Ax0, x1〉+ 2〈Ax1, x1〉
= 2〈A(x0 − x1), x0 − x1〉.

Không giȧ’m t́ınh tô̇’ng quát ta go. i λi, i = 1, . . . , n, là các giá tri. riêng cu̇’a

ma trâ.n d̄ối xú.ng xác d̄i.nh du.o.ng A (có thê̇’ có mô. t số giá tri. trùng nhau),

{ei | i = 1, 2, . . . , n} là co. so.’̇ tru.. c chuâ̇’n trong IRn và d̄ò̂ng thò.i ei là véc

to. riêng ú.ng vó.i giá tri. riêng λi, i = 1, 2 . . . , n. Khi d̄ó

x0 =
n∑
i=1

ζ i0ei, x1 =
n∑
i=1

ζ i1ei

và

2〈A(x0 − x1), x0 − x1〉 = 2〈
n∑
i=1

λi(ζ
i
0 − ζ i1)ei,

n∑
j=1

(ζj0 − ζ
j
1)ej〉

= 2
n∑
i=1

n∑
j=1

λi(ζ
i
0 − ζ i1)(ζ

j
0 − ζ

j
1)〈ei, ej〉

= 2
n∑
i=1

λi(ζ
i
0 − ζ i1)2

≥ 2λmin‖x0 − x1‖2.

Tù. biê̇’u thú.c cuối và d̄i.nh ngh̃ıa hàm h2(γ) trong Mê.nh d̄è̂ 1.5.7 ta

nhâ.n d̄u.o.. c

h2(γ) := inf
x0,x1∈D, ‖x0−x1‖=γ,−x0+2x1∈D

(
f(x0)−2f(x1)+f(−x0+2x1)

)
≥ 2λminγ

2.

(4.1.1)

Theo giȧ’ thiết (a) và biê̇’u thú.c (4.1.1) th̀ı

|p(x)| ≤ h2(γ)/4 vó.i mo. i x ∈ D,

nên áp du.ng Mê.nh d̄è̂ 1.5.7 ta suy ra f̃ là γ-lò̂i trong.
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Tu.o.ng tu.. theo giȧ’ thiết (b) và biê̇’u thú.c (4.1.1) ta cũng có

|p(x)| < h2(γ)/4 vó.i mo. i x ∈ D.

Áp du.ng Mê.nh d̄è̂ 1.5.7 ta suy ra f̃ là γ-lò̂i trong ngǎ. t.

Vâ.y (a), (b) d̄u.o.. c chú.ng minh.

Mê.nh d̄è̂ 4.1.24. Cho f xác d̄i.nh theo công thú.c (1.0.1), p thȯ’a mãn

(1.0.2). Khi d̄ó hàm bi. nhiẽ̂u f̃ = f + p là γ-lò̂i trong vó.i γ ≥
√

2s/λmin

và γ-lò̂i trong ngǎ. t vó.i γ >
√

2s/λmin .

Chú.ng minh. Ta thấy vó.i
√

2s/λmin ≤ γ (hoǎ.c
√

2s/λmin < γ) tu.o.ng

d̄u.o.ng vó.i √
sup
x∈D
|p(x)|/λmin ≤ γ (hoǎ.c

√
sup
x∈D
|p(x)|/λmin < γ),

tú.c là

sup
x∈D
|p(x)| ≤ λminγ

2/2 (hoǎ.c sup
x∈D
|p(x)| < λminγ

2/2).

Áp du.ng Mê.nh d̄è̂ 4.1.23 ta suy ra d̄u.o.. c mê.nh d̄è̂ trên.

4.2. D- iê̇’m supremum toàn cu. c cu̇’a hàm bi. nhiẽ̂u

Trong mu. c này chúng tôi nghiên cú.u mô.t số t́ınh chất cu̇’a d̄iê̇’m cu.. c

d̄a. i toàn cu. c và supremum toàn cu. c cu̇’a hàm toàn phu.o.ng lò̂i ngǎ. t bi. nhiẽ̂u

gió.i nô. i f̃ = f + p. Cu. thê̇’ là chı̇’ ra vi. tŕı cu̇’a các d̄iê̇’m cu.. c d̄a. i toàn cu. c,

supremum toàn cu. c và mô. t số d̄iè̂u kiê.n tò̂n ta. i d̄iê̇’m cu.. c d̄a. i toàn cu. c,

d̄iê̇’m supremum toàn cu. c cu̇’a ló.p hàm này trên tâ.p lò̂i D.

Ú
.
ng du.ng các d̄i.nh lý 1.5.10 và 1.5.11 cho ló.p hàm toàn phu.o.ng bi.

nhiẽ̂u ta nhâ.n d̄u.o.. c các mê.nh d̄è̂ sau:

Mê.nh d̄è̂ 4.2.25. Cho f : D ⊂ IRn → IR xác d̄i.nh theo công thú.c (1.0.1).

Nếu hàm bi. nhiẽ̂u f̃ = f + p d̄a. t giá tri. cu.
. c d̄a. i, th̀ı nó d̄a. t cu.

. c d̄a. i toàn

cu. c ta. i mô. t số d̄iê̇’m γ-cu.
. c biên ngǎ. t nào d̄ó cu̇’a D, vó.i γ =

√
2s/λmin .
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Chú.ng minh. Tru.́o.c tiên, vó.i các giȧ’ thiết trên ta chú.ng minh D gió.i

nô. i. Giȧ’ su.’̇ D không gió.i nô. i, tú.c là tò̂n ta. i dãy (xk) ⊂ D sao cho

limk→+∞ ‖xk‖ = +∞. Ta có

|f̃(x)| = |〈Ax, x〉+ 〈b, x〉+ p(x)|
≥ 〈Ax, x〉 − ‖b‖‖x‖ − sup

x∈D
|p(x)|,

và 〈Ax, x〉 ≥ λmin‖x‖2 do A là d̄ối xú.ng xác d̄i.nh du.o.ng, nên

|f̃(x)| ≥ λmin‖x‖2 − ‖b‖‖x‖ − s.

Biê̇’u thú.c cuối cho ta limk→+∞ |f̃(xk)| = +∞, d̄iè̂u này trái vó.i giȧ’ thiết

tò̂n ta. i giá tri. cu.. c d̄a. i toàn cu. c cu̇’a hàm f̃ . Mǎ.t khác, theo Mê.nh d̄è̂ 4.1.24

th̀ı f̃ = f + p là γ-lò̂i trong vó.i γ =
√

2s/λmin . Áp du.ng D- i.nh lý 1.5.10, ta

suy ra d̄iè̂u cà̂n chú.ng minh.

Mê.nh d̄è̂ 4.2.26. Cho f : D ⊂ IRn → IR xác d̄i.nh theo công thú.c (1.0.1).

Khi d̄ó nếu hàm toàn phu.o.ng lò̂i ngǎ. t bi. nhiẽ̂u gió.i nô. i f̃ = f + p d̄a. t giá

tri. cu.
. c d̄a. i toàn cu. c trên D, th̀ı chı̇’ có thê̇’ d̄a. t cu.

. c d̄a. i toàn cu. c ta. i nhũ.ng

d̄iê̇’m γ-cu.
. c biên cu̇’a D, vó.i γ =

√
2s/λmin .

Chú.ng minh. Ta chú.ng minh bǎ̀ng phȧ’n chú.ng. Giȧ’ su.’̇ , tò̂n ta. i y ∈ D là

d̄iê̇’m cu.. c d̄a. i toàn cu. c cu̇’a f̃ = f + p, nhu.ng y không phȧ’i là d̄iê̇’m γ-cu.. c

biên vó.i γ =
√

2s/λmin , tú.c là

∃y′, y′′ ∈ D : y = 0.5(y′ + y′′), ‖y′ − y′′‖ > 2
√

2s/λmin.

Cho.n ε > 0 sao cho 2γ1 := ‖y′ − y′′‖ − 2ε > 2
√

2s/λmin . Theo Mê.nh d̄è̂

3.1.19 th̀ı hàm toàn phu.o.ng bi. nhiẽ̂u f̃ = f + p là γ-lò̂i trong ngǎ. t vó.i

γ = γ1, nên f̃ = f + p thȯ’a mãn D- i.nh lý 1.5.11. Vı̀ vâ.y, d̄iê̇’m cu.. c d̄a. i toàn

cu. c y cu̇’a f̃ = f + p chı̇’ có thê̇’ là d̄iê̇’m γ-cu.. c biên ngǎ. t vó.i γ = γ1, tú.c là

tù. y = 0.5(y′ + y′′) suy ra ‖y′ − y′′‖ < 2γ1. D- iè̂u nhâ.n d̄u.o.. c là mâu thuẫn

vó.i giȧ’ thiết ‖y′ − y′′‖ > 2γ1. Do d̄ó mê.nh d̄è̂ d̄ã d̄u.o.. c chú.ng minh.

O
.’̇ mu. c tru.́o.c ta d̄ã xét các d̄iê̇’m cu.. c d̄a. i cu̇’a hàm γ-lò̂i trong. D- ối vó.i

ló.p hàm này, su.. tò̂n ta. i d̄iê̇’m cu.. c d̄a. i toàn cu. c nói chung không bȧ’o d̄ȧ’m,
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thâ.m ch́ı khi hàm là γ-lò̂i trong xác d̄i.nh trên tâ.p compact. Vı̀ vâ.y khái

niê.m d̄iê̇’m cu.. c d̄a. i toàn cu. c d̄u.o.. c mo.’̇ rô.ng ra nhu. sau:

D- i.nh ngh̃ıa 4.2.11. ([43]) x∗ ∈ D d̄u.o.
. c go. i là d̄iê̇’m supremum toàn cu. c

cu̇’a g : D ⊂ IRn → IR nếu

lim sup
y→x∗, y∈D

g(y) ≥ g(x) vó.i mo. i x ∈ D.

D- i.nh ngh̃ıa 4.2.12. x∗ ∈ D d̄u.o.
. c go. i là d̄iê̇’m supremum d̄i.a phu.o.ng cu̇’a

g : D ⊂ IRn → IR nếu

∃δ > 0 : lim sup
y→x∗, y∈D

g(y) ≥ g(x) vó.i mo. i x ∈ B̄(x∗, δ) ∩D.

Vó.i d̄i.nh ngh̃ıa trên ta thấy mỗi d̄iê̇’m cu.. c d̄a. i toàn cu. c là d̄iê̇’m

supremum toàn cu. c, nhu.ng ngu.o.. c la. i th̀ı không, d̄iè̂u d̄ó có thê̇’ thấy qua

v́ı du. d̄o.n giȧ’n g(x) = x− [x] xác d̄i.nh trên IR, [x] là phà̂n nguyên cu̇’a x.

D- ê̇’ nghiên cú.u các d̄iê̇’m supremum toàn cu. c ta sẽ su.’̇ du.ng mô.t số t́ınh

chất cu̇’a hàm bao d̄óng nu.’̇a liên tu. c trên, hàm d̄ó d̄u.o.. c d̄i.nh ngh̃ıa nhu.

sau:

D- i.nh ngh̃ıa 4.2.13. (xem [43]) Cho g : D ⊂ IRn → IR, hàm usc g xác

d̄i.nh nhu. sau

usc g(x) := lim sup
y→x, y∈D

g(y),

d̄u.o.
. c go. i là hàm bao d̄óng nu.̇’a liên tu. c trên cu̇’a g trên D.

Bô̇’ d̄è̂ 4.2.4. Ta có các t́ınh chất sau cu̇’a hàm bao d̄óng nu.̇’a liên tu. c

trên:

(a) x∗ ∈ D là d̄iê̇’m supremum toàn cu. c cu̇’a g trên D khi và chı̇’ khi x∗

là d̄iê̇’m cu.
. c d̄a. i toàn cu. c cu̇’a hàm usc g trên D.

(b) x∗ ∈ D là d̄iê̇’m supremum d̄i.a phu.o.ng cu̇’a g trên D khi và chı̇’ khi

x∗ là d̄iê̇’m cu.
. c d̄a. i d̄i.a phu.o.ng cu̇’a hàm usc g trên D.

(c) Nếu f̃ = f + p th̀ı usc f̃ = f + usc p và usc f̃ là γ-lò̂i trong vó.i

γ ≥
√

2s/λmin và γ-lò̂i trong ngǎ. t vó.i γ >
√

2s/λmin .
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Chú.ng minh. (a) Giȧ’ su.’̇ x∗ là d̄iê̇’m supremum toàn cu. c cu̇’a g trên D. Khi

d̄ó

usc g(x∗) = lim sup
y→x∗, y∈D

g(y) ≥ g(x) vó.i mo. i x ∈ D.

Mǎ.t khác, vó.i x ∈ D th̀ı

usc g(x) = lim sup
y→x, y∈D

g(y),

nên

usc g(x) ≤ usc g(x∗) vó.i mo. i x ∈ D.

Do d̄ó suy ra x∗ là d̄iê̇’m d̄a.t cu.. c d̄a. i toàn cu. c cu̇’a usc g(x) trên D.

Ngu.o.. c la. i, nếu x∗ là d̄iê̇’m d̄a.t cu.. c d̄a. i cu̇’a usc g, tú.c là

usc g(x∗) ≥ usc g(x) vó.i mo. i x ∈ D,

th̀ı

usc g(x∗) = lim sup
x→x∗, x∈D

g(x) ≥ usc g(x) ≥ g(x) vó.i mo. i x ∈ D.

Ta suy ra x∗ là d̄iê̇’m supremum toàn cu. c cu̇’a g trên D.

(b) Chú.ng minh tu.o.ng tu.. (a).

(c) Lấy x ∈ D, ta có

usc f̃(x) = lim supy→x, y∈D f̃(y)

= sup{η : ∃yn → x, yn ∈ D, η = limn→+∞ f̃(yn)}
= f(x) + sup{η′ : ∃yn → x, yn ∈ D, η′ = limn→+∞ p(yn)},

nên

usc f̃(x) = f(x) + usc p(x).

Mǎ.t khác, vó.i mo. i x ∈ D th̀ı

|usc p(x)| = | lim sup
y→x, y∈D

p(y)| = | lim
δ↘0

sup
y∈B(x,δ)

p(y)|

≤ lim
δ↘0

sup
y∈B(x,δ)

|p(y)|
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≤ lim
δ↘0

sup
y∈D
|p(y)|

≤ lim
δ↘0

s

= s.

Do d̄ó, áp du.ng Mê.nh d̄è̂ 4.1.24 cho hàm usc f̃ = f + usc p ta suy ra d̄iè̂u

phȧ’i chú.ng minh.

Nhâ.n xét 4.2.9. Nói chung tù. mô. t hàm là γ-lò̂i trong không suy ra hàm

bao d̄óng nu.̇’a liên tu. c trên cu̇’a nó là γ-lò̂i trong (xem Vı́ du. 2.4 [43]).

Hê. quȧ’ 4.2.2. Cho f xác d̄i.nh theo công thú.c (1.0.1). Nếu f̃ = f + p

có d̄iê̇’m supremum toàn cu. c trên D, th̀ı tò̂n ta. i d̄iê̇’m supremum toàn cu. c

cu̇’a f̃ = f + p là d̄iê̇’m γ-cu.
. c biên ngǎ. t, vó.i γ =

√
2s/λmin .

Chú.ng minh. Nếu hàm toàn phu.o.ng lò̂i ngǎ. t bi. nhiẽ̂u f̃ = f + p có d̄iê̇’m

supremum toàn cu. c trên D, th̀ı theo Bô̇’ d̄è̂ 4.2.4, d̄iê̇’m d̄ó là d̄iê̇’m cu.. c

d̄a. i toàn cu. c cu̇’a hàm usc f̃ = f + usc p. Vı̀ vâ.y, tù. Mê.nh d̄è̂ 1.3.1 suy

ra hàm usc f̃ = f + usc p có d̄iê̇’m cu.. c d̄a. i toàn cu. c là d̄iê̇’m γ-cu.. c biên

ngǎ. t vó.i γ =
√

2s/λmin . Áp du.ng la. i (c) cu̇’a Bô̇’ d̄è̂ 4.2.4 ta suy ra

f̃ = f + p có mô. t số d̄iê̇’m supremum toàn cu. c là d̄iê̇’m γ-cu.. c biên ngǎ. t vó.i

γ =
√

2s/λmin .

Hê. quȧ’ 4.2.3. Cho f xác d̄i.nh theo công thú.c (1.0.1). Khi d̄ó hàm toàn

phu.o.ng lò̂i ngǎ. t bi. nhiẽ̂u gió.i nô. i f̃ = f + p chı̇’ d̄a. t supremum toàn cu. c

ta. i nhũ.ng d̄iê̇’m γ-cu.
. c biên cu̇’a D, vó.i γ =

√
2s/λmin .

Chú.ng minh. Theo Bô̇’ d̄è̂ 4.2.4, nếu f̃ = f + p có d̄iê̇’m supremum toàn

cu. c th̀ı d̄iê̇’m d̄ó là d̄iê̇’m cu.. c d̄a. i cu̇’a hàm usc f̃ = f + usc p và hàm

usc f̃ = f + usc p là γ-lò̂i trong vó.i γ =
√

2s/λmin . Do d̄ó áp du.ng Mê.nh

d̄è̂ 2.1.10 ta suy ra, tâ.p các d̄iê̇’m cu.. c d̄a. i cu̇’a usc f̃ = f + usc p, chı̇’ có thê̇’

là các d̄iê̇’m γ-cu.. c biên cu̇’a D. Áp du.ng la. i (c) Bô̇’ d̄è̂ 4.2.4 ta suy ra các

d̄iê̇’m supremum toàn cu. c cu̇’a f̃ = f + p chı̇’ có thê̇’ là các d̄iê̇’m γ-cu.. c biên

vó.i γ =
√

2s/λmin .
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Hê. quȧ’ 4.2.4. Cho f xác d̄i.nh theo công thú.c (1.0.1), D là tâ. p compact.

Nếu hàm nhiẽ̂u f̃ = f + p có d̄iê̇’m supremum toàn cu. c trên D th̀ı có ı́t

nhất mô. t d̄iê̇’m là d̄iê̇’m biên tu.o.ng d̄ối D theo aff D trong d̄ó aff D là bao

tuyến t́ınh cu̇’a tâ. p D, hoǎ. c là d̄iê̇’m γ-cu.
. c biên cu̇’a D vó.i γ =

√
2s/λmin ,

là d̄iê̇’m supremum toàn cu. c cu̇’a f̃ = f + p trên D.

Chú.ng minh. Theo Mê.nh d̄è̂ 4.1.24 th̀ı f̃ = f + p là γ-lò̂i trong vó.i

γ =
√

2s/λmin . Nếu D là compact, th̀ı suy ra hàm f̃ = f + p bi. chǎ.n

trên trên D. Theo Hê. quȧ’ 1.5.1 suy ra tò̂n ta. i d̄iê̇’m supremum toàn cu. c

cu̇’a f̃ = f + p trên D. Tù. D- i.nh lý 2.4 [43] suy ra, có ı́t nhất mô. t d̄iê̇’m

supremum là d̄iê̇’m biên tu.o.ng d̄ối D theo aff D hoǎ.c là d̄iê̇’m γ-cu.. c biên

cu̇’a D vó.i γ =
√

2s/λmin .

Vı́ du. 4.2.9. Cho

f(x) = x2, x ∈ [−1, 1],

p(x) =

{
−0.5 nếu x ∈ [−1,−0.5] ∪ [0.5, 1]

0.5− 2x2 nếu x ∈ ]− 0.5, 0.5[ .

Khi d̄ó

s = sup
x∈[−1,1]

|p(x)| = 0.5, λmin = 1, γ =
√

2s/λmin = 1,

và

x0 = −1, x1 = 0, x2 = −x0 + 2x1 = 1,

là các d̄iê̇’m supremum toàn cu. c cu̇’a f̃ = f + p, trong d̄ó x0, x1 là d̄iê̇’m

cu.. c biên, còn x1 là d̄iê̇’m γ-cu.. c biên vó.i γ = 1. Vı́ du. trên cho thấy,

có thê̇’ tò̂n ta. i d̄iê̇’m supremum toàn cu. c cu̇’a hàm toàn phu.o.ng lò̂i ngǎ. t

bi. nhiẽ̂u gió.i nô. i f̃ = f + p không phȧ’i là d̄iê̇’m γ-cu.. c biên ngǎ. t vó.i

γ =
√

2s/λmin. Vı́ du. cũng cho thấy, nếu x0, x1 ∈ D, ‖x0 − x1‖ = γ th̀ı có

thê̇’ tâ.p {−x0 + 2x1 | −x0 + 2x1 ∈ D} 6= ∅.

Mê.nh d̄è̂ 4.2.27. Cho γ > 0, x1 ∈ D là d̄iê̇’m supremum toàn cu. c cu̇’a

hàm toàn phu.o.ng lò̂i ngǎ. t bi. nhiẽ̂u gió.i nô. i f̃ = f + p và supx∈D |p(x)| ≤
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λminγ
2/2. Khi d̄ó nếu x0 ∈ D, ‖x0 − x1‖ = γ,−x0 + 2x1 ∈ D th̀ı x0 và

−x0 + 2x1 cũng là các d̄iê̇’m supremum toàn cu. c cu̇’a f̃ = f + p.

Chú.ng minh. Vı̀ supx∈D |p(x)| ≤ λminγ
2/2, nên áp du.ng Mê.nh d̄è̂ 2.1.9 ta

suy ra f̃ = f + p là γ-lò̂i trong. Vı̀ ‖x0 − x1‖ = γ và −x0 + 2x1 ∈ D, suy

ra

f(x0)− 2f(x1)− f(−x0 + 2x1) = 2〈A(x0 − x1), (x0 − x1)〉
≥ 2λminγ

2. (4.2.2)

Do d̄ó

f(x0)− 2f(x1) + f(−x0 + 2x1)

=
(
f(x0) + usc p(x0)

)
− 2
(
f(x1) + usc p(x1)

)
+
(
f(−x0 + 2x1) + usc p(−x0 + 2x1)

)
−usc p(x0) + 2usc p(x1)− usc p(−x0 + 2x1)

= usc f̃(x0)− 2usc f̃(x1) + usc f̃(−x0 + 2x1)

−usc p(x0) + 2usc p(x1)− usc p(−x0 + 2x1).

Chuyê̇’n vế biê̇’u thú.c cuối và kết ho.. p vó.i (4.2.2) ta suy ra

usc f̃(x0)− 2usc f̃(x1) + usc f̃(−x0 + 2x1)

≥ 2λminγ
2 − 4 sup

x∈D
|usc p(x)|

≥ 2λminγ
2 − 2λminγ

2

= 0.

Do d̄ó

usc f̃(x0)− 2usc f̃(x1) + usc f̃(−x0 + 2x1) ≥ 0,

tú.c là

usc f̃(x0) + usc f̃(−x0 + 2x1) ≥ 2usc f̃(x1).

Vı̀ x1 là các giá tri. cu.. c d̄a. i toàn cu. c cu̇’a hàm uscf̃ nên tù. bất d̄ȧ̌’ng thú.c

trên suy ra x0, −x0 +2x1 cu.. c d̄a. i toàn cu. c cu̇’a uscf̃ và v̀ı vâ.y x0, −x0 +2x1

là d̄iê̇’m supremum toàn cu. c cu̇’a f̃ = f + p trên D.
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Mê.nh d̄è̂ 4.2.28. Cho x1 là d̄iê̇’m supremum toàn cu. c cu̇’a hàm toàn

phu.o.ng lò̂i ngǎ. t bi. nhiẽ̂u gió.i nô. i f̃ = f + p, trong d̄ó supx∈D |p(x)| ≤ s <

+∞. Nếu x0 ∈ D và −x0 + 2x1 thȯ’a mãn

‖x0 − x1‖ =
√

2s/λmin ,−x0 + 2x1 ∈ D

th̀ı x0 và −x0 + 2x1 cũng là các d̄iê̇’m supremum toàn cu. c cu̇’a f̃ = f + p.

Chú.ng minh. Theo Mê.nh d̄è̂ 4.1.24 th̀ı f̃ = f + p là γ-lò̂i trong vó.i

γ =
√

2s/λmin , nên thȯ’a mãn Mê.nh d̄è̂ 4.2.27, do d̄ó ta suy ra d̄iè̂u phȧ’i

chú.ng minh.

4.3. T́ınh chất cu̇’a tâ.p các d̄iê̇’m supremum toàn cu. c

Trong mu. c này, chúng tôi nghiên cú.u quan hê. giũ.a tâ.p các d̄iê̇’m

supremum toàn cu. c cu̇’a Bài toán (Q̃) vó.i tâ.p các d̄iê̇’m supremum toàn

cu. c cu̇’a Bài toán (Q), khi D là tâ.p lò̂i d̄a diê.n, tú.c là

D := {x ∈ IRn | 〈ci, x〉 ≤ di, ci ∈ IRn, i = 1, . . . ,m}.

Bǎ́t d̄à̂u tù. phà̂n này cu̇’a chu.o.ng ta su.’̇ du.ng mô.t số ký hiê.u sau:

extD := {x∗ | x∗ là d̄iê̇’m cu.. c biên cu̇’a tâ.p lò̂i d̄a diê.n D}.
JD(x∗) := extD \ {x∗}, x∗ ∈ extD.

d(x,D) := inf
y∈D
‖x− y‖.

dD := min
x∗∈extD

{d
(
x∗, conv JD(x∗)

)
}.

D(x∗, β) := {x ∈ D | x = (1− α)x∗ + αy, y ∈ D,
0 ≤ α ≤ 1− β}, x∗ ∈ extD, β ∈ [0, 1].

và |extD| là số d̄iê̇’m cu.. c biên cu̇’a D.

Ta có bô̇’ d̄è̂ sau:

Bô̇’ d̄è̂ 4.3.5. Cho D ⊂ IRn là d̄a diê. n lò̂i, khi d̄ó
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(a) Tò̂n ta. i β0 > 0 d̄ê̇’ vó.i mo. i β ∈ [ 0, β0] ta có

D =
⋃

x∗∈extD

D(x∗, β).

(b) Tò̂n ta. i γ0 > 0 sao cho vó.i mo. i γ ∈ [0, γ0] tâ. p các d̄iê̇’m γ-cu.
. c biên

cu̇’a miè̂n D nǎ̀m trong tâ. p⋃
x∗∈extD

B̄(x∗, γ) ∩D.

(c) Tò̂n ta. i s0 > 0 sao cho vó.i mo. i s ∈ [0, s0] tâ. p các d̄iê̇’m γ-cu.
. c biên

cu̇’a D vó.i γ =
√

2s/λmin nà̌m trong tâ. p⋃
x∗∈extD

B̄(x∗,
√

2s/λmin ) ∩D.

Chú.ng minh. Tru.̀o.ng ho.. p |extD| = 1. Theo giȧ’ thiết D là d̄a diê.n lò̂i nên

D = extD = {x∗}. Do d̄ó các kết luâ.n (a), (b), (c) là hiê̇’n nhiên. Ta xét

tru.̀o.ng ho.. p |extD| ≥ 2.

(a) Nếu β = 0 th̀ı D = D(x∗, 0) vó.i mo. i x
∗ ∈ extD nên

D =
⋃

x∗∈extD

D(x∗, 0). (4.3.3)

khȧ̌’ng d̄i.nh (a) d̄úng khi β = 0. Xét tru.̀o.ng ho.. p β > 0. Ta thấy rǎ̀ng

D(x∗, β) ⊆ D vó.i mo. i x
∗ ∈ extD và β > 0 nên

⋃
x∗∈extDD(x∗, β) ⊆ D.

Ngu.o.. c la. i, ta chú.ng minh bà̌ng phȧ’n chú.ng. Giȧ’ su.’̇ vó.i mo. i β0 > 0,

tò̂n ta. i β ∈]0, β0] và x ∈ D sao cho

x /∈
⋃

x∗∈extD

D(x∗, β),

khi d̄ó

x /∈ D(x∗, β) vó.i mo. i x
∗ ∈ extD.

Cố d̄i.nh x∗ ∈ extD, v̀ı D là d̄a diê.n lò̂i và x ∈ D nên x có thê̇’ biê̇’u diẽ̂n

thông qua các d̄iê̇’m cu.. c biên, tú.c là tò̂n ta. i α(y∗), y∗ ∈ extD thȯ’a mãn

α(y∗) ≥ 0,
∑

y∗∈extD α(y∗)y∗ = 1, sao cho

x =
∑

y∗∈extD

α(y∗)y∗ = α(x∗)x∗ +
∑
y∗ 6=x∗

α(y∗)y∗. (4.3.4)
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Nếu α(x∗) = 1 th̀ı x ≡ x∗, suy ra x ∈ D(x∗, β). D- iè̂u này trái vó.i giȧ’ thiết,

do d̄ó α(x∗) < 1. Biê̇’u thú.c (4.3.4) có thê̇’ viết la. i nhu. sau

x =
∑

y∗∈extD

α(y∗)y∗

= α(x∗)x∗ +
(
1− α(x∗)

) ∑
y∗ 6=x∗

α(y∗)

1− α(x∗)
y∗

= α(x∗)x∗ +
(
1− α(x∗)

)
x′

=
(
1− α(x∗)

)
x∗ + α(x∗)x′, (4.3.5)

trong d̄ó

α(x∗) := 1− α(x∗), x′ :=
∑
y∗ 6=x∗

α(y∗)

1− α(x∗)
y∗ ∈ conv JD(x∗) ⊂ D.

Vı̀ x /∈ D(x∗, β) vó.i mo. i x
∗ ∈ extD, nên tù. d̄i.nh ngh̃ıa D(x∗, β) và (4.3.5)

suy ra

1− β < α(x∗) ≤ 1 vó.i mo. i x
∗ ∈ extD.

Nếu lấy β0 < 1/|extD| th̀ı vó.i mo. i β ∈ ] 0, β0] ta có∑
x∗∈extD

α(x∗) ≥ |extD|minx∗ ∈ extD{α(x∗)} ≥ |extD| − |extD|β

> |extD| − 1

≥ 1.

D- iè̂u này trái vó.i giȧ’ thiết
∑

x∗∈extD α(x∗) = 1. Do d̄ó kết ho.. p vó.i (4.3.3)

ta suy ra (a).

(b) Lấy β ∈ ]0, β0], khi d̄ó theo (a) th̀ı

D =
⋃

x∗∈extD

D(x∗, β).

D- ǎ. t γ1 := dD − dDβ. Ta chú.ng minh, vó.i γ ∈ ]0, γ1] và vó.i mo. i x
∗ ∈ extD

th̀ı

B̄(x∗, γ) ∩D ⊆ D(x∗, β).
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Thâ.t vâ.y, lấy x∗ ∈ extD, giȧ’ su.’̇ x ∈ B̄(x∗, γ) ∩D. Khi d̄ó

x =
∑

y∗∈extD

α(y∗)y∗

= α(x∗)x∗ +
∑

y∗ 6=x∗, y∗∈extD

α(y∗)y∗.

Nếu α(x∗) = 1 th̀ı x ≡ x∗, do d̄ó suy ra x ∈ D(x∗, β). Nếu α(x∗) < 1, viết

la. i biê̇’u thú.c trên giống nhu. o.’̇ (4.3.5), ta d̄u.o.. c

x =
(
1− α(x∗)

)
x∗ + α(x∗)x′,

trong d̄ó x′ ∈ conv JD(x∗). Biê̇’u thú.c trên có thê̇’ biến d̄ô̇’i thành

x∗ − x = α(x∗)(x∗ − x′),

nên kết ho.. p vó.i x ∈ B̄(x∗, γ) ta suy ra

α(x∗)‖x∗ − x′‖ ≤ γ.

Vı̀ ‖x∗ − x′‖ ≥ d nên α(x∗)d ≤ γ và do d̄ó

α(x∗) ≤ γ

d
=
γ1

d
≤ 1− β.

Tù. d̄i.nh ngh̃ıa D(x∗, β) và biê̇’u thú.c này ta suy ra x ∈ D(x∗, β), v̀ı vâ.y

B̄(x∗, γ) ∩D ⊆ D(x∗, β), vó.i mo. i x
∗ ∈ extD. (4.3.6)

Vı̀ D = ∪x∗∈extDD(x∗, β) nên tù. (4.3.6) suy ra có thê̇’ cho.n d̄u.o.. c γ2 < γ1

sao cho vó.i mo. i γ ∈ [ 0, γ2] d̄ê̇’

D \
⋃

x∗∈extD

(
B̄(x∗, γ) ∩D

)
6= ∅. (4.3.7)

Thâ. t vâ.y, lấy x ∈ D, x /∈ extD, d̄ǎ. t t := minx∗∈extD ‖x − x∗‖ > 0, khi d̄ó

vó.i mo. i γ < t và x∗ ∈ extD th̀ı x /∈ B̄(x∗, γ). Do d̄ó ta có (4.3.7).

D- ǎ. t γ0 := min{γ1, γ2, βdD/2}. Ta chú.ng minh rà̌ng nếu γ ∈ [0, γ0] th̀ı

mo. i x ∈ D \
⋃
x∗∈extD

(
B̄(x∗, γ) ∩ D

)
không phȧ’i là d̄iê̇’m γ-cu.. c biên cu̇’a

miè̂n D. Ta xét các tru.̀o.ng ho.. p sau:
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i) γ ∈]0, γ0]. Theo (a) x ∈ D\∪x∗∈extD
(
B̄(x∗, γ)∩D

)
suy ra tò̂n ta. i y

∗ ∈
extD sao cho x ∈ D(y∗, β). Vı̀ D,D(y∗, β) là các tâ.p compact nên go. i t0 :=

max {t | y∗ + t(x− y∗) ∈ D} và t1 := max {t | y∗ + t(x− y∗) ∈ D(y∗, β)}.
Ta ký hiê.u

x′′ := y∗ + t0(x− y∗) và x′ := y∗ + t1(x− y∗),

khi d̄ó x′′ ∈ D, x′ ∈ D(y∗, β) và

[y∗, x] ⊂ [y∗, x′] ⊂ [y∗, x′′[. (4.3.8)

Ta khȧ̌’ng d̄i.nh x′′ ∈ convJD(y∗). Thâ.t vâ.y, nếu d̄iè̂u này không xȧ’y ra th̀ı

x′′ ∈ D \ convJD(y∗) và có thê̇’ biê̇’u diẽ̂n nhu. (4.3.5), tú.c là

x′′ =
(
1− α(y∗)

)
y∗ + α(y∗)y, trong d̄ó α(y∗) < 1 và y ∈ conv JD(y∗).

Do d̄ó x′′ ∈ ] y∗, y [ , d̄iè̂u này trái vó.i cách cho.n x′′, nên x′′ ∈ conv JD(y∗).

Do x′ ∈ D(y∗, β) nên tò̂n ta. i α1 ∈ [0, 1− β] và y ∈ D sao cho

x′ = (1− α1)y
∗ + α1y. (4.3.9)

Tù. (4.3.8) ta suy ra y ∈]y∗, x′′] do d̄ó có thê̇’ viết

y = α2y
∗ + (1− α2)x

′′, α2 ∈]0, 1].

Thay y tù. công thú.c trên vào (4.3.9) ta d̄u.o.. c

x′ = (1− α1)y
∗ + α1y

= (1− α1)y
∗ + α1(α2y

∗ + (1− α2)x
′′)

= (1− α1 + α1α2)y
∗ + (α1 − α1α2)x

′′

= (1− α0)y
∗ + α0x

′′ (4.3.10)

trong d̄ó α0 := α1 − α1α2 và dẽ̂ nhâ.n thấy α0 ≤ 1− β.

Mǎ.t khác, x′′ ∈ conv JD(y∗) và biê̇’u thú.c (4.3.10) có da.ng tu.o.ng

d̄u.o.ng x′′ − x′ = (1− α0)(x
′′ − y∗) nên

‖x′′ − x′‖ = (1− α0)‖x′′ − y∗‖ ≥ βd ≥ γ0 > γ. (4.3.11)
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Kết ho.. p biê̇’u thú.c (4.3.11) vó.i x /∈
⋃
x∗∈extD B̄(x∗, γ) ta d̄u.o.. c

‖x− y∗‖ > γ và ‖x− x′′‖ > γ.

Nhu. vâ.y khoȧ’ng cách tù. d̄iê̇’m x ∈ [y∗, x′′] d̄ến hai d̄iê̇’m y∗ và x′′ ló.n ho.n

γ nên suy ra tò̂n ta. i y
′, y′′ ∈ [y∗, x′′] ⊂ D sao cho x = 0.5(y′ + y′′) và

‖y′ − y′′‖ > 2γ. Do d̄ó x không phȧ’i là d̄iê̇’m γ-cu.. c biên cu̇’a miè̂n D.

ii) γ = 0, khi d̄ó extD =
⋃
x∗∈extD B̄(x∗, γ) ∩D.

Kết ho.. p cȧ’ hai tru.̀o.ng ho.. p i), ii) ta suy ra (b).

(c) D- ǎ. t s0 = λminγ
2
0/2, vó.i γ0 thȯ’a mãn (b) cu̇’a bô̇’ d̄è̂. Ta thấy

s ∈ [0, s0] khi và chı̇’ khi
√

2s/λmin ∈ [0, γ0], nên áp du.ng (b) ta suy ra tâ.p

các d̄iê̇’m γ-cu.. c biên cu̇’a miè̂n D vó.i γ =
√

2s/λmin nǎ̀m trong⋃
x∗∈extD

B̄(x∗,
√

2s/λmin) ∩D.

Bô̇’ d̄è̂ d̄u.o.. c chú.ng minh.

Vı́ du. sau d̄ây cho thấy tâ.p các d̄iê̇’m γ-cu.. c biên có thê̇’ nhȯ’ ho.n thu.. c

su.. tâ.p
⋃
x∗∈extD B̄(x∗, γ) ∩D.

Vı́ du. 4.3.10. Cho D ⊂ IR2 là tam giác có các d̄ı̇’nh

x0 = (0, 0), x1 = (
√

3, 1), x2 = (−
√

3, 1).

Cho γ = 0.25, khi d̄ó tâ.p các d̄iê̇’m γ-cu.. c biên cu̇’a D vó.i γ = 0.25

nǎ̀m trong
(
B̄(x0, 0.25)∪B̄(x1, 0.25)∪B̄(x2, 0.25)

)
∩D. Cho x′0 = (0, 0.2) ∈

B̄(x0, 0.25), x′1 = (−
√

3/5, 0.2), x′2 = (
√

3/5, 0.2), khi d̄ó x′0 = 0.5(x′1 +x′2)

và ‖x′1−x′0‖ = ‖x′2−x′0‖ =
√

3/5 > 0.25. Ta suy ra x′0 ∈ B̄(x0, 0.25) nhu.ng

không phȧ’i là d̄iê̇’m γ-cu.. c biên cu̇’a D vó.i γ = 0.25.

Ta ký hiê.u

C0(D) := {p : D → IR | sup
x∈D
|p(x)| < +∞}.
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Bô̇’ d̄è̂ 4.3.6. Nếu C0(D) d̄u.o.
. c trang bi. các phép toán (p1 + p2)(x) :=

p1(x) + p2(x), (αp)(x) := αp(x), x ∈ D, α ∈ IR và chuâ̇’n ‖p‖C0 :=

supx∈D |p(x)| < +∞ th̀ı (C0(D), ‖.‖C0) là không gian Banach.

Chú.ng minh. C0(D) là không gian tuyến t́ınh d̄i.nh chuâ̇’n d̄u.o.. c suy tru.. c

tiếp tù. d̄i.nh ngh̃ıa các phép toán và chuâ̇’n trên C0(D). Ta chú.ng minh

C0(D) là không gian Banach. Xét dãy Cosi {pi} trong C0(D), khi d̄ó theo

d̄i.nh ngh̃ıa

∀ε > 0 ∃ N : i, j ≥ N ⇒ ‖pi − pj‖C0 ≤ ε.

Tù. biê̇’u thú.c trên suy ra vó.i mo. i x ∈ D

∀ε > 0 ∃ N : i, j ≥ N ⇒ |pi(x)− pj(x)| ≤ ε (4.3.12)

nên theo d̄i.nh lý Cosi tò̂n ta. i p(x) sao cho limi→+∞ pi(x) = p(x).

Tù. biê̇’u thú.c (4.3.12) khi j → +∞ th̀ı

∀ε > 0 ∃ N : i ≥ N ⇒ |pi(x)− p(x)| ≤ ε

vó.i mo. i x ∈ D. Suy ra

∀ε > 0 ∃ N : i ≥ N ⇒ ‖pi − p‖C0 ≤ ε,

tú.c là pi hô. i tu. d̄ến p theo chuâ̇’n cu̇’a C0(D).

Mǎ.t khác, cố d̄i.nh i ≥ N, v̀ı

‖p‖C0 ≤ ‖pi‖C0 + ‖pi − p‖C0 ≤ ‖pi‖C0 + ε ≤ ‖pN‖+ 2ε

nên p gió.i nô. i trên D. Do d̄ó, dãy Cosi {pi} hô. i tu. vè̂ p ∈ C0(D), vâ.y

C0(D) là không gian Banach.

Ký hiê.u B̄C0(0, s) là h̀ınh cà̂u d̄óng tâm 0 bán ḱınh s cu̇’a không gian

C0(D).
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D- i.nh ngh̃ıa 4.3.14. (xem [4]) Cho X, Y là các không gian tuyến t́ınh d̄i.nh

chuâ̇’n. Hàm d̄a tri. F : X → 2Y , d̄u.o.
. c go. i là nu.̇’a liên tu. c trên ta. i x0 nếu

vó.i mo. i tâ. p mo.̇’ V ⊂ Y thȯ’a mãn F (x0) ⊂ V tò̂n ta. i lân câ. n U(x0) sao

cho

x ∈ U(x0) =⇒ F (x) ⊂ V

và d̄u.o.
. c go. i là nu.̇’a liên tu. c du.́o.i ta. i x0 nếu vó.i mo. i tâ. p mo.̇’ V ⊂ Y thȯ’a

mãn F (x0) ∩ V 6= ∅ tò̂n ta. i lân câ. n U(x0) sao cho

x ∈ U(x0) =⇒ F (x) ∩ V 6= ∅.

Go. i Sglobal(p) là tâ.p các d̄iê̇’m supremum toàn cu. c cu̇’a Bài toán (Q̃), khi

d̄ó Sglobal : C0(D)→ 2IR
n

và dẽ̂ thấy Sglobal(0) là tâ.p các d̄iê̇’m cu.. c d̄a. i toàn

cu. c cu̇’a Bài toán (P ). Vı̀ |f̃(x)| = |f(x)+p(x)| ≥ λmin‖x‖2−‖b‖‖x‖−‖p‖C0,

|f(x)| ≥ λmin‖x‖2−‖b‖‖x‖ và D là tâ.p lò̂i d̄a diê.n nên Sglobal(p), Sglobal(0)

khác ∅ khi và chı̇’ khi D là d̄a diê.n lò̂i trong IRn. T́ınh ô̇’n d̄i.nh cu̇’a hàm

toàn phu.o.ng lò̂i ngǎ. t vó.i nhiẽ̂u gió.i nô. i d̄u.o.. c thê̇’ hiê.n qua mê.nh d̄è̂ sau:

D- i.nh lý 4.3.24. Xét Bài toán (Q̃). Khi d̄ó

∃s0 > 0 ∀p ∈ B̄(0, s0) : Sglobal(p) ⊆ Sglobal(0) +
√

2‖p‖C0/λmin B̄(0, 1).

(4.3.13)

Chú.ng minh. Tru.́o.c tiên ta nhâ.n xét rà̌ng, nếu D không gió.i nô. i hoǎ.c

D = extD = {x∗} th̀ı Sglobal(p) = Sglobal(0) = ∅ hoǎ.c Sglobal(p) =

Sglobal(0) = {x∗} vó.i mo. i p ∈ C0(D), nên kết luâ.n cu̇’a d̄i.nh lý là d̄úng. Do

d̄ó ta chı̇’ cà̂n xét tru.̀o.ng ho.. p |extD| ≥ 2 và D là d̄a diê.n lò̂i. Ngoài ra khi

p ≡ 0 th̀ı kết luâ.n cu̇’a mê.nh d̄è̂ là hiê̇’n nhiên.

Vı̀ hàm toàn phu.o.ng f lò̂i ngǎ. t trên D, extD là tâ.p các d̄ı̇’nh cu̇’a D,

nên các d̄iê̇’m cu.. c d̄a. i cu̇’a f nǎ̀m trong extD, ngh̃ıa là Sglobal(0) ⊆ extD.

Ta xét các tru.̀o.ng ho.. p sau:

i) Tru.̀o.ng ho.. p extD = Sglobal(0). Theo (c) cu̇’a Bô̇’ d̄è̂ 4.3.5, tò̂n ta. i

s0 > 0 sao cho vó.i mo. i s ∈ [0, s0], tâ.p các d̄iê̇’m γ-cu.. c biên cu̇’a miè̂n D vó.i
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γ =
√

2s/λmin nǎ̀m trong tâ.p⋃
x∗∈extD

B̄(x∗,
√

2s/λmin) ∩D. (4.3.14)

Lấy p ∈ C0(D) v̀ı ‖p‖C0 = supx∈D |p(x)| nên theo Hê. quȧ’ 4.2.3 d̄iê̇’m

supremum toàn cu. c cu̇’a hàm toàn phu.o.ng lò̂i ngǎ. t bi. nhiẽ̂u gió.i nô. i

f̃ = f + p là d̄iê̇’m γ cu.. c biên cu̇’a D vó.i γ =
√

2‖p‖C0/λmin . Kết ho.. p

vó.i (4.3.14) ta suy ra vó.i mo. i p ∈ B̄C0(0, s0), tú.c là ‖p‖C0 ≤ s0, th̀ı

Sglobal(p) ⊆
⋃

x∗∈extD

B̄
(
x∗,
√

2‖p‖C0/λmin
)
∩D

⊆
⋃

x∗∈Sglobal(0)

B̄
(
x∗,
√

2‖p‖C0/λmin
)

= Sglobal(0) + B̄(0,
√

2‖p‖C0/λmin ).

Do d̄ó

∃s0 ∀p ∈ B̄C0(0, s0) : Sglobal(p) ⊆ Sglobal(0) +
√

2‖p‖C0/λmin B̄(0, 1).

Vâ.y tru.̀o.ng ho.. p extD = Sglobal(0) d̄ã d̄u.o.. c chú.ng minh.

ii) Tru.̀o.ng ho.. p Sglobal(0) ⊂ extD. Giȧ’ su.’̇ γ0 thȯ’a mãn (b) cu̇’a Bô̇’

d̄è̂ 4.3.5, d̄ǎ. t s1 := λminγ
2
0/2. Theo (c) cu̇’a Bô̇’ d̄è̂ 4.3.5 ta suy ra, vó.i mo. i

s ∈ [0, s1] tâ.p các d̄iê̇’m γ-cu.. c biên cu̇’a miè̂n D vó.i γ =
√

2s/λmin nǎ̀m

trong tâ.p ⋃
x∗∈extD

B̄
(
x∗,
√

2s/λmin
)
∩D.

Mǎ.t khác, nếu p ∈ C0(D) th̀ı d̄iê̇’m supremum toàn cu. c cu̇’a hàm toàn

phu.o.ng lò̂i ngǎ. t bi. nhiẽ̂u gió.i nô. i f̃ = f + p là d̄iê̇’m γ-cu.. c biên cu̇’a miè̂n

D vó.i γ =
√

2‖p‖C0/λmin . Do d̄ó

∀p ∈ B̄C0(0, s1) : Sglobal(p) ⊆
⋃

x∗∈extD

B̄
(
x∗,
√

2‖p‖C0/λmin
)
∩D. (4.3.15)

D- ǎ. t

K := max
x∈D

f(x), k := max
y∗∈extD\Sglobal(0)

f(y∗),
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khi d̄ó vó.i mo. i x
∗ ∈ Sglobal(0) th̀ı f(x∗) = K và k < K.

Lấy ε ∈ ]0, K−k4 ]. Vı̀ hàm toàn phu.o.ng lò̂i ngǎ. t f liên tu. c ta. i mo. i d̄iê̇’m

trên D nên vó.i mỗi y∗ ∈ extD \ Sglobal(0) ta có

∃δ = δ(y∗, ε) > 0,∀x ∈ D : ‖x− y∗‖ ≤ δ =⇒ f(x) ≤ f(y∗) + ε.

D- ǎ. t δ := miny∗∈extD\Sglobal(0) δ(y
∗, ε). Vı̀ tâ.p extD\Sglobal(0) là hũ.u ha.n nên

δ > 0. Do d̄ó

∀y∗ ∈ extD \ Sglobal(0),∀x ∈ D : ‖x− y∗‖ ≤ δ =⇒ f(x) ≤ f(y∗) + ε.

Thay f(y∗) ≤ k < K − 4ε vào biê̇’u thú.c trên ta d̄u.o.. c

∀y∗ ∈ extD \ Sglobal(0),∀x ∈ D : ‖x− y∗‖ ≤ δ =⇒ f(x) ≤ K − 3ε.

D- ǎ. t s2 := min{λminδ
2
/2, ε}. Khi d̄ó, nếu p ∈ B̄(0, s2) th̀ı vó.i mo. i

y∗ ∈ extD \ Sglobal(0) và x ∈ D, thȯ’a mãn ‖x− y∗‖ ≤ δ, suy ra

f̃(x) = f(x) + p(x) ≤ f(x) + ‖p‖C0 ≤ K − 3ε+ s2

≤ f(x∗)− 2ε

≤ f̃(x∗)− ε,

trong d̄ó x∗ ∈ Sglobal(0).

Do vâ.y, vó.i mo. i p ∈ B̄C0(0, s2) th̀ı

∀y∗ ∈ extD \ Sglobal(0),∀x ∈ D : ‖x− y∗‖ ≤ δ =⇒ f̃(x) ≤ sup
x∈D

f̃(x)− ε.

Tù. biê̇’u thú.c trên suy ra, nếu p ∈ B̄C0(0, s2) th̀ı vó.i mo. i y
∗ ∈ extD \

Sglobal(0), tâ.p B̄(y∗, δ) không chú.a d̄iê̇’m supremum toàn cu. c cu̇’a hàm

f̃ = f + p, tú.c là

∀p ∈ B̄C0(0, s2) : Sglobal(p) ∩ B̄(y∗, δ) = ∅

vó.i mo. i y
∗ ∈ extD \ Sglobal(0).
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Mǎ.t khác,
√

2‖p‖C0/λmin ≤ δ nên B̄(y∗,
√

2‖p‖C0/λmin ) ⊆ B̄(y∗, δ).

Do d̄ó

∀p ∈ B̄C0(0, s2) : Sglobal(p) ∩
⋃

y∗∈extD\Sglobal(0)

B̄
(
y∗,
√

2‖p‖C0/λmin
)

= ∅.

(4.3.16)

D- ǎ. t s0 := min{s1, s2}, su.’̇ du.ng (4.3.15) và (4.3.16) ta suy ra vó.i mo. i

p ∈ B̄C0(0, s0), tâ.p các d̄iê̇’m supremum toàn cu. c Sglobal(p) thȯ’a mãn

Sglobal(p)⊆
( ⋃
y∗∈extD

B̄
(
y∗,
√

2‖p‖C0/λmin
)
∩D

)
\

⋃
y∗∈extD\Sglobal(0)

B̄
(
y∗,
√

2‖p‖C0/λmin

)
⊆

⋃
x∗∈Sglobal(0)

B̄
(
x∗,
√

2‖p‖C0/λmin
)

= Sglobal(0) +
√

2‖p‖C0/λmin B̄(0, 1).

Tóm la. i ta nhâ.n d̄u.o.. c

∃s0 > 0 ∀p ∈ B̄C0(0, s0) : Sglobal(p) ⊆ Sglobal(0) +
√

2‖p‖C0/λmin B̄(0, 1).

D- i.nh lý d̄ã d̄u.o.. c chú.ng minh.

Nhâ.n xét 4.3.10. Biê̇’u thú.c (4.3.13) tu.o.ng d̄u.o.ng vó.i(
∃s0 > 0 ∀p ∈ B̄C0(0, s0)

)
=⇒(

∀x̃∗ ∈ Sglobal(p), ∃x∗ ∈ Sglobal(0) : ‖x̃∗ − x∗‖ ≤
√

2‖p‖C0/λmin
)
.(4.3.17)

Ngoài ra d̄a. i lu.o.
. ng

√
2‖p‖C0/λmin o.̇’ d̄ánh giá trên là tốt nhất. Kết

luâ. n này du.
. a trên Vı́ du. 4.3.12.

Ta có thê̇’ t́ınh s0 thông qua v́ı du. sau:

Vı́ du. 4.3.11. Cho

f(x) = x2, x ∈ [−0.5, 1]

Ta có D = [−0.5, 1] nên các d̄iê̇’m cu.. c biên là x∗1 = −0.5, x∗2 = 1

và λmin = 1, Sglobal(0) = {x∗2} = {1}. Theo mê.nh d̄è̂ trên th̀ı có thê̇’ cho.n
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γ0 = 0.75 và do d̄ó s1 = λminγ
2
0/2 ≈ 0.28125. Ta cũng có K = 1, k = 0.5 nên

có thê̇’ cho.n ε = (1− 0.5)/4 = 0.125. Ngoài ra vó.i mo. i x ∈ [−0.5,
√

0.375]

th̀ı f(x) ≤ f(−0.5)+ ε = 0.25+0.125 nên cho.n δ = 0.5+
√

0.375 ≈ 1.1123.

Vı̀ s2 := min{δ2
/2, ε} = 0.125. nên s0 = min{s1, s2} = 0.125. Do d̄ó, trong

v́ı du. trên vó.i s0 = 0.125 biê̇’u thú.c (4.3.17) thȯ’a mãn.

Vı́ du. 4.3.12. Cho

f(x) = x2, x ∈ [−1, 1],

p(x) =


−s nếu x ∈ [−1,−

√
s ]

s− x2 nếu x ∈ ]−
√
s,
√
s [

−s nếu x ∈ [
√
s, 1 ].

Vı̀ D = [−1, 1] nên các d̄iê̇’m cu.. c biên là x∗1 = −1, x∗2 = 1 và

λmin = 1, ‖p‖C0 = s, Sglobal(0) = {x∗1, x∗2} = {−1, 1}. Dẽ̂ thấy khi γ0 = 1

th̀ı vó.i mo. i γ ≤ γ0, tâ.p

[−1,−1 + γ] ∪ [1− γ, 1]

là tâ.p các d̄iê̇’m γ-cu.. c biên cu̇’a [−1, 1]. Theo (c) cu̇’a Bô̇’ d̄è̂ 4.3.5 và v̀ı

λmin = 1 nên vó.i mo. i 0 ≤ s ≤ s0 = γ2
0/2 = 0.5, tâ.p

[−1,−1 +
√

2s ] ∪ [1−
√

2s, 1]

chú.a tâ.p các d̄iê̇’m γ-cu.. c biên cu̇’a [−1, 1] vó.i γ =
√

2s. Mǎ.t khác, khi

s = s0 = 0.5 th̀ı ‖p‖C0 = 0.5, Sglobal(p) = {−1, 1} ∪ ] −
√

0.5,
√

0.5[. Nên

suy ra x̃∗3 := 0 cũng là d̄iê̇’m supremum toàn cu. c cu̇’a f̃ = f +p, tú.c là x̃∗3 ∈
Sglobal(p). Ta cũng có |x̃∗3 − x∗1| = |x̃∗3 − x∗2| = |0− 1| = 1 =

√
2‖p‖C0/λmin.

Do d̄ó, bất d̄ȧ̌’ng thú.c (4.3.17) tro.’̇ thành d̄ȧ̌’ng thú.c khi s = s0 = 0.5. Vâ.y

ta kết luâ.n d̄ánh giá o.’̇ D- i.nh lý 4.3.24 là tốt nhất.

Mê.nh d̄è̂ 4.3.29. Xét Bài toán (Q̃). Khi d̄ó Sglobal(p) là hàm nu.̇’a liên

tu. c trên ta. i 0.

Chú.ng minh. Giȧ’ su.’̇ V ⊂ IRn là tâ.p mo.’̇ bất kỳ thȯ’a mãn Sglobal(0) ⊂ V.

Khi d̄ó

∀x∗ ∈ Sglobal(0), ∃δ(x∗) > 0 : B̄
(
x∗, δ(x∗)

)
⊂ V.
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D- ǎ. t δ := minx∗∈Sglobal(0) δ(x
∗), v̀ı tâ.p Sglobal(0) là hũ.u ha.n nên δ > 0 và

∀x∗ ∈ Sglobal(0) : x∗ + B̄
(
0, δ
)
⊂ V,

tú.c là

Sglobal(0) + δB̄(0, 1) ⊂ V. (4.3.18)

Vó.i s0 d̄u.o.. c xác d̄i.nh o.’̇ D- i.nh lý 4.3.24, d̄ǎ. t s1 := min{λminδ
2
/2, s0},

khi d̄ó
√

2s1/λmin ≤ δ và s1 ≤ s0. Vı̀ vâ.y, vó.i mo. i p ∈ C0(D) sao cho

0 < ‖p‖C0 ≤ s1 các biê̇’u thú.c (4.3.15), (4.3.18) d̄ò̂ng thò.i thȯ’a mãn. Kết

ho.. p la. i ta d̄u.o.. c

∀p ∈ B̄C0(0, s1) : Sglobal(p) ⊆ Sglobal(0) +
√

2‖p‖C0/λmin B̄(0, 1)

⊆ Sglobal(0) + δB̄(0, 1)

⊂ V.

Vâ.y ta suy ra

∀p ∈ B̄C0(0, s1) : Sglobal(p) ⊂ V,

tú.c là Sglobal(p) nu.’̇a liên tu. c trên ta. i 0.

Tù. d̄i.nh ngh̃ıa suy ra hàm f̃ = f + p không nu.’̇a liên tu. c du.́o.i ta. i 0

nếu tò̂n ta. i lân câ.n V thȯ’a mãn Sglobal(0) ∩ V 6= ∅ và dãy (pi), i = 1, 2 . . .

hô. i tu. vè̂ 0 trong C0(D) sao cho Sglobal(pi) ∩ V = ∅ vó.i mo. i i = 1, 2, . . . .

Vı́ du. sau d̄ây chı̇’ ra rà̌ng hàm Sglobal(p) không nu.’̇a liên tu. c du.́o.i ta. i 0.

Vı́ du. 4.3.13. Cho

f(x) = x2, x ∈ [−4, 4]

pi(x) =


−1/i nếu x ∈ [−4,−3.8]

0 nếu x ∈ ]− 3.8, 3.8[

1/i nếu x ∈ [3.8, 4],

i = 1, 2 . . . .

Tù. v́ı du. ta có Sglobal(0) = {−4, 4}, D = [−4, 4], pi ∈ C0(D),

‖pi‖C0(D) = 1/i, Sglobal(pi) = {4} vó.i mo. i số nguyên du.o.ng i. Lấy tâ.p
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mo.’̇ V = ]-4.1,0.5[ khi d̄ó Sglobal(0)∩V = {−4} 6= ∅. Xét dãy (pi) ⊂ C0(D)

ta có limi→∞ pi = 0 và Sglobal(pi) = {4} nên Sglobal(pi)∩V = ∅. Khi d̄ó theo

d̄i.nh ngh̃ıa suy ra Sglobal(p) không nu.’̇a liên tu. c du.́o.i ta. i 0.

4.4. T́ınh chất cu̇’a tâ.p các d̄iê̇’m supremum d̄i.a phu.o.ng

Ta biết rà̌ng ló.p hàm lò̂i có t́ınh chất: d̄iê̇’m cu.. c tiê̇’u d̄i.a phu.o.ng là

d̄iê̇’m cu.. c tiê̇’u toàn cu. c. D- ối vó.i mô. t số ló.p hàm lò̂i suy rô.ng thô nhu.

γ-lò̂i ngoài th̀ı t́ınh chất gà̂n nhu. trên vẫn giũ. d̄u.o.. c, tú.c là nếu x∗ ∈ D
là d̄iê̇’m γ-cu.. c tiê̇’u, γ-infimum, th̀ı x∗ là cu.. c tiê̇’u toàn cu. c, infimum toàn

cu. c tu.o.ng ú.ng [47], su.. liên hê. d̄ó cho phép ta tâ.p trung vào viê.c nghiên

cú.u các d̄iê̇’m cu.. c tiê̇’u toàn cu. c, infimum toàn cu. c. Tuy nhiên không có su..

liên hê. nhu. thế giũ.a các d̄iê̇’m cu.. c d̄a. i toàn cu. c, supremum toàn cu. c vó.i

các d̄iê̇’m cu.. c d̄a. i d̄i.a phu.o.ng, supremum d̄i.a phu.o.ng trong các ló.p hàm

lò̂i suy rô.ng. Do d̄ó trong phà̂n này, chúng tôi tâ.p trung nghiên cú.u tâ.p

các d̄iê̇’m supremum d̄i.a phu.o.ng cu̇’a Bài toán (Q̃).

Go. i Slocal(p) là tâ.p các d̄iê̇’m supremum d̄i.a phu.o.ng cu̇’a Bài toán (Q̃)

khi d̄ó Slocal : C0(D) → 2IR
n

và dẽ̂ thấy Slocal(0) là tâ.p các d̄iê̇’m cu.. c d̄a. i

d̄i.a phu.o.ng cu̇’a Bài toán (Q). Do f là hàm toàn phu.o.ng lò̂i ngǎ. t trên tâ.p

lò̂i d̄a diê.n D nên Slocal(0) chı̇’ có thê̇’ là các d̄iê̇’m cu.. c biên cu̇’a D, tú.c là

mô. t số d̄ı̇’nh cu̇’a D.

Tru.́o.c khi nghiên cú.u d̄iê̇’m cu.. c d̄a. i, supremum d̄i.a phu.o.ng chúng ta

có nhâ.n xét sau:

Nhâ.n xét 4.4.11. Slocal(0) có thê̇’ bǎ̀ng ∅ khi D không gió.i nô. i và

Slocal(0) = ∅ khi D chú.a d̄u.̀o.ng thȧ̌’ng

Thâ.t vâ.y, nếu D không gió.i nô. i th̀ı Slocal(0) = ∅, Slocal(0) 6= ∅ có

thê̇’ thấy rõ qua viê.c xét hàm f(x) = x2 trên các miè̂n D = [0,+∞[ và

D = [−1,+∞[, tu.o.ng ú.ng.
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Tru.̀o.ng ho.. p D chú.a d̄u.̀o.ng thȧ̌’ng. Theo lu.o.. c d̄ò̂ chú.ng minh trong

D- i.nh lý 19.1 [54] th̀ı D có thê̇’ biê̇’u diẽ̂n du.́o.i da.ng D = D0 + L, trong d̄ó

D0 = D ∩ L⊥ là tâ.p lò̂i d̄óng không chú.a d̄u.̀o.ng thȧ̌’ng, L là không gian

con tuyến t́ınh, L⊥ là không gian con bù vuông góc vó.i L. Giȧ’ su.’̇ x ∈ D,
nếu x /∈ D0 th̀ı tò̂n ta. i x

′ ∈ D0 ⊆ D, y 6= 0, y ∈ L sao cho x = x′ + y, d̄ǎ. t

x′′ := x′+ 2y, ta nhâ.n d̄u.o.. c x′, x′′ ∈ D và ‖x′− x‖ = ‖x′′− x‖ = ‖y‖. Nếu

x ∈ D0 th̀ı x′ := x − y ∈ D và x′′ := x + y ∈ D vó.i mo. i y ∈ L khi d̄ó

‖x′ − x‖ = ‖x′′ − x‖ = ‖y‖ nên suy ra D không có d̄iê̇’m cu.. c biên. Vı̀ vâ.y

Slocal(0) = ∅.

Vı̀ nhũ.ng lý do trên nên khi nghiên cú.u các d̄iê̇’m supremum d̄i.a

phu.o.ng ta luôn giȧ’ thiết tò̂n ta. i d̄iê̇’m supremum d̄i.a phu.o.ng cu̇’a hàm

toàn phu.o.ng lò̂i ngǎ. t f, tú.c là Slocal(0) 6= ∅.

Ký hiê.u

η(x∗) := sup
x∈D, x6=x∗

〈
2Ax∗ + b,

x− x∗

‖x− x∗‖

〉
.

Mô.t số bô̇’ d̄è̂ sau sẽ d̄u.o.. c dùng khi nghiên cú.u hàm Slocal(p).

Bô̇’ d̄è̂ 4.4.7. D- ǎ. t η0 := maxx∗∈Slocal(0) η(x∗). Khi d̄ó η0 < 0.

Chú.ng minh. Hê. quȧ’ 19.1.1 [54] khȧ̌’ng d̄i.nh, tâ.p các d̄iê̇’m cu.. c biên cu̇’a tâ.p

lò̂i d̄a diê.n là hũ.u ha.n, nên hoàn toàn ho.. p lý khi ta viết maxx∗∈Slocal(0) η(x∗)

thay cho supx∗∈Slocal(0) η(x∗). Ta ký hiê.u

Pi := {x ∈ IRn | 〈ci, x〉 = di, i = 1, . . . ,m}

Fi := {x ∈ IRn | 〈ci, x〉 ≤ di, i = 1, . . . ,m}.

Vı̀ x∗ ∈ extD là d̄iê̇’m cu.. c biên cu̇’a D nên tò̂n ta. i i1, i2, . . . , ik ∈
{1, 2, . . . ,m} sao cho

{x∗} = ∩kj=1Pij .

Vı̀ hàm 〈2Ax∗+b, u〉 liên tu. c theo biến u trên tâ.p compact ∩kj=1Fij∩B̄(x∗, 1)

nên tò̂n ta. i u0 ∈ ∩kj=1Fij ∩ B̄(x∗, 1), sao cho

〈2Ax∗ + b, u0〉 = max
u∈∩k

j=1Fij
∩B̄(x∗,1)

〈2Ax∗ + b, u〉.
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Mǎ.t khác, vó.i mo. i x ∈ D, x 6= x∗ th̀ı〈
cij , x

∗ +
x− x∗

‖x− x∗‖
〉

= 〈cij , x∗〉+
〈cij , x〉
‖x− x∗‖

−
〈cij , x∗〉
‖x− x∗‖

≤ dij +
dij − dij
‖x− x∗‖

≤ dij

vó.i mo. i j = 1, . . . , k nên

x∗ +
x− x∗

‖x− x∗‖
∈ ∩kj=1Fij ∩ B̄(x∗, 1).

Do d̄ó

sup
x∈D,x6=x∗

〈
2Ax∗ + b, x∗ +

x− x∗

‖x− x∗‖
〉
≤ 〈2Ax∗ + b, u0〉.

Biê̇’u thú.c trên kéo theo

sup
x∈D,x6=x∗

〈
2Ax∗ + b,

x− x∗

‖x− x∗‖
〉
≤ 〈2Ax∗ + b, u0 − x∗〉. (4.4.19)

Xét tia x∗ + t(u0 − x∗). Ta khȧ̌’ng d̄i.nh tò̂n ta. i δ1 > 0 sao cho vó.i mo. i

t ∈ [0, δ1] th̀ı x∗ + tu0 ∈ D.

Thâ.t vâ.y, nếu u0 ∈ D th̀ı

x∗ + t(u0 − x∗) ∈ D vó.i mo. i t ∈ [0, 1]. (4.4.20)

Nếu u0 /∈ D ta xét các tru.̀o.ng ho.. p sau:

i) i ∈ {i1, . . . , ik}. Vı̀ 〈ci, x∗〉 = di và 〈ci, u0〉 ≤ di nên vó.i mo. i t ≥ 0

th̀ı

〈ci, x∗ + t(u0 − x∗)〉 = 〈ci, x∗〉+ t〈ci, u0 − x∗〉
≤ di (4.4.21)

ii) i /∈ {i1, . . . , ik}. Khi d̄ó 〈ci, x∗〉 < di. D- ǎ. t l := maxi/∈{i1,...,ik}〈ci, u0 −
x∗〉, ta có

〈ci, x∗ + t(u0 − x∗)〉 = 〈ci, x∗〉+ t〈ci, u0 − x∗〉
≤ 〈ci, x∗〉+ tl. (4.4.22)
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Nếu l ≤ 0, th̀ı hiê̇’n nhiên

〈ci, x∗ + t(u0 − x∗)〉 ≤ di ∀t ≥ 0. (4.4.23)

Nếu l > 0 th̀ı d̄ǎ. t δ1 := min{mini/∈{i1,...,ik} (di − 〈ci, x∗〉), 1} > 0. Do d̄ó, tù.

(4.4.22) ta suy ra

〈ci, x∗ + t(u0 − x∗)〉 ≤ di (4.4.24)

vó.i mo. i t ∈ [0, δ1]. Kết ho.. p (4.4.20)–(4.4.24) ta d̄u.o.. c khȧ̌’ng d̄i.nh trên.

Xét hàm φ(t) := f(x∗+t(u0−x∗))−f(x∗) trên d̄oa.n [0, δ1]. Vı̀ φ(0) = 0

và f(x) d̄a. t cu.. c d̄a. i d̄i.a phu.o.ng ta. i x
∗ nên φ(t) cũng d̄a.t cu.. c d̄a. i d̄i.a phu.o.ng

ta. i 0, tú.c là

∃δ ∈]0, δ1] : φ(t) ≤ 0 ∀t ∈ [0, δ].

Nhu. vâ.y, vó.i mo. i t ∈ [0, δ] th̀ı

φ(t) =
〈
A
(
x∗ + t(u0 − x∗)

)
, x∗ + t(u0 − x∗)

〉
−
〈
Ax∗, x∗

〉
− 〈b, x∗〉

=
〈
2Ax∗ + b, u0 − x∗

〉
t+
〈
A(u0 − x∗), u0 − x∗

〉
t2

≤ 0.

Vı̀ u0−x∗ 6= 0 nên 〈A(u0−x∗), u0−x∗〉 > 0. Do d̄ó tù. bất d̄ȧ̌’ng thú.c trên

cho ta
〈
2Ax∗ + b, u0 − x∗

〉
< 0. Kết ho.. p bất d̄ȧ̌’ng thú.c này vó.i biê̇’u thú.c

(4.4.19) và Slocal(0) ⊆ extD ta suy ra

η0 = max
x∗∈Slocal(0)

η(x∗) < 0.

Bô̇’ d̄è̂ d̄ã d̄u.o.. c chú.ng minh.

D- ê̇’ tiê.n theo dõi tù. d̄ây ta luôn ký hiê.u

s0 := η2
0/(12λmax), (4.4.25)

ξ(s) :=
(
− η0 −

√
η2

0 − 12λmaxs
)
/(2λmax), (4.4.26)

và nhâ.n thấy rà̌ng nếu s ∈]0, s0] th̀ı ξ(s) > 0. Ta có bô̇’ d̄è̂ sau:

Bô̇’ d̄è̂ 4.4.8. Vó.i mỗi s ∈ [0, s0] th̀ı

∀x∗ ∈ Slocal(0),∀x ∈ D : ‖x− x∗‖ = ξ(s) =⇒ f(x) ≤ f(x∗)− 3s.



90

Chú.ng minh. Nếu s = 0 th̀ı ξ(s) = 0 nên kết luâ.n cu̇’a bô̇’ d̄è̂ là hiê̇’n nhiên.

Nếu s > 0, lấy bất kỳ x∗ ∈ Slocal(0). Vó.i mo. i x ∈ D, x 6= x∗ ta có

f(x) = f(x∗) + 〈2Ax∗ + b,
x− x∗

‖x− x∗‖
〉‖x− x∗‖+ 〈A(x− x∗), x− x∗〉,

nên, vó.i mo. i x ∈ D, x 6= x∗ th̀ı

f(x) = 〈2Ax∗+b,
x− x∗

‖x− x∗‖
〉‖x−x∗‖+ 〈A(x−x∗), x−x∗〉+3s+f(x∗)−3s.

(4.4.27)

Xét biê̇’u thú.c

〈2Ax∗ + b,
x− x∗

‖x− x∗‖
〉‖x− x∗‖+ 〈A(x− x∗), x− x∗〉+ 3s.

Vı̀ 〈A(x − x∗), x − x∗〉 ≤ λmax‖x − x∗‖2 và ξ(s) > 0, nên vó.i mo. i x ∈ D
thȯ’a mãn ‖x− x∗‖ = ξ(s), ta d̄u.o.. c

〈2Ax∗ + b,
x− x∗

‖x− x∗‖
〉‖x− x∗‖+ 〈A(x− x∗), x− x∗〉+ 3s

≤ λmaxξ(s)
2 + η0ξ(s) + 3s.

Vı̀ s ≤ s0 và ξ(s) ≤ ξ(s0) nên

λmaxξ(s)
2 + η0ξ(s) + 3s ≤ λmaxξ(s0)

2 + η0ξ(s0) + 3s0.

Thay s0, ξ(s) d̄u.o.. c xác d̄i.nh theo (4.4.25) và (4.4.26) ta suy ra

λmaxξ(s0)
2 + η0ξ(s0) + 3s0 = 0.

Do d̄ó

〈2Ax∗ + b,
x− x∗

‖x− x∗‖
〉‖x− x∗‖+ 〈A(x− x∗), x− x∗〉+ 3s ≤ 0.

Kết ho.. p biê̇’u thú.c này vó.i (4.4.27) ta suy ra kết luâ.n cu̇’a bô̇’ d̄è̂.
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D- i.nh lý 4.4.25. Xét Bài toán (Q̃). Khi d̄ó

∀p ∈ B̄C0(0, s0) : max
x∗∈Slocal(0)

d
(
x∗, Slocal(p)

)
≤ ξ(‖p‖C0).

Chú.ng minh. Nếu p ≡ 0 th̀ı d̄iè̂u khȧ̌’ng d̄i.nh là hiê̇’n nhiên.

Lấy bất kỳ p ∈ C0(D) sao cho 0 < ‖p‖C0 ≤ s0.D- ǎ. t s := ‖p‖C0.DoD là

tâ.p lò̂i d̄a diê.n nên B̄
(
x∗, ξ(s)

)
∩D là tâ.p compact. Vı̀ hàm toàn phu.o.ng lò̂i

ngǎ. t bi. nhiẽ̂u gió.i nô. i f̃ = f+p bi. chǎ.n (trên) trên tâ.p B̄
(
x∗, ξ(s)

)
∩D, nên

supx∈B̄(x∗, ξ(s))∩D f̃(x) < +∞. Mǎ.t khác, tò̂n ta. i (x̃i) trong B̄
(
x∗, ξ(s)

)
∩D

sao cho limi→∞ x̃i = x̃∗ và limi→∞ f̃(x̃i) = supx∈B̄(x∗, ξ(s))∩D f̃(x).

Ta khȧ̌’ng d̄i.nh x̃∗ ∈ B(x∗, ξ(s))∩D. Thâ.t vâ.y giȧ’ su.’̇ kết luâ.n trên là

sai, khi d̄ó x̃∗ ∈
(
B̄
(
x∗, ξ(s)

)
\B(x∗, ξ(s)

))
∩D. Ta có

sup
x∈B̄(x∗, ξ(s))∩D

f̃(x) = lim
i→∞

f̃(x̃i)

= lim
i→∞

(
f(x̃i) + p(x̃i)

)
. (4.4.28)

Vı̀ tò̂n ta. i limi→∞ f̃(x̃i) = limi→∞
(
f(x̃i) + p(x̃i)

)
, mà hàm toàn phu.o.ng lò̂i

ngǎ. t f liên tu. c ta. i mo. i d̄iê̇’m thuô.c D nên tò̂n ta. i limi→∞ p(x̃i). Do d̄ó thay

limi→∞
(
f̃(x̃i) + p(x̃i)

)
= limi→∞ f(x̃i) + limi→∞ p(x̃i) vào (4.4.28) và chú

ý rà̌ng f(x̃∗) ≤ f(x∗)− 3s theo Bô̇’ d̄è̂ 4.4.8, ta d̄u.o.. c

sup
x∈B̄(x∗, ξ(s))∩D

f̃(x) = lim
i→∞

(
f(x̃i) + lim

i→∞
p(x̃i)

)
.

≤ f(x̃∗) + s

≤ f(x∗)− 3s+ s

≤ f(x∗) + p(x∗)− s
= f̃(x∗)− s.

Suy ra

sup
x∈B̄(x∗, ξ(s))∩D

f̃(x) ≤ sup
x∈B̄(x∗, ξ(s))∩D

f̃(x)− s.

Biê̇’u thú.c nhâ.n d̄u.o.. c là vô lý, nên x̃∗ ∈ B(x∗, ξ(s)) ∩ D, do d̄ó suy ra

x̃∗ ∈ D là d̄iê̇’m supremum d̄i.a phu.o.ng cu̇’a f̃ = f + p trên D. Ngoài ra v̀ı
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x̃∗ ∈ B̄(x∗, ξ(s)) nên

max
x∗∈Slocal(0)

d
(
x∗, Slocal(p)

)
= max

x∗∈Slocal(0)
inf

ỹ∗∈Slocal(p)
‖ỹ∗ − x∗‖

≤ max
x∗∈Slocal(0)

‖x̃∗ − x∗‖

≤ max
x∗∈Slocal(0)

ξ(s)

= max
x∗∈Slocal(0)

ξ(‖p‖C0).

Tóm la. i ta nhâ.n d̄u.o.. c

∀p ∈ B̄C0(0, s0) : max
x∗∈Slocal(0)

d
(
x∗, Slocal(p)

)
≤ ξ(‖p‖C0).

D- i.nh lý d̄ã d̄u.o.. c chú.ng minh.

Mê.nh d̄è̂ 4.4.30. Hàm d̄a tri. Slocal(p) là nu.̇’a liên tu. c du.́o.i ta. i d̄iê̇’m 0.

Chú.ng minh. Theo d̄i.nh ngh̃ıa hàm nu.’̇a liên tu. c du.́o.i, nếu Slocal(0) = ∅
th̀ı Slocal(p) nu.’̇a liên tu. c du.́o.i ta. i 0 là hiê̇’n nhiên.

Ta xét tru.̀o.ng ho.. p Slocal(0) 6= ∅. Lấy tâ.p mo.’̇ bất kỳ V ⊂ IRn thȯ’a

mãn Slocal(0) ∩ V 6= ∅. Khi d̄ó

∃x∗ ∈ Slocal(0) : x∗ ∈ V.

Vı̀ V là tâ.p mo.’̇ , ta suy ra tò̂n ta. i δ > 0 sao cho B̄(x∗, δ) ⊂ V. Mǎ.t khác,

do ξ(s) d̄u.o.. c xác d̄i.nh bo.’̇ i biê̇’u thú.c (4.4.26) nên

lim
s→0

ξ(s) = lim
s→0

(
− η0 −

√
η2

0 − 12λmaxs
)
/(2λmax)

=
(
− η0 − (−η0)

)
/(2λmax) = 0.

Biê̇’u thú.c này cho phép ta cho.n số du.o.ng s1 ≤ s0 sao cho vó.i mo. i s ∈ ]0, s1]

th̀ı ξ(s) ≤ δ, v̀ı vâ.y

B̄
(
x∗, ξ(s)

)
∩D ⊂ B̄(x∗, δ) ∩D ⊂ V. (4.4.29)

Mǎ.t khác, theo D- i.nh lý 4.4.25, vó.i mo. i p ∈ C0(D) thȯ’a mãn ‖p‖C0 ≤ s0

(d̄u.o.. c xác d̄i.nh theo (4.4.25)) tò̂n ta. i x̃
∗ ∈ B̄

(
x∗, ξ(‖p‖C0)

)
∩ D là d̄iê̇’m
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supremum d̄i.a phu.o.ng cu̇’a f̃ = f + p, tú.c là x̃∗ ∈ Slocal(p). Vı̀ s1 ≤ s0 nên

kết ho.. p vó.i biê̇’u thú.c (4.4.29) ta nhâ.n d̄u.o.. c

∀p ∈ B̄C0(0, s1) : V ∩ Slocal(p) 6= ∅,

Do d̄ó Slocal(p) là nu.’̇a liên tu. c du.́o.i ta. i d̄iê̇’m 0.

Tù. d̄i.nh ngh̃ıa 4.3.14 ta suy ra hàm Slocal(p) không nu.’̇a liên tu. c trên

ta. i 0 nếu tò̂n ta. i lân câ.n V thȯ’a mãn Slocal(0) ⊆ V và dãy (pi), i = 1, 2 . . .

hô. i tu. vè̂ 0 trong C0(D) sao cho Sglobal(pi) \ V 6= ∅ vó.i mo. i i = 1, 2, . . . .

Vı́ du. sau d̄ây chı̇’ ra Slocal(p) không nu.’̇a liên tu. c trên ta. i 0.

Vı́ du. 4.4.14. Cho

f(x) = x2, x ∈ [ 0, 2 ]

pi(x) =

{
1/i− 2x2 nếu x ∈ [ 0,

√
1/i ]

0 nếu x ∈ [ 0, 2 ] \ [ 0,
√

1/i ]

i = 1, 2 . . .

Ta t́ınh d̄u.o.. c ‖pi‖0
C(D) = 1/i, Slocal(0)={2} và Slocal(pi) = {0, 2}, i =

1, 2, . . . . Lấy tâ.p mo.’̇ V = ]1.5, 2.1[ ta có {2} = Slocal(0) ⊂ V = ]1.5, 2.1[ .

Trong khi d̄ó vó.i mo. i i th̀ı 0 ∈ Slocal(pi) nhu.ng 0 /∈ V, nên suy ra

Slocal(pi) \ V 6= ∅. Do d̄ó Slocal(p) không nu.’̇a liên tu. c trên ta. i 0.

Kết luâ.n: Các kết quȧ’ d̄a. t d̄u.o.. c, co. bȧ’n d̄u.o.. c tr̀ınh bày trong các Mu. c

4.1–4.4, chúng bao gò̂m: mô.t số d̄iè̂u kiê.n d̄u̇’ d̄ê̇’ hàm toàn phu.o.ng lò̂i

ngǎ. t bi. nhiẽ̂u gió.i nô. i là γ-lò̂i trong (Mê.nh d̄è̂ 4.1.24); các t́ınh chất cu̇’a

các d̄iê̇’m cu.. c d̄a. i và supremum toàn cu. c cu̇’a Bài toán (Q̃) (các mê.nh d̄è̂

4.2.25, 4.2.26, 4.2.27, 4.2.28); t́ınh ô̇’n d̄i.nh, nu.’̇a liên tu. c trên cu̇’a hàm tâ.p

các d̄iê̇’m supremum toàn cu. c cu̇’a Bài toán (Q̃) (D- i.nh lý 4.3.24, Mê.nh d̄è̂

4.3.29); t́ınh ô̇’n d̄i.nh, nu.’̇a liên tu. c du.́o.i cu̇’a hàm tâ.p các d̄iê̇’m supremum

d̄i.a phu.o.ng cu̇’a Bài toán (Q̃) (D- i.nh lý 4.4.25, Mê.nh d̄è̂ 4.4.30).
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KẾT LUÂ. N CHUNG

1. Luâ.n án d̄ã giȧ’i quyết d̄u.o.. c các vấn d̄è̂:

• Chı̇’ ra hàm bi. nhiẽ̂u f̃ = f + p là γ-lò̂i ngoài vó.i mo. i γ ≥ γ∗, trong d̄ó

γ∗ = 2
√

2s/λmin; d̄iê̇’m γ∗-cu.. c tiê̇’u cu̇’a f̃ là d̄iê̇’m cu.. c tiê̇’u toàn cu. c;

d̄u.̀o.ng ḱınh cu̇’a tâ.p các d̄iê̇’m cu.. c tiê̇’u toàn cu. c cu̇’a Bài toán (P̃ ) nhȯ’

ho.n hoǎ.c bǎ̀ng γ∗; khoȧ’ng cách giũ.a d̄iê̇’m cu.. c tiê̇’u toàn cu. c cu̇’a Bài

toán (P̃ ) và d̄iê̇’m cu.. c tiê̇’u toàn cu. c cu̇’a hàm f nhȯ’ ho.n hoǎ.c bǎ̀ng

γ∗. Ngoài ra t́ınh chất tu.. a thô và mô. t số d̄iè̂u kiê.n tối u.u suy rô.ng

cu̇’a hàm f̃ cũng d̄u.o.. c tr̀ınh bày. Các kết quȧ’ trên d̄ã d̄u.o.. c công bố

trong bài báo “Global infimum of strictly convex quadratic functions

with bounded perturbation” (xem Danh mu. c các công tr̀ınh cu̇’a tác giȧ’

liên quan d̄ến luâ.n án).

• Chú.ng minh d̄u.o.. c, hàm f̃ là Γ-lò̂i ngoài vó.i tâ.p cân d̄ǎ. c biê.t Γ ⊂ IRn;

d̄iê̇’m Γ-tối u.u d̄i.a phu.o.ng cu̇’a Bài toán (P̃ ) là d̄iê̇’m tối u.u toàn cu. c;

hiê.u cu̇’a hai nghiê.m tối u.u bất kỳ cu̇’a Bài toán (P̃ ) nàm trong tâ.p

Γ; x∗ − x̃∗ ∈ 1
2Γ nếu x∗ là nghiê.m cu.. c tiê̇’u toàn cu. c cu̇’a f trên D và

x̃∗ là nghiê.m tối u.u toàn cu. c bất kỳ cu̇’a Bài toán (P̃ ); tâ.p nghiê.m tối

u.u Ss cu̇’a (P̃ ) là ô̇’n d̄i.nh theo khoȧ’ng cách Hausdorff dH(.,.). D- i.nh

lý Kuhn-Tucker suy rô.ng cho Bài toán (P̃ ) cũng d̄u.o.. c chú.ng minh.

Các kết quȧ’ trên d̄ã d̄u.o.. c d̄ǎng tȧ’i trong bài báo “ Some properties

of boundedly disturbed strictly convex quadratic functions” (xem Danh

mu. c các công tr̀ınh cu̇’a tác giȧ’ liên quan d̄ến luâ.n án).

• Chı̇’ ra hàm f̃ là γ-lò̂i trong vó.i γ ≥ (2/λmin)
1
2 và γ-lò̂i trong ngǎ. t vó.i

γ > (2/λmin)
1
2 ; khi D bi. chǎ.n và γ = (2/λmin)

1
2 , mo.i d̄iê̇’m supremum

toàn cu. c cu̇’a Bài toán (Q̃) chı̇’ có thê̇’ là d̄iê̇’m γ- cu.. c biên cu̇’a D và có

ı́t nhất mô. t d̄iê̇’m là γ-cu.. c biên ngǎ. t. Mô.t số t́ınh chất quan tro.ng cu̇’a

tâ.p các d̄iê̇’m supremum toàn cu. c Sglobal(p) và tâ.p các d̄iê̇’m supremum

d̄i.a phu.o.ng Slocal(p) cu̇’a Bài toán Q̃ nhu. t́ınh ô̇’n d̄i.nh và t́ınh nu.’̇ a
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liên tu. c cũng d̄u.o.. c chı̇’ ra. Phà̂n ló.n các kết quȧ’ d̄u.o.. c liê.t kê o.’̇ trên

d̄ã d̄u.o.. c công bố trong bài báo “Maximizing strictly convex quadratic

functions with bounded perturbation” (xem Danh mu. c các công tr̀ınh

cu̇’a tác giȧ’ liên quan d̄ến luâ.n án).

2. Nhũ.ng vấn cà̂n tiếp tu. c nghiên cú.u:

Luâ.n án chı̇’ mó.i d̄è̂ câ.p d̄ến mô.t số vấn d̄è̂ vè̂ lý thuyết cu̇’a Bài toán

quy hoa.ch toàn phu.o.ng lò̂i ngǎ. t vó.i nhiẽ̂u gió.i nô. i. Do d̄ó chúng tôi còn

tiếp tu. c nghiên cú.u nhũ.ng vấn d̄è̂ sau d̄ây.

• Xây du.. ng thuâ. t toán t́ınh toán t̀ım lò.i giȧ’i tối u.u cu̇’a các bài toán

(P̃ ) và (Q̃).

• Áp du.ng thuâ. t toán t́ınh toán t̀ım lò.i giȧ’i tối u.u cu̇’a các bài toán (P̃ )

và (Q̃) vào các bài toán thu.. c tế nhu. bài toán phát d̄iê.n tối u.u, kinh

tế d̄ối sánh,. . .

Tuy nhiên, v̀ı thò.i gian ha.n he.p nên chúng tôi cũng chu.a trȧ’ lò.i d̄u.o.. c các

vấn d̄è̂ trên. Chúng tôi hy vo.ng rà̌ng các vấn d̄è̂ này sẽ só.m d̄u.o.. c giȧ’i

quyết.
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DANH MU. C CÔNG TRÌNH

CU̇’A TÁC GIȦ’ LIÊN QUAN D- ẾN LUÂ. N ÁN

Các bài báo cu̇’a tác giȧ’ liên quan d̄ến luâ.n án là:

1. H. X. Phu and V. M. Pho, Global infimum of strictly convex quadratic

functions with bounded perturbation, Mathematical Methods of Oper-

ations Research, 72(2), 2010, 327–345.

2. H. X. Phu and V. M. Pho, Some properties of boundedly disturbed

strictly convex quadratic functions, Optimization, DOI 10.1080/02331-

93100746114, Published online: 07 May 2010.

3. H. X. Phu, V. M. Pho and P. T. An, Maximizing strictly convex

quadratic functions with bounded perturbation, Journal of Optimiza-

tion Theory and Applications, 149(1) 2011, 1–25.
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