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Mở đầu

Lợi ích của xử lý số các tín hiệu ngày càng được khẳng định rõ ràng.

Nó cũng được ứng dụng ở nhiều dạng khác nhau với những hiệu quả đặc

biệt là trong các ngành khoa học chứ không phải chỉ là một môn học.

Với mức độ phát triển ngày càng cao về cơ bản, về phương pháp và khả

năng ứng dụng nó đã lôi cuốn được nhiều kỹ sư, các nhà vật lý cũng như

các nhà toán học quan tâm nghiên cứu.

Trong lĩnh vực xử lý tín hiệu, biến đổi Fourier rời rạc (DFT) chiếm vị

trí hàng đầu nhờ sự tồn tại các thuật toán hiệu quả của biến đổi Fourier

rời rạc. Biến đổi Fourier nhanh (FFT) là công cụ hữu hiệu để tính các

biến đổi Fourier rời rạc và Fourier rời rạc ngược. Thuật toán FFT được

ứng dụng trong nhiều lĩnh vực khác nhau, từ các phép toán số học của

số phức đến lý thuyết tín hiệu, lý thuyết nhóm và lý thuyết số.v.v...

Từ khi Cooley và Tukey phát hiện ra thuật toán tính nhanh các biến

đổi Fourier rời rạc vào năm 1965 (người ta quen gọi là biến đổi Fourier

nhanh - FFT), thuật toán này ngày càng khẳng định vai trò của mình,

đặc biệt là xử lý tín hiệu số. Để tính DFT chiều dài N cần số phép nhân

là N 2 và N(N − 1) phép toán cộng. Thời gian tính toán sẽ rất đáng kể

nếu N đủ lớn. Một thuật toán nhanh hơn nhiều đã được phát triển bởi

Cooley và Tukey khoảng năm 1965 gọi là thuật toán FFT. Đòi hỏi bắt

buộc thuật toán này là chiều dài N phải là lũy thừa của 2, tức là N

có dạng N = 2s. Thuật toán này dựa vào trên việc khai triển biến đổi

Fourier rời rạc của dãy có chiều dài N = 2s thành các tầng lớp nhỏ hơn.

Cách mà trong đó nguyên tắc này thực hiện đưa đến nhiều thuật toán

khác nhau, tất cả đều có mục đích là cải thiện khả năng tăng tốc độ tính

toán. Đó là thuật toán FFT phân tích theo thời gian, thuật toán FFT

phân tích theo tần số.v.v... Đối với các thuật toán FFT chiều dài N thì

chỉ cần
N

2
log2N phép toán nhân và Nlog2N phép cộng. Ngoài ra, còn
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trình bày thuật toán biến đổi Fourier nhanh cho trường hợp N = RC,

trong đó R hoặc C không phải là lũy thừa của 2. Đối với thuật toán biến

đổi Fourier nhanh cho trường hợp N = RC thì chỉ cần N(R + C) phép

nhân.

Luận văn trình bày cơ sở lý thuyết của biến đổi Fourier rời rạc và của

thuật toán Fourier nhanh. Ngoài ra, cũng giới thiệu một số ứng dụng

của biến đổi trên vào các bài toán về phương trình vi phân thường, bài

toán biên Dirichlet của phương trình Poisson trong hình chữ nhật, xử lý

tín hiệu tiếng hót trong Rada. Ngoài ra, luận văn trình bày một số bài

toán về hàm hệ và tín hiệu đầu ra của các hệ thống tuyến tính trong lý

thuyết tín hiệu số.

Hiện nay tài liệu bằng tiếng Anh về DFT và FFT rất phong phú. Tuy

nhiên, tài liệu bằng tiếng Việt về lĩnh vực này còn rất hạn chế và chủ

yếu được trình bày trong các sách kỹ thuật dành cho các kỹ sư.

Ngoài phần mở đầu, phần kết luận, luận văn gồm 3 chương.

Chương 1 Biến đổi Fourier rời rạc.

Trong chương này trình bày lý thuyết của biến đổi Fourier rời rạc cho

dãy số tuần hoàn.

Chương 2 Biến đổi Fourier nhanh.

Trong chương này trình bày hai thuật toán biến đổi Fourier nhanh, đó

là thuật toán biến đổi Fourier nhanh rút gọn theo thời gian và thuật

toán biến đổi Fourier nhanh rút gọn theo tần số. Ngoài ra, trình bày

thuật toán biến đổi Fourier nhanh cho trường hợp N = RC, trong đó R

hoặc C không phải là lũy thừa của 2.

Chương 3 Một số ứng dụng.

Trong chương này trình bày một số ứng dụng của biến đổi Fourier rời rạc

vào các bài toán về phương trình vi phân thường, bài toán biên Dirichlet

của phương trình Poisson trong hình chữ nhật. Xử lý tín hiệu tiếng hót

trong Rada và một số bài toán về hàm hệ và tín hiệu đầu ra của các hệ

thống tuyến tính trong lý thuyết tín hiệu số.
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Luận văn này được hoàn thành với sự hướng dẫn và chỉ bảo tận tình

của TS. Nguyễn Văn Ngọc - Viện Toán Học Hà Nội. Từ đáy lòng mình,

em xin được bày tỏ lòng biết ơn sâu sắc đối với sự quan tâm, động viên

và sự chỉ bảo hướng dẫn của thầy.

Tôi xin cảm ơn tới các Thầy Cô trong Trường Đại Học Khoa Học -

Đại Học Thái Nguyên, phòng Đào Tạo Trường Đại Học Khoa Học. Đồng

thời tôi xin gửi lời cảm ơn tới tập thể lớp Cao Học Toán K2 Trường Đại

Học Khoa Học đã động viên giúp đỡ tôi trong quá trình học tập và làm

luân văn này.

Tôi xin cảm ơn tới Sở GD - ĐT Tỉnh Lạng Sơn, Ban Giám hiệu, các

đồng nghiệp Trường THPT Vũ Lễ - Bắc Sơn, Trường THPT Việt Bắc -

TP. Lạng Sơn đã tạo điều kiện cho tôi học tập và hoàn thành kế hoạch

học tâp.

Tuy nhiên do sự hiểu biết của bản thân và khuôn khổ của luận văn

thạc sĩ, nên chắc rằng trong quá trình nghiên cứu không tránh khỏi

những thiếu sót, tôi rất mong được sự chỉ dạy và đóng góp ý kiến của

các Thầy Cô và độc giả quan tâm tới luận văn này.

Thái Nguyên, ngày 10 tháng 9 năm 2010

Tác giả

Trần Quốc Hội
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Chương 1
Biến đổi Fourier rời rạc

Trong chương này trình bày lý thuyết của biến đổi Fourier rời rạc cho

dãy số tuần hoàn. Nội dung chủ yếu của chương này được hình thành

từ các tài liệu [1], [2], [3] và [8].

Mở đầu

Biến đổi tích phân Fourier của hàm f(t) ∈ L1(R) thường được định

nghĩa bởi công thức

f̂(ω) =

∫ ∞

−∞
f(t)e−iωtdt, ω ∈ R,

còn biến đổi Fourier ngược được cho bởi công thức

f(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
f̂(ω)eiωtdω.

Một trong các phương pháp tính gần đúng các tích phân trên có thể

tiến hành như sau. Trước hết ta giả thiết rằng với các số a, b có trị tuyệt

đối đủ lớn: a < 0, b > 0 tích phân∫ b

a

f(t)e−iωtdt,

là xấp xỉ tốt của tích phân Fourier. Từ đó đi đến định nghĩa biến đổi

Fourier rời rạc.

Trong chương này trình bày một số tính chất của biến đổi Fourier rời

rạc.

Từ nay về sau ta luôn luôn hiểu N là số nguyên dương, z là số phức

liên hợp của số phức z, còn Z là tập các số nguyên. Ký hiệu RN và CN

tương ứng là các không gian vectơ thực và phức.
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1.1. Căn bậc N của đơn vị và các tính chất

1.1.1. Định nghĩa

Định nghĩa 1.1.1. Nghiệm của phương trình zN − 1 = 0 được gọi là

căn bậc N của đơn vị.

Trong lý thuyết số phức ta biết rằng đơn vị có N căn bậc N khác

nhau và chúng được xác định bởi công thức

εk = W k
N , (k = 0, 1, ..., N − 1), (1.1)

WN = e

2πi

N = cos
2π

N
+ i sin

2π

N
, (1.2)

trong đó i là đơn vị ảo: i2 = −1. Dễ thấy rằng ε1 = WN . Công thức

(1.2), như chúng biết là công thức Euler. Sau này chúng ta sẽ gọi WN là

hạch Euler.

1.1.2. Các tính chất của WN

Mệnh đề 1.1.1. Hạch Euler WN có các tính chất cơ bản sau đây

1) W kN
N = 1, (1.3)

2) WNWN = 1, (1.4)

3) W k
N = WN

−k
= WN+k

N = WN
N−k

, (1.5)

4) W
k(N−n)
N = W kn

N , (1.6)

5) W kn
N = W

k(n+N)
N = W

(k+N)n
N , (1.7)

6) 1 + WN + W 2
N + ...WN−1

N = 0, (1.8)

7)
1

N

N−1∑
m=0

Wmn
N =

{
1, nếu n = pN,

0, nếu n 6= pN .
(1.9)

Chứng minh. Các tính chất từ 1) đến 5) là hiển nhiên. Tính chất 6) là

trường hợp đặc biệt của tính chất 7), vì vậy ta chỉ cần chứng minh tính

chất 7). Thật vậy, ta có

WN
N = e2πi = 1.
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1

N

N−1∑
m=0

WmpN
N =

1

N

N−1∑
m=0

(WN
N )mp =

1

N

N−1∑
m=0

1 = 1.

1

N

N−1∑
m=0

Wmn
N =

1

N
.
WNn

N − 1

W n
N − 1

= 0, (n 6= pN).

Vậy công thức (1.9) được chứng minh.

1.2. Hàm rời rạc tuần hoàn trong không gian Unita CN

1.2.1. Hàm rời rạc tuần hoàn

Cho N là một số nguyên dương cố định. Khi đó mọi số nguyên m ∈ Z
đều có thể biểu diễn ở dạng

m = n + kN, n = 0, 1, ..., N − 1, k ∈ Z.

Định nghĩa 1.2.1. Cho hàm rời rạc f(m) với m ∈ Z. Hàm f(m) được

gọi là hàm tuần hoàn chu kỳ N, nếu với mọi m = n + kN thì

f(n + kN) = f(n), n = 0, 1, 2, ..., N − 1, k ∈ Z.

Tập xác định của các hàm rời rạc biến số nguyên tuần hoàn chu kỳ

N được ký hiệu là ZN là nhóm cyclic của các số nguyên theo modulo số

nguyên dương N

ZN = Z/(N) (Z modulo N); (N) = {kN : k ∈ Z}.

Tập hợp của các hàm rời rạc biến số nguyên tuần hoàn chu kỳ N được

ký hiệu là L(ZN).

Dễ thấy rằng hàm

ω(m) := Wm
N = em2πi/N , m ∈ Z

là hàm tuần chu kỳ N. Thật vậy, với m = n + kN ta có

ω(n + kN) = e(n+kN)2πi/N = en2πi/Nek2πi = en2πi/N = ω(n).
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1.2.2. Không gian Unita CN

Định nghĩa 1.2.2. Giả sử f, g là những hàm tuần hoàn rời rạc trong

không gian CN . Trong CN , ta định nghĩa tích vô hướng hay là tích ngoài

< f, g >=
N−1∑
k=0

f(k)g(k). (1.10)

Chuẩn của phần tử f được xác định theo công thức

||f || =
√

< f, f >. (1.11)

Xét các hàm

ωj(m) = W−jm
N = e−jm2πi/N , m, j = 0, 1, 2, ..., N − 1

và các vectơ

uj =
1√
N

(ωj(0), ωj(1), ..., ωj(N − 1))

=
( 1√

N
,

1√
N

e−2πij.1/N ,
1√
N

e−2πij.2/N , ...,
1√
N

e−2πij.(N−1)/N
)
.

Bổ đề 1.2.1. Các hàm uj, j = 0, 1, ..., N − 1 là cơ sở trực chuẩn của

không gian Unita CN .

Chứng minh. Trước hết ta chứng minh tính trực chuẩn của hệ {uj}.
Ta có

||uj|| =< uj,uj >
1
2=

( N−1∑
n=0

e−2πjn/N

√
N

e2πjn/N

√
N

) 1
2

=
( N−1∑

n=0

1

N

) 1
2

= 1.

< uj,uk >=
N−1∑
n=0

uj(n).uk(n) =
N−1∑
n=0

W
(k−j)n
N . (1.12)

Theo công thức (1.9), từ (1.12) suy ra

< uj,uk >= 0, j 6= k.

Ta chứng minh họ {uj, j = 0, 1, ..., N − 1} là độc lập tuyến tính trong

CN . Thật vậy, xét đẳng thức

couo + c1u1 + ... + cN−1uN−1 = 0, cj ∈ C, j = 0, 1, ..., N − 1.
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Đã biết

uj =
1√
N

(
ωj(0), ωj(1), ..., ωj(N − 1)

)
=

1√
N

(W 0
N , W−j

N , ...,W
−j(N−1)
N ),

nên ta có hệ
c0 + c1 + c2 + ... + cN−1 = 0,

c0 + c1W
−1
N + c2W

−2
N ... + cN−1W

−(N−1)
N = 0,

.................................

c0 + c1W
−(N−1)
N + c2W

−2(N−1)
N ... + cN−1W

−(N−1)(N−1)
N = 0.

Hệ trên có dạng Ac = 0, trong đó: c = (c0, c1, ..., cN−1)
T và

A =


1 1 1 . . . 1

1 WN W
2
N . . . W

N−1
N

1 W
2
N W

4
N . . . W

2(N−1)
N

...
...

...

1 W
(N−1)
N W

2(N−1)
N . . . W

(N−1)(N−1)
N

 .

Ma trận A là ma trận đối xứng nên c = (c0, c1, ..., cN−1)
T = 0, do đó

họ {uj, j = 0, 1, ..., N − 1} là độc lập tuyến tính.

Định lý 1.2.1. Mọi vectơ f ∈ CN , tuần hoàn chu kỳ N phân tích được

thành tổng

f =
N−1∑
j=0

< f ,uj > uj. (1.13)

Chứng minh. Vì họ các vectơ {uj} là cơ sở trực chuẩn trong không gian

Unita CN , nên mọi vectơ f ∈ CN phân tích được theo cơ sở, do đó ta có

f =
N−1∑
j=0

Cjuj. (1.14)

Lấy tích ngoài hai vế của (1.14), ta có (1.13).
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1.3. Biến đổi Fourier rời rạc của dãy tuần hoàn

1.3.1. Dẫn luận

Biến đổi tích phân Fourier của hàm f(t) ∈ L1(R) thường được định

nghĩa bởi công thức

f̂(ω) =

∫ ∞

−∞
f(t)e−iωtdt, ω ∈ R, (1.15)

còn biến đổi Fourier ngược được cho bởi công thức

f(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
f̂(ω)eiωtdω. (1.16)

Các tích phân (1.15), (1.16) nói chung là không thể tính được ở dạng

đóng. Một trong các phương pháp tính gần đúng các tích phân trên có

thể tiến hành như sau. Ta chỉ xét tích phân (1.15). Trước hết ta giả thiết

rằng với các số a, b có trị tuyệt đối đủ lớn: a < 0, b > 0 tích phân∫ b

a

f(t)e−iωtdt, (1.17)

là xấp xỉ tốt của tích phân (1.15). Để tính gần đúng tích phân (1.17) ta

phân hoạch đoạn [a, b] bởi các điểm

to = a < t1 < t2 < .... < tN−1 = b.

Đặt

∆t =
b− a

N
, tk = a + k∆t, k = 0, 1, ..., N.

Khi đó xấp xỉ Φ của f̂ được cho bởi công thức

Φ(ω) =
N−1∑
k=0

f(tk)e
−iωtk∆t = e−iaω

N−1∑
k=0

f(tk)e
−iωk(b−a)/N∆t. (1.18)

Đặt

ωn =
2πn

b− a
, n = 0, 1, ..., N − 1

và trong (1.18) cho ω = ωn, ta được

Φ(ωn) = e−iaωn
b− a

N

N−1∑
k=0

f(tk)e
−i2πkn/N . (1.19)
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Biểu thức ở vế phải của (1.19) dẫn đến biến đổi sau đây

FN [f ](n) =
N−1∑
k=0

f(tk)e
−i2πkn/N . (1.20)

Công thức (1.20) dẫn đến biến đổi Fourier rời rạc dưới đây.

1.3.2. Định nghĩa biến đổi Fourier rời rạc

Dạng dãy của biến đổi Fourier rời rạc.

Định nghĩa 1.3.1. Chúng ta định nghĩa biến đổi Fourier rời rạc (DFT)

của hàm tuần hoàn f(n) chu kỳ N như sau

F (n) = FN [f(k)](n) =
N−1∑
k=0

f(k)W−kn
N , n = 0, 1, 2, ..., N − 1. (1.21)

Chúng ta cũng sử dụng ký hiệu

f(k) ↔N F (n).

Chú ý 1.3.1. Ngoài công thức (1.21) biến đổi Fourier rời rạc còn được

định nghĩa bởi công thức

F (n) = FN [f(k)](n) =
1√
N

N−1∑
k=0

f(k)W−kn
N , n = 0, 1, 2, ..., N − 1.

(1.22)

Dạng ma trận của biến đổi Fourier rời rạc.

Ký hiệu f và FN[f ] là các vectơ

f =


f(0)
f(1)

...
f(N − 1)

 , FN[f ] =


FN [f ](0)
FN [f ](1)

...
FN [f ](N − 1)


và ma trận

WN =


1 1 1 . . . 1

1 W W
2

. . . W
N−1

1 W
2

W
4

. . . W
2(N−1)

...
...

...

1 W
N−1

W
2(N−1)

. . . W
(N−1)(N−1)

 ,
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trong đó W = WN = e2πi/N . Sử dụng các tính chất của WN ta có thể

biến đổi ma trận WN về dạng

WN =


1 1 1 . . . 1

1 W W
2

. . . W
N−1

1 W
2

W
4

. . . W
N−2

...
...

...
...

1 W
N−1

W
N−2

. . . W

 , W = WN . (1.23)

Khi đó ta có dạng ma trận của biến đổi Fourier rời rạc

FN[f ] = WNf . (1.24)

1.4. Công thức biến đổi Fourier rời rạc ngược của dãy tuần
hoàn

Trong mục này sẽ trình bày một số định lý về công thức biến đổi

Fourier rời rạc ngược.

Định lý 1.4.1. Giả sử f(k) là hàm rời rạc tuần hoàn chu kỳ N.

Với biến đổi Fourier rời rạc

F (n) = FN [f ](n) =
N−1∑
k=0

f(k)W−kn
N , n = 0, 1, ..., N − 1 (1.25)

ta có

f(m) =
1

N

N−1∑
n=0

F (n)Wmn
N , m = 0, 1, ..., N − 1. (1.26)

Chứng minh. Nhân hai vế của (1.25) với W nm
N /N rồi lấy tổng hai vế theo

n từ 0 đến N − 1, ta được

1

N

N−1∑
n=0

F (n)W nm
N =

1

N

N−1∑
n=0

W nm
N

N−1∑
k=0

f(k)W−kn
N

=
N−1∑
k=0

f(k)
1

N

N−1∑
n=0

W
n(m−k)
N =

N−1∑
k=0

f(k)δmk. (1.27)
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Theo công thức (1.9) tổng bên trong ở vế trái của (1.28) bằng ký hiệu

Kronecker δmk. Do đó ta có

N−1∑
k=0

f(k)δmk =
1

N

N−1∑
n=0

F (n)W nm
N .

Từ đây suy ra công thức (1.26). Công thức (1.26) được gọi là công thức

biến đổi Fourier rời rạc ngược của biến đổi Fourier rời rạc (1.25). Trong

kỹ thuật công thức (1.25) thường được gọi là công thức phân tích, còn

công thức (1.26) được gọi là công thức tổng hợp.

Chú ý 1.4.1. Nếu biến đổi Fourier rời rạc được định nghĩa bởi công thức

(1.25) thì biến đổi Fourier rời rạc ngược được xác định theo công thức

f(m) =
1√
N

N−1∑
n=0

F (n)Wmn
N , m = 0, 1, ..., N − 1. (1.28)

1.5. Các tính chất của biến đổi Fourier rời rạc đối với dãy
tuần hoàn

Các tính chất sau đây của biến đổi Fourier rời rạc được suy ra từ định

nghĩa.

1.5.1. Tính tuyến tính.

Rõ ràng là FN và F−1
N là các ánh xạ tuyến tính.

1.5.2. Tích chập.

Định nghĩa 1.5.1. Tích chập của các hàm f, g ∈ L(ZN) được ký hiệu

là f ∗ g và được xác định theo công thức

f ∗ g(m) =
N−1∑
k=0

f(k)g(m− k). (1.29)

Mệnh đề 1.5.1. Giả sử f, g, h ∈ L(ZN). Khi đó

a) f ∗ g = g ∗ f,

b) f ∗ δ = f, trong đó δ là tín hiệu xung ,

c) f ∗ (g ∗ h) = (f ∗ g) ∗ h,
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d) λ(f ∗ g) = (λf) ∗ (λg), ∀λ = const,

e) f ∗ (g + h) = f ∗ g + f ∗ h.

Chứng minh. a). Theo định nghĩa tích chập ta có

f ∗ g(k) =
N−1∑
j=0

f(j)g(k − j) =
k−N+1∑
m=k

f(k −m)g(m)

=

−(N−1)∑
m=0

f(k −m)g(m) =
N−1∑
m=0

f(k −m)g(m) = (g ∗ f)(k).

b) Ta có

f ∗ δ(k) =
N−1∑
j=0

f(j)δ(k − j) = f(1)δ(k − 1) + f(2)δ(k − 2) + ...

+ f(k)δ(k − k) + ... + f(N − 1)δ(k −N + 1) = f(k)δ(0) = f(k),

nghĩa là

f ∗ δ = f, ∀f ∈ L(ZN).

Các tính chất c)-e) được chứng minh tương tự.

Mệnh đề 1.5.2. Với mọi f, g ∈ L(ZN) có đẳng thức

FN [f ∗ g](n) = FN [f ](n)FN [g](n). (1.30)

Chứng minh. 1 Theo định nghĩa ta có

FN [f ∗ g](n) =
N−1∑
k=0

f ∗ g(k)W−kn
N =

N−1∑
k=0

(N−1∑
j=0

f(j)g(k − j)
)
W−nk

N

=
N−1∑
j=0

f(j)
(N−1∑

k=0

g(k − j)W−kn
N

)
=

N−1∑
j=0

f(j)W−jn
N

(N−1∑
k=0

g(k − j)W
−(k−j)n
N

)
= FN [f ](n)FN [g](n).
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1.5.3. Đẳng thức Parseval

Mệnh đề 1.5.3. Giả sử u, v ∈ L(ZN). Khi đó

a)
N−1∑
n=0

u(n)v(n) =
1

N

N−1∑
k=0

U(k)V (k).

b)
N−1∑
n=0

|u(n)|2 =
1

N

N−1∑
k=0

|U(k)|2.

Chứng minh. a) Thật vậy, ta có

N−1∑
n=0

u(n)v(n) =
N−1∑
n=0

( 1

N

N−1∑
j=0

U(j)W jn
N

)( 1

N

N−1∑
k=0

V (k)W−kn
N

)
=

1

N

N−1∑
k=0

V (k)
N−1∑
j=0

U(j)
1

N

N−1∑
n=0

W
−(k−j)n
N =

1

N

N−1∑
k=0

V (k)
N−1∑
j=0

U(j)δkj

=
1

N

N−1∑
k=0

U(k)V (k).

b) Được suy ra từ a) bằng cách cho u = v.

1.5.4. Tính tuần hoàn

Mệnh đề 1.5.4. Giả sử a(n) ∈ L(ZN), A(m) = FN [a](m). Khi đó

A(m + N) = A(m), (1.31)

F−1
N [A](n + N) = F−1

N [A](n). (1.32)

Chứng minh. Trước hết ta chứng minh công thức (1.31). Ta có

A(m + N) =
N−1∑
n=0

a(n)W
−n(m+N)
N =

N−1∑
n=0

a(n)W−nm
N .W−nN

N

=
N−1∑
n=0

a(n)W−nm
N = A(m).

Công thức (1.32) được chứng minh hoàn toàn tương tự.
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1.5.5. Dịch chuyển và biến điệu

Mệnh đề 1.5.5. Giả sử a(k) là tuần hoàn với chu kỳ N và A(n) =

FN [a](n). Khi đó

a)Dịch chuyển thời gian : a(k − j) ↔N A(n)W−nj
N . (1.33)

b)Dịch chuyển tần số : a(k)W jk
N ↔N A(n− j). (1.34)

c)Biến điệu : a(k) cos 2πjk/N ↔N
1

2
[A(n− j) + A(n + j)]. (1.35)

Chứng minh. a) Ta có

N−1∑
k=0

a(k − j)W−kn
N =

N−1−j∑
m=−j

a(m)W
−(m+j)n
N = W−nj

N

N−1−j∑
m=−j

a(m)W−mn
N .

Phân tích tổng

N−1−j∑
m=−j

thành:
−1∑

m=−j

+

N−1−j∑
m=0

.

Vì a(n) là hàm tuần hoàn chu kỳ N, nên

−1∑
m=−j

a(m)W−nm
N =

N−1∑
m=N−j

a(m)W−mn
N .

Suy ra

N−1∑
k=0

a(k − j)W−kn
N = W−nj

N (
−1∑

m=−j

a(m)W−nm
N +

N−1−j∑
m=0

a(m)W−nm
N )

= W−nj
N (

N−1∑
m=N−j

a(m)W−nm
N +

N−1−j∑
m=0

a(m)W−nm
N )

= W−nj
N

N−1∑
m=0

a(m)W−nm
N = W−nj

N A(n).

Công thức (1.33) được chứng minh.

b) DFT của a(k)W jk
N là

N−1∑
k=0

a(k)W jk
N W−kn

N =
N−1∑
k=0

a(k)W
−k(n−j)
N = A(n− j).
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c) Vì

a(k) cos 2πjk/N =
1

2

(
a(k)W jk

N + a(k)W−jk
N

)
nên theo b) thì DFT của a(k) cos 2πjk/N sẽ là

1

2
[A(n− 1) + A(n + 1)].

Nhận xét 1.1. Với các số f(n) và F (m) tương ứng trong các tổng (1.25)

và (1.26) biến thiên từ 0 đến N − 1 có thể tương ứng được thay bởi n1

và n1 +N − 1, trong đó n1 là một số nguyên bất kỳ. Trường hợp đặc biệt

quan trọng là N = 2M + 1 với n1 = −M, ta có

F (m) =
M∑

n=−M

f(n)W−mn
N , f(n) =

1

2M + 1

M∑
n=−M

F (m)Wmn
N . (1.36)

1.6. Các ví dụ

Ví dụ 1.6.1. Tìm biến đổi Fourier rời rạc của tín hiệu (xung đơn vị)

δ(n) =

{
1, n = 0,

0, n 6= 0.

Lời giải. Rõ ràng là

FN [δ(n)](m) = 1, m = 0, 1, 2, ..., N − 1.

Như vậy biến đổi Fourier rời rạc của một xung đơn vị là một đoàn xung

đơn vị.

Ví dụ 1.6.2. Tìm biến đổi Fourier rời rạc của δ(n−n0) (0 < n0 < N).

Lời giải. Ta có

FN [δ(n− n0)](m) = W−mn0 = e−2πimn0/N , m = 0, 1, ..., N − 1.
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Ví dụ 1.6.3. Tìm biến đổi Fourier rời rạc của dãy hằng x(n) = A (0 6

n 6 N − 1).

Lời giải. Ta có

X(m) =
N−1∑
n=0

Ae−2πimn/N , m = 0, 1, 2, ...., N − 1.

Với m = 0, ta có

X(0) =
N−1∑
n=0

A.1 = N.A.

Với m 6= 0, ta có

X(m) = A

N−1∑
n=0

e−2πimn/N = A
1− e−2πim

1− e−2πim/N
= 0.

Vậy

FN [A](m) = ANδ(m).

Ví dụ 1.6.4. Cho f(n) là hàm tuần hoàn chu kỳ N . Tìm hàm tuần

hoàn g(n) tuần hoàn chu kỳ N thỏa mãn phương trình

g(n)− 1

2
Wm

N g(n− 1) = f(n).

Lời giải. Tác động biến đổi Fourier rời rạc vào hai vế của phương trình

đã cho, ở thời điểm m, ta được

N−1∑
n=0

g(n)W−mn
N − 1

2
Wm

N

N−1∑
n=0

g(n− 1)W−mn
N =

N−1∑
n=0

f(n)W−mn
N ,

G(m)− 1

2
Wm

N

N−2∑
k=−1

g(k)W
−m(k+1)
N = F (m),

G(m)− 1

2

N−2∑
k=−1

g(k)W−mk
N = F (m). (1.37)
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Vì g(n) là hàm tuần hoàn chu kỳ N nên ta có

g(−1) = g((N − 1) + 0.N) = g(N − 1).

Nên ta có thể viết lại công thức (1.37) ở dạng

G(m)− 1

2

N−1∑
k=0

g(k)W
−m(k+1)
N = F (m),

G(m)− 1

2
G(m) = F (m),

G(m) = 2F (m).

Suy ra

g(n) = 2f(n),

là hàm tuần hoàn chu kỳ N.

Hình minh họa

Ví dụ 1.6.5. Tìm biến đổi rời rạc của dãy

x(n) = {..., 0, 1, 2, 3, 0, 1, 2, 3, 0, 1, 2, 3, ...}.

Lời giải. Dãy trên có chu kỳ bằng 4, vì vậy W4 = e2πi/4 = i. Do đó

X(m) =
3∑

n=0

x(n)W−mn
4 = x(0)i0 + x(1)i−m + x(2)i−2m + x(3)i−3m,

với m=0, 1, 2, 3. Ta có

X(0) = x(0) + x(1) + x(2) + x(3) = 6.
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X(1) = x(0)(i)0 + x(1)(i)−1 + x(2)(i)−2 + x(3)(i)−3 = −2 + 2i.

X(2) = x(0)(i)0 + x(1)(i)−2 + x(2)(i)−4 + x(3)(i)−6 = −2.

X(3) = x(0)(i)0 + x(1)(i)−3 + x(2)(i)−6 + x(3)(i)−9 = −2− 2i.

1.7. Biến đổi Fourier rời rạc của dãy không tuần hoàn có chiều
dài hữu hạn

Trong thực tế, hầu hết các tín hiệu là không tuần hoàn mà chỉ xuất

hiện trong một thời gian nào đó. Để có thể biểu diễn Fourier rời rạc các

tín hiệu trên chúng ta tiến hành như sau. Giả sử tín hiệu rời rạc x(n) có

N mẫu có điểm kéo dài từ 0 6 n 6 N − 1. Xét dãy sau đây

x̃(n) :=
∞∑

k=−∞

x(n + kN). (1.38)

Mệnh đề 1.7.1. Dãy x̃(n) được xác định bởi công thức (1.38) là dãy

tuần hoàn chu kỳ N.

Chứng minh. Theo công thức (1.38) ta có

x̃(n + lN) =
∞∑

k=−∞

x(n + lN + kN) =
∞∑

k=−∞

x(n + (l + k)N).

Nếu đặt j = l + k, thì đẳng thức trên đây có thể viết lại ở dạng

x̃(n + lN) =
∞∑

j=−∞
x(n + jN). (1.39)

Từ (1.38) và (1.39) suy ra

x̃(n + lN) = x̃(n). (1.40)

Dễ dàng thấy rằng N là số dương nhỏ nhất để có đẳng thức (1.40), tức

N là chu kỳ của dãy x̃(n). Từ đây ta có định nghĩa.
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Định nghĩa 1.7.1. Biến đổi Fourier rời rạc (DFT) đối với dãy không

tuần hoàn có chiều dài hữu hạn N được xác định theo công thức

X(k) =


N−1∑
n=0

x(n)W−kn
N , 0 6 k 6 N − 1,

0, k còn lại.

(1.41)

Công thức biến đổi Fourier rời rạc ngược ( IDFT) được xác định theo

công thức

x(n) =


1

N

N−1∑
n=0

X(k)W kn
N , 0 6 n 6 N − 1,

0, n còn lại.

(1.42)

1.8. Biến đổi cosine và sine rời rạc

1.8.1. Định nghĩa biến đổi rời rạc tổng quát

Giả sử {Φk(n)}N−1
k=0 , n = 0, 1, ..., N − 1 là một cơ sở trực giao trong

không gian Euclide CN

1

N

N−1∑
n=0

Φk(n)Φk(n) =

{
1, m = k,

0, m 6= k.

Biến đổi rời rạc tổng quát thuận và ngược tương ứng được xác định bởi

các công thức

X(k) =
N−1∑
n=0

x(n)Φk(n), (1.43)

x(n) =
1

N

N−1∑
k=0

X(k)Φk(n). (1.44)

Trong trường hợp DFT thì Φk(n) = W kn
N = ekn 2πi

N , còn nói chung dãy

X(k) nói chung là phức ngay cả khi dãy x(n) là thực. Tuy nhiên, nếu

các hàm Φk(n) là hàm cosine hay hàm sine thì các biến đổi (1.43), (1.44)

sẽ biến các dãy thực tương ứng vào dãy thực. Chúng ta sẽ dùng DCT
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để ký hiệu biến đổi rời rạc cosine. Hàm cosine là tuần hoàn và đối xứng

chẵn, nên khai triển của x(n) trong phương trình tổng quát (1.44) ở bên

ngoài vùng 0 6 n 6 N−1 cũng sẽ tuần hoàn và đối xứng chẵn. Nói cách

khác, ngoài tính tuần hoàn giống như DFT, DCT còn có thêm tính đối

xứng chẵn nữa. Vì vậy DCT rất thích hợp cho việc tạo ra một dãy tuần

hoàn và đối xứng từ một dãy có chiều dài hữu hạn và theo cách như vậy

thì tín hiệu gốc cũng có thể được khôi phục lại một cách duy nhất từ

các mẫu rời rạc.

Có nhiều cách định nghĩa về DCT. Nói chung có 4 cách định nghĩa

tương ứng với 4 cách khia triển tuần hoàn đối xứng là DCT - 1, DCT -

2, DCT - 3 và DCT - 4. Ngoài ra, cũng có thể tạo ta các dãy thực tuần

hoàn đối xứng lẻ từ x(n) đối với hàm sine. Trong các phép biến đổi đó,

chỉ có DCT - 1 và DCT - 2 là hay được sử dụng nhất, nên ở đây chúng

ta chỉ tập trung xét hai phép biến đổi này.

1.8.2. Các phép biến đổi DCT - 1 và DCT - 2

Khai triển DCT - 1 được định nghĩa như sau

Xc1(k) = 2
N−1∑
n=0

α(n)x(n) cos(
πnk

N − 1
), 0 ≤ k ≤ N − 1 (1.45)

x(n) =
1

N − 1

N−1∑
k=0

α(k)Xc1(k) cos(
πnk

N − 1
), 0 ≤ n ≤ N − 1 (1.46)

với

α(n) =


1

2
, n = 0 và n = N − 1,

1, 1 ≤ n ≤ N − 2.
(1.47)

Khai triển DCT - 2 được định nghĩa bởi

Xc2(k) = 2
N−1∑
n=0

x(n) cos(
π(2n + 1)k

2N
), 0 ≤ k ≤ N − 1 (1.48)

x(n) =
1

N

N−1∑
k=0

β(k)Xc2(k) cos(
π(2n + 1)

2N
), 0 ≤ n ≤ N − 1 (1.49)
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trong đó

β(k) =


1

2
, k = 0,

1, 1 ≤ k ≤ N − 1.
(1.50)
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Chương 2
Biến đổi Fourier nhanh

Trong chương này trình bày hai thuật toán biến đổi Fourier nhanh

đó là thuật toán biến đổi Fourier nhanh rút gọn theo thời gian và thuật

toán biến đổi Fourier nhanh rút gọn theo tần số. Ngoài ra, trình bày

thuật toán biến đổi Fourier nhanh cho trường hợp N = RC, trong đó R

hoặc C không phải là lũy thừa của 2. Nội dung chủ yếu của chương này

được hình thành từ các tài liệu từ [1-8].

Mở đầu

Biến đổi Fourier rời rạc đóng vai trò quan trọng trong phân tích, thiết

kế và thực hiện các thuật toán và các hệ thống xử lý tín hiệu rời rạc.

Chúng ta biết rằng DFT chính là các mẫu của biến đổi Fourier rời rạc

tại các tần số cách đều nhau. Vì vậy, việc tính toán FN tương ứng với

sự tính toán N mẫu của biến đổi Fourier rời rạc tại N tần số cách đều

nhau một lượng bằng ωk = 2πk/N, tức là tại N điểm trên vòng tròn đơn

vị của mặt phẳng phức.

Trong phần này chúng ta sẽ xét một số thuật toán để tính nhanh các

giá trị của DFT được gọi là thuật toán biến đổi Fourier nhanh (FFT).

Thuật toán FFT phải tính tất cả N giá trị của DFT sao cho có hiệu

quả cao nhất. Nếu yêu cầu tính toán chỉ một phần của vùng tần số

0 6 ω < 2π thì các thuật toán khác có thể hiệu dụng và mềm dẻo hơn,

ví dụ như các thuật toán Goertzel, hay như thuật toán biến đổi tiếng

hót.

Tiếp theo chúng ta xét vấn đề tính nhanh các số F (n) được xác định

bởi công thức (1.21). Ta có

F (n) = f(0) + f(1)W−n
N + f(2)W−2n

N + ... + f(N − 1)W
−(N−1)n
N ,

n = 0, 1, ...., N − 1.

Như vậy với mỗi n > 0 chúng ta cần phải tiến hành N − 1 phép nhân

phức (tương ứng với 4(N-1) phép nhân thực) và N − 1 phép cộng phức
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( tương ứng với 2(N − 1) phép cộng thực). Như vậy để tìm được tất cả

các số F (0), F (1), ..., F (N − 1) cần phải thực hiện (N − 1)2 phép nhân

phức và N(N − 1) phép cộng phức. Suy ra với N càng lớn thì số phép

tính cần thực hiện càng tăng lên rất nhiều. Cần phải khắc phục khó

khăn trên đây. Vấn đề trên đây liên quan đến một thuật toán được gọi

là biến đổi Fourier nhanh (FFT). Năm 1965 hai nhà toán học Cooley và

Turkey đã tìm ra thuật toán tính toán nhanh biến đổi Fourier rời rạc.

Từ đó một số thuật toán tính toán nhanh khác được xuất hiện với tên

gọi chung là FFT. Điểm giống nhau của các thuật toán này là đều dựa

trên nguyên tắc phân tích dãy N số thành các biến đổi Fourier rời rạc

với các dãy số bế hơn.

2.1. Thuật toán biến đổi Fourier nhanh rút gọn theo thời gian
đối với N = 2k

2.1.1. Mô tả thuật toán FFT

Thuật giải FFT chỉ áp dụng cho trường hợp N = 2s, s ∈ N. Vì N

chẵn, nên tổng (1.21) có thể phân tích thành hai tổng

F (k) =
N−1∑
n=0

f(n)W−kn =
∑
n chẵn

f(n)W−kn +
∑
n lẻ

f(n)W−kn

=

N/2−1∑
m=0

f(2m)(W 2)−km + W−k

N/2−1∑
m=0

f(2m + 1)(W 2)−km

:= Fe(k) + W−kFo(k).

Vì W 2 = e2.2πi/N = e2πi/(N/2), nên ta thấy Fe(k) và Fo(k) lần lượt là biến

đổi Fourier của hai dãy

{f(2m)| m = 0, 1, ..., N/2− 1} và {f(2m + 1)| m = 0, 1, ...., N/2− 1}.

Có nghĩa là mỗi một Fe(k) và Fo(k) được phân tích thành tổng của hai

phép biến đổi Fourier rời rạc của N/2 điểm. Tiếp tục quá trình trên cho

đến khi cho đến khi ta được biến đổi Fourier rời rạc của 2 điểm. Ngoài

ra, do tính tuần hoàn chu kỳ N/2 nên chỉ cần tính Fe(k) và Fo(k) với

N/2 6 k 6 N − 1 hoặc với 0 6 k 6 N/2− 1.

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu - Đại học Thái Nguyên                   http://www.lrc-tnu.edu.vn



27

Lặp lại việc tách tổng như trên đối với Fe(k), Fo(k), ta có

Fe(k) =

N/2−1∑
m=0

f(2m)(W 2)−km =

N/4−1∑
p=0

f(4p)(W 4)−kp

+ W−2k

N/4−1∑
p=0

f(4p + 2)(W 4)−kp = Fee + W−2kFeo,

Fo(k) =

N/2−1∑
m=0

f(2m + 1)(W 2)−km =

N/4−1∑
p=0

f(4p + 1)(W 4)−kp+

W−2k

N/4−1∑
p=0

f(4p + 3)(W 4)−kp = Foe + W−2kFoo.

W 4 = e4.2πi/N = e2πi/(N/4) = WN/4.

Thực hiện quá trình trên đối với Fee, Feo, ..., ta có

Fee(k) =

N/4−1∑
p=0

f(4p)(W 4)−kp =

N/8−1∑
q=0

f(8q)(W 8)−kq

+ W−4k

N/8−1∑
q=0

f(8q + 4)(W 8)−kq = Feee + W−4kFeeo,

Feo =

N/4−1∑
q=0

f(4p + 2)(W 4)−kp =

N/8−1∑
q=0

f(8q + 2)(W 8)−kq

+ W−4k

N/8−1∑
q=0

f(8q + 6)(W 8)−kq = Feoe + W−4kFeoo.

Dưới đây chúng ta sẽ chứng minh rằng, nếu N = 2s và f(n) ∈ CN ,

thì để tính F (m) = FN [f ](m) bằng thuật toán FFT cần
N

2
log2 N phép

nhân phức thay cho (N − 1)2 phép nhân phức và N log2 N phép cộng

phức thay vì N(N − 1). Xét ví dụ sau đây để thấy số phép toán giảm

đi đáng kể. Với N = 26 = 64, thì

N

2
log2 N = 192, (N − 1)2 = 632 = 3969,
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N log2 N = 384, N(N − 1) = 4032.

Như vậy, số phép nhân phức giảm đi khoảng 20 lần, còn số phép cộng

phức giảm đi khoảng 10 lần.

2.1.2. Sơ đồ thuật toán FFT theo thời gian đối với N = 23

2.2. Hiệu quả tính toán của thuật toán FFT

Định lý 2.2.1. Giả sử N = 2k và f ∈ CN . Khi đó để tính FN f số các

phép nhân là

2N log2 N = 2k+1k.
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Chứng minh. Chúng ta sẽ chứng minh định lý theo quy nạp theo k.

Với k = 1, f ∈ C2 ta có

FN f = W2f =

(
1 1
1 −1

) (
f(0)
f(1)

)
=

(
f(0) + f(1)
f(0)− f(1)

)
,

gồm có bốn phép nhân, hay 2.21.log22. Giả sư rằng kết quả đúng cho

N = 2k−1, nghĩa là 2.2k−1.log22
k−1 phép nhân và xét N = 2k. Ta có

FN [f ](n) =
N−1∑
k=0

f(k)W−kn
N , n = 0, 1, .., N − 1. (2.1)

Chia k cho 2 và chia n cho N/2 và biểu diễn chúng ở dạng

k = 2ko + k1, n = (N/2)no + n1.

Vì k và n thay đổi giữa 0 và N − 1, nên

k0 = 0, 1, ..., N/2− 1; k1 = 0, 1,

no = 0, 1; n1 = 0, 1, .., N/2− 1.

Do đó

W−kn
N = W

−(2ko+k1)((N/2)no+n1)
N

= W−Nkono

N W
−(N/2)k1no

N W−2kon1

N W−k1n1

N .

Thay biểu thức trên vào (2.1) ta có

FN [f ](n) = W−Nkono

N

1∑
k1=0

N/2−1∑
ko=0

f(2ko + k1)W
−(N/2)k1no

N W−2kon1

N W−k1n1

N .

Thay k1 = 0, 1 ta có

FN [f ](n) = W−Nkono

N

N/2−1∑
ko=0

f(2ko)W
−2kon1

N

+W−Nkono

N

N/2−1∑
ko=0

f(2ko + 1)W
−(N/2)no

N W−2kon1

N W−n1

N . (2.2)
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Vì W−2
N = W−1

N/2, nên ta có thể thay W−2kon1

N bởi W−kon1

N/2 và ta có

FN [f ](n) = W−Nkono

N

N/2−1∑
ko=0

f(2ko)W
−kon1

N/2 +

+W
−(N/2)no

N W−n1

N

N/2−1∑
ko=0

f(2ko + 1)W−kon1

N/2 . (2.3)

Thay (N/2)no + n1 bởi n, khi đó W
−(N/2)no

N W−n1

N = W−n
N . Do đó tổng

thứ hai trong (2.3) được viết lại ở dạng gọn hơn

FN [f ](n) = W−Nkono

N

N/2−1∑
ko=0

f(2ko)W
−kon1

N/2 ++W−n
N

N/2−1∑
ko=0

f(2ko+1)W−kon1

N/2 ,

(2.4)

no = 0, 1; n1 = 0, 1, 2, ..., N/2− 1.

Viết các số hạng

N/2−1∑
ko=0

f(2ko)W
−kon1

N/2 ,

N/2−1∑
ko=0

f(2ko + 1)W−kon1

N/2

ở dạng cột ta được :

FN/2[fe] = MN/2


f(0)
f(2)
...

f(N − 2)

 và FN/2[fo] = MN/2


f(1)
f(3)
...

f(N − 1)

 .

Như vậy, (2.4) được viết lại ở dạng

FN [f ](n) = FN [f ](
N

2
no+n1) = W−Nkono

N FN/2[fe](n1)+W−n
N FN/2[fo](n1).

(2.5)

Bây giờ ta tính xem cần bao nhiêu phép nhân thực đối với

FN/2[fe](n1) = WN/2fe(n1) = W2k−1fe(n1).

Với mỗi n1, theo giả thiết quy nạp chúng ta cần 2(N/2)log2N/2 phép

nhân. Chúng ta cũng cần từng ấy phép nhân đối với FN/2[fo](n1). Như
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vậy đối với hai số hạng này cần tất cả là 2Nlog2N/2 phép nhân thực.

Với mỗi n cố định ta cần hai phép nhân ( bởi W−Nkono

N và W−n
N ) đối với

FN [f ](n). Vì n = 0, 1, ..., N − 1, nên ta cần thêm 2N phép nhân, do đó

số phép nhân tất cả sẽ là

2N + 2Nlog2(N/2) = 2N(1 + log2N − 1) = 2Nlog2N.

Nhận xét 2.1. Trong Định lý 2.2.1 số phép nhân phức là 2N log2N,

trong đó kể cả phép nhân với 1. Nếu ta không kể đến phép nhân với 1

thì số tất cả các phép nhân chỉ là (N/2)log2N, chỉ bằng một phần tư số

2N log2N.

Điều chủ yếu trong thuật toán FFT là phương trình (2.5), biểu diễn

FN [f ] qua FN/2[fe] và FN/2[fo]. Trong (2.5) lần lượt cho no = 0 và no = 1,

ta được

FN [f ](n) = FN/2[fe](n) + W−n
N FN/2[fo](n), 0 6 n 6 N/2− 1 (2.6)

và

FN [f ](N/2 + n) = W−Nko

N FN/2[fe](n) + W
−(N/2+n)
N FN/2[fo](n). (2.7)

Vì W−Nko

N = 1 và W
−(N/2)
N = −1 các phương trình trên trở thành

FN [f ](n) = FN/2[fe](n) + W−n
N FN/2[fo](n), 0 6 n 6 N/2− 1,

(2.8)

FN [f ](N/2 + n) = FN/2[fe](n)−W−n
N FN/2[fo](n), 0 6 n 6 N/2− 1.

(2.9)

2.3. Thuật toán Fourier nhanh rút gọn theo tần số

2.3.1. Nội dung của thuật toán rút gọn theo tần số

Thuật toán FFT phân tích theo thời gian dựa trên việc phân tích dãy

tín hiệu lối vào x(n) thành các dãy con đều nhau có chiều dài nhỏ hơn

và tính DFT trên các dãy con đó. Nếu ta phân tích tín hiệu lối ra X(k)
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thành các dãy con nhỏ hơn và cũng cùng cách làm như trước thì sẽ được

thuật toán gọi là thuật toán FFT rút gọn theo tần số.

Để thiết lập thuật toán này ta giả thiết N = 2s và phân tích dãy

X(k) =
N−1∑
n=0

x(n)W−nk
N , k = 0, 1, ..., N − 1 (2.10)

thành hai dãy con, một dãy với chỉ số chẵn X(2r), còn dãy kia với chỉ

số lẻ X(2r + 1).

1) Mẫu tần số với chỉ số chẵn:

X(2r) =
N−1∑
n=0

x(n)W−2rn
N , r = 0, 1, ..., (N/2)− 1. (2.11)

Dãy này có thể biểu diễn ở dạng

X(2r) =

(N/2)−1∑
n=0

x(n)W−2rn
N +

N−1∑
n=N/2

x(n)W−2rn
N . (2.12)

Tổng thứ hai trong (2.12) thay n bởi n + N/2, ta được

X(2r) =

(N/2)−1∑
n=0

x(n)W−2rn
N +

(N/2)−1∑
n=0

x(n + N/2)W
−2r(n+N/2)
N . (2.13)

Sử dụng tính tuần hoàn

W
−2r(n+N/2)
N = W−2rn

N W−rN
N = W−2rn

N

và vì

W−2
N = W−1

N/2

nên đẳng thức (2.13) có thể viết lại như sau

X(2r) =

(N/2)−1∑
n=0

{x(n) + x(n + N/2)}W−2rn
N , r = 0, 1, .., (N/2)− 1.

(2.14)

2) Mẫu tần số với chỉ số lẻ:

X(2r + 1) =
N−1∑
n=0

x(n)W
−(2r+1)n
N , r = 0, 1, 2, ..., (N/2)− 1. (2.15)
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Tổng trên đây có thể tách thành hai như sau

X(2r + 1) =

(N/2)−1∑
n=0

x(n)W
−(2r+1)n
N +

N−1∑
n=N/2

x(n)W
−(2r+1)n
N . (2.16)

Tương tự như trên kia, ta có thể sắp xếp lại tổng thứ hai trong (2.16)

với việc sử dụng các công thức

W
−(N/2)2r
N = 1, W

−N/2
N = −1, W−2

N = W−1
N/2

và nhận được

X(2r+1) =

(N/2)−1∑
n=0

{
x(n)−x(n+

N

2
)
}
W−n

N W−2rn
N , r = 0, 1, ..., (N/2)−1.

(2.17)

Các phương trình (2.14) và (2.17) là các phương trình cơ bản để

tính DFT (2.10) với các chỉ số chẵn và lẻ tương ứng. Nếu đặt g(n) =

x(n)+x(n+N/2) và h(n) = x(n)−x(n+N/2) thì DFT có thể tính được

bằng cách đầu tiên tạo ra các dãy g(n) và h(n), sau đó tính W−n
N h(n), và

cuối cùng tính DFT(N/2)- điểm của hai dãy này để thu được dãy mẫu

lối ra của các chỉ số chẵn và dãy mẫu lối ra của các chỉ số lẻ.

Cũng hoàn toàn tương tự giống như trong thuật toán rút gọn theo

thời gian, vì N là luỹ thừa của 2, nên N/2 là chẵn, DFT(N/2)-điểm lại

có thể tính được bằng cách tính DFT của các mẫu lối ra theo các chỉ số

chẵn và các chỉ số lẻ. Có nghĩa là lại tiếp tục chia dãy mẫu lối ra thành

N/4 và tính DFT(N/4)-điểm v.v.. Thí dụ, xét N=8, thì DFT(N/4)-điểm

chính là DFT 2-điểm rất đơn giản.

Như vậy, nếu N = 2s, thì thuật toán FFT rút gọn theo tần số chỉ đòi

hỏi (N/2)log2N phép nhân phức và Nlog2N phép cộng phức. Có nghĩa

là các yêu cầu về tính toán trong thuật toán rút gọn theo tần số và trong

thuật toán rút gọn theo thời gian là như nhau.

2.3.2. Sơ đồ thuật toán FFT theo tần số với N = 23

2.4. Biến đổi Fourier nhanh đối với trường hợp N = RC

Trong phần này trình bày thuật toán FFT cho trường hợp N = RC,

trong đó R hoặc C không phải là lũy thừa của 2. Chúng ta sẽ tính
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FNf = WNf .

2.4.1. Trường hợp N = 6 = 3.2

Chúng ta sẽ nhóm các số hạng trong W6f bằng hai cách.

Cách 1.) Với W = W6 = e2πi/6 và f(k) = ak (k = 0, 1, ..., 5) ta có

W6f =



1 1 1 1 1 1
1 W−1 W−2 W−3 W−4 W−5

1 W−2 W−4 1 W−2 W−4

1 W−3 1 W−3 1 W−3

1 W−4 W−2 1 W−4 W−2

1 W−5 W−4 W−3 W−2 W−1





ao

a1

a2

a3

a4

a5

 .

Như vậy

W6f =



ao + a1 + a2 + a3 + a4 + a5

ao + a1W
−1 + a2W

−2 + a3W
−3 + a4W

−4 + a5W
−5

ao + a1W
−2 + a2W

−4 + a3 + a4W
−2 + a5W

−4

ao + a1W
−3 + a2 + a3W

−3 + a4 + a5W
−3

ao + a1W
−4 + a2W

−2 + a3 + a4W
−4 + a5W

−2

ao + a1W
−5 + a2W

−4 + a3W
−3 + a4W

−2 + a5W
−1

 .

(2.18)
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Vì 6 = 2.3 nên ta nhóm các số hạng trong W6f thành hai nhóm, mỗi

nhóm ba số hạng như sau:

W6f =



(ao + a2 + a4) + (a1 + a3 + a5)
(ao + a2W

−2 + a4W
−4) + (a1W

−1 + a3W
−3 + a5W

−5)
(ao + a2W

−4 + a4W
−2) + (a1W

−2 + a3 + a5W
−4)

(ao + a2 + a4) + (a1W
−3 + a3W

−3 + a5W
−3)

(ao + a2W
−2 + a4W

−4) + (a1W
−4 + a3 + a5W

−2)
(ao + a2W

−4 + a4W
−2) + (a1W

−5 + a3W
−3 + a5W

−1)

 .

(2.19)

Vì W−6k = e−2πi6k/6 = 1 với mọi k nguyên, nên chúng ta có thể phân

tích các số hạng như sau

W6f =



0 (ao + a2 + a4) + (a1 + a3 + a5)
1 (ao + a2W

−2 + a4W
−4) + W−1(a1 + a3W

−2 + a5W
−4)

2 (ao + a2W
−4 + a4W

−2) + W−2(a1 + a3W
−4 + a5W

−2)
3 (ao + a2 + a4) + W−3(a1 + a3 + a5)
4 (ao + a2W

−2 + a4W
−4) + W−4(a1 + a3W

−2 + a5W
−4)

5 (ao + a2W
−4 + a4W

−2) + W−5(a1 + a3W
−4 + a5W

−2)

 .

(2.20)

Nhận xét rằng trong (2.20) các biểu thức trong ngoặc ở vị trí tương

ứng của các hàng 0 và hàng 3 giống nhau, hàng 1 và hàng 4 giống nhau,

hàng 2 và hàng 5 giống nhau. Do đó khối lượng tính toán được giảm đi

khá nhiều.

Cách 2. Bây giờ trong (2.18) chúng ta nhóm các số hạng như sau

W6f =



(ao + a3) + (a1 + a4) + (a2 + a5)
(ao + a3W

−3) + (a1W
−1 + a4W

−4) + (a2W
−2 + a5W

−5)
(ao + a3) + (a1W

−2 + a4W
−2) + (a2W

−4 + a5W
−4)

(ao + a3W
−3) + (a1W

−3 + a4) + (a2 + a5W
−3)

(ao + a3) + (a1W
−4 + a4W

−4) + (a2W
−2 + a5W

−2)
(ao + a3W

−3) + (a1W
−5 + a4W

−2) + (a2W
−4 + a5W

−1)

 .

(2.21)
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Vì W−6k = e−2πi6k/6 = 1 với mọi k nguyên, nên chúng ta có thể phân

tích các số hạng như sau

W6f =



0 (ao + a3) + (a1 + a4) + (a2 + a5)
1 (ao + a3W

−3) + W−1(a1 + a4W
−3) + W−2(a2 + a5W

−3)
2 (ao + a3) + W−2(a1 + a4) + W−4(a2 + a5)
3 (ao + a3W

−3) + W−3(a1 + a4W
−3) + (a2 + a5W

−3)
4 (ao + a3) + W−4(a1 + a4) + W−2(a2 + a5)
5 (ao + a3W

−3) + W−5(a1 + a4W
−3) + W−4(a2 + a5W

−3)

 .

(2.22)

Nhận xét rằng trong (2.22) biểu thức trong ngoặc của các dòng 0-2-4

giống nhau, các dòng 1-3-5 giống nhau. Do đó sô lượng tính toán sẽ được

giảm đi đáng kể.

2.4.2. Dạng nhân tử FFT tổng quát

Định lý 2.4.1. Nếu N = RC, thì DFT WNf của bất kỳ vector f ∈
L(ZN) có thể được tính toán với N(R + C) = RC(R + C) phép nhân.

Chứng minh. Ta có

FN [f ](M) =
N−1∑
K=0

f(K)W−KM , M = 0, 1, 2..., N−1; W = WN = e2πi/N .

(2.23)

Chia K cho C và chia M cho R ta có

K = Ck + ko; k = 0, 1, ...R− 1; ko = 0, 1, ..., C − 1,

M = Rn + no; n = 0, 1, ..., C − 1; no = 0, 1, ..., R− 1.

Do đó

W−KM = W−(Ck+ko)(Rn+no)

= W−NknW−CknoW−koRnW−kono.

Vì W−Nkn = 1 với mọi k và n, nên thay W−KM vào (2.23) ta được

FN [f ](M) =
C−1∑
ko=0

[ R−1∑
k=o

f(kC + ko)W
−Ckno

]
W−ko(no+nR). (2.24)
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Với

WR = e2πi/R, WC = e2πi/C

ta có

W−noCk
RC = W−nok

R , W−konR
RC = W−kon

C .

Đặt

f(kC + ko) = gko
(k), k = 0, 1, ..., R− 1.

Ta tính DFT của gko
(k) :

hko
(no) = FR[gko

(k)](no) =
R−1∑
k=o

gko
(k)W−nok

R , no = 0, 1, ..., R− 1.

(2.25)

Ta thay biểu thức trong ngoặc trong (2.24) bởi hko
(no) :

FN [f ](M) =
C−1∑
ko=0

hko
(no)W

−konoW−konR =
C−1∑
ko=0

hko
(no)W

−konoW−kon
C .

(2.26)

Trong (2.25) với mỗi no ta cần R phép nhân. Vì no thay đổi từ 1 đến

R− 1, nên với ko, để biết được toàn bộ hko
(no) ta cần R2 phép nhân. Vì

có C giá trị của ko, nên để biết được tất cả các giá trị của hko
(no) cần

CR2 phép nhân.

Bây giờ xét phương trình (2.26). Mỗi giá trị FN [f ](M) có thể tính

toán bằng cách thêm C giá trị của hko
(no)W

−konoW−konR. Vì có N = RC

hàng, nên tất cả có C.N = C.RC = RC2 phép nhân bổ sung. Như vậy

để tính hko
(no) ta cần RC2 phép nhân, còn để tính FN [f ](M) ta cần

RC2 phép toán nhân nữa. Vậy có

CR2 + RC2 = RC(C + R) = N(C + R).

Nhận xét 2.2. Giả N = k2 và đủ lớn. Khi đó số phép nhân theo thuật

toán trình bày ở trên sẽ ít hơn rất nhiều so với tính trực tiếp. Thật vậy,

ta có

lim
k→∞

N(R + C)

N 2 = lim
k→∞

k2(k + k)

k4 = lim
k→∞

2k

k2 = lim
k→∞

2

k
= 0.
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Ví dụ 2.4.1. Giả sử N = 900. Nếu tính trực tiếp DFT thì có 9002 =

810000 phép nhân. Vì 900 có phân tích nhân tử là 30.30 nên với phương

pháp đã trình bày ở trên chỉ cần 900(30+30)=54 000 phép nhân. Ta có

N(R + C)

N 2 =
R + C

N
=

60

900
=

1

15
.
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Chương 3
Một số ứng dụng

Trong chương này, trình bày một số ứng dụng của biến đổi Fourier rời

rạc tìm nghiệm gần đúng tuần hoàn của phương trình vi phân thường,

bài toán biên Dirichlet của phương trình Poisson trong hình chữ nhật,

một số vẫn đề xử lý tín hiệu tiếng hót trong Rada. Ngoài ra, còn trình

bày một số hệ thống tuyến tính của lý thuyết tín hiệu số, đó là vấn đề

tìm hàm hệ và tín hiệu ra khi biết tín hiệu vào. Nội dung chủ yếu của

chương này được hình thành từ các tài liệu [2], [4], [9] và [10].

3.1. Giải phương trình vi phân thường

Xét phương trình vi phân

u′′ + au′ + bu = f(t), (3.1)

trong đó f là hàm liên tục, 2π - tuần hoàn theo t, a, b là các hằng số.

Đối với phương trình (3.1) đã có các phương pháp giải tích tìm nghiệm

tuần hoàn duy nhất, nếu hàm f được biết với mọi t. Tuy nhiên, nếu chỉ

biết giá trị của f tại các điểm tj = jh, trong đó h = 2π/N với N > 1 thì

phương pháp trên đây không thể vận dụng được. Trong phần này chúng

tôi trình bày cách vận dụng biến đổi Fourier rời rạc để tìm nghiệm gần

đúng của phương trình (3.1).

Chúng ta rời rạc hóa phương trình (3.1) bằng cách thay các đạo hàm

bởi các sai phân sau đây

u′(t) → u(t)− u(t− h)

h
, (3.2)

u′′(t) → u(t + h) + u(t− h)− 2u(t)

h2 . (3.3)

Sử dụng các phương trình (3.2) và (3.3), ta thay phương trình (3.1)

bởi phương trình

u(t + h) + u(t− h)− 2u(t)

h2 + a.
u(t)− u(t− h)

h
+ bu(t) = f(t).
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Phương trình trên đây được viết lại như sau

u(t + h) + (bh2 + ah− 2)u(t) + (1− ah)u(t− h) = h2f(t). (3.4)

Trong (3.4) cho t = tj = 2πj/N và đặt

uk = u(2πk/N), fk = f(2πk/N), α = bh2 − ah− 2, β = 1− ah

ta được phương trình sai phân cấp hai sau đây

uk+1 + αuk + βuk−1 = h2fk. (3.5)

Chúng ta sẽ giả thiết rằng

W n
N + α + βW−n

N 6= 0, ∀n. (3.6)

Từ giả thiết f(t) và u(t) là những hàm tuần hoàn chu kỳ 2π suy ra các

hàm rời rạc uk, fk là những hàm tuần hoàn chu kỳ N. Tác động biến đổi

Fourier rời rạc FN vào hai vế của phương trình (3.5), sử dụng công thức

dịch chuyển

FN [uk+1](n) = W n
NUn,

FN [uk−1](n) = W−n
N Un,

ta có

(W n
N + α + βW−n

N )Un = h2Fn. (3.7)

Với giả thiết (3.6) từ (3.7) ta tìm được

Un =
h2Fn

W n
N + α + βW−n

N

. (3.8)

Công thức (3.8) cho ta biến đổi Fourier rời rạc của ẩn hàm uk. Lấy

biến đổi Fourier rời rạc ngược của (3.8) ta có

uk =
1

N

N∑
n=0

h2Fn

W n
N + α + βW−n

N

W kn
N . (3.9)
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3.2. Bài toán biên Dirichlet cho phương trình Helmholz

3.2.1. Đặt bài toán

Xét bài toán Dirichlet cho phương trình

−∆u + µu = f trong D, (3.10)

u = 0 trên ∂D, (3.11)

trong đó µ > 0 là hằng số cho trước, f là hàm đã cho trong miền

D = {0 6 x 6 1, 0 6 y 6 1} có độ trơn cần thiết. Ta biết rằng với

mọi f ∈ L2(D) bài toán (3.10) - (3.11) có nghiệm duy nhất trong không

gian Sobolev H1
o (D). Trong mục này sẽ trình bày cách tìm nghiệm gần

đúng của bài toán (3.10) - (3.11) bằng phương pháp sai phân và giải các

phương trình sai phân bằng phương pháp biến đổi Fourier nhanh [ 10,

tr. 226].

3.2.2. Rời rạc hóa bài toán

Bài toán (3.10)-(3.11) có dạng sai phân tương ứng

4uk,l − uk−1,l − uk+1,l − uk,l−1 − uk,l+1

h2 + µuk,l = fk,l trongDh, (3.12)

uk,l = 0 trên ∂Dh, (3.13)

0 6 k 6
1

h
= N, 0 6 l 6

1

h
=N. (3.14)

Ký hiệu

ul =

 u1,l

...
uN−1,l

 , fl =

 f1,l

...

fN−1,l

 ; l = 1, 2, ..., N − 1,

A =


2 −1 0... 0 0 0
−1 2 −1... 0 0 0
...
0 0 0... −1 2 −1
0 0 0... 0 −1 2

 .
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A là ma trận vuông có cấp bằng N − 1. Ký hiệu E là ma trận đơn vị

cùng cấp. Bài toán (3.12)-(3.13) được viết lại ở dạng

Bu1 − u2 = h2f1, (3.15)

−ul−1 + Bul − ul+1 = h2fl, l = 2, 3, ..., N − 2, (3.16)

−uN−2 + BuN−1 = h2fN−1, (3.17)

trong đó

B = A + (2 + µh2)E.

3.2.3. Fourier rời rạc cà Fourier nhanh

Các ma trận A,B có chung cơ sở của các vector riêng và các trị riêng

tương ứng

Av(m) = λmv(m), m = 1, 2, ..., N − 1,

λm = 2(1− cos
mπ

N
), v

(m)
k =

√
2

N
sin

mπk

N

k = 1, 2, ..., N − 1, m = 1, 2, ..., N − 1

trong đó v
(m)
k là phần tử thứ k của vector riêng v(m). Ta có

||v(m)||2 =
N−1∑
k=1

(v
(m)
k )2 = 1.

Vì các vector v(m) tạo thành cơ sở trực chuẩn trong không gian Euclide

RN−1 nên các vector ul, fl(l = 1, 2, ..., N − 1) có thể biểu diễn ở dạng

ul =
N−1∑
m=1

Um,lv
(m), fl =

N−1∑
m=1

Fm,lv
(m). (3.18)

Đặt các biểu thức này vào (3.15) - (3.17), sử dụng tính trực giao của

hệ {v(m)} ta có hệ các phương trình đại số sau đây

λmUm,1 − Um,2 = h2Fm,1, (3.19)

−Um,l−1 + λmUm,l − Um,l+1 = h2Fm,l, l = 2, ..., N − 2, (3.20)

−Um,N−2 + λmUm,N−1 = h2Fm,N−1. (3.21)
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Như vậy, để giải hệ (3.15) - (3.17) chỉ cần tính N − 1 lần các hệ

số Fourier của các véctor fl, giải N − 1 hệ với các ma trận dạng ba

đường chéo (3.19) - (3.21) để xác định các hệ số Fourier của các vector

ul (l = 1, 2, ..., N − 1), và tính ul theo công thức (3.18).

Sự khai triển vào chuỗi Fourier (3.18) có thể được thực hiện bằng

cách sử dụng biến đổi Fourier nhanh. Ta có

Fm.l =

√
2

N

N−1∑
n=1

fn,l sin
πmn

N
=

√
2

N

2N−1∑
n=1

fn,l sin
2πmn

2N
, (3.22)

trong đó fN,l = ... = f2N−1,l = 0. Việc tính toán các vector ul cũng

được thực hiện bằng cách tương tự.

3.3. Tín hiệu tiếng hót

3.3.1. Định nghĩa

Các tín hiệu dạng anW
−n2/2 thường được gặp trong các hệ thống Rada

và được gọi là tín hiệu tiếng hót. Vì thế biến đổi Fourier rời rạc của các

tín hiệu tiếng hót được gọi là biến đổi Fourier rời rạc tiếng hót (DCFT).

Trong mục này sẽ giới thiệu một số tính chất của biến đổi Fourier rời

rạc tiếng hót [9].

Định nghĩa 3.3.1. Giả sử x(n), 0 6 n 6 N − 1 là tín hiệu chiều dài N.

Biến đổi Fourier rời rạc tiếng hót của tín hiệu x(n) được xác định bởi

công thức

Xc(k, l) =
1√
N

N−1∑
n=0

x(n)W ln2+kn
N , 0 6 k, l 6 N − 1, (3.23)

trong đó WN = exp(−2πi/N).

Nhận xét rằng biến đổi Fourier rời rạc tín hiệu tiếng hót theo công

thức (3.23) tương tự công thức (1.22).

Từ công thức (3.23) ta thấy rằng, với mỗi l cố định, thì Xc(k, l) là

biến đổi Fourier rời rạc của x(n)W ln2

. Khi l = 0, thì DCFT trùng với
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DFT. Do đó, biến đổi Fourier rời rạc tiếng hót ngược được xác định

theo công thức

x(n) = W−ln2 1√
N

N−1∑
k=0

Xc(k, l)W−kn
N , 0 6 n 6 N − 1. (3.24)

3.3.2. Các tính chất cơ bản

Bổ đề 3.3.1. Khi N là số nguyên tố, với 0 6 k, l 6 N − 1, có đẳng thức

sau đây ∣∣∣ N−1∑
n=0

W ln2+kn
N

∣∣∣ =


N, k = l = 0,√

N, l 6= 0,

0, l = 0, k 6= 0.

(3.25)

Chứng minh. Ký hiệu

P (k, l) :=
N−1∑
n=0

W ln2+kn
N . (3.26)

Khi đó, với 0 < l 6 N − 1 ta có

|P (k, l)|2 =
( N−1∑

n=0

W ln2+kn
N

)( N−1∑
m=0

W−lm2−km
N

)
=

N−1∑
n=0

N−1∑
m=0

W
(n−m)[l(n+m)+k]
N :=

N−1∑
n=0

N−1∑
r=0

W
r[l(2n−r)+k]
N

=
N−1∑
r=0

( N−1∑
n=0

W 2rln
N

)
W−r2l+rk

N (r = n−m). (3.27)

Khi N là số nguyên tố ,2rl là bội của N khi và chỉ khi r là bội của N,

khi đó r phải bằng không hay

N−1∑
n=0

W 2rln
N = 0 với 0 ≺ r, l ≤ N − 1.

Khi đó nếu l = 0 và k = 0 thì

|P (k, l)|2 =
N−1∑
r=0

( N−1∑
n=0

1
)
1 = N 2.
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Suy ra

|P (k, l)| = N.

Khi l 6= 0 ta có

|P (k, l)|2 =
N−1∑
r=0

( N−1∑
n=0

W 2rln
N

)
W−r2l+rk

N =
N−1∑
n=0

1 = N.

Nên ta sẽ có

|P (k, l)| =
√

N.

Khi l = 0 và k 6= 0 ta có

|P (k, l)|2 =
N−1∑
r=0

( N−1∑
n=0

W 2rln
N

)
W−r2l+rk

N = N

N−1∑
r=0

W rk
N = 0.

Khi đó ta phải có

|P (k, l)| = 0.

Vậy bổ đề đã được chứng minh

Định lý 3.3.1. Giả sử x(n) là tín hiệu tiếng hót đơn độc

x(n) = W−(lon2+kon) (3.28)

đối với các số nguyên ko, lo : 0 6 ko, lo, 6 N − 1. Nếu chiều dài N là số

nguyên tố thì DCFT của nó có cường độ

|Xc(k, l)| =


√

N, khi l = lo, k = ko,

1, khi l 6= lo,

0, khi l = lo, k 6= ko.

(3.29)

Chứng minh. Ta có

|Xc(k, l)| = 1√
N

N−1∑
n=0

x(n)W ln2+kn
N =

1√
N

N−1∑
n=0

W
(l−lo)n2+(k−ko)n
N .

Áp dụng bổ đề (3.3.1) ta có điều phải chứng minh.
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Định lý 3.3.2. Giả sử x(n) như trong Định lý 3.3.1, nghĩa là có dạng

(3.28). Nếu chiều dài N không phải là số nguyên tố thì biến đổi Fourier

rời rạc tiếng hót của nó thoả mãn bất đẳng thức

max
(k,l)6=(ko,lo)

|Xc(k, l)| ≥
√

2. (3.30)

Chứng minh. Để chứng minh (3.30) ta chỉ cần chứng minh bất đẳng thức

sau

max
(k,l)6=(0.0)

|P (k, l)|2 ≥ 2N. (3.31)

Trong đó P (k, l) được xác định bởi (3.26). Vì N không phải số nguyên

tố nên ta đặt N = N1N2 với N1 ≥ 2,N2 ≥ 2.

Trường hợp 1:

N1 và N2 đều lẻ. Trong trường hợp này ta giả sử l = N1 và k = 0. Khi

đó theo (3.27) ta có

|P (k, l)|2 =
N−1∑
r=0

( N−1∑
n=0

W 2rn
N2

)
W−r2

N2

=
N−1∑
r=0

( N2−1∑
n=0

W 2rn
N2

+

2N2−1∑
n=N2

W 2rn
N2

+ ... +

N1N2−1∑
n=(N1−1)N2

W 2rn
N2

)
W−r2

N2

= N1

N−1∑
r=0

( N2−1∑
n=0

W 2rn
N2

)
W−r2

N2
.

Hơn thế nữa nếu ta đặt r = r1N2, chúng ta có

|P (k, l)|2 = N1

N1−1∑
r1=0

( N2−1∑
n=0

W 2r1N2n
N2

)
W

−r2
1N

2
2

N2

= N1

N1−1∑
r1=0

N2−1∑
n=0

N2 = N 2
1N2 ≥ 2N.

Trường hợp ii) :

Một trong N1 và N2 là chẵn, chúng ta giả sử N2 = 2 , k = l = N1 .

Trong trường hợp này W 2rln
N = 1.
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Từ (3.27), ta có

|P (k, l)|2 = N

N−1∑
r=0

W
−r(r−1)
2 .

Vì r(r − 1) là số chẵn nên W
−r(r−1)
2 = 1.

Từ đó ta sẽ có

|P (k, l)|2 = N 2 ≥ 2N.

Từ i) và ii) suy ra định lí được chứng minh.

3.4. Một số hệ thống tuyến tính trong lý thuyết tín hiệu số

. 3.1. Tìm tín hiệu ra và hàm hệ của hệ thống sau

Lời giải. Từ hệ thống trên ta có phương trình

f(n) + ag(n− 1) = g(n),

g(n)− ag(n− 1) = f(n). (3.32)

Tác động biến đổi Fourier rời rạc vào hai vế của phương trình trên, ở

thời điểm m, ta có

N−1∑
n=0

g(n)W−mn
N − a

N−1∑
n=0

g(n− 1)W−mn
N =

N−1∑
n=0

f(n)W−mn
N .

Khi đó vận dụng công thức dịch chuyển thời gian (1.33) và đưa phương

trình trên về dạng

G(m)− aW−m
N G(m) = F (m).
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Với a 6= 1 khi đó sẽ có

G(m) =
1

1− aW−m
N

F (m). (3.33)

Đặt

H(m) =
1

1− aW−m
N

. (3.34)

Khi đó phương trình (3.33) được viết lại là

G(m) = H(m)F (m). (3.35)

Hàm H(m) được gọi là hàm hệ của hệ thống trên.

Để tìm được tín hiệu ra g(n), ta sử dụng biến đổi Fourier rời rạc

ngược hai vế của phương trình trên và áp dụng mệnh đề ( 1.5.2 ) ta thu

được

g(n) = h(n) ∗ f(n), (3.36)

trong đó

h(n) = F−1[H(m)](n). (3.37)

Áp dụng biến đổi Fourier rời rạc ngược ta có

h(n) =
1

N

N−1∑
m=0

Wmn
N

1− aW−m
N

=
1

N

N−1∑
m=0

cos
2πmn

N
+ ia sin

2πmn

N(
1− a cos

2πm

N

)
+ia sin

2πm

N

=
1

N

N−1∑
m=0

(
cos

2πmn

N
+ i sin

2πmn

N

)(
(1− a cos

2πm

N
)− ia sin

2πm

N

)
(
1− a cos

2πm

N

)2
−

(
ia sin

2πm

N

)2

=
1

N

N−1∑
m=0

cos
2πmn

N

(
1− a cos

2πm

N

)
+a sin

2πmn

N
sin(

2πm

N
)

1− 2a cos
2πm

N
+ a2

+ i
1

N

N−1∑
m=0

sin
2πmn

N

(
1− a cos

2πm

N

)
−a sin

2πm

N
cos(

2πmn

N
)

1− 2a cos
2πm

N
+ a2
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=
1

N

N−1∑
m=0

cos
2πmn

N
− a

(
cos

2πm

N
cos

2πmn

N
− sin

2πmn

N
sin

2πm

N

)
1− 2a cos

2πm

N
+ a2

+ i
1

N

N−1∑
m=0

sin
2πmn

N
− a

(
sin

2πmn

N
cos

2πm

N
+ cos

2πmn

N
sin

2πm

N

)
1− 2a cos

2πm

N
+ a2

=
1

N

N−1∑
m=0

cos
2πmn

N
− a cos

2mπ(n + 1)

N

1− 2a cos
2πm

N
+ a2

+ i
1

N

N−1∑
m=0

sin
2πmn

N
− a sin

2πm(n + 1)

N

1− 2a cos
2πm

N
+ a2

.

Ta xét trường hợp N = 2, khi đó

h(n) =
1

2

1∑
m=0

cos(mnπ)− a cos[m(n + 1)π)

1− 2a cos(πm) + a2

+ i
1

2

1∑
m=0

sin(mnπ)− a sin(m(n + 1)π)

1− 2a cos(mπ) + a2

=
1

2

( 1− a

(1− a)2 +
cos(nπ)− cos(π(n + 1))

(1 + a)2

)
+i

1

2

(sin(nπ)− a sin((n + 1)π)

(1 + a)2

)
.

Với a = 2, thì

h(0) = −0, 3888888888 + 0, 0000000000.i

h(1) = −0, 6111111111 + 0, 0000000000.i.

Với a = 3, thì

h(0) = −0, 1388888888 + 0, 0000000000.i

h(1) = −0, 3611111111 + 0, 0000000000.i.
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. 3.2. Tìm tín hiệu ra và hàm hệ của hệ thống sau

Lời giải. Từ hệ thống trên, ta có hệ{
f(n) + f(n− 1) = s(n)

s(n) + ag(n− 1) = g(n).
(3.38)

Trong hệ phương trình (3.38), thay s(n) từ phương trình trên xuống

phương trình dưới và chuyển vế ta thu được

g(n)− ag(n− 1) = f(n) + f(n− 1).

Tác động biến đổi Fourier rời rạc vào hai vế của phương trình trên, ở

thời điểm m, ta có

N−1∑
n=0

g(n)W−mn
N −a

N−1∑
n=0

g(n−1)W−mn
N =

N−1∑
n=0

f(n)W−mn
N +

N−1∑
n=0

f(n−1)W−mn
N .

Khi đó vận dụng công thức dịch chuyển thời gian (1.33) và đưa phương

trình trên về dạng

G(m)− aW−m
N G(m) = F (m) + F (m)W−m

N .

Với a 6= 1 khi đó sẽ có

G(m) =
1 + W−m

N

1− aW−m
N

F (m). (3.39)

Đặt

H(m) =
1 + W−m

N

1− aW−m
N

. (3.40)

Phương trình (3.39) được viết lại là

G(m) = H(m)F (m). (3.41)
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Hàm H(m) được gọi là hàm hệ của hệ thông trên.

Tìm tín hiệu ra g(n) của hệ thống, tác dụng biến đổi Fourier rời rạc

ngược vào hai vế của phương trình trên và vận dụng mệnh đề ( 1.5.2 )

ta thu được

g(n) = h(n) ∗ f(n), (3.42)

trong đó

h(n) = F−1[H(m)](n). (3.43)

Áp dụng biến đổi Fourier rời rạc ngược ta có

h(n) =
1

N

N−1∑
m=0

(1 + W−m
N )Wmn

N

1− aW−m
N

=
1

N

N−1∑
m=0

(
1 + cos

2πm

N
− i sin

2πm

N

)(
cos

2πmn

N
+ i sin

2πmn

N

)
(
1− a cos

2πm

N

)
+ia sin

2πm

N

=
1

N

N−1∑
m=0

(
1 + cos

2πm

N

)
cos

2πmn

N
+ sin(

2πm

N
) sin

2πmn

N(
1− a cos

2πm

N

)
+ia sin

2πm

N

+ i
1

N

N−1∑
m=0

(
1 + cos

2πm

N

)
sin

2πmn

N
− sin

2πm

N
cos

2πmn

N(
1− a cos

2πm

N

)
+ia sin

2πm

N

=
1

N

N−1∑
m=0

cos
2πmn

N
+

(
cos

2πm

N
cos

2πmn

N
+ sin

2πmn

N
sin

2πm

N

)
(
1− a cos

2πm

N

)
+ia sin

2πm

N

+ i
1

N

N−1∑
m=0

sin
2πmn

N
+

(
cos

2πm

N
sin

2πmn

N
− sin

2πm

N
cos

2πmn

N

)
(
1− a cos

2πm

N

)
+ia sin

2πm

N

=
1

N

N−1∑
m=0

cos
2πmn

N
+ cos

(2πm(n− 1)

N

)
(
1− a cos

2πm

N

)
+ia sin

2πm

N
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+ i
1

N

N−1∑
m=0

sin
2πmn

N
+ sin

(2πm(n− 1)

N

)
(
1− a cos

2πm

N

)
+ia sin

2πm

N

=
1

N

N−1∑
m=0

[
cos

2πmn

N
+ cos

(2πm(n− 1)

N

)][(
1− a cos

2πm

N

)
−ia sin

2πm

N

]
(
1− a cos

2πm

N

)2
−

(
ia sin

2πm

N

)2

+i
1

N

N−1∑
m=0

[
sin

2πmn

N
+ sin

(2πm(n− 1)

N

)][(
1− a cos

2πm

N

)
−ia sin

2πm

N

]
(
1− a cos

2πm

N

)2
−

(
ia sin

2πm

N

)2

=
1

N

N−1∑
m=0

[
cos

2πmn

N
+ cos

(2πm(n− 1)

N

)](
1− a cos

2πm

N

)
1− 2a cos

2πm

N
+ a2

+
1

N

N−1∑
m=0

a
[
sin

2πmn

N
+ sin

(2πm(n− 1)

N

)]
sin

2πm

N

1− 2a cos
2πm

N
+ a2

−i
1

N

N−1∑
m=0

a
[
cos

2πmn

N
+ cos

(2πm(n− 1)

N

)]
sin

2πm

N

1− 2a cos
2πm

N
+ a2

+i
1

N

N−1∑
m=0

a
[
sin

2πmn

N
+ sin

(2πm(n− 1)

N

)](
1− a cos

2πm

N

)
1− 2a cos

2πm

N
+ a2

.

Xét trường hợp N = 2, ta thu được

h(n) =
1

2

1∑
m=0

[
cos(mnπ) + cos

(
m(n− 1)π)

)](
1− a cos(mπ)

)
1− 2a cos(mπ) + a2

+
1

2

1∑
m=0

a
[
sin(mnπ) + sin

(
m(n− 1)π

)]
sin(mπ)

)
1− 2a cos(mπ) + a2
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− i
1

2

1∑
m=0

a
[
cos(mnπ) + cos

(
m(n− 1)π

)]
sin(mπ)

1− 2a cos(mπ) + a2

+ i
1

2

1∑
m=0

a
[
sin(mnπ) + sin

(
m(n− 1)π

)](
1− a cos(mπ)

)
1− 2a cos(mπ) + a2

=
1

2

[2(1− a)

(1− a)2 +

(
cos(nπ) + cos(n− 1)π

)
(1 + a)

]
(1 + a)2

+ i
a

2

[(
sin(nπ) + sin(n− 1)π

)
(1 + a)

(1 + a)2

]
Với a = 2, thì

h(0) = −1, 0000000000 + 0, 0000000000.i

h(1) = −1, 0000000000 + 0, 0000000000.i.

Với a = 3, thì

h(0) = −0, 5000000000 + 0, 0000000000.i,

h(1) = −0, 5000000000 + 0, 0000000000.i.

. 3.3. Tìm tín hiệu ra và hàm hệ của hệ thống sau

Lời giải. Từ hệ thông trên, ta có hệ{
f(n) + as(n− 1) = s(n)

bs(n) + cs(n− 1) = g(n),
(3.44)

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu - Đại học Thái Nguyên                   http://www.lrc-tnu.edu.vn



54

{
s(n)− as(n− 1) = f(n)

bs(n) + cs(n− 1) = g(n).

Giả sử c + ab 6= 0. Khi đó sử dụng phương pháp giải hệ phương trình

bằng định thức, ta thu được
s(n) =

cf(n) + ag(n)

c + ab

s(n− 1) =
g(n)− bf(n)

c + ab
.

(3.45)

Trong hệ (3.45), phương trình dưới thay n bởi n + 1, hệ trên được viết

lại 
s(n) =

cf(n) + ag(n)

c + ab

s(n) =
g(n + 1)− bf(n + 1)

c + ab
.

Suy ra

g(n + 1)− ag(n) = bf(n + 1) + cf(n).

Tác động biến đổi Fourier rời rạc vào hai vế của phương trình trên, ở

thời điểm m, ta có

N−1∑
n=0

g(n+1)W−mn
N −a

N−1∑
n=0

g(n)W−mn
N = b

N−1∑
n=0

f(n+1)W−mn
N +c

N−1∑
n=0

f(n)W−mn
N .

Khi đó vận dụng công thức dịch chuyển thời gian (1.33) và đưa phương

trình trên về dạng

Wm
N G(m)− aG(m) = bWm

N F (m) + cF (m).

Với a 6= 1 khi đó sẽ có

G(m) =
bWm

N + c

Wm
N − a

F (m). (3.46)

Đặt

H(m) =
bWm

N + c

Wm
N − a

. (3.47)
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Phương trình (3.46) được viết lại là

G(m) = H(m)F (m). (3.48)

Hàm H(m) được gọi là hàm hệ của hệ thống trên.

Để tìm tín hiệu ra g(n) của hệ thống, ta tác dụng biến đổi Fourier vào

hai vế của phương trình trên và áp dụng mệnh đề (1.5.2 ) ta có

g(n) = h(n) ∗ f(n), (3.49)

trong đó

h(n) = F−1(H(m)). (3.50)

Áp dụng biến đổi Fourier rời rạc ngược

h(n) =
1

N

N−1∑
m=0

(bWm
N + c)Wmn

N

Wm
N − a

=
1

N

N−1∑
m=0

(c + b cos
2πm

N
+ ib sin

2πm

N
)(cos

2πmn

N
+ i sin

2πmn

N
)

(cos
2πm

N
− a) + i sin

2πm

N

=
1

N

N−1∑
m=0

(c + b cos
2πm

N
) cos

2πmn

N
− b sin

2πm

N
sin

2πmn

N

(cos
2πm

N
− a) + i sin

2πm

N

+ i
1

N

N−1∑
m=0

(c + b cos
2πm

N
) sin

2πmn

N
+ b sin

2πm

N
cos

2πmn

N

(cos
2πm

N
− a) + i sin

2πm

N

=
1

N

N−1∑
m=0

c cos
2πmn

N
+ (b cos

2πm

N
cos

2πmn

N
− b sin

2πm

N
sin

2πmn

N
)

(cos
2πm

N
− a) + i sin

2πm

N

+ i
1

N

N−1∑
m=0

c sin
2πmn

N
+ (b cos

2πm

N
sin

2πmn

N
+ b sin

2πm

N
cos

2πmn

N
)

(cos
2πm

N
− a) + i sin

2πm

N
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=
1

N

N−1∑
m=0

c cos
2πmn

N
+ b cos

2πm(n + 1)

N

(cos
2πm

N
− a) + i sin

2πm

N

+ i
1

N

N−1∑
m=0

c sin
2πmn

N
+ b sin

2πm(n + 1)

N

(cos
2πm

N
− a) + i sin

2πm

N

=
1

N

N−1∑
m=0

(
c cos

2πmn

N
+ b cos

2πm(n + 1)

N

)(
cos

2πm

N
− a− i sin

2πm

N

)
(
cos

2πm

N
− a

)2
−

(
i sin

2πm

N

)2

+ i
1

N

N−1∑
m=0

(
c sin

2πmn

N
+ b sin

2πm(n + 1)

N

)(
cos

2πm

N
− a− i sin

2πm

N

)
(
cos

2πm

N
− a

)2
−

(
i sin

2πm

N

)2

=
1

N

N−1∑
m=0

(
c cos

2πmn

N
+ b cos

2πm(n + 1)

N

)(
cos

2πm

N
− a

)
a2 − 2a cos

2πm

N
+ 1

+
1

N

N−1∑
m=0

(
c sin

2πmn

N
+ b sin

2πm(n + 1)

N

)
sin

2πm

N

a2 − 2a cos
2πm

N
+ 1

− i
1

N

N−1∑
m=0

(
c cos

2πmn

N
+ b cos

2πm(n + 1)

N

)
sin

2πm

N

a2 − 2a cos
2πm

N
+ 1

+ i
1

N

N−1∑
m=0

(
c sin

2πmn

N
+ b sin

2πm(n + 1)

N

)(
cos

2πm

N
− a

)
a2 − 2a cos

2πm

N
+ 1

.

Xét trường hợp N = 2, ta có

h(n) =
1

2

1∑
m=0

(
cos(mnπ) + b cos[m(n + 1)π]

)(
cos(mπ)− a

)
a2 − 2a cos(mπ) + 1
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+
1

2

1∑
m=0

(
sin(mnπ) + b sin[m(n + 1)π]

)
sin(mπ)

a2 − 2a cos(mπ) + 1

− i
1

2

1∑
m=0

(
cos(mnπ) + b cos[m(n + 1)π]

)
sin(mπ)

a2 − 2a cos(mπ) + 1

+ i
1

2

1∑
m=0

(
sin(mnπ) + b sin[m(n + 1)π]

)(
cos(mπ)− a

)
a2 − 2a cos(mπ) + 1

=
1

2

[(c + b)(1− a)

(1− a)2 −

(
c cos nπ + b cos(n + 1)π

)
(1 + a)

(1 + a)2

]
− i

2

[(
c sin nπ + b sin(n + 1)π

)
(1 + a)

(1 + a)2

]
.

Với a = 2, b = 3, c = 4, thì

h(0) = −7, 3333333333 + 0, 0000000000.i

h(1) = −7, 6666666666 + 0, 0000000000.i.

Với a = 6, b = 8, c = 10, thì

h(0) = −1, 942857143 + 0, 0000000000.i

h(1) = −1, 657142857 + 0, 0000000000.i.

. 3.4. Tìm tín hiệu ra và hàm hệ của hệ thống sau
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Lời giải. Từ hệ thống ta có hệ{
f(n) + as(n− 1) = s(n)

s(n) + bg(n− 1) = g(n).
(3.51)

Trong hệ trên, phương trình dưới thay n bởi n− 1, ta được hệ mới
f(n) + as(n− 1) = s(n)

g(n)− bg(n− 1) = s(n)

g(n− 1)− bg(n− 2) = s(n− 1).

Suy ra

f(n) + a[g(n− 1)− bg(n− 2)] = g(n)− bg(n− 1).

Viết lại phương trình trên

g(n)− (a + b)g(n− 1) + abg(n− 2) = f(n).

Tác động biến đổi Fourier rời rạc vào vế của phương trình trên, ở thời

điểm m, ta có

G(m)− (a + b)W−m
N G(m) + abW−2m

N G(m) = F (m).

Với
(
ab− (a + b) + 1

)
6= 0 khi đó sẽ có

G(m) =
1

1− (a + b)W−m
N + abW−2m

N

F (m). (3.52)

Đặt

H(m) =
1

1− (a + b)W−m
N + abW−2m

N

. (3.53)

Phương trình (3.52) được viết lại là

G(m) = H(m)F (m). (3.54)

Hàm H(m) được gọi là hàm hệ của hệ thống trên.

Để tìm tín hiệu ra g(n), ta biến đổi Fourier rời rạc ngược vào hai vế

của phương trình trên và áp dụng mệnh đề ( 1.5.2 ) ta có

g(n) = h(n) ∗ f(n), (3.55)
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trong đó

h(n) = F−1[H(m)](n). (3.56)

. 3.5. Tìm tín hiệu ra và hàm hệ của hệ thống sau

Lời giải. Từ hệ thống trên, ta có hệ sau
a1f(n) + p(n) = g(n)

a2s(n) + q(n) = p(n)

b1p(n− 1) + f(n) = s(n)

s(n) + b2q(n− 1) = q(n).

(3.57)

Tác động biến đổi Fourier rời rạc hai vế của từng phương trình của hệ

trên, ở thời điểm m, và vận dụng công thức dịch chuyển thời gian (1.33)

và đưa hệ trên phương trình trên về dạng
a1F (m) + P (m) = G(m) (1)

a2S(m) + Q(m) = P (m) (2)

F (m) + b1W
−m
N P (m) = S(m) (3)

S(m) + b2W
−m
N Q(m) = Q(m) (4).

Từ (3),(4) và b2 6= 1, ta có

Q(m) =
S(m)

1− b2W
−m
N

=
F (m) + b1W

−m
N P (m)

1− b2W
−m
N

. (5)
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Thay (5) và (3) vào (2) ta thu được

P (m) =
F (m) + b1W

−m
N P (m)

1− b2W
−m
N

+ a2

(
F (m) + b1W

−m
N P (m)

)
.

Quy đồng và bỏ mẫu ta thu được(
(1−b2W

−m
N )(1−a2b1W

−m
N )−b1W

−m
N

)
P (m) =

(
1+a2(1−b2W

−m
N )

)
F (m).

Với (1− b2)(1− a2b1)− b1 6= 0, b2 6= 0 khi đó sẽ có

P (m) =
1 + a2(1− b2W

−m
N )

(1− b2W
−m
N )(1− a2b1W

−m
N )− b1W

−m
N

F (m).

Thay P (m) vào phương trình (1) ta có

a1F (m) +
1 + a2(1− b2W

−m
N )

(1− b2W
−m
N )(1− a2b1W

−m
N )− b1W

−m
N

F (m) = G(m)

G(m) =
(1− b2W

−m
N )

[
a1(1− a2b1W

−m
N ) + a2

]
−a1b1W

−m
N + 1

(1− b2W
−m
N )(1− a2b1W

−m
N )− b1W

−m
N

F (m).

(3.58)

Đặt

H(m) =
(1− b2W

−m
N )

[
a1(1− a2b1W

−m
N ) + a2

]
−a1b1W

−m
N + 1

(1− b2W
−m
N )(1− a2b1W

−m
N )− b1W

−m
N

(3.59)

Khi đó phương trình (3.58) được viết lại là

G(m) = H(m)F (m). (3.60)

Hàm H(m) được gọi là hàm hệ của hệ thông trên.

Để tìm tín hiệu ra g(n) của hệ thống ta sử dụng biến đổi Fourier rời

rạc ngược và áp dụng mệnh đề ( 1.5.2) ta được kết quả sau

g(n) = h(n) ∗ f(n), (3.61)

trong đó

h(n) = F−1(H(m)). (3.62)
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Kết luận

Luận văn đã trình bày và đạt được một số kết quả sau

1. Trình bày lý thuyết biến đổi Fourier rời rạc cho các dãy số, đặc biệt

là dãy số tuần hoàn.

2. Giới thiệu hai thuật toán biến đổi Fourier nhanh, đó là thuật toán

biến đổi Fourier nhanh rút gọn theo thời gian và thuật toán biến đổi

Fourier nhanh rút gọn theo tần số. Hai thuật toán trên được minh họa

bằng sơ đồ thuật toán với độ dài lấy mẫu là N = 23. Ngoài ra, trình bày

thuật toán biến đổi Fourier nhanh cho trường hợp N = RC, trong đó R

hoặc C không phải là lũy thừa của 2.

3. Trình bày các ứng dụng của biến đổi Fourier rời rạc vào bài toán

phương trình vi phân thường, bài toán biên Dirichlet của phương trình

Poisson trong hình chữ nhật.

4. Ngoài ra, luận văn còn giới thiệu xử lý tín hiệu số tiếng hót trong

Rada và một số hệ thống tuyến tính trong lý thuyết tín hiệu số.
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