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Mở đầu

1. Lý do chọn Luận văn

Lý thuyết đa thế vị (không trọng), đặc biệt là hàm cực trị đa phức đã

được nghiên cứu từ cuối những năm 70. Các kết quả cơ bản và sự ứng dụng

của lý thuyết này có thể tìm trong hai công trình của Siciak và Bloom và

sách chuyên khảo của Klimek.

Đặc biệt trong công trình của Siciak, Siciak là người đầu tiên đưa ra

những nghiên cứu sơ bộ hàm cực trị có trọng. Gần đây Bloom và Levenberg

đã giải một số bài toán mở quan trọng trong lý thuyết đa thế vị bởi sự

nghiên cứu lý thuyết này trong trường hợp có trọng. Đó là lý do tôi chọn

"Đa thức có trọng và lý thuyết đa thế vị có trọng" làm đề tài nghiên cứu

của Luận văn.

2. Phương pháp nghiên cứu

Sưu tầm và đọc tài liệu từ các tạp chí toán học trong nước và quốc tế

liên quan đến đa thức có trọng và lý thuyết đa thế vị có trọng. Qua đó,

tìm hiểu và nghiên cứu về vấn đề này.

3. Mục đích của Luận văn

Mục đích của Luận văn này là trình bày công trình gần đây của Thomas

Bloom về đa thức có trọng và lý thuyết đa thế vị có trọng.

4. Nội dung của Luận văn

Luận văn bao gồm phần Mở đầu, hai chương nội dung chính, Kết luận

và Tài liệu tham khảo.

Chương 1. Trình bày một phần công trình của Siciak về cực trị hàm

đa điều hòa dưới, đặc biệt các kết quả ban đầu về hàm cực trị .

Chương 2. Trình bày công trình của Bloom về đa thức có trọng và lý

thuyết đa thế vị có trọng. Các kết quả đáng chú ý là ba Định lý 2.2.10,

2.3.4, 2.4.1.
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Luận văn đã được hoàn thành dưới sự hướng dẫn và nhiệt tình chỉ bảo

của GS.TSKH Nguyễn Văn Khuê, Đại học sư phạm Hà Nội. Em xin được

bày tỏ lòng biêt ơn sâu sắc đến Thầy. Tác giả cũng xin gửi lời cảm ơn chân

thành đến Ban Giám hiệu, phòng Đào tạo, khoa Toán-trường Đại học sư

phạm, Đại học Thái Nguyên đã tạo điều kiện thuận lợi cho tôi trong suốt

quá trình học tập tại trường.

Xin chân thành cảm ơn gia đình, bạn bè đồng nghiệp và các thành viên

trong lớp cao học toán K18B đã luôn quan tâm, động viên, giúp đỡ tôi

trong suốt thời gian học tập và quá trình làm Luận văn.

Tuy có nhiều cố gắng, song thời gian và năng lực của bản thân có hạn

nên Luận văn khó tránh khỏi những thiếu sót. Rất mong được sự đóng

góp ý kiến của các thầy cô cùng toàn thể bạn đọc.

Thái Nguyên, tháng 08 năm 2012

Tác giả

Lê Bích Ngọc
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Chương 1

HÀM CỰC TRỊ TRONG CN

Trong chương này chúng tôi trình bày một số kiến thức liên quan tới việc

chứng minh các kết quả của chương 2 như: Hàm đa điều hòa dưới, hàm

L-cực trị, tập L-cực.

1.1 Hàm đa điều hòa dưới

1.1.1 Hàm nửa liên tục

Định nghĩa 1.1.1. Giả sử X là không gian mêtric

a) Hàm u : X → [−∞; +∞) gọi là nửa liên tục trên nếu tập hợp

{x ∈ X : u(x) < α}

là mở với mọi α ∈ R
b) Hàm u : X → (−∞; +∞] gọi là nửa liên tục dưới nếu tập hợp

{x ∈ X : u(x) > α}

là mở với mọi α ∈ R

Nhận xét. Từ định nghĩa trên ta có

a) Hiển nhiên nếu u là nửa liên tục trên nếu và chỉ nếu −u là nửa liên

tục dưới.

b) Hàm u : X → [−∞; +∞) gọi là nửa liên tục trên nếu và chỉ nếu

lim
x→a

supu(x) = u(a),
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xảy ra với mọi a ∈ X,

ở đây

lim
x→a

supu(x) = inf
ε>0

(sup{u(y) : y ∈ B(a, ε)})

Thật vậy, giả sử u là nửa liên tục trên trên X. Ta cần chứng minh

lim
x→a

supu(x) = u(a) xảy ra với mọi a ∈ X.

Cho a ∈ X, có thể coi u(a) 6= −∞. Do u là nửa liên tục trên nên u nửa

liên tục trên tại a. Suy ra với mọi ε > 0, tồn tại lân cận Ua ⊂ X của a

sao cho với mọi x ∈ Ua ta có u(x) < u(a) + ε nên sup{u(x) : x ∈ Ua} ≤
u(a) + ε. Từ đó, inf

Ua
sup{u(x) : x ∈ Ua} ≤ u(a) + ε. Vì ε nhỏ tùy ý nên

suy ra lim
x→a

supu(x) = inf
Ua

sup{u(x) : x ∈ Ua} ≤ u(a).

Mặt khác hiển nhiên ta có:

u(a) ≤ lim
x→a

supu(x), với mọi a ∈ X

Vậy

lim
x→a

supu(x) = u(a), xảy ra với mọi a ∈ X.

1.1.2 Hàm điều hòa dưới

Định nghĩa 1.1.2. Giả sử Ω là một tập mở trong C. Hàm u : Ω →
[−∞,+∞) được gọi là hàm điều hòa dưới trên Ω nếu và chỉ nếu nó thỏa

mãn hai điều kiện sau:

(i) u là hàm nửa liên tục trên trên Ω.

(ii) Với mọi w ∈ Ω, tồn tại ρ > 0 sao cho B(w, ρ) ⊂ Ω, ta có:

u(w) ≤ 1

2π

∫ 2π

0
u(w + reiθ)dθ, 0 ≤ r < ρ.

Ta đã biết rằng (ii) tương đương với (ii)’: Với mọi ω ∈ Ω và ρ > 0 sao

cho B(ω, ρ) ⊂ Ω, ta có

u(ω) ≤ 1

2π

2π∫
0

u(ω + reiθ)dθ.

Tập tất cả các hàm điều hòa dưới trên Ω được ký hiệu bởi SH(Ω) .
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Định lý 1.1.3. Giả sử u, v là hai hàm điều hòa dưới trên Ω ∈ C. Khi đó:

(i) h(z) = max(u(z), v(z)) là hàm điều hòa dưới trên Ω.

(ii) Với mọi số thực α, β > 0, ta có:

h(z) = αu(z) + βv(z), là hàm điều hòa dưới trên Ω.

Chứng minh. Hiển nhiên h(z) = max{u(z), v(z)} là nửa liên tục trên

trên Ω.

Mặt khác, lấy z0 ∈ Ω, tồn tại B(z0, ρ) ⊂ Ω sao cho

u(z0) ≤
1

2π

∫ 2π

0
u(z0 + reiθ)dθ ≤ 1

2π

∫ 2π

0
h(z0 + reiθ)dθ, 0 ≤ r < ρ,

v(z0) ≤
1

2π

∫ 2π

0
v(z0 + reiθ)dθ ≤ 1

2π

∫ 2π

0
h(z0 + reiθ)dθ, 0 ≤ r < ρ.

Do đó

h(z) ≤ 1

2π

∫ 2π

0
h(z0 + reiθ)dθ, 0 ≤ r < ρ.

Vậy h(z) là hàm diều hòa dưới trên Ω.

(ii) Chứng minh tương tự (i).

1.1.3 Hàm đa điều hòa dưới

Định nghĩa 1.1.4. Giả sử Ω là một tập con mở trong CN và u : Ω →
[−∞,+∞) là một hàm nửa liên tục trên, không đồng nhất −∞ trên bất

kỳ thành phần liên thông nào của Ω.

Hàm u được gọi là đa điều hòa dưới trên Ω nếu với mỗi a ∈ Ω và b ∈ CN

hàm λ 7→ u(a + λb) là hàm điều hòa dưới hoặc đồng nhất −∞ trên mỗi

thành phần liên thông của tập {λ ∈ C : a+ λb ∈ Ω}.
Tập tất cả các hàm đa điều hòa dưới trên Ω được ký hiệu bởi PSH(Ω).

Định lý 1.1.5. Giả sử u : Ω → [−∞,+∞) là hàm nửa liên tục trên

và không đồng nhất −∞ trên mỗi thành phần liên thông của Ω ⊂ CN .

Khi đó u ∈ PSH(Ω) nếu và chỉ nếu với mỗi a ∈ Ω và b ∈ CN sao cho

{a+ λb : λ ∈ C, |λ| ≤ 1} ⊂ Ω, ta có:

u(a) ≤ 1

2π

∫ 2π

0
u(a+ eiθb)dθ.

Hơn nữa, tính đa điều hòa dưới có tính địa phương.
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Chứng minh.

Điều kiện cần. Giả sử u ∈ PSH(Ω) cần chứng minh với a ∈ Ω, b ∈ CN

sao cho {a+ λb : λ ∈ C, |λ| ≤ 1} ⊂ Ω, ta có:

u(a) ≤ 1

2π

∫ 2π

0
u(a+ eiθb)dθ.

Thật vậy, do u ∈ PSH(Ω) nên:

u : D ⊂ C → R
λ 7→ u(a+ λb)

là hàm điều hòa dưới trong đó

D = {λ ∈ C : a+ λb ∈ Ω, b ∈ CN}.

Do {a + λb : λ ∈ C, |λ| ≤ 1} ⊂ Ω, nên B(0, 1) ⊂ D. Khi đó theo định

nghĩa của hàm điều hòa dưới, ta có:

v(0) ≤ 1

2π

∫ 2π

0
v(0 + 1eiθ)dθ =

1

2π

∫ 2π

0
u(a+ eiθb)dθ

với v(λ) = u(a+ λb). Vậy

u(a) ≤ 1

2π

∫ 2π

0
u(a+ eiθb)dθ.

Điều kiện đủ. Hiển nhiên nếu u(a) ≤ 1
2π

∫ 2π
0 u(a + eiθb)dθ với a ∈ Ω,

b ∈ CN mà {a+ λb : λ ∈ C, |λ| ≤ 1} ⊂ Ω thì u ∈ PSH(Ω). Định lý được

chứng minh.

1.2 Một vài họ các hàm đa điều hòa dưới trong CN

Cho tập con mở G của CN , ta ký hiệu PSH(G) là tập tất cả các hàm đa

điều hòa dưới trên G.

Chúng ta sẽ chú ý đặc biệt đến họ các hàm đa điều hòa dưới trên CN

sau đây:

L = {u ∈ PSH(CN) : u(x) ≤ β + log(1 + |x|) trong CN},

L+ = {u ∈ PSH(CN) : α+log(1+|x|) ≤ u(x) ≤ β+log(1+|x|) trong CN},
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trong đó α và β là các hằng số thực phụ thuộc vào u, và |x| = max
1≤j≤N

|xj|

với mọi x = (x1, ..., xN) ∈ CN .

Tập L được gọi là lớp Lelong trong CN .

Hiển nhiên rằng L+ ⊂ L và cả hai họ trên đều là các tập con lồi của

PSH(CN). Các phần tử của L được gọi là hàm đa điều hòa dưới với cấp

tăng cực tiểu loại 1

Đế ý rằng nếu f là đa thức khác 0 của N biến phức với bậc ≤ n, thì

( 1n) log |f | ∈ L. Thật vậy, đặt M = sup{|f(x)| : |x| ≤ 1}; theo bất đẳng

thức Cauchy:

|f(x)| ≤M(1 + |x|+ ...+ |x|n) ≤M1(1 + |x|n), M1 = const > 0,

kéo theo kết quả trên.

Đặt ω(x) = CN exp(− 1
1−|x|2 ) với |x| ≤ 1 và ω(x) = 0 với |x| ≥ 1 với

hằng số dương CN được chọn sao cho
∫
ω(x)dx = 1, phép lấy tích phân

được lấy với độ đo Lebesgue 2N−chiều trong CN . Cho λ > 0 bất kỳ, đặt

ωλ(x) = λ−2Nω(λ−1x). Từ đó
∫
ωλ(x)dx = 1 và ωλ(x) = 0 với |x| ≥ λ

Mệnh đề 1.2.1. Nếu u ∈ L ( u ∈ L+), thì uλ = u ∗ ωλ được cho bởi:

(u ∗ ωλ)(x) =

∫
u(x+ y)ωλ(y)dy, x ∈ CN ,

là một C∞-hàm trong CN thuộc L (L+). Hơn nữa,

uλ ↓ u khi λ ↓ 0

Chứng minh. Ta đã biết rằng uλ là C∞-hàm, uλ ∈ PSH(CN) và uλ ↓ u
khi λ ↓ 0 trong CN . Từ định nghĩa của uλ ta suy ra rằng uλ ∈ L (tương

ứng uλ ∈ L+)

Mệnh đề 1.2.2. Cho hàm u ∈ L+, đặt δ = e−u và

δλ(x) = inf
y∈CN

[δ(y) + (
1

λ
)|y − x|], x ∈ CN , λ > 0

Khi đó

(i) |δλ(x)− δλ(y)| ≤ ( 1λ)|x− y|, x, y ∈ CN ;

(ii) uλ = − log δλ ∈ L+ nếu 0 < λ < eβ;

(iii) uλ ↓ u trong CN khi λ ↓ 0
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Chứng minh. (i) được suy ra từ các phép biến đổi sơ cấp.

(ii) Hàm uλ là hàm đa điều hòa dưới trên CN (Bổ đề 2, p.48 của [5]).

Dễ kiểm tra rằng:

u(x) ≤ uλ(x) ≤ β + lg(1 + |x|), 0 < λ < eβ.

(iii) Điều kiện đủ phải chỉ ra rằng δλ ↑ δ khi λ ↓ 0. Hiển nhiên δλ′ ≤
δλ′′ ≤ δ với 0 < λ′ ≤ λ′′. Cố định x ∈ CN và ε > 0. Lấy λ0 đủ nhỏ sao cho

δλ(x) = inf
y∈CN

[δ(y) + (
1

λ
)|x− y|], 0 < λ < λ0.

Do tính nửa liên tục dưới của δ nên tồn tại một lân cận U của x sao cho:

δ(y) ≥ δ(x)− ε, y ∈ U.

Ta có thể chọn λ0 đủ nhỏ sao cho hình cầu B = B(x, λM), ở đây M =

supx∈CN δ(x) chứa trong U với 0 < λ < λ0. Khi đó

δλ(x) = inf
y∈B

[δ(y) + (
1

λ
)|x− y|] ≥ δ(x)− ε, 0 < λ < λ0

Mệnh đề 1.2.3. Nếu u ∈ L+ và δ = e−u là Lipschitz (với hằng số Lip-

schitz bằng 1), thì tồn tại một dãy các số dương {cn} và một số nguyên

dương k thỏa mãn với mỗi n tồn tại một họ Fn các hàm chỉnh hình trên

CN sao cho

(eu)n ≤ sup
f∈Fn
|f | ≤ cn(e

u)n+k trên CN

và lim n
√
cn = 1.

Mệnh đề sau là trường hợp riêng của Định lý 2, trang 82 trong [5].

Mệnh đề 1.2.4. Từ định lý Liouville kéo theo mỗi hàm f ∈ Fn là một đa

thức có bậc ≤ n+ k.

1.3 Hàm L-cực trị

1.3.1 Định nghĩa

Giả sử E là tập con bất kỳ của CN và b : CN → [−∞,+∞) là một hàm

thực trên CN . Hàm b có thể nhận giá trị −∞, nhưng không nhận giá trị
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+∞.

Đặt

L(E, b) = {u ∈ L : u ≤ b trên E},

L+(E, b) = {u ∈ L+ : u ≤ b trên E}.

L(E,−∞) thay cho L(E, b) với b ≡ −∞ trên E. Để ý rằng L(E,−∞) có

thể là rỗng, nếu E quá rộng, ví dụ nếu intE 6= ∅ hoặc tổng quát hơn nếu

E không là tập cực.

Ta định nghĩa cho mỗi x ∈ CN

V (x) ≡ V (x,E, b) ≡ VE,b(x) = sup{u(x) : u ∈ L(E, b)},

V +(x) ≡ V +(x,E, b) ≡ V +
E,b(x) = sup{u(x) : u ∈ L+(E, b)}.

Ta viết VE hoặc V +
E nếu b = 0 trên E.

Định nghĩa 1.3.1. Hàm VE,b (V +
E,b) được gọi là hàm L-cực trị (L+-cực

trị) kết hợp với E và b.

1.3.2 Các tính chất

Các tính chất 1, 2, 3 sau được suy ra từ Định nghĩa 1.3.1

Tính chất 1 (Tính đơn điệu với quan hệ với b). VE,b1 ≤ VE,b2 trong CN

nếu b1 ≤ b2 trên E.

Tính chất 2 (Tính đơn điệu với quan hệ với E). VF,b ≤ VE,b trong CN

nếu E ⊂ F .

Tính chất 3. VE,b+c = c+ VE,b trong CN với mọi hằng số thực c.

Tính chất 4. Nếu E = B(a, r) = {x ∈ CN : ‖x − a‖ ≤ r} là hình cầu

tâm a bán kính r với ‖.‖ là chuẩn bất kỳ trên CN , khi đó:

VE(x) =
log+ ‖x− a‖

r
.

Chứng minh. Thật vậy, hiển nhiên rằng log+ ‖x−a‖
r ≤ VE(x) trên CN .

Để đạt được bất đẳng thức đảo ta cố định x ∈ CN với ‖x− a‖ > r và

chú ý rằng với mỗi u ∈ L(E, 0) hàm:

w(x) = u(a+ λ(x− a))− log+ |λ|.‖x− a‖
r

,
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là bị chặn và điều hòa với |λ| > r
‖x−a‖ , và w(λ) ≤ 0 khi |λ| = r

‖x−a‖ . Bằng

cách đặt

w(∞) = lim
λ→∞

w(λ),

hàm w trở thành điều hòa dưới tại ∞.

Do đó theo nguyên lý cực đại ta thu được bất đẳng thức w(λ) ≤ 0 với

mọi |λ| ≥ r
‖x−a‖ . Đặc biệt ta có thể lấy λ = 1 và cũng thu được bất đẳng

thức cần tìm.

Tính chất 5. Nếu tập E là bị chặn và hàm b là bị chặn dưới trên E thì:

VE,b = V +
E,b trong CN .

Đặc biệt, nếu E là bị chặn thì VE = V +
E .

Chứng minh. Thật vậy, đặt m = inf{b(x) : x ∈ E} và giả sử E ⊂
B(0, r). Khi đó hàm max{u(x),m+ log+ ‖x‖

r } thuộc L+(E, b) với mỗi u ∈
L(E, b). Do đó VE,b ≤ V +

E,b. Bất đẳng thức đảo là hiển nhiên.

Các tính chất sau là hiển nhiên.

Tính chất 6. Nếu b = 1
α [α1b1 + α2b2], với α1, α2 là các số thực không âm

thỏa mãn α = α1 + α2, khi đó:

α1VE,b1 + α2VE,b2 ≤ αVE,b.

Tính chất 7. Nếu a : CN → [−∞,+∞) là một hàm thực thỏa mãn VE,a
là hữu hạn tại mọi điểm của CN , thì:

1

λ
[VE,a+λb − VE,a] ≤

1

λ′
[VE,a+λ′b − VE,a] trong CN với 0 < λ < λ′.

Bất đẳng thức này được suy ra từ tính chất 6 bằng phép đặt b1 = a+ λb,

b2 = a, α1 = 1
λ , α2 = 1

λ′ −
1
λ .

Tính chất 8. Nếu −∞ < m ≤ b(x) ≤M < +∞ trên E thì:

m+ VE ≤ VE,b ≤M + VE trong CN .

Đặc biệt, nếu b bị chặn thì VE,b(x) là hữu hạn nếu và chỉ nếu VE(x) là hữu

hạn.

Ta có bất đẳng thức quan trọng sau.
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Tính chất 9 (Bất đẳng thức Bernstein-Walsh). Nếu f là một đa thức của

N biến phức có bậc ≤ n sao cho |f(x)| ≤M exp[nb(x)] trên E thì:

|f(x)| ≤M exp[nVE,b(x)], x ∈ CN .

Chứng minh. Thật vậy, nếu f 6= 0 thì ( 1n)(log |f |− logM) ∈ L(E, b), vì

vậy kết quả trên là hệ quả trực tiếp từ định nghĩa của VE,b.

Mệnh đề 1.3.2. Nếu E là compact và b|E là nửa liên tục dưới thì VE,b là

nửa liên tục dưới trên CN .

Chứng minh. Cố định u ∈ L(E, b) và ε > 0. Do tính compact của E và

nửa liên tục dưới của b ta có thể tìm được λ = λ(ε) > 0 đủ nhỏ sao cho

uλ = u ∗ ωλ ≤ b+ ε trên E.

Từ đó uλ − ε ∈ L(E, b) và vì vậy uλ − ε ≤ VE,b trong CN . Điều đó kéo

theo VE,b là bao trên của hàm liên tục u ∗ ωλ − ε,với u ∈ L(E, b), ε > 0,

λ = λ(ε, u) > 0. Do đó VE,b là nửa liên tục dưới.

Mệnh đề 1.3.3. Nếu E là compact và hàm cực trị V = VE,b liên tục tại

mọi điểm của E, thì nó liên tục trên CN . Đặc biệt VE,b ∈ L(E, b)

Chứng minh. Từ

V ∗(x) = lim
y→x

supV (y) = V (x) với x ∈ E,

ta có thể tìm được hình cầu B = B(a, r) với a ∈ E sao cho V ≤ V ∗ ≤
M = const trên B. Do đó, từ tính chất 4:

V ≤M + log+ |x− a|
r

trong CN .

Từ đó V ∗ ∈ L. Từ Vλ = V ∗ ∗ ωλ ∈ C∞ ∩ L và Vλ ↓ V ∗ trong CN , đặc

biệt Vλ ↓ V trên E khi λ ↓ 0, từ định lý Dini kéo theo:

Vλ ≤ V + ε trên E khi 0 < λ < λ0 = λ0(ε).

Do đó V là một giới hạn đều của hàm Vλ(λ ↓ 0) trong C∞

Mệnh đề 1.3.4. Nếu E là compact và b là liên tục, thì:

VEr,b ↑ VE,b trong CN khi r ↓ 0,
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với

Er =
⋃
a∈E

B(a, r) = {x ∈ CN : dist(x,E) ≤ r},

B(a, r) = {x ∈ CN : |x− a| ≤ r}.

Chứng minh. Lấy bất kỳ u ∈ L(E, b). Với ε > 0 ta có thể tìm λ > 0

sao cho uλ = u ∗ ωλ ≤ b+ ε trên E. Do uλ và b liên tục nên ta có thể tìm

r0 > 0 sao cho:

uλ < b+ 2ε trên Er, 0 < r < r0 = r0(u).

Từ đó u ≤ uλ ≤ 2ε+ VEr,b trong CN , 0 < r < r0, và cuối cùng

VE,b ≤ 2ε+ lim
r→0

VEr,b.

Từ VEr,b ≤ VE,b, ta được kết quả cần tìm.

Định nghĩa 1.3.5. Ta nói rằng tập con E của CN là:

(i) L-chính quy địa phương tại điểm a ∈ E nếu với mỗi r > 0 hàm cực

trị VE∩B(a,r) là liên tục tại a

(ii) L-chính quy địa phương nếu nó L-chính quy địa phương tại mọi

điểm a ∈ E

Mệnh đề 1.3.6. Nếu E là tập compact L-chính quy địa phương, thì với

mỗi hàm thực b hàm cực trị V = VE,b là liên tục trên CN .

Chứng minh. Trước hết ta thấy rằng V ∗ ≤ b trên E.

Thật vậy, cho a ∈ E và ε > 0, ta có:

V (x) ≤ VE∩B(a,r),b(a)+ε = b(a) + ε+ VE∩B(a,r) trong CN ,

với r > 0 đủ nhỏ sao cho b(x) ≤ b(a) + ε trong B(a, r). Từ đó V ∗(a) ≤
b(a) + ε, và do ε > 0 tùy ý, ta có V ∗(a) ≤ b(a). Bây giờ

V ∗ ≤ Vλ = V ∗ ∗ ωλ ≤ b+ ε trên E với 0 < λ < λε,

Trong đó Vλ − ε ∈ L(E, b) và

Vλ − ε ≤ V ≤ V ∗ ≤ Vλ trong CN , 0 < λ < λε.

Do đó V là giới hạn đều của hàm Vλ khi λ ↓ 0 của C∞
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Hệ quả 1.3.7. Nếu E là compact và b là một hàm thực liên tục sao cho

V ∗E,b ≤ b trên E, thì VE,b là liên tục trong CN

Mệnh đề 1.3.8. Nếu f là đa thức khác 0 có bậc ≤ k và b = 1
k log |f |, thì

với mỗi tập con E của CN , VE,b = b trên E.

Đặc biệt nếu E = ∂D, D là miền bị chặn sao cho f(x) 6= 0 với x ∈ D,

thì:

VE,b(x) =
1

k
log |f(x)|, x ∈ D.

Chứng minh. Từ (1.2) , (1k) log |f | ∈ L(E, b). Do đó,

b(x) = (
1

k
) log |f(x)| ≤ VE,b(x) trong CN .

Mặt khác, VE,b ≤ b = (1k) log |f | trên E. Theo nguyên lý cực đại, bất đẳng

thức cuối cùng đúng trên D.

1.4 Tập L-cực

Định nghĩa 1.4.1. Ta nói rằng tập con E của CN là:

(i) CN -cực địa phương nếu với mỗi điểm a ∈ E tồn tại một hàm đa

điều hòa dưới W trong một lân cận mở Ua của a sao cho W = −∞ trên

E ∩ Ua;
(ii) CN -cực toàn cục nếu tồn tại một hàm đa điều hòa dưới W trên CN

sao cho W = −∞ trong E;

(iii) L-cực nếu tồn tại một hàm W ∈ L sao cho W = −∞ trên E (tức

là nếu L(E,−∞) 6= 0).

Định nghĩa 1.4.2. Cho một tập con E của CN và một tập mở G ⊂ CN ,

với mỗi x ∈ G ta đặt:

h(x,E,G) ≡ hEG(x)

= sup{u(x) : u ∈ PSH(G), u ≤ 0 trên E ∩G, u ≤ 1 trên G}.

Hàm h∗EG là hàm đa điều hòa dưới trên G. Nếu h∗EG(a) < 1 tại điểm a ∈ G
thì h∗EG(x) < 1 với mọi x thuộc tập liên thông của G chứa điểm a.
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Mệnh đề 1.4.3. E ⊂ CN là CN -cực địa phương nếu và chỉ nếu với mỗi

a ∈ E tồn tại một miền D 3 a sao cho:

h∗ED(x) = lim
y→x

suphED(y) = 1 với mọi x ∈ D.

Chứng minh. Nếu E là CN -cực địa phương thì với mỗi a ∈ E có thể tìm

được một lân cận Ua của a và một hàm đa điều hòa dưới W trên Ua sao

cho W = −∞ trong E ∩ Ua. Giả sử D là một miền con compact tương

đối của Ua chứa a. Ta có thể giả thiết W ≤ 0 trên D. Khi đó:

1

k
W + 1 ≤ hED trên D với mọi k ≥ 1.

Do đó hED = 1 trong một tập con trù mật của D, tức là h∗ED ≡ 1.

Giả sử D là một miền sao cho h∗ED = 1 trên D. Do tập {x ∈ D :

hED(x) < h∗ED(x)} có độ đo Lebesgue bằng không, nên tồn tại một điểm

ξ ∈ D sao cho với mỗi k ∈ N tìm được uk ∈ PSH(D) với uk = 0 trên

E ∩D, uk ≤ 1 trong D và uk(ξ) ≥ 1− 2−k. Ta cần chứng minh hàm:

W (x) =
∑
k≥1

[uk(x)− 1], x ∈ D,

là hàm đa điều hòa dưới trên D và W = −∞ trên E ∩D. Thật vậy, dãy

tổng riêng của chuỗi trên là giảm và W (ξ) ≥ −1. Từ đó, W ∈ PSH(D).

Hiển nhiên W = −∞ trên E ∩D.

Bổ đề 1.4.4. Cho (ui)i∈I là họ các hàm thuộc L. Đặt:

u = sup{ui : i ∈ I} trong CN

Khi đó các điều kiện sau là tương đương:

(1) Tồn tại số thực R > 0 và M > 0 sao cho u ≤ M trong hình cầu

B = B(0, R);

(2) Tồn tại số thực R > 0 và M > 0 sao cho:

u(x) ≤M + log+ |x|
R

trong CN ;

(3) Tồn tại một tập con mở D 6= 0 của CN và hằng số thực M > 0 sao

cho u ≤M trong D;

(4) u là bị chặn trên tập con compact bất kỳ của CN ;
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(5) u∗ ∈ L.
Hơn nữa, nếu ui là liên tục với mọi i ∈ I thì mỗi điều kiện (1)-(5) là

tương đương với điều kiện sau:

(6) u(x) < +∞ với mỗi x ∈ D, D là tập con mở khác ∅ của CN .

Chứng minh. Sự kéo theo (1)⇒ (2) và (4)⇒ (5) có được từ 1.3.2 (tính

chất 4)

(2)⇒ (3)⇒ (4), (5)⇒ (1) và (2)⇒ (6) là hiển nhiên.

Nếu ui, i ∈ I, là liên tục và (6) được thỏa mãn, thì u là nửa liên tục

dưới, khi đó tồn tại hình cầu B = B(a,R) ⊂ D và hằng số đương M sao

cho u ≤M trên B. Như vậy (3) được thỏa mãn.

Định lý 1.4.5. Cho họ bất kỳ (ui)i∈I ⊂ L, đặt u = supi ui và Au = {x ∈
CN : u(x) < +∞}. Khi đó u∗ ∈ L nếu và chỉ nếu Au không là L-cực.

Chứng minh. 1) Nếu u∗ ∈ L, thì Au = CN và Au không là L-cực.

2) Giả sử u∗ /∈ L, khi đó theo Bổ đề 1.4.4:

sup{u(x) : x ∈ B1 = B(0, 1)} = +∞.

Do đó với mỗi n tồn tại in ∈ I sao cho sup
B1

uin ≥ n . Đặt vn = uin,

và Mn = sup
B1

vn. Khi đó lim
n→∞

Mn = +∞ và vn −Mn ≤ log+ |x| trong CN .

Ta cần chỉ ra tồn tại ε > 0 và ξ ∈ CN sao cho:

lim
n→∞

sup exp[vn(ξ)−Mn] ≥ ε. (1.1)

Mặt khác lim
n→∞

sup exp[vn(x)−Mn] ≤ 0 với mọi x ∈ CN . Theo Bổ đề

Hartogs ta có:

exp[vn(x)−Mn] ≤ ε, x ∈ B1, ε > 0, n ≥ nε.

Nếu 0 < ε < 1, điều này mâu thuẫn với định nghĩa của Mn. Ta cố dịnh

ε > 0 và ξ ∈ CN thỏa mãn (1.1) và lấy một dãy số nguyên nk < nk+1,

k ≥ 1 sao cho:

lim
k→∞

exp[vnk(ξ)−Mnk] ≥ ε và Mnk ≥ 2k (k ≥ 1).
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Ta cần chỉ ra hàm W ∈ L(Av,−∞) trong đó:

W (x) =
∑
k≥1

2−k[vnk(x)−Mnk], x ∈ CN , v = sup
n≥1

vn

và Av = {x ∈ CN : v(x) < +∞}.
Thật vậy, cho bất kỳ R > 1 ta có 2−k[vnk(x)−Mnk]− 2−k log+R ≤ 0,

k ≥ 1 trên B(0, R). Do đó W là nửa liên tục trên trong B(0, R). Từ đó

nó là nửa liên tục trên trên CN .

Nếu x ∈ Av thì 2−k[vnk(x)−Mnk] ≤ 2−kvnk(x)−1 ≤ −1
2 , k ≥ k0. Do đó

W = −∞ trong Av. Nếu x = ξ thì W (ξ) > −∞. Và cuối cùng W (x) ≤
log+ |x| trong CN . Do đó W ∈ L(Av,−∞) và đặc biệt W ∈ L(Au,−∞)

vì Au ⊂ Av.

Định lý 1.4.6.

Nếu E =
⋃
n≥1

En và L(En,−∞) 6= ∅ (n ≥ 1) thì L(E,−∞) 6= ∅. Mặt

khác A là hợp đếm được các tập L-cực là một tập L-cực.

Chứng minh. Lấy E1 ∪ ...∪En, ta giả thiết rằng En ⊂ En+1. Với mỗi n,

lấy un ∈ L(En,−∞), đặt Mn = sup
B1

un và thấy rằng tồn tại ε > 0 và ξ ∈ CN

sao cho

lim
n→∞

sup exp[un(ξ)−Mn] ≥ ε.

Đặt W (x) =
∑
k≥1

2−k[unk(x)−Mnk]. Khi đó W ∈ L(E,−∞) .

Hệ quả 1.4.7. Nếu E ⊂ CN không là L-cực thì tồn tại điểm a ∈ CN sao

cho E ∩B(a, r) không là L-cực với mỗi r > 0.

Định nghĩa 1.4.8. Cho tập con E bất kỳ của CN , số:

c(E) = lim
|x|→∞

inf |x| exp(−VE(x))

được gọi là L-dung lượng của E.

Nếu E là tập compact trong mặt phẳng phức C thì c(E) là dung lượng

logarit (đường kính siêu hạn) của E.
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Áp dụng Bổ đề 1.4.4 và Định lý 1.4.5 cho họ {u ∈ L : u ≤ 0 trên E},
ta có kết quả sau:

Hệ quả 1.4.9. Nếu E là tập con bất kỳ của CN thì các điều kiện sau là

tương đương:

(i) c(E) = 0;

(ii) V ∗E /∈ L;
(iii) V ∗E ≡ +∞;

(iv) E là L-cực.

Nếu c(E) > 0 thì tồn tại a ∈ CN sao cho c(E ∩ B(a, r)) > 0 với mọi

r > 0.

Định lý 1.4.10. Với mỗi tập con E của CN , các điều kiện sau là tương

đương:

(a) E là CN -cực địa phương;

(b) E là CN -cực toàn cục;

(c) E là L-cực.

(d) Với mỗi miền bị chặn D ⊂ CN , h∗ED = 1 trên D.

Chứng minh. Phần khó nhất của định lý là sự kéo theo (a) ⇒ (b) gần

đây đã được chứng minh bởi Josefson [6]

(b) ⇒ (c). Từ Định lý 1.4.6 ta giả thiết rằng E là bị chặn. Lấy W là

hàm đa điều hòa dưới trên CN sao cho W = −∞ trên E

Giả sử E không là L-cực. Khi đó, từ Hệ quả 1.4.9, V ∗E ∈ L. Hơn nữa,

V ∗E ∈ L+. Vì vậy cho bất kỳ % > M , ta tìm được R > 0 đủ lớn sao cho

E ⊂ B = B(0, R) và

V ∗E(x) ≥M + % trên ∂B, trong đó M = sup
x∈E

V ∗E(x).

Ta có thể giả thiết W ≤ 0 trong B. Cho số nguyên dương k, đặt

vk(x) =
V ∗E(x)

M + %
với |x| ≥ R

và

vk(x) = max
{

(
1

k
)W (x) + 1,

V ∗E(x)

M + %

}
với |x| ≤ R.
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Khi đó (M + %)vk ≤ M trên E và (M + %)vk ∈ L. Do đó (M + %)vk ≤
M + VE trong CN

Đặc biệt, (M + %)
(
1
kW + 1

)
≤ M + VE trong B với k ≥ 1. Từ đó

M +% ≤M +VE trong B, đặc biệt ta có % ≤M với x ∈ E. Sự mâu thuẫn

này kéo theo E là L-cực.

Sự kéo theo (c)⇒ (d)⇒ (a) có được từ Mệnh đề 1.4.3.

Mệnh đề 1.4.11. Nếu F là L-cực thì với mỗi tập bị chặn E và mỗi hàm

b : CN → [−∞,+∞), ta có:

V ∗E∪F,b = V ∗E,b trong CN .

Chứng minh. Ta chỉ cần chỉ ra rằng V ∗E,b ≤ V ∗E∪F,b. Lấy bất kỳ u ∈
L(E, b) và W ∈ L(F,−∞). Ta giả thiết rằng W ≤ 0 trên E. Do đó
1
kW + u ∈ L(E ∪ F, b) và

1

k
W + u ≤ VE∪F,b trong CN với k ≥ 1.

Từ đó

u ≤ VE∪F,b trong CN \W−1({−∞})

và cuối cùng:

V ∗E,b ≤ V ∗E∪F,b.

1.5 Độ đo Monge-Ampère

Giả sử Ω là tập mở trong CN , ký hiệu ∂ và ∂ là các toán tử vi phân trong

CN cho bởi:

∂u =
N∑
j=1

∂u

∂zj
dzj,

∂u =
N∑
j=1

∂u

∂zj
dzj

với u là C∞−hàm trên Ω.
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Đặt d = ∂ + ∂, dc = i(∂ − ∂). Dễ thấy rằng với u là C∞−hàm trên Ω

ta có:

(ddcu)N = 4N .N ! det[
∂2u

∂zj∂zk
]dV,

với dV = ( i2)Ndz1 ∧ dz1 ∧ dz2 ∧ dz2 ∧ ... ∧ dzN ∧ dzN .
Vậy (ddcu)N là một độ đo trên Ω.

Trong [Kl], Belford-Taylor đã chứng minh kết quả quan trọng sau.

Định lý 1.5.1. Giả sử u là hàm đa điều hòa dưới bị chặn địa phương trên

Ω. Khi đó tồn tại dãy C∞− hàm đa điều hòa dưới {uj} trên Ω giảm tới u

sao cho độ đo (ddcuj)
N hội tụ yếu tới độ đo (ddcu)N trên Ω:

lim
j→∞

∫
ϕ(ddcuj)

N =

∫
ϕ(ddcu)N

với mọi ϕ là C∞−hàm có giá compact trong Ω.

Ngoài ra giới hạn đó không phụ thuộc vào uj → u, (ddcu)N gọi là độ đo

Monge-Ampère xác định bởi u.
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Chương 2

ĐA THỨC CÓ TRỌNG VÀ LÝ

THUYẾT ĐA THẾ VỊ CÓ

TRỌNG

Trong chương này chúng tôi nghiên cứu đa thức có trọng qua việc nghiên

cứu hàm cực trị có trọng đặc biệt.

2.1 Kiến thức chuẩn bị bổ sung

Ngoài các kiến thức chuẩn bị trong chương 1, ta bổ sung thêm một số kiến

thức sau:

Cho E là một tập con bị chặn của CN . Hàm Green đa cực của E được

cho bởi

VE(z) = sup{u(z)|u ∈ L, u ≤ 0 trên E} (2.1)

Trong đó như đã biết

L = {u|u là đa điều hòa dưới trong CN , u(z) ≤ log+ |z|+ C}, (2.2)

ở đây khác với chương 1, ta sử dụng:

|z| =
( N∑
i=1

|zi|2
)1/2

với z = (z1, ..., zN) ∈ CN .

Một tập E ⊂ CN được gọi là đa cực nếu với mỗi điểm a ∈ E có

một lân cận U của a và một hàm v là đa điều hòa dưới trong U sao cho
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E ∩U ⊂ {z ∈ U |v(z) = −∞}. Một tính chất của tập E gọi là quasi-khắp

nơi nếu có một tập đa cực P ⊂ E sao cho tính chất này có tại mọi điểm

của E \ P
Cho G là một tập con mở của CN và f là một hàm biến thực trên G, ta

đặt f ∗ biểu thị sự chính quy hóa nửa liên tục trên, được định nghĩa bởi:

f ∗(z) = lim
ξ→z

f(ξ) với z ∈ G.

Trong chương 1, ta đã có V ∗E ∈ L nếu và chỉ nếu E là không đa cực. Cho

E không đa cực, độ đo cân bằng của E được định nghĩa bởi:

dµeq = dµeq(E) = (ddcV ∗E)N ,

trong đó (ddC)N là toán tử phức Monge-Ampère. Người ta chứng minh

được rằng dµeq là độ đo Borel dương với khối lượng toàn phần (2π)N và

sup p(dµeq) ⊂ E ([Kl]).

Trong trường hợp E là tập compact, kết quả của định lý Siciak và

Zaharyuta cho ta:

VE(z) = log φE(z),

trong đó

φE(z) = sup{|p(z)|
1

deg(p) |p là đa thức chỉnh hình, deg(p) ≥ 1 và ‖p‖E ≤ 1}.

Từ đó kéo theo VE(z) = VÊ(z) với Ê là bao lồi đa thức của E: (Ê = {z ∈
CN : |p(z)| ≤ sup

E
|p| với mọi p là đa thức trên CN})

Chúng ta sẽ sử dụng lớp H của hàm đa điều hòa dưới thuần nhất thuộc

tính loga trong CN được định nghĩa bởi:

H = {u ∈ L |u(tz) = u(z) + log |t| với mọi z ∈ CN , t ∈ C}.

Cho E là tập bị chặn trong CN , ta định nghĩa:

HE(z) = sup{u(z)|u ∈ H, u ≤ 0 trên E}.

Với E compact ta có:

HE(z) = logψE(z),

trong đó:

ψE(z) = sup{|p(z)|
1

deg(p) |p là đa thức thuần nhất chỉnh hình,

deg p ≥ 1 và ‖p‖E ≤ 1}.
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Với E là tập compact trong CN , một hàm có trọng chấp nhận được đối

với E là một hàm thực trong E thỏa mãn:

i) w ≥ 0.

ii) w là hàm nửa liên tục trên.

iii) {z ∈ E|w(z) > 0} là không đa cực

Đặc biệt nếu E là hàm có trọng chấp nhận được thì E là không đa cực và

ω là trọng chấp nhận được như trên, ta xác định hàm:

Q = − logw

Khi đó Q là nửa liên tục dưới (l.s.c.) trên E. Hàm Green đa phức có trọng

của E với trọng lượng w được định nghĩa bởi:

VE,Q = sup{u(z)|u ∈ L, u ≤ Q trên E}.

Độ đo cân bằng có trọng của E được định nghĩa bởi:

dµeq(E,w) = (ddcV ∗E,Q)N .

Nó là độ đo Borel dương với supp(dµeq(E,w)) ⊂ E có khối lượng toàn

phần (2π)N .

Một đa thức có trọng trong E được định nghĩa là một hàm dạng wdp

với d là một số nguyên ≥ 0 và p là đa thức chỉnh hình có bậc ≤ d. Chú ý

rằng nếu ‖wdp‖E ≤ 1 thì 1
d log |p(z)| ≤ Q(z) trên E và do 1

d log |p(z)| ∈ L
ta có 1

d log |p(z)| ≤ VE,Q(z) với mọi z ∈ CN .

Ta biết rằng ([Si1] và [SaTo])

VE,Q(z) = log φE,Q(z)

trong đó:

φE,Q(z) = sup{|p(z)|
1
d |‖wdp‖E ≤ 1, deg p ≥ 1

và wdp là một đa thức có trọng}.

Cho E là compact và chính quy địa phương và w là một hàm có trọng

liên tục trên E thì VE,Q là liên tục.

Cho u ∈ L, ta định nghĩa hàm Robin ρu bởi:

ρu(z) = lim
|s|→+∞
s∈C

u(sz)− log |s|.
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Khi đó ρ(z) ∈ H.

2.2 Sự liên hệ giữa độ đo cân bằng có trọng và không trọng

Trong mục này ta đưa ra kết quả chính của luận văn. Đó là mối liên hệ

giữa độ đo cân bằng có trọng và không có trọng.

Cho E là tập compact trong CN và w là hàm có trọng chấp nhận được

trên E. Tập Z = Z(E,w) ⊂ CN+1 được định nghĩa như sau:

Z = {(t, λ1t, ..., λN t) ∈ CN+1|(λ = λ1, ..., λN) ∈ E, t ∈ C và |t| = w(λ)}.

Ta tìm mối quan hệ giữa lý thuyết thế vị có trọng trên E với trọng lượng

w và lý thuyết thế vị trên Z. Ta sử dụng ký hiệu (t, z) cho một điểm trong

CN+1 với t ∈ C và z ∈ CN . Ta biểu thị Cλ là đường thẳng phức trong

CN+1 được cho bởi:

Cλ = {(t, z) ∈ CN+1|zj = λjt với j = 1, ..., N ; (λ1, ..., λN) ∈ CN và t ∈ C}

Rõ ràng Z là một tập hợp tròn, tức là, nếu (t, z) ∈ Z thì (eiθt, eiθz) ∈ Z
với mọi θ ∈ [0, 2π). Z (bao đóng của Z) là compact và tròn.

Z là không đa cực do E là không đa cực. Chú ý rằng w ≡ 1 (trường

hợp không trọng) thì Z = {|t| = 1} × E.

Do Z ⊂
⋃
λ∈E

Cλ và E compact nên Z ⊂
⋃
λ∈E

Cλ và vì vậy Z ∩ {(t, z) ∈

CN+1|t = 0} ⊂ {0}.

Mệnh đề 2.2.1. HZ = HZ và VZ = VZ

Chứng minh. Để chứng minh mệnh đề đầu, ta chỉ cần chỉ ra nếu u ∈
H(C× CN), u ≤ 0 trên Z thì u ≤ 0 trên Z. Do w là nửa liên tục trên ta

có, với λ ∈ E:

Z ∩ Cλ ⊂ {(t, z) ∈ Cλ| |t| ≤ w(λ)}.

Ứng dụng nguyên lý cực đại cho hàm điều hòa dưới t→ u(t, λ1t, ..., λN t)

ta có u ≤ 0 trên Z.

Mệnh đề thứ hai chứng minh tương tự.

Mệnh đề 2.2.2. VZ = Max(0, HZ) và ρVZ = H∗Z.
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Mệnh đề đầu có được từ Mệnh đề 5.6 [Si1], mệnh đề 2 có được từ tính

thuần nhất (Bổ đề 5.1 [BLM])

Mệnh đề 2.2.3. dµeq(Z) có giá compact trong CN+1 − {t = 0}.

Chứng minh. Do H∗Z ∈ H và H∗Z(0) = −∞ suy ra H∗Z < 0 trong một

lân cận của gốc.

Như vậy, gốc là một điểm trong của Ẑ. Nhưng dµeq(Z) không có khối

lượng thuộc phần trong của Ẑ nên ta có mệnh đề.

Xét ánh xạ L : CN+1 − {t = 0} → CN cho bởi:

L(t, z) =
z

t
= λ ∈ CN .

Nếu ta xét PN (không gian xa ảnh N−chiều) như không gian các đường

thẳng phức qua gốc trong CN+1, khi đó L cho một bản đồ của PN . Chú ý

rằng L(Cλ) = λ.

Ta nhắc lại " H-nguyên lý" của Siciak. Tồn tại tương ứng 1 - 1 giữa

H(CN+1) và L(CN) như sau: Mỗi ũ(t, z) ∈ H(C× CN) kết hợp với

u(z) = ũ(1, z). (2.3)

Khi đó u ∈ L(CN). Ngược lại, cho u ∈ L(CN) ta đặt:

ũ(t, z) = u(
z

t
) + log |t| = L∗u(λ) + log |t| với t 6= 0 (2.4)

và

ũ(0, z) = lim
|s|→+∞
s∈C

u(sz)− log(s) = ρu(z).

Khi đó ũ ∈ H(C× CN).

Hơn nữa, giả sử Pd(t, z) là một đa thức thuần nhất bậc d trên C×CN .

Khi đó 1
d log |Pd(t, z)| ∈ H(C × CN) và phần tử kết hợp của L(CN) bởi

(2.3) là: 1
d log |Pd(1, z)|. Pd(1, z) là đa thức của z bậc ≤ d.

Ngược lại, cho đa thức Gd(z) của z có bậc ≤ d, khi đó 1
d log |Gd(z)| ∈

L(CN). Hàm kết hợp với nó trong H(C × CN) là 1
d log |tdGd(

z
t )|. Chú ý

rằng tdGd(
z
t ) là đa thức thuần nhất trên CN+1 có bậc d trong (t, z). Ta sử

dụng ký hiệu:

Pd(t, z) = tdGd(
z

t
).
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Cho một đa thức có trọng wdGd(λ) trên E, ta có thể thấy mối quan hệ

giữa chuẩn của nó trên E với chuẩn của đa thức kết hợp Pd(t, z) trên Z

(hoặc tương đương, Z). Cụ thể là, ta có:

Bổ đề 2.2.4.

‖wdGd‖E = ‖Pd(t, z)‖Z .

Chứng minh. Lấy (t, z) ∈ Z ∩ Cλ và λ ∈ E, khi đó:

Pd(t, z) = tdPd(1,
z

t
) = tdGd(λ).

vì vậy:

|Pd(t, z)| = |t|d|Pd(1,
z

t
)| = w(λ)d|Gd(λ)|.

Từ đó ta có kết quả.

Định lý 2.2.5 dưới đây cho ta mối quan hệ giữa hàm Green đa phức của

E và hàm Green đa phức thuần nhất của Z.

Định lý 2.2.5. HZ(t, z) = L∗(VE,Q) + log |t| với t 6= 0.

Chứng minh. Lấy ũ(t, z) ∈ H(C × CN) và giả sử ũ ≤ 0 trên Z. Do

ũ(t, λ1t, ..., λN t) = ũ(1, λ) + log |t| với λ ∈ E, ta có, log |t| + ũ(1, λ) ≤ 0

trên Cλ ∩ Z. Vì vậy,

u(λ) ≤ − log |t| = Q(λ) trên Cλ ∩ Z.

Do đó u ≤ VE,Q và vì vậy từ (2.4) ta có:

ũ(t, z) ≤ L∗(VE,Q) + log |t| với t 6= 0.

Lấy sup theo từng điểm trong (t, z) trên mọi ũ ta có:

HZ ≤ L∗(VE,Q) + log |t| với t 6= 0. (2.5)

Phần còn lại là chứng minh bất đẳng thức ngược. Cho u ∈ L(CN)

với u ≤ Q trên E. Khi đó với (t, z) ∈ Cλ ∩ Z, sử dụng (2.4), ta có

ũ(t, z) = log |t|+ u(λ) ≤ log |t| − logw(λ) ≤ 0. Do đó ũ(t, z) ≤ 0 trên Z

và ũ(t, z) ≤ HZ trên C× CN . Ta có:

L∗(u) + log |t| ≤ HZ với t 6= 0.

Lấy sup theo từng điểm trên mọi u từ (2.5) cho ta bất đẳng thức ngược.
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Hệ quả 2.2.6. H∗Z(t, z) = ˜V ∗E,Q(t, z)

Chứng minh. Xét điểm (t0, z0) với t0 6= 0. Đặt λ0 = z0
t0
.

Khi đó theo Định lý 2.2.5, có

lim
(t,z)→(t0,z0)

HZ(t, z) = lim
λ→λ0

VE,Q(λ) + log |λ0|.

và vế phải là ˜V ∗E,Q(t0, z0) do (2.4)Chứng minh kết quả này có t 6= 0 nhưng

do hai vế (trong phát biểu của Hệ quả 2.2.6) là hàm đa điều hòa dưới trên

CN+1 và đúng với t 6= 0 nên chúng phải đúng trên CN+1.

Các Hệ quả 2.2.7, 2.2.8 và 2.2.8 dưới đây nói về sự hội tụ của dãy các

hàm Green đa phức đối với dãy hội tụ của các trọng.

Hệ quả 2.2.7. Giả sử E ⊂ CN là compact và {wj}j=1,2,... là dãy trọng

lượng chấp nhận được trên E và w cũng là trọng lượng chấp nhận được

trên E. Giả sử wj ↓ w. Khi đó:

lim
j
V ∗E,Qj = V ∗E,Q.

Chứng minh. Xét các tập tròn trong CN+1 sau: Zj = Zj(E,wj) và Z =

Z(E,w). Với {(t, z)| |t| ≤ wj} ↓ {(t, z)| |t| ≤ w}. Nên ˆ̄Zj ↓ ˆ̄Z và kết quả

được suy ra từ Định lý 2.2.5 và( [8], Hệ quả 5.1.2).

Hệ quả 2.2.8. Cho E, {wj}, w như trong Hệ quả 2.2.7, trừ ra wj ↓ w
quasi-khắp nơi. Khi đó:

lim
j
V ∗E,Qj = V ∗E,Q.

Chứng minh. Rõ ràng
⋂
j
{(t, z)| |t| ≤ wj} và {(t, z)| |t| ≤ w} khác biệt

bởi một tập đa cực, do đó hệ quả suy ra từ ([8], Hệ quả 5.2.5).

Hệ quả 2.2.9. Cho E, {wj}, w như trong Hệ quả 2.2.7 trừ ra wj ↑ w
quasi-khắp nơi. Khi đó:

lim
j
V ∗E,Qj = V ∗E,Q.

Chứng minh. Với bất kỳ tập đa cực F ta có Zj ∪ F ↓ Z ∪ F . Từ (Hệ

quả [K], 5.2.5 và 5.2.6) ta có:

V ∗Zj = V ∗Zj∪F ↓ V
∗
Z∪F = V ∗Z .
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Từ đó sử dụng tính thuần nhất, H∗Z ↓ HZ và từ Hệ quả 2.2.6,

V ∗E,Qj ↓ VE,Q.

Từ Mệnh đề 2.2.3, ta có thể xét L∗(dµeq(Z)) như là ảnh của độ đo

dµeq(Z) qua ánh xạ L.

Từ supp(dµeq(Z)) ⊂ Z ⊂
⋃
λ∈E

Cλ ta có supp(L∗(dµeq(Z))) ⊂ E. Ta

nghiên cứu thêm về mối quan hệ này. Giả thiết rằng Z là chính quy. Độ

đo cân bằng trên Z và độ đo cân bằng có trọng trong E liên hệ bởi định

lý sau:

Định lý 2.2.10. L∗
(

1
2πdµeq(Z)

)
= dµeq(E,w).

Chứng minh. HZ là liên tục do Mệnh đề 2.2.2 vì vậy, như hệ quả của

Định lý 2.2.5 VE,Q liên tục. Khi đó:

ddcHZ = ddcL∗(VE,Q) = L∗(ddcVE,Q) với t 6= 0.

và vì vậy:

(ddcHZ)N = L∗(ddcVE,Q)N = L∗(dµeq(E,w)) với t 6= 0.

Giả sử φ là hàm có giá compact trơn trên CN+1 − {t = 0}. Khi đó:∫
CN+1

φdµeq(Z) =

∫
CN+1

φ(ddcVZ)N+1 =

∫
CN+1

VZdd
cφ ∧ (ddcVZ)N . (2.6)

Bây giờ, khi ε ↓ 0, Max(HZ , ε) −ε ↑ VZ đều trên CN . Vì vậy:∫
CN+1

VZdd
cφ∧(ddcVZ)N = lim

ε→0

∫
CN+1

(Max(HZ , ε)−ε)ddcφ∧(ddcVZ)N . (2.7)

Chú ý rằng {z ∈ CN+1| Max(HZ , ε) = ε} là lân cận của Z trong CN+1 và

nếu Max(HZ(z), ε) > 0 thì VZ = HZ . Vì vậy, trong vế phải của biểu thức

(2.7) ta có thể thay thế VZ bởi HZ để được:∫
CN+1

VZdd
cφ ∧ (ddcHZ)N =

∫
CN+1

VZdd
cφ ∧ L∗(ddcVE,Q)N . (2.8)
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Tất cả các hàm lấy tích phân trong (2.6), (2.7) và (2.8) đều có giá

compact trong CN+1 − {t = 0}. Do vậy, vế phải của (2.8) bằng:∫
CN

(∫
Cλ

VZdd
cφ

)
dµeq(E,w) =

∫
CN

(∫
Cλ

φddcVZ

)
dµeq(E,w). (2.9)

Với λ ∈ E, ta đặt dmλ là độ đo Lebesgue trên đường tròn |t| = w(λ) trong

Cλ đã được chuẩn hóa. Khi đó 1
2πdd

cV Z
Cλ

= dmλ. Vì vậy, vế phải của (2.9)

bằng:
1

2π

∫
CN

(∫
Cλ

φdmλ

)
dµeq(E,w).

Định lý 2.2.10 được chứng minh.

Hệ quả tiếp theo chỉ ra rằng giả thiết Z là chính quy được bỏ đi từ giả

thiết của Định lý 2.2.10.

Hệ quả 2.2.11. L∗
(

1
2πdµeq(Z)

)
= dµeq(E,w).

Chứng minh. Ta chỉ cần chỉ ra dãy các tập compact chính quy địa

phương Ej, với các trọng chấp nhận được liên tục wj trên Ej sao cho

Ej ↓ E và wj ↓ w trên E. Khi đó Z(Ej, wj) ↓ Z(E,w). Áp dụng Định lý

2.2.10 cho mỗi Z(Ej, wj) và Ej và lấy giới hạn ta được Hệ quả 2.2.11.

Sự xây dựng dãy {Ej} và {wj} xem trong [3], mục 7).

2.3 Bất đẳng thức Bernstein-Markov

Cho tập compact E ⊂ CN và độ đo Borel hữu hạn dương µ trên E, ta nói

rằng (E, µ) thỏa mãn bất đẳng thức Bernstein-Markov (B-M) nếu với mỗi

ε > 0, tồn tại hằng số C = C(ε) > 0 sao cho với mọi đa thức chỉnh hình

p ta có:

‖p‖E ≤ C(1 + ε)deg(p)‖p‖L2(µ). (2.10)

Bất đẳng thức này được dùng liên quan tới tính chất L2 của đa thức với

lý thuyết thế vị bất biến của E.

Trong mục này chúng tôi giới thiệu một dạng "có trọng" của bất đẳng

thức B-M.
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Cho tập compact E ⊂ CN , một trọng lượng chấp nhận được w trên

E và độ đo Borel hữu hạn dương µ trên E, ta nói rằng (E,w, µ) thỏa

mãn bất đẳng thức B-M với trọng w nếu với mọi ε > 0, tồn tại hằng số

C = C(ε) > 0 sao cho, với mọi đa thức có trọng wdp ta có:

‖wdp‖E ≤ C(1 + ε)d‖wdp‖L2(µ). (2.11)

Tất nhiên, với w ≡ 1, (2.11) rút gọn thành (2.10).

Ta sẽ tìm mối liên hệ giữa bất đẳng thức B-M có trọng với (E,w, µ) và

bất đẳng thức B-M trên Z đối với độ đo ν. ν được định nghĩa như sau:

dν = dmλ ⊗ dµ với λ ∈ E.

Hiển nhiên supp(ν) ⊂
⋃
λ∈E

Cλ, với φ liên tục có giá compact trong CN+1−

{t = 0}, ta có: ∫
CN+1

φdν =

∫
E

(∫
Cλ

φdmλ

)
dµ(λ).

Định lý 2.3.1. (E,w, µ) thỏa mãn bất đẳng thức B-M có trọng nếu và chỉ

nếu (Z, ν) thỏa mãn bất đẳng thức B-M.

Chứng minh. Trước hết sử dụng Bổ đề 2.2.4 ta chứng minh

Bổ đề 2.3.2.

‖Pd‖L2(ν) = ‖wdGd‖L2(µ).

Chứng minh. Pd là một đa thức thuần nhất có bậc d trên CN+1. Ta có:∫
CN+1

|Pd(t, z)|2dν =

∫
E

(∫
Cλ

|Pd(t, z)|2dmλ

)
dµ(λ)

=

∫
E

|wdGd|2dµ(λ), sử dụng (2.5)

= ‖wdGd‖L2(µ).

Bây giờ, giả sử (Z, ν) thỏa mãn bất đẳng thức B-M. Áp dụng bất đẳng

thức này với đa thức thuần nhất, sử dụng Bổ đề 2.2.4 và 2.3.2 ta thu được

bất đẳng thức B-M có trọng cho (E,w, µ).
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Chiều ngược lại, giả sử (E,w, µ) thỏa mãn bất đẳng thức B-M có trọng.

Đầu tiên ta chú ý rằng nếu hai đơn thức khác bậc, chúng là trực giao

trong L2(ν) do đó sự hạn chế của chúng trong bất kỳ Cλ là trực giao trong

L2(dmλ). Do đó, với một đa thức p trên CN+1, được viết dưới dạng tổng

của các đa thức thuần nhất

p =
d∑
i=0

pi

thì:

‖p‖L2(ν) =
d∑
i=0

‖pi‖L2(ν). (2.12)

Do đó, với bất kỳ ε > 0 có C > 0 sao cho:

‖p‖Z ≤
d∑
i=0

‖pi‖Z ≤ C(1+ε)d‖pi‖L2(ν) ≤ C(d+1)(1+ε)d‖p‖L2(ν). (2.13)

trong đó bất đẳng thức thứ hai có được từ Bổ đề 2.2.4, 2.3.2 và bất đẳng

thức B-M có trọng cho (E,w, µ). Bất đẳng thức thứ ba trong (2.13) có

được từ (2.12). Bất đẳng thức B-M có được từ (2.13).

Hệ quả 2.3.3. Giả sử Z là chính quy. Khi đó (E,w, dµeq(E,w)) thỏa

mãn bất đẳng thức B-M có trọng.

Chứng minh. Đó là kết quả của Nguyen-Zeriahi [9] kết hợp với ([8], Hệ

quả 5.6.7) cho ta (Z, dµeq(Z)) thỏa mãn bất đẳng thức B-M. Tuy nhiên,

từ Định lý 2.2.10 ta có: 1
2πdµeq(Z) = dmλ ⊗ dµeq(E,w).

Ta sẽ đưa ra tình huống khác mà bất đẳng thức B-M có trọng thỏa mãn.

Định lý 2.3.4. Cho E là một tập compact, chính quy địa phương ⊂ RN

và w liên tục trên E với inf
z∈E

w(z) > 0. Giả sử σ là độ đo Borel hữu hạn

dương trên E và (E, σ) thỏa mãn bất đẳng thức B-M. Khi đó (E,w, σ)

thỏa mãn bất đẳng thức B-M có trọng.

Chứng minh. logw liên tục trên E và vì vậy theo Định lý Weierstrass,

nó được xấp xỉ bởi đa thức. Đó là, cho ε > 0 tồn tại gε = gε(x1, ..., xn) là
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đa thức thực sao cho ‖ logw − gε‖E ≤ ε. Mũ hóa, ta có:

e−ε ≤ w

exp(gε)
≤ eε với z ∈ E.

Ta xét gε như một đa thức chỉnh hình

gε = gε(z1, ..., zN)

Lấy đủ nhiều các số hạng trong chuỗi lũy thừa của exp(gε) ta được một

đa thức chỉnh hình H thỏa mãn, với ε đủ nhỏ:

1− 2ε ≤ w

H
≤ 1 + 2ε với z ∈ E.

Bây giờ, xét đa thức có trọng wdG và đặt

J = GHd.

Khi đó:

wd|G| = |J |
( w

|H|

)d
.

Vì vậy:

|J |(1− 2ε)d ≤ wd|G| ≤ |J |(1 + 2ε)d với z ∈ E. (2.14)

Từ bất đẳng thức B-M cho (E, σ) ta có, với ε1 > 0 tồn tại C1 > 0 sao

cho:

‖J‖E ≤ C1(1 + ε1)
(h+1)d‖J‖L2(σ). (2.15)

trong đó h = degH. Do đó:

‖wdG‖E ≤ ‖J‖E(1 + 2ε)d từ vế phải của bất đẳng thức (2.14)

≤ C1(1 + ε1)
(h+1)d(1 + 2ε)d‖J‖L2(σ) do (2.15)

≤ C1(1 + ε1)
(h+1)d (1 + 2ε)d

(1− 2ε)d
‖wdG‖L2(σ) do vế trái của (2.14).

Với ε > 0 đã chọn và h cố định, ta chọn ε1 sao cho (1 + ε1)
(h+1) ≤ 1 + ε

và do đó ta thu được:

‖wdG‖E ≤ C1
(1 + ε)d(1 + 2ε)d

(1− 2ε)d
‖wdG‖L2(σ).

Nhưng ε > 0 là tùy ý nên bất đẳng thức B-M có trọng được thỏa

mãn.
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Ví dụ 2.3.5. Cho BR = {x ∈ RN | |x| ≤ R} là hình cầu bán kính R (tâm

là gốc). Khi đó (BR, dx) thỏa mãn bất đẳng thức B-M với dx biểu thị độ

đo Lebesgue.

Lấy w(x) là hàm liên tục dương bất kỳ trên BR. Khi đó từ Định lý 2.3.4

(BR, w, dx) thỏa mãn bất đẳng thức B-M có trọng.

2.4 L2 lý thuyết đa thức có trọng

Cho E là tập con compact không đa cực của CN , w là trọng chấp nhận

được trên E và µ là đọ đo Borel hữu hạn dương với supp(µ) = E. Với d là

một số nguyên dương, tập các đơn thức độc lập tuyến tính trong L2(w2dµ)

([BL1]). Bằng việc sắp thứ tự chỉ số mũ của chúng và áp dụng phương pháp

Gram-Schmidt ta thu được đúng các đa thức trực chuẩn {pdα(z, µ)}α∈Nn:∫
CN

pdα(z, µ)pdβ(z, µ)w2ddµ = δαβ.

với đa chỉ số α, β.

Ta có thể viết:

pdα(z, µ) = adαz
α + (các đơn thức có bậc thấp hơn) với adα > 0.

Ta chỉ xét những đa thức mà |α| = d.

Trong trường hợp (E,w, µ) thỏa mãn bất đẳng thức B-M có trọng ta sẽ

chỉ ra rằng số mũ cao nhất {adα} có tiệm cận giới hạn theo phương. Trước

hết ta đặt:

Σ0 := {θ ∈ RN | θ = (θ1, ..., θN),
n∑
j=1

θj = 1, θj > 0}.

Ta xét dãy các đa chỉ số {α(j)} với mỗi θ ∈ Σ0 sao cho:

lim
j
|α(j)| = +∞ và lim

j

α(j)

|α(j)|
= θ. (2.16)

Định lý 2.4.1. Giả sử (E,w, µ) thỏa mãn bất đẳng thức B-M có trọng và

{α(j)} là dãy các đa chỉ số thỏa mãn (2.16). Khi đó:

lim
j

(
adα(j)

) 1
d

=
1

τw(E, θ)
.
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với τw(E, θ) là hằng số Tchebyshev theo phương có trọng của E theo hướng

θ.

Chứng minh. Trước hết, ta nhắc lại định nghĩa hằng số Tchebyshev theo

phương có trọng. Cho đa chỉ số α, ta đặt P (α) = {q| q = zα +
∑
β<α

cβz
β},

trong đó cβ ∈ C và ký hiệu β < α được sử dụng để biểu thị đa chỉ số β

đứng trước α trong thứ tự từ điển.

Cho đa chỉ số α với |α| = d và đặt tdα biểu thị đa thức cực tiểu hóa

{‖wdq‖E| q ∈ P(α)}. Đó là tdα ∈ P(α) và:

‖wdtdα‖E = inf{‖wdq‖E | q ∈ P(α)}.

Khi đó (xem [BL2]) ta biết dãy các đa chỉ số {α(j)}j=1,2,... thỏa mãn

(2.16) tồn tại và giới hạn trong (2.16) được gọi là hằng số Tchebyshev có

trọng theo phương θ ∈ Σ0:

τw(E, θ) := lim
j
‖wdtdα(j)‖

1
d

E (2.17)

Bây giờ, từ định lý cơ bản của không gian Hilbert ta có:

adα =
1

‖wdqdα‖L2(µ)
, (2.18)

trong đó qdα là đa thức duy nhất trong P(α) thỏa mãn:

‖wdqdα‖L2(µ) = inf{‖wdq‖L2(µ) | q ∈ P(α)}. (2.19)

Bây giờ, với ε > 0, có C > 0 sao cho:

‖wdqdα‖E ≤ C(1 + ε)d‖wdqdα‖L2(µ) do bất đẳng thức B-M có trọng

≤ C(1 + ε)d‖wdtdα‖L2(µ) do (2.19)

≤ C1(1 + ε)d‖wdtdα‖E.

Do đó, với mỗi ε > 0 có một hằng số C1 > 0 sao cho:

‖wdtdα‖E ≤ ‖wdqdα‖E ≤ C1(1 + ε)d‖wdtdα‖E (2.20)

Chọn dãy các đa chỉ số {α(j)} thỏa mãn (2.16), lấy lũy thừa 1/d của

biểu thức trong (2.20), cho j →∞, sử dụng (2.17), (2.18) và do ε > 0 tùy

ý, ta được kết quả cần tìm.
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2.5 Tập hợp tròn tổng quát

Các tập hợp tròn có dạng ˆ̄Z(E,w) có các tính chất sau:

i) Lồi đa thức,

ii) tròn,

iii) compact,

iv) không đa cực.

Tuy nhiên, không phải mọi tập như vậy đều có dạng ˆ̄Z(E,w). Ta sẽ

chỉ ra, tuy nhiên hầu hết các tập với những tính chất trên là giới hạn của

những tập dạng ˆ̄Z(E,w)

Cho Z ⊂ CN+1 là một tập với các tính chất i), ii), iii), iv) ở trên. Khi

đó điểm gốc là điểm trong của Z. Ta liên kết Z với một hàm trong CN

được định nghĩa bởi:

w(λ) := sup{|t| | (t, z) ∈ Z ∩ Cλ}.

Khi đó w(λ) > 0 với mọi λ và w bị chặn trên. Ta đặt Q(λ) :=

− logw(λ).

Mệnh đề 2.5.1. w là nửa liên tục trên trên CN .

Chứng minh. Cố định λ0 ∈ CN . Gọi {λs}s=1,2,... là một dãy trong CN

hội tụ về λ0. Ta có thể bằng cách xác định một dãy con, giả sử rằng

lim
s

(λs) := w0 tồn tại. Các điểm (w(λs), λs1w(λs), ..., λsNw(λs)) ∈ Z ∩Cλs,
vì vậy do Z là compact, điểm (w0, λ01w

0, ..., λ0Nw
0) ∈ Z ∩Cλ0. Vì vậy, theo

định nghĩa của w, w(λ0) ≥ w0 = lim
s
w(λs).

Mệnh đề 2.5.2. Q∗ là hàm đa điều hòa dưới trên CN .

Chứng minh. Z = {(t, z) ∈ CN+1 | HZ(t, z) ≤ 0}. Ta có:

HZ(t, z) = log |t|+HZ(1, λ)

vì vậy:

logw(λ) = −HZ(1, λ)

và

Q(λ) = HZ(1, λ)
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Nhưng HZ = H∗Z ở bên ngoài tập tròn đa cực trong CN+1 từ [BL2, Bổ

đề 6.1] HZ(1, λ) = H∗Z(1, λ) quasi-khắp nơi trên CN .

Vì vậy Q∗ = H∗Z(1, λ).

Ví dụ 2.5.3. Z = {|t|2 + |z1|2 + ...+ |zN |2 ≤ 1} ⊂ CN+1. Khi đó w(λ) =

(1 + |λ1|2 + ...+ |λN |2)−
1
2 và Q(λ) = 1

2 log(1 + |λ1|2 + ...+ |λN |2).

Đặt ZR := {(t, z) ∈ Z | |z||t| ≤ R}.

Mệnh đề 2.5.4. lim
R→∞

dµeq(ZR) = dµeq(Z) * yếu.

Tức là: lim
R→∞

∫
ϕdµeq(ZR) =

∫
ϕdµeq(Z) với mọi ϕ liên tục giá compact

trong CN

Chứng minh. ZR∪T ↑ Z∪T với T là tập hợp đa cực {(t, z) ∈ CN+1 | t =

0}. Từ đó V ∗ZR ↓ V
∗
Z khi R → ∞. Kết quả có được từ ([8], Hệ quả 5.2.5

và 5.2.6) và tính liên tục của toán tử Monge-Ampère giới hạn giảm dưới

[8]

Mệnh đề 2.5.5. lim
R→∞

L∗(
1
2πdµeq(ZR)) = (ddcQ∗)N .

Chứng minh. Đặt wR = w/B(0, R), QR = − logwR. Khi đó họ các hàm

điều hòa dưới V ∗B(0,R),QR
là giảm khi R →∞. Từ Q∗ là đa điều hòa dưới,

V ∗B(0,R),QR
= Q∗ trong B(0, R) vì vậy V ∗B(0,R),QR

↓ Q∗. Kết quả có được từ

việc áp dụng Định lý 2.2.10
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KẾT LUẬN

Luận văn đã trình bày các vấn đề sau đây:

1. Hàm L−cực trị.

2. Đa thức có trọng và lý thuyết đa thế vị có trọng.

3. Kết quả chính của luận văn là ba định lý sau:

(i) Định lý 2.2.10 về đẳng thức L∗(
1
2πdµeq(Z)) = dµeq(E,w).

(ii) Định lý 2.3.4 về bất đẳng thức Bernstein-Markov có trọng.

(iii) Định lý 2.4.1 về hằng số Tchebyshev có trọng.

4. Vấn đề có thể tiếp tục nghiên cứu là sự áp dụng các kết quả có trọng

vào một số vấn đề mở của lý thuyết đa thế vị không trọng như đã làm bởi

Bloom và Levenberg.
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