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1. Ly do chon Luan van

Ly thuyét da thé vi (khong trong), dac biet 1a ham cuyc tri da phic da
duge nghién ctiu tit cudi nhitng nam 70. Cac két qua co ban va sy ting dung
cia 1§ thuyét nay c6 thé tim trong hai cong trinh clia Siciak va Bloom va
sach chuyén khao cia Klimek.

Dic biét trong cong trinh ctia Siciak, Siciak 14 nguoi dau tien dua ra
nhitng nghién cttu so bo ham cuc tri c6 trong. Gan day Bloom va Levenberg
da gidi mot s6 bai toAn mdé quan trong trong ly thuyét da thé vi bdi su
nghién ciu 1y thuyét nay trong truong hop cé trong. D6 1a 1y do toi chon
"Da thtc c6 trong va 1y thuyét da thé vi c6 trong" lam dé tai nghién ctu
cua Luan van.

2. Phuong phap nghién ctu

Suu tam va doc tai lieu tir cac tap chi toan hoc trong nudc va quoc té
lien quan dén da thic c6 trong va 1y thuyét da thé vi c6 trong. Qua do,
tim hiéu v nghién cttu vé van dé nay.

3. Muc dich cuia Luan van

Muc dich ctia Luan van nay 1a trinh bay cong trinh gan day ctia Thomas
Bloom vé da thiic c6 trong va ly thuyét da thé vi co trong.

4. Noi dung cta Luan van

Luan van bao gom phan M4 dau, hai chuong noi dung chinh, Két luan
va Tai liéu tham khao.

Chuong 1. Trinh bay mot phan cong trinh ciia Siciak vé cuc tri ham
da diéu hoa dudi, dic biét cac két qua ban dau vé ham cuc tri .

Chuong 2. Trinh bay cong trinh ctia Bloom vé da thtic c6 trong va ly
thuyét da thé vi c¢6 trong. Cac két qua dang chi ¥y 1& ba Dinh 1y 2.2.10,
2.3.4,2.4.1.
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Luan van da dugc hoan thanh dudi sy huéng dan va nhiét tinh chi bao
cua GS.TSKH Nguyén Van Khué, Dai hoc su pham Ha Noi. Em xin dugc
bay té long biét on sau sac dén Thay. Tac gia ciing xin gui 161 cdm on chan
thanh dén Ban Giam hiéu, phong Dao tao, khoa Toan-truong Dai hoc su
pham, Dai hoc Thai Nguyén da tao diéu kién thuan 1gi cho toi trong suot
qua trinh hoc tap tai trudng.

Xin chan thanh cAm on gia dinh, ban beé dong nghiép va cac thanh vien
trong 16p cao hoc toan K18B da luon quan tam, dong vién, giap dé toi
trong sudt thoi gian hoc tap va qua trinh lam Luan van.

Tuy c6 nhicu c6 gang, song thoi gian va nang lic clia ban than c6 han
nén Luan van khé tranh khéi nhitng thiéu s6t. Rat mong duge sy dong

g6p ¥ kién clia cac thay co cling toan thé ban doc.
Thai Nguyén, thang 08 nam 2012

Tac gia
Lé Bich Ngoc
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Chuong 1

HAM CUC TRI TRONG C¥

Trong chuong nay ching toi trinh bay mot s6 kién thic lien quan t6i viec
chiing minh cac két qué ciia chuong 2 nhu: Ham da diéu hoa dudi, ham
L-cuc tri, tap L-cuc.

1.1 Ham da diéu hoa duéi

1.1.1 Ham ntta lién tuc

Dinh nghia 1.1.1. Gid s X la khong gian métric
a) Ham u : X — [—00;+00) goi la nita lien tuc trén néu tap hop

{r e X :u(zr) <a}
la md vdi moi v € R
b) Hom u : X — (—o0;+00] goi la nia lién tuc dudi néu tap hop
{r e X :u(x) > a}
la md vdi moi v € R
Nhan xét. Tt dinh nghia trén ta co
a) Hién nhien néu u 1 nita lien tuc trén néu va chi néu —u 1a nia lien

tuc dudi.

b) Ham w : X — [—00; +00) goi 1a nita lien tuc trén néu va chi néu

lim sup u(z) = u(a),
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xay ra v6i moi a € X,
6 day
lim sup u(z) = inf(sup{u(y) : y € B(a,e)})

r—a e>0

That vay, gid st u 1& nta lién tuc trén tréen X. Ta can ching minh
:lvlg(ll supu(z) = u(a) xay ra véi moi a € X.

Cho a € X, c¢6 thé coi u(a) # —oo. Do u 1a nita lién tuc trén nén u nita
lién tuc trén tai a. Suy ra v6i moi € > 0, ton tai lan can U, C X clia a
sao cho v6i moi x € U, ta ¢6 u(x) < u(a) + ¢ nén sup{u(x) : z € U,} <
u(a) + . Tu do, i(I]lf sup{u(x) : x € U,} < u(a)+ . Vi e nhd tuy y nén
suy ra ;lclgcll sup u(a:)a: i(I]lf sup{u(z) : x € Uy} < u(a).

M3t khac hién nhién ta cé:

u(a) < lim sup u(x), v6i moi a € X
Tr—a
Vay
lim sup u(z) = u(a), xdy ra voi moi a € X.

T—a

1.1.2 Ham diéu hoa dudi

Dinh nghia 1.1.2. Giad su Q2 la mot tap md trong C. Ham u : € —
[—00, +00) dudc goi la ham diéu hoa dudi trén Q néu va chi néu né théa
man hai dieu kién sau:

(i) uw la ham nia lién tuc trén trén €.

(ii) Véi moi w € Q, ton tai p > 0 sao cho B(w,p) C 2, ta co:

1 2m ’
u(w) < —/ u(w + re?)dd, 0 <r < p.
21 0
Ta da biét rang (i) tuong duong vdi (i4)’: Vi moi w € Q va p > 0 sao
cho B(w, p) C Q, ta cé
1 2m
u(w) < %/u(w +re'?)ds.
0

Tap tat cd cic ham diéu hoa dudi trén Q duge ky hiéu bdi SH(QY) .

7S héa bi Trung tdm Hc liu — i hc Thai Nguyén http://www.Irc-tnu.edu.vn



Dinh 1y 1.1.3. Gid st w, v la hai ham dieu hoa dudi tréen Q € C. Khi do:
(i) h(z) = max(u(z),v(z)) la ham diéu hoa dudi trén Q.
(ii) V&i moi s6 thuce o, B > 0, ta co:
h(z) = au(z) + Bu(z), la ham diéu hoa dudi trén €.
Chitng minh. Hién nhién h(z) = max{u(z),v(z)} 1a nita liéen tuc trén
trén €.
Mat khéc, 1ay 2y € €, ton tai B(2g, p) C € sao cho
1 2m _ 1 2m )
u(z) < —/ u(zg + re)dh < —/ h(zo +1e®)dh,0 < r < p,
2 0 2 0

v

1 27 ) 1 2w )
v(z) < —/ v(zg + re?)df < —/ h(z +re®)ds, 0 < r < p.
2 0 21 0

T
Do do

1 2 .
h(z) < —/ h(zo + r¢)d6,0 < < p.
27'(' 0

Vay h(z) la ham diéu hoa dudi trén (2.
(ii) Ching minh tuong tu (i). O

1.1.3 Ham da diéu hoa duéi

Pinh nghia 1.1.4. Gid st Q la mot tap con md trong CN va v : Q —
[—00, +00) la mot ham nia lién tuc trén, khong dong nhat —oo trén bat
ky thanh phan lién thong nao cia €.

Ham u duoc goi la da diéu hoa dudi trén Q) néu vdi moia € Q vab € CV
ham A — u(a + Ab) la ham diéu hoa dudi hodc dong nhat —oo trén maoi
thanh phan lién thong cia tap {\ € C:a+ \b € Q}.

Tap tat cd cic ham da diéu hoa dudi trén 0 dugc ki hiéu bdi PSH(S).

Dinh ly 1.1.5. Gid st u : Q — [—00,+00) la ham nia lién tuc trén
va khong dong nhit —oo trén moi thanh phan lién thong cia Q C CV.
Khi dé v € PSH(Q) néu va chi néu véi méi a € Q va b € CV sao cho
{a+Xb: A e C |\ <1} CQ, ta co:

2T

2m
u(a) < i/ u(a + e“b)ds.
0

Hon nita, tinh da dieu hoa dudi cé tinh dia phuong.
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Ching minh.
Diéu kién can. Gia st u € PSH(Q) can chting minh véi a € 2, b € CV
sao cho {a+ Ab: X € C, || <1} C €, ta co:
1 2m _
u(a) < %/0 u(a + €“b)do.
That vay, do u € PSH({2) nén:

u:DCC — R
A = u(a+ \b)

1a ham dieu hoa dudi trong do6
D={AcC:a+XcQbecC"}

Do {a+Xb: X e C, |\ <1} C Q nén B(0,1) C D. Khi d6 theo dinh
nghia ctia ham diéu hoa duéi, ta co:

1 2m . 1 2 _
v(0) < %/0 v(0 4 1e)dh = %/0 u(a + e”b)df

voi v(A) = u(a + Ab). Vay
1 2m 0
u(a) < — u(a + e"”b)db.
21 0
Diéu kién du. Hién nhien néu u(a) < 5= OQW u(a + €b)df véi a € ,
beC¥ma{a+A:AeC, |\ <1} CQthiue PSH(Q). Dinh 1y dugc
chiing minh. []

1.2 Mot vai ho cac ham da diéu hoa duéi trong CV

Cho tap con mé G ctia CV, ta ky hieu PSH(G) la tap tat cd cac ham da
dieu hoa duéi tréen G.
Ching ta sé chi y dic biet dén ho cac ham da diéu hoa dudi trén cN

sau day:
L={uec PSH(C"): u(x) < B +log(l + |z|) trong CV},

LT ={uec PSH(CY) : at+log(1+]|z|) < u(z) < f+log(14]|z|) trong CV},
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trong d6 « va 8 1a cac hang s6 thuc phu thuoc vao u, va x| = max ||
I<j<N

v6i moi x = (x4, ...,xy) € CV.

Tap L dugc goi 1a 16p Lelong trong CV.

Hién nhién rang L™ C L va ca hai ho trén déu la céc tap con 16i cia
PSH(CY). Cac phan tit ctia L duge goi 1a ham da diéu hoa duéi véi cap
tang cuc tiéu loai 1

Dé ¥ rang néu f 1a da thiic khac 0 cia N bién phiic véi bac < n, thi
(3)log|f| € L. That vay, dat M = sup{|f(z)| : |z| < 1}; theo bat dang
thic Cauchy:

f(x)] < M1+ x|+ ...+ |=|") < M (14 |z|"), M, = const > 0,

kéo theo két qua tréen.

Dit w(z) = Cn exp(—ﬁ) véi x| < 1 va w(x) =0 véi x| > 1 véi
hang s6 duong Cy dugce chon sao cho [w(z)dz = 1, phép lay tich phan
duogc lay véi do do Lebesgue 2N —chiéu trong CV. Cho A > 0 bat ky, dat
wi(z) = ANw(A ). T do [wy(z)dr =1 va wy(z) = 0 v6i |z| > A

Ménh dé 1.2.1. Neuu € L (u € L"), thi uy = u * wy dudc cho bdi:
(wran)@) = [ulz+plndy.  vech,
la mot €°°-ham trong CV thuoc L (L*). Hon nita,
uy | u khi A 4 0

Chatng minh. Ta da biét ring uy 1a €>°-ham, uy € PSH(CV) va uy | u
khi A | 0 trong CV. Tit dinh nghia ciia uy ta suy ra ring uy € L (tuong
ting uy € L) O

Meénh dé 1.2.2. Cho ham v € L™, dat § = e~ va

dr(x) = inf [0(y) + (%)LU —z[l,z € CY, A >0

yeCN
Khi do
(i) [0x(z) = ()] < (|2 —yl, 2,y € CV;
(ii) uy = —logdy € LT néu 0 < X < e°;

(i33) uy | u trong CN khi A | 0
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Chitng minh. (i) dudc suy ra tit cidc phép bién ddi so cap.
(ii) Ham wy la ham da diéu hoa dudi tréen CV (B6 dé 2, p.48 cia [5]).
Dé kiém tra rang:
u(z) <uy(z) < B+1g(1 +|z)), 0<A<eé
(iii) Diéu kién da phai chi ra rang dy 1 khi A | 0. Hién nhién dy <
Oy <Iv6i0 < N <N.C6dinh x € CN vae > 0. Lay \g dit nhd sao cho

() = inf [5(p) + (e — ol 0<A<

yeCN

Do tinh ntta lién tuc dudi cia § nén ton tai mot 1lan can U clia x sao cho:
Ta c6 thé chon A\ dit nhé sao cho hinh cau B = B(z, AM), 6 day M =
sup,cen 6(x) chia trong U v6i 0 < A < Ag. Khi d6
1
oa(z) = inf[d(y) + ()|x — y|] = d(z) — &, 0< A<\

yeB A

]

Meénh dé 1.2.3. Néuu € LT va § = e % la Lipschitz (vdi hing so Lip-

schitz bang 1), thi ton tai mot day cdc so duong {c,} va mot so nguyén
duong k théa man vdi moi n ton tai mot ho F,, cac ham chinh hinh trén
C" sao cho
(e < sup |f] < cp(e)"™*  tren CV
fery
va lim {/c, = 1.
Meénh dé sau la truong hop riéng ctia Dinh 1y 2, trang 82 trong [5].

Meénh dé 1.2.4. T dinh I Liouville kéo theo méi ham f € F,, la mot da
thic c6 bac < n + k.

1.3 Ham L-cuc tri

1.3.1 Dinh nghia

Gia st E 1 tap con bat ky ctia CV va b : CV — [—00, +00) 13 mot ham
thuce tren CN. Ham b ¢6 thé nhan gia tri —oo, nhung khong nhan gia tri
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L(E,b)={u€ L:u<btréen £},
LY (E,b) ={ue L":u<btren E}.

L(E, —00) thay cho L(FE,b) véi b = —oo trén E. Dé § ring L(E, —00) c6
thé 14 réng, néu £ qua rong, vi du néu intE # @ hodc tong quat hon néu
E khong la tap cuec.

Ta dinh nghia cho méi z € CV

V(z) =V(x,E,b) = Vgy(x) =sup{u(x) : u € L(E,b)},
Vi(z)=V(z, E,b) = Vg, (x) = sup{u(z) : u € LT (E,b)}.
Ta viét Vg hodc Vi néu b =0 trén E.

Dinh nghia 1.3.1. Ham Vg, (VEJF,b) duge goi la ham L-cuc tri (L™ -cuc
tri) két hop voi E va b.

1.3.2 Céac tinh chéat

Cac tinh chat 1, 2, 3 sau dugc suy ra tit Dinh nghia 1.3.1

Tinh chéat 1 (Tinh don diéu véi quan he véi b). Vi, < Vi, trong cN
néu by < by trén F.

Tinh chat 2 (Tinh don di¢u véi quan hé véi E). Vip < Vg trong cN
néu £ C F.

Tinh chét 3. Vg, = ¢ + Vg, trong CV véi moi hiing s6 thuc c.

Tinh chat 4. Néu E = B(a,r) = {z € CV : ||z — a|]| < 7} 14 hinh ciu
tam a ban kinh r vé6i ||.|| 1a chuan bat ky tren CV, khi do:

_ log" ||z —a

r
2 S + —
Chitng minh. That vay, hién nhien ring 2= < V() tren CV.
Dé dat dugc bat déng thitc ddo ta c6 dinh z € CVY véi ||z — al| > r va
cha ¥ rang véi moéi u € L(FE,0) ham:

w(x) _ U(CL + )\(ZC . CL)) . IOg ‘)‘|THSC - CLH,
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1a bi chin va diéu hoa véi || > m, va w(A) < 0 khi [\ = Hxian.
cach dat

w(oo) = Jim w(),

ham w tré thanh diéu hoa dudi tai oco.

Do d6 theo nguyén ly ciuc dai ta thu dude bat dang thitc w(\) < 0 véi
moi |\ > MTGH Dic biét ta co the lay A = 1 va ciing thu ducc bat dang
thitc can tim. ]

Tinh chat 5. Néu tap E la bi chin va ham b 1a bi chan dudi tren E thi:
Vey = Vblib trong cV.
Dic biét, néu F 1a bi chan thi Vg = V.

Ching minh. That vay, dat m = inf{b(z) : * € E} va gid st £ C
+

B(0,7). Khi d6 ham max{u(z),m + 2} thuoe Lt (E, b) véi méi u €

L(E,b). Do d6 Vg, < Vi, Bat dang thitc déo 1a hien nhién. O

Cac tinh chét sau 1a hién nhien.
Tinh chat 6. Néu b = é[albl + iaby], vOi aq, s 1 céce s6 thue khong am
thdéa man a = a; + aw, khi do:

Ve, + aaVey, < aViy.

Tinh chat 7. Néu a : CV — [—00, +00) 1a mot ham thyce théa man Vg,

14 hitu han tai moi diém ctia CV, thi:

1 1
X[VE’LH_M) — vE,a] S Y[VE,a—i—)\’b — VE,a] tI‘OHg (CN voi 0 < A < )\,.
Bat dang thitc nay dudc suy ra tit tinh chat 6 bang phép dit by = a + \b,

1 1 1
b2:a,@1zx,@zzy—x.

Tinh chat 8. Néu —oco < m < b(z) < M < +oo trén E thi:
m~+ Vg < Vg <M+ Vg trong cN.

Dac biet, néu b bi chan thi Vg ,(x) 1a hitu han néu va chi néu Vg(z) 1a hitu
han.

Ta c6 bat dang thiic quan trong sau.
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Tinh chat 9 (B4t dang thitc Bernstein-Walsh). Néu f 1a mot da thiic clia
N bién phtic ¢6 bac < n sao cho |f(x)| < M exp[nb(x)] trén E thi:
|f(2)] < M expnVgy(x)], x€C".
Ching minh. That vay, néu f # 0 thi (2)(log|f| —log M) € L(E,b), vi
vay két qua trén 1a hé qua tryc tiép ti dinh nghia cia VEb. H

Meénh dé 1.3.2. Néu E la compact va blg la nita lien tuc dudi thi Vi la
nita lién tuc dudi trén CN.

Chitng minh. C6 dinh v € L(E,b) va € > 0. Do tinh compact ctia F va
ntta lien tuc dudi ctia b ta c6 thé tim duge A = A(¢) > 0 di nhd sao cho

uy=u*xwy <b+e trén F.

Tu dé uy —e € L(E,b) va vi vay uy — e < Vg trong CY. Diéu dé kéo
theo Vi 1a bao trén ctia ham lién tuc u * wy —e,v6i u € L(E,b), ¢ > 0,
A = A(e,u) > 0. Do d6 Vg, la nita lién tuc dudi. O

Meénh dé 1.3.3. Néu E la compact va ham cuc tri V = Ve lien tuc tar
moi diem cia E, thi né lién tuc trén CV. Ddc biét Vey € L(E, D)

Ching mainh. Tu
V*(z) =limsupV(y) =V(z) véizeFE,

Yy—x

ta c6 thé tim duge hinh cau B = B(a,r) v6i a € E sao cho V < V* <
M = const trén B. Do d6, tit tinh chat 4:

V§M+byﬁlﬂ-m%@N
T

T d6 Ve L. TuVy=V* sxw, €E*NLvaV, | V*trong CV, dic
biet V) | V trén F khi A | 0, tit dinh 1y Dini kéo theo:

Vi<V +4e tren EkhiO < A< )\ :Ao(é‘).
Do d6 V' 1a mot gi6i han déu ctia ham V) (A | 0) trong € O
Meénh dé 1.3.4. Néu E la compact va b la lien tuc, thi:

Very T Ve  trong CN khir |0,
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Vo1
E"=| ) Bla,r) = {z € C" : dist(z, E) < r},
acl
B(a,r) ={z e CY : |z —a| <7}.

Chitng minh. Lay bat ky u € L(E,b). Véi € > 0 ta c6 thé tim A > 0
sao cho u) = uxwy < b+ ¢ tréen E. Do uy va b lién tuc nén ta cé thé tim

ro > 0 sao cho:
uy <b+2 tren E", 0 <1 <1y =ro(u).
Tu do u < uy < 2e + Vgry, trong CN, 0 < r < 1y, va cudi ciing
Vip <2+ 7151(1) Virp.

T Virp < Vi, ta duge két qué can tim. ]

Pinh nghia 1.3.5. Ta ndi rdng tap con E cia CV la:

(i) L-chinh quy dia phuong tai diém a € E néu vdi moi r > 0 ham cuc
tri VEnB(a,r) 10 lién tuc tai a

(i1) L-chinh quy dia phuong néu né L-chinh quy dia phuong tai moi
diema € B
Meénh dé 1.3.6. Néu E la tap compact L-chinh quy dia phuong, thi vdi

moi ham thuc b ham cuc tri V = Vg la lién tuc tren CN.

Chitng minh. Truée hét ta thiay rang V* < b trén E.
That vay, cho a € F va € > 0, ta co:

V(2) < Venpas) b(are = b(a) + € + Verpgay) trong C,

v6i r > 0 du nho sao cho b(z) < b(a) + ¢ trong B(a,r). Tu dé6 V*(a) <
b(a) + ¢, va doe > 0 tuy ¥, ta c6 V*(a) < b(a). Bay gio

Vi<Vy=V'sxwy<b+e trén Evii0 <\ < A,
Trong d6 V) —e € L(E,b) va
Vi—e<V<V*<V, trong CV, 0< )< \.

Do d6 V 1a giéi han déu ctia ham V) khi A | 0 ctia € ]
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Hé qua 1.3.7. Néu E la compact va b la mot ham thuc lién tuc sao cho
E*’b < b tréen E, thi Vg la lien tuc trong cN

Ménh dé 1.3.8. Néu f la da thic khdc 0 6 bic < k va b= 3log|f|, thi
vdi moi tap con E cia CN, Vg, = b trén E.

Ddc biet néu E = 0D, D la mién bj chin sao cho f(x) # 0 vdi x € D,
thi:

1 _
Ves(x) = L log|f(x)], = €D,
Chitng minh. T (1.2) , (3)log|f| € L(E,b). Do do,
1

b(x) = () log ()] < Vis(x) trong €.

Mat khéc, Vg, < b = (%) log | f| trén E. Theo nguyén ly cuc dai, bat dang
thitc cudi cting ding trén D. ]

1.4 Tap L-cuc

Pinh nghia 1.4.1. Ta ndi rdng tap con E cia CN la:

(i) CN-cuc dia phuong néu véi méi diem a € E ton tai mot ham da
dieu hoa dudi W trong mot lan can md U, ciia a sao cho W = —oo trén
ENU,;

(i3) CN -cue toan cuc néu ton tai mot ham da dieu hoa dudi W tren CN
sao cho W = —oo trong E;

(iii) L-cuc néu ton tai mot ham W € L sao cho W = —oo trén E (tic
la néu L(E, —o0) #0).

Dinh nghia 1.4.2. Cho mot tap con E cia CN va mot tap mo G C CN,
vdi moi x € G ta dat:

hiz, E,G) = hgg(x)
= sup{u(z):u € PSH(G),u <0tréen ENG, u <1 trén G}.

Ham Wye la ham da diéu hoa dudi trén G. Néu hyq(a) < 1 tai diema € G
thi Wye(x) < 1 wdi moi x thuoc tap lién thong cia G chia diém a.
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Ménh dé 1.4.3. E C CV la CN-cuc dia phuong néu va chi néu vdi moi
a € E ton tai mot mien D > a sao cho:

hyp(x) = ii_ri}csup hep(y) =1 wdi moi x € D.

Chitng minh. Néu E 1a CV-cuc dia phuong thi v6i méi a € E ¢6 thé tim
dugc mot lan can U, ctia a vA mot ham da dieu hoa duéi W trén U, sao
cho W = —oo trong E N U,. Giad stt D 1a mot mién con compact tuong
déi ctia U, chiia a. Ta c6 the gia thiét W < 0 tren D. Khi dé:

%W%— 1 <hgp trén D v6imoi k > 1.
Do d6 hgp = 1 trong mot tap con tru mat cua D, tic la hyp = 1.

Gia stt D 1a mot mién sao cho hy, = 1 tréen D. Do tap {z € D :
hep(x) < hip(z)} c6 do do Lebesgue béng khong, nén ton tai mot diem
¢ € D sao cho v6i moéi k € N tim duge up, € PSH(D) v6i uj, = 0 trén
END, u, <1trong D va ui(§) >1—27% Ta can chitng minh ham:

W)= Y lu(e) 1), zeD,

k>1
13 ham da diéu hoa duéi tréen D va W = —oo tréen E N D. That vay, day
tong rieng ctia chudi trén 1a gidm va W (&) > —1. Tu d6, W € PSH(D).
Hién nhien W = —oo trén E N D. []
Bo6 dé 1.4.4. Cho (u;)ier la ho cdc ham thuoc L. Dt:
w=sup{u; :i € I} trong CY

Khi dé cdc dieu kien sau la tuong duong:

(1) Ton tai s6 thuc R > 0 va M > 0 sao cho u < M trong hinh cau
B = B(0, R);

(2) Ton tai so thuc R >0 va M > 0 sao cho:

[z]

u(z) < M +log* 7 trong CV;

(3) Ton tai mot tap con mé D # 0 ciia CYN va hang s6 thue M > 0 sao
cho u < M trong D;
w la bi chan trén tap con compact bat ky cia CVN
(4) p p J ;
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(5) u* € L.

Hon nita, néu u; la lien tuc vdi moi i € I thy moi dieu kién (1)-(5) la
tuong duong vdi dieu kién sau:

(6) u(z) < +oo vdi méi x € D, D la tap con md khic @ ciia CV.

Ching minh. Su kéo theo (1) = (2) va (4) = (5) ¢6 dugc tir 1.3.2 (tinh
chat 4)

(2) = (3) = (4), (5) = (1) va (2) = (6) 1a hién nhien.

Néu wu;, i € I, 1a lien tuc va (6) duge thdéa man, thi w 1 nita lien tuc
duéi, khi d6 ton tai hinh cau B = B(a, R) C D va hang s6 duong M sao
cho u < M trén B. Nhu vay (3) dugc thdéa méan. ]

Dinh 1y 1.4.5. Cho ho bat ky (u;)ie; C L, dat u = sup, u; va A, = {x €
CN :u(x) < +oo}. Khi dé u* € L néu va chi néu A, khong la L-cuc.

Chitng minh. 1) Néu v* € L, thi A, = CY va A, khong 13 L-cuyc.
2) Gid stt u* ¢ L, khi d6 theo B6 dé 1.4.4:
sup{u(x) : x € By = B(0,1)} = +oc.
Do d6 v6i mdi n ton tai 4, € I sao cho supw;, > n . Dat v, = u; ,
B

va M,, = supv,. Khi dé6 lim M, = +oo va v, — M, <log™ |z| trong cV.

Bl n—oo

Ta can chi ra ton tai € > 0 va £ € CV sao cho:

lim sup explv,(§) — M,] > «. (1.1)

n—oo

Mit khéac lim sup explv,(x) — M,] < 0 véi moi « € C. Theo BS dé

n—oo

Hartogs ta co:
explu,(z) — M,] < ¢, x € By, e>0,n>n..

Néu 0 < € < 1, dieu nay mau thudn véi dinh nghia ctia M,,. Ta ¢d dinh
e > 0va ¢ € CV théa man (1.1) va lay mot day s6 nguyen ny < npi1,
k > 1 sao cho:

lim explvp, (§) — My, ] > ¢ va M, >2F (k>1).

k—00 o
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Ta can chi ra ham W € L(A,, —oc0) trong do:
W(x) - ZQ_k[Unk(x) - Mnk]? T € CN? U = Sup vp

>1 n>1
va A, = {2 € CV 1 v(z) < +o0}.

That vay, cho bat ky R > 1 ta ¢6 2 v, (v) — M, ] — 2 %log™ R <0,
k > 1 tréen B(0, R). Do d6 W la nia lién tuc trén trong B(0, R). Tu d6
n6 1 nita lien tuc trén tren CV.

Néu z € A, thi 27¥[v,, () — M,,] <277, (z)—1 < —34, k > ko. Do d6
W = —co trong A,. Néu z = £ thi W(£) > —o0. Va cudi cing W(zx) <
log® |z| trong CV. Do d6 W € L(A,, —oo) va dac biet W € L(A,, —c0)
vi A, C A,. O]
Dinh ly 1.4.6.

NéwE = | ) E, vi L(E,, —o0) # @ (n > 1) thy L(E, —00) # @. Mit
n>1
khdac A la hop dém duoc cdc tap L-cuc la mot tap L-cuc.
Chitng minh. Lay E, U ...U E,, ta gia thiét rang F,, C E,, 1. V6i mdi n,

lay u, € L(E,, —o0), dat M, = supu, va thdy ring ton tai e > 0 va £ € CV
B,
sao cho

lim sup explu,(§) — M,] > «.
n—oo

bat W(x) = Z 2 *uy, (x) — M,,]. Khi d6 W € L(E, —o0)
k>1
]
Hé qua 1.4.7. Néu E C CV khong la L-cuc thi ton tai diem a € CN sao
cho EN B(a,r) khong la L-cuc vdi moi r > 0.

Pinh nghia 1.4.8. Cho tip con E bit ky ciia CV, sé:

c(E) = ‘llim inf |z| exp(—Vg(z))
T|—00
dugc goi la L-dung luong cia E.
Néu E la tap compact trong mat phang phitc C thi c(E) la dung higng
logarit (duong kinh siéu han) cia E.
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Ap dung B8 dé 1.4.4 va Dinh ly 1.4.5 cho ho {u € L : u < 0 trén E},

ta c6 két qua sau:

Hé qua 1.4.9. Néu E la tap con bat ky cia CV thi cdc diéu kién sau la
tuong duong:

(i) ¢(E) = 0;

(i) Vi ¢ L;

(iii) Vi = +o00;

(iv) E la L-cuc.

Néu c(E) > 0 thi ton tai a € CV sao cho ¢(E N B(a,r)) > 0 vdi moi
r > 0.

Pinh 1y 1.4.10. Vdi mdi tap con E cia CV, cdc diéu kién sau la tuong
duong:

(a) E la CN-cyc dia phuong;

(b) E la CN-cuc toan cuc;

(¢) E la L-cuc.

(d) Vi méi mién bj chin D C CV, hyp =1 trén D.

Chitng minh. Phan khé nhat ctia dinh 1y 1a su kéo theo (a) = (b) gan
day da dugc chiing minh béi Josefson [6]

(b) = (¢). Tt Dinh 1y 1.4.6 ta gid thiét rang E la bi chan. Lay W la
ham da diéu hoa duéi trén CV sao cho W = —oo trén £

Gia st B/ khong la L-cuyc. Khi do, tit Hée qua 1.4.9, V; € L. Hon nita,
Vi € L. Vi vay cho bat ky o > M, ta tim duge R > 0 du 16n sao cho
E C B=B(0,R) v

Vi(x) > M+ p  trén OB, trong d6 M = sup V().

zeF
Ta c6 thé gia thiét W < 0 trong B. Cho s6 nguyén duong k, dit

vp(z) = ]\ng)g

voi |x| > R

va

up(x) = max {(%)W(:p) b1, YEW@) L veifel <R
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Khi d6 (M + o)v, < M trén E va (M + p)vp € L. Do d6 (M + o)vy, <
M + Vg trong CV

Dic biet, (M + @(%W + 1) < M + Vg trong B véi k > 1. Tt d6
M+ o0 < M+ Vg trong B, dac biét ta c6é o < M véi x € E. Sy mau thuan
nay kéo theo F la L-cuc.

Su kéo theo (¢) = (d) = (a) ¢6 duge tit Meénh dé 1.4.3. O

Meénh dé 1.4.11. Néu F la L-cuc thi vdi moi tap bi chan E va mdi ham
b:CN — [~o0,+00), ta cd:
VEUF’b = Vg)b trong CV .

Chatng minh. Ta chi can chi ra rang Vi, < Vi p,. Lay bat ky u €
L(E,b) va W € L(F,—00). Ta gia thiét rang W < 0 tren E. Do d6
W 4+u e L(EUF,b) va

1

kW +u < Veury trong CN véi k> 1.

Tu do
u < Veurp trong CV \ W ({—oc})
va cudi cling:
Vi < Veury:

1.5 D06 do Monge-Ampere

Gié st Q 1a tap md trong CV, ky hieu 0 va 0 1a céc toan ti vi phan trong
CV cho béi:

N
ou = gu dz;,
=1 9%
N
ou = gfudzj
=1 9%

v6i u 1a C*®°—ham trén (.
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Dit d = 0+ 0, d° = i(0 — 9). D& thay ring véi u 1a C*°—ham trén
ta co:

0%u
82j8§k
voi dV = (2)Ndzy Adzy Ndzs Adz A .. Ndzy A dzy.

Vay (ddu)™ 1a mot do do tren €.
Trong [Kl], Belford-Taylor da chiing minh két qua quan trong sau.

(ddu)™ = 4N N det] A%

Dinh 1y 1.5.1. Gid st u la ham da diéu hoa dudi bi chin dia phuong trén
Q. Khi dé ton tai day C*°— ham da diéu hoa dudi {u;} trén Q gidm tdi u
sao cho do do (ddcuj)N hoi tu yéu tdi do do (dd°u)™ trén Q:

lim | p(ddu;) = /gp(ddcu)N

j—o0
vdi moi @ la C*®—ham co gid compact trong €.

Ngoai ra gidi han do khong phu thudc vao u; — u, (dd°u)N goi la do do

Monge-Ampeére xac dinh bdi u.
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Chuong 2

DA THUC CO TRONG VA LY
THUYET DA THE VI CcO
TRONG

Trong chuong nay ching t6i nghién cttu da thic cé trong qua viéc nghién

citu ham cyec tri c6 trong dac biét.

2.1 Kién thitc chuan bi bé sung

Ngoai cac kién thitc chuan bi trong chuong 1, ta bo sung them mot s6 kién
thiic sau:
Cho F 1a mot tap con bi chiin ciia CY. Ham Green da cuc ciia E duge
cho bdi
Ve(z) = sup{u(2)|u € L,u <0 trén F} (2.1)

Trong d6 nhu da biét
L = {u|u 1a da diéu hoa dudi trong CV,u(z) <log'|z| + C}, (2.2)
6 day khac véi chuong 1, ta st dung:

2| = (i \%‘\2)1/2

i=1
Mot tap £ C CV duge goi la da cuc néu véi mdi diém a € E ¢6

véi 2 = (21, ..., zy) € CV.

mot lan can U clia a va mot ham v 1a da diéu hoa duéi trong U sao cho
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ENU C {z € Ulv(z) = —oc}. Mot tinh chat clia tap E goi la quasi-khap
noi néu c¢6 mot tap da cuc P C E sao cho tinh chit nay c6 tai moi diém
cia £\ P

Cho G 1a mot tap con mé ciia CV va f 1d mot ham bién thuc trén G, ta

dat f* biéu thi su chinh quy héa nita lién tuc trén, duge dinh nghia baéi:
fi(z) = ?Ef(f) véi z € G.
Trong chuong 1, ta da ¢6 V5 € £ néu va chi néu E 1a khong da cyc. Cho
E khong da cuc, do do can bang ctia E duge dinh nghia béi:
dpteq = dpieg(E) = (dchE)Na

trong d6 (dd®)™ 1a toan tit phiic Monge-Ampere. Ngudi ta chitng minh
dugc ring dpe, 14 do do Borel duong véi khoi lugng toan phan (2m)Y vi
sup p(due,) C E ([K1)).

Trong truong hop E 1a tap compact, két qua cia dinh 1y Siciak va
Zaharyuta cho ta:

Vi(z) = log ¢p(2),

trong do
¢r(z) = sup{|p(2)

Tit d6 kéo theo Vg (z) = Vj(2) véi E 1a bao 16i da thic clia E: (F = {z €
CN : |p(2)| < sup |p| v6i moi p 1a da thitc trén CV})
E

@U? la da thic chinh hinh, deg(p) > 1 va [|p||g < 1}.

Chung ta sé stt dung 16p H ctia ham da diéu hoa dudi thuan nhat thuoc
tinh loga trong CV dugce dinh nghia béi:
H = {u e Lu(tz) = u(z) + log|t| véi moi z € CV, t € C}.
Cho E la tap bi chan trong CV, ta dinh nghia:
Hg(z) = sup{u(z)|lu € H, u <0 trén E}.
Vé6i E compact ta co:
Hg(z) = log ¢g(2),
trong do:
Yp(z) = sup{|p(2) @\p la da thitc thuan nhat chinh hinh,
degp > 1va |lp|lp < 1}.
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Vé6i E la tap compact trong CY, mot ham c6 trong chap nhan dugc doi
v6i E la mot ham thuc trong £ thoa man:
i) w>0.
i1) w la ham niia lién tuc trén.
iti) {z € Flw(z) > 0} 1a khong da cuc
Dic biet néu F 14 ham c6 trong chap nhan dugce thi F 1a khong da cic va
w 1a trong chap nhan dugc nhu trén, ta xac dinh ham:
Q = —logw
Khi d6 @ 1a nita lién tuc dudi (1.s.c.) trén E. Ham Green da phiic ¢6 trong
cua E v6i trong lugng w duge dinh nghia bdéi:
Ve =sup{u(z)ju € L,u < Q trén E}.
Do do can bing c6 trong ctia E dudc dinh nghia bdi:
d,ueq(an) - (ddCVE,Q)N'
N6 1a do do Borel duong véi supp(die,(E,w)) C E ¢6 khdi lugng toan
phan (27)%.

Mot da thitc ¢6 trong trong E duge dinh nghia 13 mot ham dang wip
v6i d 1a mot s6 nguyén > 0 va p 1a da thic chinh hinh c¢6 bac < d. Cha y
rang néu ||wip||E < 1 thi 4 log|p(z)| < Q(z) trén E va do Llog|p(2)] € L
ta c6 % log |p(z)| < Vg g(z) véi moi z € CV.

Ta biét rang ([Sil] va [SaTo])

Viq(2) =log ¢pq(2)
trong do:
1
or.0(2) = sup{|p(2)|?[|lw’pllp < 1,degp > 1
va w?p 1a mot da thic ¢6 trong}.
Cho E la compact va chinh quy dia phuong va w la mot ham c¢6 trong

lien tuc trén £ thi Vg g la lién tuc.
Cho u € L, ta dinh nghia ham Robin p, bdéi:
pu(2) = lim u(sz) —log]|s|.

|s|]—+o0
seC
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Khi d6 p(z) € H.

2.2 Su lién hé gitta do do can biang cé trong va khong trong

Trong muc nay ta dua ra két qua chinh ctia luan van. D6 1a moi lien he
gitta do do can bang c6 trong va khong c6 trong.

Cho E la tap compact trong CY va w 1a ham c6 trong chap nhan duoc
tren E. Tap Z = Z(E,w) C CN*! duge dinh nghia nhu sau:

Z ={(t, \t,..., \nt) € CVTH( A=A, .., y) € B, t € Cvalt] = w(N)}.

Ta tim mdi quan hé gitta 1y thuyét thé vi ¢6 trong trén E véi trong luong
w va 1§ thuyét thé vi trén Z. Ta st dung ky hiéu (¢, z) cho mot diém trong
CN*l v6i t € C va z € CV. Ta biéu thi Cy la dudng thing phic trong
CN*! duoe cho béi:

Oy ={(t,2) e CN"Hz; = N\t v6ij =1,..., N; (A1, ..., \y) € CY¥ vat € C}

R6 rang Z 1a mot tap hop tron, tic 1a, néu (¢, 2) € Z thi (e, ¢e2) € Z
v6i moi 0 € [0,27). Z (bao dong ciia Z) 1a compact va tron.

Z la khong da cic do F 1a khong da cyc. Chu y rang w = 1 (trudng
hop khong trong) thi Z = {|t| = 1} x E.

Do Z C |J C\ va E compact nén Z C |J Oy vavivay Z N{(t,2) €
AEE ID)
CN*tHt =0} c {0}.

Mél’lh dé 2.2.1. HZ = HZ va VZ = V7
Chitng minh. Dé chiing minh meénh dé dau, ta chi can chi ra néu u €
H(C x CN), w<0trén Z thi w <0 tréen Z. Do w la nita lién tuc trén ta
c6, v6i A € E:

ZNCy C{(t,z) € Cy| |t| <w(N)}.

Ung dung nguyeén 1y cyc dai cho ham diéu hoa dudi t — u(t, \it, ..., Ayt)
ta cé6 u <0 trén Z.
Meénh dé tht hai chiing minh tuong ti. O

Meénh dé 2.2.2. V; = Maxz(0, Hz) va py, = H}.
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Meénh de dau c6 duge tit Ménh dé 5.6 [Sil], ménh de 2 c6 dugce tir tinh
thuan nhat (Bb dé 5.1 [BLM])

Meénh dé 2.2.3. du.,(Z) cé gid compact trong C¥N 1 — {t = 0}.

Ching minh. Do H}, € H va H}(0) = —oo suy ra Hj < 0 trong mot
lan can ctia goc. )
Nhu vay, goc 1a mot diém trong ctia Z. Nhung dpe,(Z) khong c6 khoi

lugng thudce phan trong ctia Z nén ta c6 meénh de. O
Xét anh xa L : CN*1 — {t =0} — CV cho béi:
Lt,2) = ; =xecV.

Néu ta xét PV (khong gian xa 4nh N —chiéu) nhu khong gian céc dusng
thang phtc qua gbc trong CV*!, khi d6 L cho mot ban do cta PV. Cha ¥
rang L(C)) = A.

Ta nhic lai " H-nguyén ly" clia Siciak. Ton tai tuong tng 1 - 1 gitta
H(CNH) va £L(CY) nhu sau: Méi 4(t, 2) € H(C x CV) két hop véi

u(z) = u(l, 2). (2.3)

Khi d6 u € L(CY). Ngugc lai, cho u € L(CV) ta dit:
it 2) = u(?) +log [t| = L*u(X) + log |t| véi t £ 0 (2.4)
va
i(0,2) = lim wu(sz) —log(s) = pu(2).
|s| =400
seC
Khi d6 @ € H(C x CV).

Hon nita, gid st Py(t, z) 1a mot da thitc thuan nhét bac d trén C x CV,
Khi d6 Llog|Py(t, 2)| € H(C x CV) va phan tit két hop ctia L(CY) bdi
(2.3) la: Zlog |Py(1,2)|. Pa(1, z) 1a da thic clia z bac < d.

Ngudc lai, cho da thic G4(z) ctia 2 ¢6 bac < d, khi d6 < log |Gy(z)| €
L(CY). Ham két hop véi n6 trong H(C x CV) la Llog [t?Gy(2)]. Chi ¥
rang t’Gy(%) la da thitc thudn nhat tren CV*! ¢6 bac d trong (¢, z). Ta st
dung ky hiéu:

Pylt, 2) = thd(f).
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Cho mot da thitc c6 trong w?Gy(\) tréen E, ta c6 thé thay moi quan he
gitta chuan clia né trén E véi chuan clia da thitc két hop Py(t, 2) tren Z
(hodc tuong duong, Z). Cu thé I3, ta co:

B6 dé 2.2.4.
|w'Gallg = || Pat, 2)|| 2.

Ching minh. Lay (t,2) € ZNC) va A € E, khi do:
Palt,2) = t'Pa(1, =) = t'Ga(N).
vi vay:
z
[Palt, 2)] = [t Pa(1, = wN)Ga(N).
Tt d6 ta c6 két qua. ]

Dinh 1y 2.2.5 duéi day cho ta mdi quan hé gitta ham Green da phiic clia
E va ham Green da phiic thuan nhat cta Z.

Dinh 1y 2.2.5. Hy(t,2) = L*(Vgq) + log |t| vdit # 0.

Chatng minh. Lay a(t,z) € H(C x CV) va gid st @ < 0 trén Z. Do
a(t, \t, ..., Ant) = (1, \) + log |t] v6i A € E, ta 6, log |t] + u(1,\) <0
trén C'\ N Z. Vi vay,

u(A) < —log|t| = Q(N) tren Cy\ N Z.
Do dé u < Vg g va vi vay tit (2.4) ta co:
u(t,z) < L*(Veg) +log|t| véit # 0.
Lay sup theo titng diém trong (¢, 2) trén moi @ ta co:
Hy < L*(Vig) + log [t| véi t # 0. (2.5

)

Phan con lai 1a chitng minh bat dang thic nguge. Cho u € L(CY)

voi v < @ tréen E. Khi d6 vé6i (t,2) € C\ N Z, st dung (2.4), ta ¢

u(t, z) = log [t| + u(A) < log|t| —logw(A) < 0. Do d6 u(t,z) <0 trén Z
va 0(t, z) < Hy trén C x CVN. Ta c6:

L*(u) +log|t| < Hz véit # 0.
Ly sup theo timg diém trén moi u tit (2.5) cho ta bat dang thiic ngudgc.
[]
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Hé qua 2.2.6. Hy(t,z) = Vg (¢, 2)

Chitng minh. Xét diém (tg, z9) v6i tg # 0. Dat A\g = f—g
Khi d6 theo Dinh 1y 2.2.5, ¢6

li Hy(t,z) = lim Vg o(\) + log | N\l

eom 2(t,2) = lim Vi o(A) + log | Aol

—_—

va vé phai la Vi (o, 20) do (2.4)Chiing minh két qué nay c6 ¢ # 0 nhung
do hai vé (trong phat biéu ctia Hé qua 2.2.6) 1a ham da diéu hoa dudi trén
CN*1 va ding véi t # 0 nén ching phai ding tren CV+, O

Cac He qua 2.2.7, 2.2.8 va 2.2.8 dudi day noéi ve su hoi tu ciia day céc
ham Green da phiic déi v6i day hoi tu clia cic trong.

Hé qua 2.2.7. Gid st E C CV la compact va {w;};j=19... la day trong
lwgng chap nhan duge trén E va w cing la trong luong chap nhan dugc
tren E. Gid st w; L w. Khi do:

] ) )

Chitng minh. Xét cac tap tron trong CN*! sau: Z;=Zj(E,wj) va Z =
Z(E,w). Véi {(t,2)] [t| <w;} L {(t,2)| |t| < w}. Nen Z; | Z va két qua
duge suy ra tit Dinh 1y 2.2.5 va( [8], Hé qua 5.1.2). O

Hé qua 2.2.8. Cho E, {w;}, w nhu trong Hé qud 2.2.7, tr ra w; | w

quasi-khdp noi. Khi dé:

Ching minh. Ro rang ({(¢, 2)| |t| < w;} va {(¢,2)] [t|] < w} khéc biét
J

bdi mot tap da cuc, do dé hé qué suy ra tu ([8], Hé qua 5.2.5). ]

Hé qua 2.2.9. Cho E, {w;}, w nhu trong He quad 2.2.7 tra ra w; T w

quasi-khap noi. Khi do:

j )Y )

Ching minh. V6i bat ky tap da cuc F taco Z; UF | ZUF. Tu (He
qua (K], 5.2.5 va 5.2.6) ta c6:

Vz*j = VZ*qu L Var=V5.
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T d6 st dung tinh thuan nhat, Hj | Hz va tit He qua 2.2.6,

VE*,QJ_ 1 Veo.
]

Tt Ménh dé 2.2.3, ta c6 thé xét Li(dpe,(Z)) nhu la &nh cta do do
diieq(Z) qua anh xa L.

T supp(dpeq(Z)) € Z C |J Cy ta 6 supp(L.(due,(Z))) C E. Ta
\EE

nghién citu thém vé moi quan hé nay. Gia thiét ring Z 13 chinh quy. Do
do can bang trén Z va do do can bang c6 trong trong E lién hé bdi dinh

1y sau:
Dinh ly 2.2.10. L, (%dueq(Z)) = djtey(E, w).

Chitng minh. Hz 1a lien tuc do Meénh dé 2.2.2 vi vay, nhu hé qua cla
Dinh 1y 2.2.5 Vg ¢ lién tuc. Khi do:

dd°Hy = dd°L* (V) = L*(ddVi,g) véi t # 0.
va vl vay:
(dd°Hz)N = L*(ddVg,o)™ = L*(dpeg(E,w)) véi t # 0.

Gia st ¢ 1a ham c6 gia compact tron trén CV ! — {+ = 0}. Khi d6:

/ Pdpie,(Z) = / P(dd V)Nt = / Vydd¢ A (ddVy)Y. (2.6

CN+1 CN+1 CN+1
Bay gig, khi € | 0, Max(H, €) —e TV déu tréen CV. Vi vay:
/ Vydd oA (ddVy)N = lim [ (Max(Hz, €)—€)dd oA (dd V)N . (2.7)
€E—
CN+1 CN+1

Chii ¥ ring {z € CV*!| Max(Hz, €) = €} 1a lan can ctia Z trong CV*! va
néu Max(Hyz(z),¢) > 0 thi V; = Hz. Vi vay, trong vé phai ctia biéu thiic
(2.7) ta c6 thé thay thé Vz bsi Hy dé dugc:

/ Vyddg A (dd°Hz)N = / Vzdd'eé A L*(ddVeg)". (2.8)

CN+1 CN+1
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Tat c& cac ham lay tich phan trong (2.6), (2.7) va (2.8) déu c6 gia
compact trong CN ! — {¢ = 0}. Do vay, vé phai ciia (2.8) bing:

/ < / Vzddcqb)dueq(E,w) = / ( / gbddCVZ)dMeq(an)- (2.9)

cN Gy cN o Cy

V6i A € E,| ta diat dmy, 1a do do Lebesgue trén duong tron |t| = w(\) trong
(', da dugc chuan héa. Khi do %ddCVCL = dm,. Vi vay, vé phai ctia (2.9)
A

1
- </q§dmA>d,ueq(E,w).
C

(CN

bang:

Dinh 1y 2.2.10 dugc chitng minh. []

Hé qua tiép theo chi ra riang gid thiét Z 1a chinh quy duge bé di tit gia
thiét ctia Dinh 1y 2.2.10.

Heé qua 2.2.11. L, (%dueq(zw = djte, (B, w).

Chitng minh. Ta chi can chi ra diy cac tap compact chinh quy dia
phuong E;, v6i cac trong chap nhan ducc lien tuc w; trén E; sao cho
E; | Evaw; | wtren E. Khi d6 Z(E;,w;) | Z(E,w). Ap dung Dinh Iy
2.2.10 cho méi Z(E;, w;) va E; va lay gi6i han ta duge He qua 2.2.11.

Su xay dung day {E;} va {w;} xem trong [3], muc 7). O

2.3 BAit dang thic Bernstein-Markov

Cho tap compact £ C CV va do do Borel hitu han duong 4 trén E, ta noi
rang (F, ) thoa man bat dang thitc Bernstein-Markov (B-M) néu v6i moi
e > 0, ton tai hang s6 C' = C(e) > 0 sao cho v6i moi da thiic chinh hinh
p ta co:
ol < C(1+ €)* =W |p]| 12, (2.10)

Bat déng thic nay duge dung lien quan t6i tinh chat L? ctia da thic véi
ly thuyét thé vi bat bién cia E.

Trong muc nay ching toi giéi thieu mot dang "co trong" ctia bat dang
thitc B-M.
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Cho tap compact E C CV, mot trong luong chap nhan dugc w trén
E va do do Borel hitu han duong p trén FE, ta néi rang (F,w, u) thoa
méan bat dang thiic B-M véi trong w néu véi moi € > 0, ton tai hing s6
C = C(¢€) > 0 sao cho, v6i moi da thiic c6 trong wip ta cé:

[wplle < C(1 + €)|wpl| L2()- (2.11)

Tat nhién, véi w = 1, (2.11) rat gon thanh (2.10).
Ta sé tim moi lién hé gitta bat dang thitc B-M c6 trong véi (E, w, i) va
bat déng thiic B-M trén Z déi véi do do v. v dude dinh nghia nhu sau:

dv =dm) @ du véi A € E.

Hién nhien supp(v) C |J C), v6i ¢ lien tuc c6 gid compact trong CV 1 —

{t = 0}, ta co: <
Cll qdeE/ (C[gbdm,\>du()\).

Dinh ly 2.3.1. (E,w, p) théa mén bat dang thitc B-M c6 trong néu va chi
néu (Z,v) théa man bat dang thiic B-M.

Chitng minh. Truée hét sit dung Bo dé 2.2.4 ta chitng minh
Bo dé 2.3.2.
1Pall 2y = N[0 Gall £2s.
Ching minh. P; la mot da thic thuan nhat c¢6 bac d tren CVN . Ta c6:
/ Pyt 2) 2y = / ( / 10 z)\QdmA) ()
CN+1 E Gy

_ / ot Gal2dp(\), sit dung (2.5)
FE

= |Jw'Gal|r2()-
L]

Bay gio, gia sit (Z,v) théa man bat déng thic B-M. Ap dung bat ding
thitc nay v6i da thitc thuan nhat, st dung Bo dé 2.2.4 va 2.3.2 ta thu dudc
bat dang thiic B-M c6 trong cho (E,w, p).
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Chiéu ngugc lai, gid sit (E, w, u) thdéa man bat dang thiic B-M c6 trong.

Dau tién ta chi ¥ rang néu hai don thic khac bac, ching 1a tryc giao
trong L?(v) do d6 sy han ché clia chiing trong bat ki C) 1a tric giao trong
L*(dmy). Do d6, v6i mot da thiic p tren CV 1 duge viét dudi dang tong
clia cac da thitc thuan nhat

d
D= sz‘
i=0
thi:
d
Ipllz2e) =Y Ipillz2w)- (2.12)
i=0

Do d6, v6i bat ky € > 0 c6 C' > 0 sao cho:

d
Iollz < 3 Inillz < CO+ i) < O+ DA+ plizy. (213
i=0
trong d6 bat dang thitc thit hai c6 duge tit B dé 2.2.4, 2.3.2 va bat dang
thitc B-M c6 trong cho (F,w, p). Bat dang thic thit ba trong (2.13) c6
duge tir (2.12). Bat dang thiic B-M c¢6 duge tit (2.13). ]

Hé qua 2.3.3. Gid stt Z la chinh quy. Khi d6 (E,w,du,(E,w)) théa
man bat dang thic B-M c6 trong.

Ching minh. D6 13 két qua ciia Nguyen-Zeriahi [9] két hop véi ([8], He
qué 5.6.7) cho ta (Z,due,(Z)) théa man bat dang thiic B-M. Tuy nhién,
tt Dinh 1y 2.2.10 ta c6: 5-dpieg(Z) = dmy @ dpeg(E, w). 0

Ta sé dua ra tinh huéng khac ma bat déng thic B-M c6 trong thoéa méan.

Pinh ly 2.3.4. Cho E la mot tap compact, chinh quy dia phuong C RY

va w lién tuc trén E vdi ingw(z) > 0. Gid su o la do do Borel hitu han
S

duong tréen E va (E,0) théa man bat dang thic B-M. Khi dé (E,w,o)
théa man bat dang thic B-M cé trong.

Chitng mainh. log w lién tuc trén E va vi vay theo Dinh 1y Weierstrass,
n6 duge xap xi bdi da thitc. D6 1a, cho € > 0 ton tai g, = gc(x1, ..., 2,) 12
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da thic thuc sao cho |[logw — g||p < €. Ma héa, ta co:

e <
exp(ge)

Ta xét g. nhu mot da thiic chinh hinh

< ef vol z € F.

ge = 95(217 ceey ZN)

Lay du nhiéu cac s6 hang trong chudi liy thira ctia exp(g.) ta duge mot
da thitc chinh hinh A thoéa man, véi € du nho:

1—26§%§1+26 véi z € E.

Bay gio, xét da thic c6 trong w?G va dat

J=GH".
Khi dé: p
d w
Gl =|J|{—) -
W'l = 171 (777)
Vi vay:
|J(1 = 26)% < w?G| < |J|(1 + 2€)? véi z € E. (2.14)
Tt bat dang thic B-M cho (F, o) ta c6, véi €; > 0 ton tai C; > 0 sao
cho:
|71l < Cr(L + €)™ ]| 2o (2.15)

trong d6 h = deg H. Do do:

|wiG|| & | J||2(1 4 2€)  tir vé phai ciia bat déng thic (2.14)

01(1 + 61)(h+1>d(1 + 2€)d||JHL2(U) do (2.15)

(a1 + 2¢)"
(1 —2e¢)

<
<

IA

Cl(l + 61) ||deHL2(a) do vé trai cua (2.14).

V6i € > 0 da chon va h ¢6 dinh, ta chon €; sao cho (14 ¢) ) <1 +¢
va do do6 ta thu duge:
(14 €)4(1 + 2¢)?
(1—2¢)?

Nhung ¢ > 0 la tiy y nén bat ding thiic B-M c¢6 trong dugc thoa

lw'Glle < Gy [w!Gll 2.

man. L]
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Vi du 2.3.5. Cho Bp = {z € RY| || < R} la hinh cau ban kinh R (tam
la goc). Khi d6 (Bg,dx) théa man bat ding thitc B-M vdi dx biéu thi do
do Lebesgue.

Lay w(zx) la ham lién tuc duong bat ky trén Br. Khi dé tu Dinh lj 2.5.4
(Br,w, dz) théa man bat dang thic B-M c6 trong.

2.4 L? 1y thuyét da thiic c6 trong

Cho E la tap con compact khong da cuc ciia CV, w 1a trong chap nhan
dugce trén E va p 1a do do Borel hitu han duong véi supp(p) = F. V6i d 1a
mot s6 nguyen duong, tap cac don thiic doc lap tuyén tinh trong L?(w?@pu)
([BL1]). Bang viéc sap thi tu chi s6 mii ctia chiing va 4p dung phuong phap
Gram-Schmidt ta thu duge ding cac da thiic tryc chuan {pl(z, i) }aenn:
/ Pz, WP (2, wdp = 8,p.
CN
v6i da chi s6 «, .
Ta c6 thé viét:
(2, 1) = alz* + (cac don thitc ¢6 bac thap hon) véi a? > 0.
Ta chi xét nhiing da thic ma |a| = d.
Trong trudng hop (E, w, i) théa man bat dang thitc B-M c6 trong ta sé

chi ra ring s6 mii cao nhat {a?} c6 tiem can gidi han theo phuong. Trudc
hét ta dat:

So:={0cRY| 0= (0y,..,0 20—19 > 0}.

Ta xét day cac da chi s6 {a(j)} v6i méi 6 € ¥ sao cho:

im |« = 400 va 1m () =
lj la(j)] =+ li ()] 0. (2.16)

Dinh ly 2.4.1. Gid st (E,w, i) théa man bat dang thiic B-M c6 trong va
{a(4)} la day cdc da chi so théa man (2.16). Khi do:
i 1
. d d -
h}’n (CLO[(J)) = m
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vdi TV (K, 6) la hang s6 Tchebyshev theo phuong cé trong cia E theo hudng
6.

Chitng minh. Truéc hét, ta nhic lai dinh nghia hing s6 Tchebyshev theo
phuong c6 trong. Cho da chi s6 «, ta dit P(a) = {q| ¢ = 2* + > 52"},

<o
trong d6 c¢g € C va ky hieu 8 < « duge st dung dé bicu thi di chi s6 /3
ding trudc « trong thit tu tir dien.
Cho da chi 86 a véi |a| = d va dat t¢ biéu thi da thiic cuc tiéu héa
{lwiq||g| ¢ € P(a)}. D6 1a tl € P(a) va:

lw'ti )l = inf{|lwiqlle | ¢ € Pla)}.

Khi d6 (xem [BL2]) ta biét day cac da chi s6 {a(j)}j=12,. théa man
(2.16) ton tai va gidi han trong (2.16) duge goi 1a hang s6 Tchebyshev ¢6
trong theo phuong 0 € X:

r(E,0) = Tim [t | (2.17)

Bay gio, tur dinh 1y co ban ctia khong gian Hilbert ta co:
1
d

. S— (2.18)
[w?qg || 2
trong d6 ¢¢ 1a da thitc duy nhat trong P(«) théa man:
lwqall L2y = nf{[[wql| 20 | g € Ple)}. (2.19)

Bay gio, véi € > 0, ¢c6 C' > 0 sao cho:

[w'l||p < C(1+ €)"|wq?||z2(, do bat ding thitc B-M c6 trong
< CA+ e lwtl|rey  do (2.19)
< Ci(1+ o)Ylw'ty | e

Do d6, v6i mdi € > 0 c6 mot hang s6 C; > 0 sao cho:

lw'tille < llwieglle < CL(1+ o) uwty]|s (2.20)

Chon day cac da chi s6 {a(j)} thoa man (2.16), lay lay thta 1/d cta
biéu thiic trong (2.20), cho 7 — oo, st dung (2.17), (2.18) va do € > 0 ty
¥, ta dugce két qua can tim. O
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2.5 Tap hop tron téng quat

Céc tap hop tron c6 dang é(E, w) ¢6 cac tinh chat sau:

i) Loi da thic,

ii) tron,

iii) compact,

iv) khong da cuc.

Tuy nhién, khong phai moi tap nhu vay déu c6 dang Z (E,w). Ta sé
chi ra, tuy nhién hau hét cac tap véi nhitng tinh chat trén 1a gidi han cta
nhing tap dang é(E, w)

Cho Z C CN*! 1a mot tap véi cac tinh chat i), ii), iii), iv) ¢ tren. Khi
d6 diém goc la diém trong ctia Z. Ta lien két Z v6i mot ham trong CV
dugce dinh nghia bdéi:

w(A) :=sup{|t| | (t,2) € ZNCy}.

Khi d6 w(A) > 0 v6i moi A va w bi chian trén. Ta dat Q(N\) :=
—log w(\).

Meénh dé 2.5.1. w la nia lién tuc trén tréen CV.

Chitng minh. C6 dinh \° € CV. Goi {\*}s—12.. 1a mot day trong CV
hoi tu ve \°. Ta c6 thé bing cach xac dinh mot day con, gia st ring
1i§n()\3) ;= w ton tai. Céac diém (w(A\¥), Ajw(\®), ..., \jyw(A\¥)) € ZNChs,
vi vay do Z la compact, diem (w? A\w?, ..., A{w®) € ZNCho. Vi vay, theo
dinh nghia ctia w, w(A\°) > w’ = lign w(A?). O

Meénh dé 2.5.2. Q* la ham da diéu hoa dudi trén CV.

Chitng minh. Z = {(t,z) € CN1 | Hy(t,z) < 0}. Ta co:
Hy(t,z) =log|t| + Hz(1,\)

Vi vay:

logw(A) = —Hz(1,\)

Q()‘) - HZ<17 >‘>
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Nhung Hz = H} & bén ngoai tap tron da cyc trong CV 1 tit [BL2, Bd
dé 6.1] Hz(1,)\) = H3(1,\) quasi-khap noi trén C¥.

Vivay QF = H (1, \). O
Vidu2.5.3. 7 = {|t>+|z1)* +... +|an> < 1} € CVTL. Khi d6 w(\) =
(L4 A2+ oo Av]D) 72 0 Q) = Slog(1+ M2+ ... + [Ax[?)

Dat Zp == {(t,2) € Z | ' < R},

Ménh dé 2.5.4. ]%im dpteq(ZRr) = dpeg(Z) * yéu.

—00

Tiic la: }%im [ diie(Zr) = [ wdpe(Z) vdi moi p lién tuc gid compact
—00

trong C
Chatng minh. ZrUT 1 ZUT v6i T la tap hop da cuc {(t,2) € CVNTL |t =
0}. T d6 V;_ | V; khi R — oo. Két qua c¢6 dugc tir ([8], He qua 5.2.5
va 5.2.6) va tinh lién tuc cta toan tt Monge-Ampere giéi han giam dudi
8] [
Meénh dé 2.5.5. Jim Ly (3=dpeq(Zr)) = (dd°Q*)™.

—00
Ching minh. Dit wg = w/B(0, R), Qr = — logwg. Khi d6 ho cac ham
diéu hoa dudi Vi g o, 1 gidm khi R — oo. Tit @ la da ditu hoa dud,
ViR .on = Q* trong B(0, R) vi vay VEo.R) Qn + Q*. Két qua c6 duogc ti
viéc ap dung Dinh 1y 2.2.10 []
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KET LUAN

Luan van da trinh bay cac van dé sau day:

1. Ham L—-cuc tri.
2. Da thtc c6 trong va 1y thuyét da thé vi c6 trong.
3. Két qua chinh cta luan van la ba dinh 1y sau:
(i) Dinh 1y 2.2.10 vé dang thitc L, (5=dpeq(2)) = dpeq(E, w).
(ii) Dinh Iy 2.3.4 vé bat dang thitc Bernstein-Markov c6 trong.
(iii) Dinh ly 2.4.1 vé hang s6 Tchebyshev c6 trong.
4. Van dé c6 thé tiép tuc nghién ciu la sy 4p dung cac két qua co trong
vao mot s6 van dé md cia ly thuyét da thé vi khong trong nhu da lam bdéi

Bloom va Levenberg.
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