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LGi cam on

Dé tai dugce thyc hién tai truong Dai hoc Khoa hoc - Dai hoc Thai
Nguyén duéi sy huéng dan cia PGS. TS Lé Thi Thanh Nhan. Téi xin
bay t6 long biét on sau sac, chan thanh nhat déi véi Co. Béi su gitp da,
chi bdo, khuyén khich an can ctia Co da gép phan rat 16n cho syt thanh
cong cla luan van nay.

Toi ciing xin dude bay té long cdm on chan thanh nhat t6i Ban lanh
dao, Phong Dao tao - Khoa hoc va Quan hé qubc té, Khoa Toan - Tin
Truong Dai hoc khoa hoc - Dai hoc Thai Nguyén da tao dieu kién thuan
lgi dé toi va cac ban hoc vién cao hoc Khéa 4 (2010 - 2012) duge hoc
tap, nghién ctu.

To6i cling xin cAm on cidc Thay, Co 1a GS.TSKH Ha Huy Khoai,
GS.TSKH Nguyén Van Mau,... 14 nhitng nha toan hoc hang dau Viét
Nam da gidng day cac chuyén dé cho 16p chung toi.

Cudi cung, toi xin duge gii 10i cAm on t6i gia dinh, ban be, nhiing
ngudi than da luon & bén, dong viéen, gitp dé dé toi c6 thé hoan thanh

luan van.
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Lo1 no1 dau

Ta da biét rang mot da thic f(z) tréen mot vanh hitu han R dugc
goi 1& hodn vi duge néu da thitc d6 hodn vi duge cac phan ti clia vanh
R, tuc la anh xa ¢ : R — R cho bdi p(a) = f(a) phai 1a mot song anh.

Trong cudn "Finite fields" xuat ban lan dau tién nam 1983, Lidl va
Niedereiter [LN] da nghién ctiu cic tiéu chuan ctia da thiic hoan vi duge,
cac dang dac biét cia da thitc hoan vi duge, nhom cac da thic hoan vi
dugce, truong hop ngoai 1é ctia da thitc hoan vi duge va da thiic hoan vi
duge 6 mot s6 dang bat dinh. Lidl v Mullen [LM1,2] ciing da nghién
da thic hoan vi duge trén truong hitu han. Nam 1986, R. A. Mollin va
C. Small [MS] da dua ra tiéu chuan da thic hoan vi dugce dang z". Nam
1999, R. Rivest [Riv] dua ra tiéu chuan da thitc hoan vi duge modulo
2k,

Trong dé tai nay chung toi trinh bay lai cic két qua trong hai bai
bao ctia R.A.Mollin va C.Small [MS] va ctia R.Rivest [Riv] vé dac trung
tinh hoan vi dudc ctia da thitc dang 2" va da thic dang 2 + bz’ + ¢ véi
(k> j = 1) trén mot truong hitu han, dong thoi xét tinh hoan vi dugc
ctia da thic dang P(x) = ag + a1z + ... + a,2" v6i n = 2F trén vanh
Lok

Luan van gom 2 chuong. Chuong 1 trinh bay kién thitc chuan bi vé
nhém, vanh, truong va da thitc nham phuc vu cho viéc ching minh céac
két qua & chuong sau. Trong phan dau ciia Chuong 2 trinh bay khai
niém da thic hoan vi dude va mot sd vi du don gidn. Phan thid 2 cia
Chuong 2 gianh dé chitng minh tiéu chuan hoan vi duge trén mot trusng
hitu han ctia mot s6 16p da thitc dang 2™ (Dinh 1y 2.1.7) va da thiic dang
a¥ + b/ + ¢ v6i k > j > 1 (Dinh ly 2.2.1). Phan cudi ctia Chuong 2

nham trinh bay mot diéu kién can va dt dé mot da thitc véi hé sé nguyen
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hoan vi duge theo modulo 2% , tic 1a hoan vi duge trén vanh Zor (Dinh
ly 2.3.10).
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Chuong 1

Kién thiic chuan bi

Chuong nay trinh bay khai niém va nhitng két qua chuan bi vé nhém,
vanh, truong va da thitc phuc vu cho chitng minh cac két qué ctia chuong

sau.

1.1 Kién thdc chuan bi vé nhém

1.1.1 Dinh nghia. Nhom la mot tap G cung véi mot phép toan (ki
hiéu theo 16i nhan) thod man cac diéu kien

(i) Phép toan c6 tinh két hop: a(be) = (ab)e, Ya, b, c € G.

(ii) G ¢6 don vi: de € G sao cho ex = xe = x, Vo € G.

(iii) Moi phan ti ctia G déu kha nghich: Véi méi z € G, ton tai 271 € G

sao cho zx~ ' =7 lz =e.

Mot nhom G dude goi 1a nhém giao hodn (hay nhém Abel) néu phép
toan 1a giao hoan. Néu G ¢6 hitu han phan t1 thi sd phan tit ctia G dudc
goi 1a cap cia G. Néu G c6 vo han phan t thi ta n6i G ¢é cap vo han.

Sau day 1a mot s6 vi du vé nhom: Z, Q, R, C 14 cac nhém giao hoan

cap vo han véi phép cong thong thuong. V6i mdi s6 nguyen m > 1, tap

Zpm = {@ | a € Z,a@=bnéu va chi néu a — b chia hét cho m}

cac s6 nguyen modulo m véi phép cong @+ b = a + b 1a mot nhoém giao
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hoan cap m. Tap

Z,, ={ac€Zy| (a,m)=1}

cac sO6 nguyén modulo m nguyén té cling nhau véi m véi phép nhan
@ b = ab 13 mot nhém giao hoan cap ¢(m), trong d6 ¢ la ham Euler,
tite 1a (1) = 1 va khi m > 1 thi ¢(m) 1a s6 cac s6 tu nhién nhé hon m

va nguyén t6 cling nhau véi m.

1.1.2 Dinh nghia. Mot nhém G duge goi 1a zyclic néu ton tai a € G
sao cho mdi phan ti cia G déu 13 mot luy thita clia a. Trong truong
hop nay ta viét G = (a) va ta goi G 1a nhém xyclic sinh bdi a. Phan tit

a dudc goi 1a mot phan ti sinh clia G.
1.1.3 B6 dé. Nhém con cia nhém zyclic la zyclic.

Ching minh. Gid st G = (a) la nhém xyclic. Cho H la nhém con cia
G. Néu H = {e} thi H 1a nhom xyclic sinh béi e. Gia st H # {e}.
Chone # x € H. Viet = a*. Do x # e nén k # 0. Vi H 1a nhém con
nén a~* € H. Trong hai s6 k vi —k &t phéi c6 mot s6 nguyen duong.
Vi thé H chita nhiing lity thita nguyén duong ctia a. Goi r 1& s6 nguyén
duong bé nhat sao cho a” € H. Ro rang H 2 (a"). Cho y € H. Viét
y=a" v6it=rqg+s, trongdo0<s<r Tacoy =a = (a")la’.
Do d6 a® = y(a")"% € H. Tu cach chon cia r ta suy ra s = 0. Do d6
€

y=a'=(a")?€e (a"). Vay H = (a") 12 nhom xyclic. O

1.1.4 Dinh nghia. Tap con H cia mot nhém G dudge goi 1la nhom con

ciaGnéuee H,a ' e H vaabe H véi moi a,be H.

Cho G 1a mot nhom. Khi dé {e} 14 nhém con bé nhat ciia G va G 1a
nhém con 16n nhat ctia G. Cho a € G. Dat (a) = {a" | n € Z}. Khi
d6 (a) 1a nhém con ciia G, duge goi 1a nhdm con zyclic sinh bdi a. Cap

ctia nhém con (a) duge goi 1a cdp ciia phan ti a.
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1.1.5 Bb dé. Cho G la mot nhdm va a la mot phan tié cia G. Cdc phdt
biéu sau la tuong duong

(i) a c6 cdp n.

(it) n la s6 nguyén duong bé nhdt sao cho a” =

k

(i11) a™ = e va néu a® = e thi k la boi cia n vdi moi k € Z.

Chitng minh. (1)=(ii). Truéc hét ta khang dinh ton tai mot sd nguyen
duong k sao cho a* = e. Gia st nguoc lai, véi moi cip s tu nhien k < k'
ta c6 a¥F # e. Suy ra af # o¥. Diéu nay ching t6 (a) ¢6 cip vo han,
vo 1i v6i gid thiét (i). Do do, ton tai nhitng s6 nguyén duong k sao cho

a¥ = e. Goi r 1a s6 nguyen duong bé nhat c6 tinh chat a” = e. Ta thay

2 ...,a" ! la doi mot khac nhau. That vay, néu

rang cic phan tii e, a, a
d=adv6i0<i<j<rthia’”"=evda0<j—i<r, dodbtheo cach
chon ctia r ta c6 i = j. Bay gio ta ching minh G = {e, a, a” a1},
Ro rang G 2 {e,a,a?,...,a"'}. Cho b e G. Khi dé6 b = a* véi k € Z.

Viét k=rq+strongd6 q,s€ Zva0<s<r—1. Taco

rq+s

b=a"=a""" = (a")a® = a® € {e,a,a’,...,a""}.

Vithé G = {e,a,a? ...,a" '} 1a nhom cap r. Suy ra r = n va (ii) duge
chiing minh.

(ii)=(iii). Gid sit a* = e. Viét k = ng+7 v6i 0 <7 <n. Via" = e nén
e = a’ = a™a” = a". Theo cach chon n ta phai ¢c6 r = 0, suy ra k chia
hét cho n.

(iii)=>(i). Goi r la s6 nguyén duong bé nhat sao cho a” = e. Theo (iii),
r 1a boi ctia n. Do d6 n 1a s6 nguyén duong bé nhat théa man a" = e.

Tuong ty nhu chitng minh (i)—(ii) ta suy ra cap cia a la n. []

1.1.6 Hé qua. Cho G = (a) la nhém zyclic cip n. Khi dé phan ti

b= a" la phan tii sinh cia G néu va chi néu (k,n) = 1.
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Chitng minh. Gid st b = a* 14 phan t sinh ctia G. Khi d6 b ¢6 cap n.
Dat d = (k,n). Ta c6 b = (a")"? = e. Theo B6 dé 1.1.5, n/d 1a boi
ctia n. Vi thé d = 1.

Ngugc lai, gid st (k,n) = 1. Ta c6 b" = (a")* = e. Gid sit b = e.
Khi d6 a* = e. Theo Bb dé 1.1.5, kt 1a boi ctia n. Do (k,n) = 1 nén t
12 boi ctia n. Theo Bo dé 1.1.5, b ¢6 cip n. Vay G = (b). O

1.1.7 Dinh nghia. Cho G la nhém va H la nhém con ciia G. V6i moi
a € G, ki hieu Ha = {ha | h € H}. Ta goi Ha la mot Idp ghép trdi hay
I6p ké trdi ctia H trong G tng véi phan tit a. Tap cac 16p ghép trai clia
H trong G dugc ki hieu 1a G/H. Khi H chi ¢6 hitu han 16p ghép tréi thi
s6 cac 16p ghép trai ctia H dude goi 1a chi s6 ciia H trong G va duge ki
hiéu 1a (G : H). Trong trudng hgp nay, chi s6 ctia H chinh 1a s6 phan
tit cia G/H. Dac biét, cap ctia G chinh 1a (G : e), chi s6 ctia nhom con
tam thuong {e}.

V6i H 1 nhém con ctia nhém G va a,b € G, ta dé dang kiém tra

duoec Ha = Hb néu va chi néu ab~! € H.

1.1.8 Dinh ly. (Lagrange). Trong mot nhém hiu han, cip va chi so

ctia mot nhom con la wdc ciua cap cua toan nhom.

Chatng minh. Gia sit G 1a nhém c6 cap n va H 1a nhém con cia G ¢6
cap m. V6i mdi a € G ta c6 a = ea € Ha. Vi thé, mdéi phan ti cia
G déu thuoc mot 16p ghép trai ctia H. Gid st Ha n Hb # . Khi d6
ton tai h, h' € H sao cho ha = h'b. Suy ra a = h~'h'b. Cho za € Ha,
trong d6 x € H. Khi d6 xa = (zh~'h')b e Hb. Suy ra Ha = Hb. Tuong
tu, Hb € Ha va do d6 Ha = Hb. Vay hai 16p ghép trai bat ki cua
H néu khac nhau thi phai roi nhau. V6i méi a € G, rd rang anh xa
f: H— Ha xac dinh bdi f(h) = ha 1a mot song anh. Vi thé méi 16p
ghép trai cia H déu c6 ding m phan ti. Goi chi s6 ctia H 1a s. Tit cac

lap luan trén ta suy ra n = sm. Vi thé s va m déu la udc ctia n. []
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1.1.9 Hé qua. Cho G la nhém cap n va a € G. Khi dé cip cia a la

wdc cua n. Hon nia, a™ = e.

Ching minh. Goi cap ctia a la r. Khi d6 nhém con xyclic (a) ¢6 cap r.
Theo Dinh li Lagrange, r 1 uéc ctia n. Theo B6 dé 1.1.5 ta c¢6 a” = e.

Suy ra a” = e. ]
1.1.10 Hé qua. Moi nhém cap nguyén to deu la nhom xyclic.

Chiing minh. Gia st G' 1a nhém cap p nguyén t6. Lay a € G, a # e.
Theo Dinh 1i Lagrange, a c¢6 cap la uéc ciia p. Vi p nguyén té nén cap
clia a 12 1 hodc 1a p. Do a # e nén cap clia a 16n hon 1. Vay cap cia a

la p, titc G' la nhom xyclic sinh béi a. ]

1.2 Kién thic chuan bi vé vanh

1.2.1 Dinh nghia. Vanh la mét tap V' dugce trang bi hai phép toan
cong va nhan théa méan cac diéu kién sau day:

(i) V' la mot nhom giao hodn vdi phép cong;

(i) V' la mot vi nhém vdi phép nhan: Phép nhan c6 tinh chat két hop
va ton tai phan tt 1 € V' (goi 1a phan tit don vi) sao cho 1z = 21 = x
v6i moi x € V;

(iii) Phép nhan phan phoi doi vdi phép cong.

Néu phép nhan 1a giao hoan thi V' dugc goi 1a vanh giao hodn. Sau

day 1a mot s6 vi du thuong gap vé vanh:

1.2.2 Vi du. a) Ro6 rang Z,Q, R, C la nhiing vanh giao hoan véi phép
cong va nhan théng thuong;

b) V6i méi sd ty nhien n > 0, tap Z, cac sd nguyén modulo n
lam thanh mot vanh giao hoan véi phép cong va phép nhan cho bdéi:

G+b=a+bvaab=abvéimoiabeZ,.
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¢) Cho R la mot vanh. Ki hiéu
Rl[x] ={ap + a1z + ... + a,2" | n e N,a; € R, Vi}

la tap cac da thiic mot bién x v6i he s6 trong R. Khi d6 R[x] 14 mot
vanh giao hoan v6i phép cong va nhan cac da thic: Y aa’ + >l bat =
Sa; + b)xt va Y a;zt Yibirt = Ylepat véi o = Ziﬂ:k a;b;. Ta goi
R[x] 1& vanh da thiic mot bién x trén R. RO rang R giao hoan néu va

chi néu R[z] 1a giao hoan.

1.2.3 Dinh nghia. Cho V' la mot vanh. Mot tap con S ctia V' dugce goi

1a vanh con cia V néu —1€ S va z +y, 2y € S véi moi z,y € S.

Dé thay rang tap con S ctia vanh V' 13 vanh con ctia V' néu va chi néu
phép cong va phép nhan doéng kin trong S va S lam thanh mdt vanh

cung vGi hai phép toan nay.

1.2.4 Dinh nghia. Cho V 1a vanh va I 1a tap con cuia V. Ta noéi rang
I 1& idéan ctia V néu I 1a nhém con ctia nhém cong V' va za, ax € I véi

moiael,xeV.

Cho V' 1a mot vanh. Dé thay rang {0} l1a idean bé nhat ctia V va V
la idéan 16n nhat cta V. Idean {0} dugc ki higu 1a 0. Cac idéan cta V'

khac V' dugc goi la cac idéan thuc sv.

1.2.5 Dinh nghia. Cho V' la vanh va [ 1a idéan ctia V. Xét tap V /I =
{x+1|xeV}-tap cac 16p ghép ctia V' theo nhém con I. Ro rang hai
phan t x + I,y + I € V /I 1a bang nhau néu va chi néu  —y € I. Trong
tap V /1, ta dinh nghia quy tac cong (z+1)+(y+1) = (z+y)+1 va quy
tic nhan (z +1I)(y+ 1) = zy + I. Ta c6 the kiém tra ring quy tic cong
va nhan 6 trén khong phu thuoc vao viéc chon dai dién clia cac phan ti,
ticlanbur' + I =ao+Ivay +I=y+Ithhe+y+I=a+y +1
va oy + I = 2’y + 1. Vi thé cac quy tac cong va nhan nay 1a hai phép
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toan trén V' /I. Hon nita, tap V /I cing véi phép cong va nhan xéc dinh
nhu trén 14 mot vanh giao hoan, c6 don vi 1a 1 + I va phan tt khong 1a
0+ . Vanh V/I vita xay dyng 6 trén duge goi 1a vanh thuong cia V
theo idéan I.

Cha § rang vanh thuong ctia vanh Z theo idéan mZ chinh 1a vanh
L, céc sO nguyen modulo m.

1.2.6 Dinh nghia. Mot dong cau vanh 1a mot anh xa f tit vanh V dén
vanh S sao cho

(i) fla+d') = f(a) + f(a’) v6i moi a,a’ € V.

(ii) f(ad") = f(a)f(a") v6i moi a,a’ € V.

(iii) f(1) = 1.

Dong cau f dugc goi 1a don cau (toan cdu, dang cdu) néu f la don
&nh (toan anh, song anh). Vanh V dugc goi 1a ddng cdu v6i vanh S néu
ton tai mot dang cau gifta ching. Mot dong cau (don cau, toan cau,
dang cau) tit vanh S dén S dudc goi 1a mot ty dong cau (tuw don cau, tu
toan cau, tu dang cdu).

Menh dé sau day cho ta tinh chat ctia vanh con va idéan khi tac dong
qua mot dong cau vanh.

1.2.7 Ménh dé. Cho f : V — S la dong ciu vanh, B la vanh con cia
V wa J la idéan cia S. Cdc phdt biéu sau la ding.

(i) f(B) la vanh con cia S.

(i) f~1(J) la idéan cia V.

Ching minh. (i). Cho s,r € f(B). Khi d6 s = f(b) va r = f(c) véi
bce B.Vib+c,bce Buéns+1r = f(b)+ f(c)= f(b+c)e f(B) va
sr= f(b)f(c) = f(bc) € f(B). Vi =1 € B nén

—1=—f(1) = f(~1) € f(B).
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Vay f(B) la vanh con cta S.

(ii). Do f(0) = 0 € Jnén 0 € f~1(J). Cho a,b € f~1(J). Khi d6
f(a), f(b) € J. Suy ra f(a—0b) = f(a) — f(b) e J. Do d6 tacéa—be
f7YJ). Vi thé f~1(J) 1a nhém con ctia nhém cong V. Cudi cling, cho
ae€ fY(J)vazeV.Khidé f(a) € J. Suy ra f(az) = f(a)f(x) € J,
tic 1 ax € f71(J). Tuong tu, za € f~1(J). Vay f~1(J) la idéan clia
V. O

1.2.8 Dinh nghia. Cho f : V — S 134 mot dong cau vanh. Vi V' 1a
vanh con cia V nén f(V') la vanh con ctia S. Vanh con f(V') dugc goi
1a anh cta f va dugce ki hieu béi Im f. Dat Ker f = {a € V | f(a) = 0}.
Khi d6 Ker f = f71(0). Vi 0 1 idéan ctia S nén theo Ménh dé 1.2.7,
Ker f la idéan ctia V. Ta goi Ker f la hat nhan cta f.

1.2.9 Ménh dé. Cho f : V — S la dong cau vanh. Khi dé f la don
cau néu va chi néu Ker f = 0. Trong truong hop nay, V ding ciu vdi

vanh con Im f cia S.

Chiing minh. Gia st f 14 don cau. Ro rang 0 € Ker f. Cho a € Ker f.
Khi d6 f(a) = 0 = f(0). Suy ra a = 0. Vi thé Ker f = 0. Gia st
Ker f = 0. Cho a,b e V sao cho f(a) = f(b). Khi d6 f(a —b) = 0. Suy
raa—beKerf=0. Vithéa—b=0haya=>. Vay f 1a don cau. O

1.2.10 Dinh ly. (Dinh li dong ciu vanh). Cho f :V — S la dong cdu
vanh. Khi do V/Ker f =~ Im f.

1.2.11 Dinh nghia. Cho V 1a vanh. Gi4 st ton tai s6 nguyén n # 0
sao cho nl = 0. Khi d6 (—n)1 = 0. Trong hai s6 n va —n &t phai ¢
mot s6 nguyén duong. Trong truong hop nay, ta goi dic so cia V 1a sd
nguyén duong n nhé nhat sao cho nl = 0. Néu nl = 0 chi xay ra khi

n =0 thitanéi V c¢é dac so 0.
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Dé thay rang vanh Z cac s6 nguyeén, vanh Q céic sd hitu ty, vanh R
cac so thue, vanh C cac s6 phiic déu c6 dac s6 0. Vanh Z,, cac s6 nguyén

modulo m ¢6 dic s6 m.

1.2.12 Ménh dé. Cho V' la mot vanh. Cdc phdt biéu sau la ding.
(1) NéuV c6 dic s6 0 thh V' chita mot vanh con dang cau vdi vanh 7.

(ii) Néu 'V c6 dic s6 m thi V' chita mot vanh con dang cau vdi Z,.

Chitng minh. Xét anh xa f : Z — V xéac dinh béi f(n) = nl véi moi
n € Z. Dé thay rang f 14 dong cau vanh. Gid st V' ¢6 dic s6 0. Khi do
f(n) = 0 khi va chi khi n = 0. Vi thé f 1a don cau. Do d6 Z =~ Im f.
Vi thé Im f 1a vanh con ctia V dang cau véi Z. Gid sit V c6 dic s6 m.
Khi d6 Ker f = mZ. Theo Dinh 1i 1.2.10, Z/mZ =~ Im f. Vi thé Im f

14 vanh con ctia V' dang cau véi Z,,. O

1.3 Kién thic chuan bi vé truong

1.3.1 Dinh nghia. Mot phan ti a ctia vanh giao hoan R dudc goi 1a
khd nghich néu ton tai b € R sao cho ab = 1. Truong 1a mot vanh giao

hoan, khac 0 v& moi phan ti khac 0 déu kha nghich.

Cht ¥ rang vanh Zg khong 1a truong vi 2 € Zg khong kha nghich.
Vanh Z khong la truong vi 2 € Z khong kha nghich. Cac vanh Q, R va

C déu la truong.
1.3.2 Bé dé. Dac sé cia truong la 0 hodc la s6 nguyén to.

Chiing minh. Gia st T 1a truong c6 dac so n # 0. Vil # 0 nén n > 1.
Néu n khong nguyeén t6 thi n = ab v6i 1 < a,b < n. Vi n la s6 nguyén
duong bé nhat thod man nl = 0 nén al, bl # 0. Do d6 ton tai cAc phan
ttt x,y € T sao cho z(al) =1 = y(bl). Vi thé ta co

0= (nl)ry = z(al)y(bl) = 1.1 = 1.
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Diéu nay la vo Ii. ]
1.3.3 B6 dé. Vanh Z, la truong khi va chi khi n la s6 nguyén to.

Chiing minh. Cho Z,, 1a truong. Vi Z,, ¢6 dic s6 n nén theo Bo dé 1.3.2,
n 1a s6 nguyén t6. Cho n 1 s6 nguyén t6. Khi d6 n > 1. Vi thé Z,, # 0.
Cho 0 # @ € Z,. Khi d6 a khong 1a bai ctia n. Vi n nguyén t6 nén a
va n nguyeén t6 cing nhau, tiic 14 ton tai x,y € Z sao cho 1 = az + ny.

Suy ra 1 = a 7, tic 1a @ kha nghich. Vay Z, 1a truong. ]

1.3.4 Dinh nghia. Mot tap con A cta truong 1" dude goi la mot truong
con néu phép cong va nhan 1a déng kin trong A va A lam thanh mot

truong cung véi hai phép toan nay.

Gia st 7' 1a mot truong c¢6 diac sé6 m > 0. Theo B6 dé 1.3.2, m phai
1a s6 nguyen t6. Theo Ménh dé 1.2.12, T chtta mot truong con dang cau
v6i truong Z,.

Trong phan cudi clia muc nay, ching ta nghién citu s6 phan tit ciia
mot truong hitu han. Trude hét ta can nhic lai mot s6 khai niém va tinh

chat ctia khong gian véc to.

1.3.5 Dinh nghia. Cho K la mot truong. Mot tap V' ¢6 trang bi mot
phép cong va mot anh xa K x V' — V' (goi 1a phép nhan v6i vo huéng)
duge goi la mot khong gian véc to trén truong K hay mot K-khong gian
vec t0 néu (V, +) 1a mot nhém giao hoan va tich vo huéng thod man
cac tinh chat sau day: v6i moi x,y € K v moi a, 5 € V ta c6

(i) Phan phoi: (v + y).a = z.a +y.avaz.(a+ ) = z.a + 2.5;

(ii) Két hop: x(ya) = (z.y).q;

(iii) Unita: la = a.

1.3.6 Dinh nghia. Gia st V' la mot K-khong gian véc to.
(i) Mot he véc to {v;}ier trong V' duge goi 1a mot hé sinh clia V' néu

moi phan t& € V déu c6 thé biéu thi tuyén tinh theo hé do, tic la
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ton tai hitu han phan t v;1, ..., vy ciia hé {v;}ie; vA hitu han phan ti
i, ...,a; cua K sao cho o = Zleaijvij. Néu V c6 mot hé sinh gom
hitu han phan t thi V ducgc goi 1a K-khong gian hiu han sinh.

(ii) Mot he véc to {v;}ier trong V' duge goi 1a mot hé doc lap tuyén
tinh néu tt mo6i rang buoc tuyén tinh ctia hé Zleaijvij = 0 ta déu c¢6
a;j =0v6imoij=1,... k.

(iii) Mot he véc to trong V' duge goi 1a mot co sd ctia V' néu no 1a

mot hé sinh va doc 1ap tuyén tinh.

Cht ¥ rang mot hé véc to ciia V' 14 mot co s6 ctia V' néu va chi néu
mdi véc to clia V' déu c6 thé bicu thi tuyén tinh mot cach duy nhat qua
hé d6. Ta c6 thé chi ra ring mdi K-khong gian véc to V # 0 déu co it
nhat mot co sd va cac co s6 ciia V' déu c6 cung le luong. Lic luong
chung nay dudc goi 14 s6 chieu ctia V' va ki hieu la dimg V. Dac biét,
néu V c6 mot co sé gom n phan ti thi cic co sé khac ctia V' cling ¢6 n

phan tit va ta c6 dimg V = n.

1.3.7 Ménh dé. Cho T la truong hitu han c¢é n phan ti&. Khi dé T co

ddc so6 p nguyén to va n la liy thva nao dé cia p.

Chiing minh. Theo Bo6 dé 1.3.2, dic s6 ctia T' 1a 0 hoac 1a s6 nguyén t6.
Néu T ¢6 dic s6 0 thi theo Ménh dé 1.2.12, T' chita mot vanh con dang
cau véi Z, do d6 T ¢6 vo han phan t, vo 1i. Vi thé T ¢6 dic sd p > 0.
Theo Bo6 dé 1.3.2, p 1a s6 nguyén t6. Theo Menh dé 1.2.12, T’ chita mot
vanh con dang cau véi Z,. Cha § rang Z, 1a truong theo Bo dé 1.3.3.
Vi thé ta dé dang kiém tra rang T c6 cau tric tu nhién 1a mot khong
gian véc to trén trudng Z,. Do T ¢6 hitu han phan ti nén khong gian
nay co6 chiéu hitu han. Gia st dimz, T' = k. Khi do6 s6 phan tit ctia T' 1a

n = p. [l
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1.4 Kién thidc chuan bi vé da thiic

Trong muc nay ta gid thiét K 13 mot truong. Nhac lai rang mot
da thiic mot bién x v6i hé s6 trong K 1a mot bicu thic dang f(z) =
anT" + ap_12" 1 4+ ... + qg trong d6 a; € K. Néu a,, # 0 thi a, dudc goi
1a hé so cao nhat chia f(x) va s6 tu nhien n duge goi 1a bdc ctia f(x).
Ta ki hiéu bac cta f(z) la deg f(z). Ki hieu K[z] l1a tap cac da thic
mot bién x véi hé s6 trong K. Gia st f(x) = Y a2’ va g(x) = > bia',
ta dinh nghia f(z) + g(z) = Y.(a; + b))z’ v f(x)g(x) = D] cpa®, trong
d6 cp = >}; 1 j— aibj. Khi d6 K[x] la mot vanh, goi la vanh da thic mot

bién x v6i he s6 trong K.
1.4.1 Chua y. V6i f(z),g(z) € K[x] ta ludn c¢6
deg(f(x) + g(x)) < max{deg f(z), deg g(z)}
deg(f(z).g(x)) = deg f(z) + deg g(x).
Tiép theo 1a dinh 1i phép chia v6i du cho da thic mot bién.

1.4.2 Dinh ly. Cho f(z),g(z) € K[x] vdi g(x) # 0. Khi dé ton tai duy
nhat mot cap da thiic q(z),r(x) € K[x] sao cho

f(z) = g(x)q(x) + r(x), vdir(z) =0 hodc degr(x) < deg g(x).
Chiing minh. Chiing minh tinh duy nhat. Gia si
f(z) = g(2)q(x) +1(z) = g(x)ai (x) + r(2),
trong d6 r(x),r1(z) bang 0 hodc ¢6 bac nho hon bac cta g(z). Khi d6
9(x)(q(z) — a(2)) = r(x) = r(z).

Néu ri(z) = r(z) thl g(z)(q(z) — @i (z)) = 0. Vi g(z) # 0 va K 1a
truong nén q(z) — qi(z) = 0, tic 1a ¢(x) = ¢1(z). Néu r(x) # ri(z) thi

deg(r — r1) = deg (9(¢ — q1)) = deg g + deg(q — ).
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Cha ¥ ring
deg(r — r1) < max{degr,degr;} < degg < degg + deg(q — ¢1).

Diéu nay mau thuan véi dang thic tren.

Ta chitng minh sy ton tai ctia ¢(x) va r(x). Néu deg f(x) < deg g(x)
thi ta chon g(x) = 0 va r(z) = f(x). Gia st deg f(x) = deg g(z). Cho
f(z) = apz™ + ...+ ag va g(x) = byx" + ... + by Vi a,, b, # 0 v
n < m. Chon h(z) = C;—ma:m_”. bat fi(z) = f(x) — g(z)h(z). Khi d6
fi(z) = 0 hodc fi(x) co gac thue su bé hon bac cta f(x). Trong truong
hop fi(x) = 0, ta tim duge du ctia phép chia f(x) cho g(x) lar(z) =0
va thuong la q(x) = h(z). Néu fi(z) # 0 thi ta tiép tuc lam tuong tu
vii fi(z) va ta duge da thic fo(x). Ci tiép tuc qua trinh trén ta duge
day da thic fi(z), fo(x), ..., néu ching déu khac 0 thi ching c6 bac
gidm dan. Vi thé sau hitu han buéc ta duge mot da thitc c6 bac bé hon
bac clia g(z) va d6 chinh 1a da thic du r(x). Néu mot da thic clia day
bang 0 thi du r(x) = 0. Cu thé, ta c6

fi(z) = f(z) = g(x)h(x)
fao(x) = fi(z) = g(x)ha(2)

v6i fi.(z) = 0 hodc deg fi.(z) < deg g(z). Cong vé v6i vé cac dang thiic
do lai, ta dugc

f(x) = g(z)(h(z) + hi(z) + ... + hg—1(x)) + fr(x).
T d6 ta c6 q(x) = h(z) + hi(z) + ... + hg1(z) var(z) = fi(z). O

Trong dinh 1y trén, néu r(z) # 0 thi g(z) duge goi la thuong hut va
r(z) duge goi la du clia phép chia f(x) cho g(z). Néu r(z) = 0 thi ta
noi rang f(x) chia hét cho g(x) hay g(x) 1a udc ctia f(x).
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1.4.3 Hé qua. Cho K la mot truong va a € K. Khi do du cia phép
chia f(x) € K[x] chox —a la f(a).

Ching minh. Chia f(x) cho x — a, du ho#ic bang 0 hogc 1a mot da thrc
bac 0 vi bac ctia (x — a) bang 1. Vi vay, du la mot phan ti r € K. Ta ¢6
f(x) = (r—a)q(x)+r. Thay x = a vao dang thiic ta duge r = f(a). O

Mot phan tit a € K duge goi la nghiém ctia f(x) € K[z] néu f(a) = 0.
T He qua 1.4.3 ta c6 ngay két qua sau.

1.4.4 Hé qua. Cho K la mot truong va a € K. Khi do a la nghiém cua
da thiic f(x) € K|x] néu va chi néu ton tai da thic g(x) € K|z] sao
cho f(z) = (- @)glz).

Tu He qua 1.4.4 ta c6 ngay két qua sau.

1.4.5 Hé qua. Cho f(z) € K|[z] la da thic khdic 0 va ay,as, ... ,a, € K
la cac nghiém phan biét cia f(z). Khi dé deg f(x) = r.
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Chuong 2

Da thic hoan vi ducc

2.1 Khai niém da thic hoan vi dudc

2.1.1 Dinh nghia. (i) Cho R la mot vanh giao hoan c6 hitu han phan
tit. Cho f(x) € R[x]. Ta noi rang f(x) 1a da thitc hodn vi dugc tréen R
néu anh xa ¢ : R — R cho bdi p(a) = f(a) 1a mot song anh.

(i) Gia st f(x) la da thiic v6i he s6 nguyen. V6i n 1a mot sd nguyen
duong cho truée, xét f(x) nhu da thic trong Z,[z]. Ta néi f(z) 1a hoan

vi duge modulo n néu noé 1a da thitc hoan vi dugce trén Z,.
Duéi day 1a mot s6 vi du vé da thitc hoan vi dugc.

2.1.2 Vi du. Xét R = Zs - trudng céac sd nguyén modulo 2. Cho f(x) =
1+ 5z + 222 + 32° va g(z) = 1 + = + 42?. Trong Zs[z], da thic f(z)
c6 dang f(z) = 1+ z + 2 va da thiic g(x) c6 dang g(x) = 1 + x. Ta c6
f(0) =1 va f(1) = 1. Vi thé anh xa ¢ : Zy — Zy cho bdi p(a) = f(a)
khong phai 1a song anh. Ta ¢6 ¢g(0) = 1 va g(1) = 0. Vi thé anh xa
@ : Ly — Zs cho bdi p(a) = g(a) la mot song anh. Do d6 f(x) la da
thie khong hoén vi duge modulo 2 va g(z) 1a da thic hoan vi duge

modulo 2.

2.1.3 Vi du. Xét R = Z4 - vanh cac s6 nguyén modulo 4. Cho f(x) =
2+3r+22° vag(r) =3+2x+ 2% Taco f(0) =2, f(1)=3,f(2)=0
va f(3) = 1. Vi thé anh xa ¢ : Zy — Z4 cho b6i p(a) = f(a) la song
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dnh. Ta c¢6 g(0) = 3,9(1) = 2,9(2) = 3 va g(3) = 2. Vi thé 4nh xa
¢ : Zy — Z4 cho béi p(a) = g(a) khong 1a mot song anh. Do d6 f(z) la
da thitc hoan vi duge modulo 4 va g(z) la da thic khong hoan vi duge

modulo 4.

Mot bai toan rat ty nhién diat ra la: Cho trude da thic f(x) =
ap + a1 + ... + a,x™. V6i dieu kién ndo cia cac hé s6 ag, ..., a,, da
thie f(z) 1a hoan vi duge. Vi nhing tng dung ctia da thic hoan vi
dudc, c6 rat nhiéu ngudi quan tam dén bai toan nay. Tuy nhién, cho dén
nay, bai toan nay mdi chi duge gidi quyét cho mot s6 truong hop dic
biet. Bai toan tong quat van dang 1a mot van dé md thach thic cac nha
toan hoc trén thé gidi.

Phan con lai clia muc nay 1a trinh bay tinh hoan vi dudgce cho céac da
thiic bac khong qua 2 va da thic dang z". Truée hét ching ta dua ra

tieu chuan hoan vi dugc ctia céc da thitc bac khong qué 1.

2.1.4 Ménh dé. Cdc phdt biéu sau la ding.

(i) Trén mot vanh nhiéu hon 1 phan ti, moi da thic bac khong déu
khong hoan vi duoc.

(ii) Trén mot truong T hitu han, moi da thic bic nhat la hodn vi

duoc.

Ching minh. (i) Gid st f(x) = a la da thic bac 0 trén vanh R c¢6
nhiéu hon 1 phan tit. Khi d6 f(b) = a v6i moi b € R. Do d6 4nh xa
¢ : R — R xac dinh bdi p(b) = f(b) khong 1a toan anh. Vi thé f(z)
khong hoan vi dugc.

(i) Gid st f(x) = a+bx € T[z] 1a da thiic bac nhat. Khi d6 b # 0. Vi
T 13 truong nén ton tai phan tit b~! € T 1a nghich ddo ctia b. Do dé véi
mdi ¢ € T, phuong trinh a+bx = ¢ luon ¢6 nghiem la z = b~ (c—a) € T.

Diéu nay ching t6 d4nh xa ¢ : T'— T cho bdi p(a) = f(a) = a + ba la
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mot toan anh. Do 7' 1a hitu han nén ¢ la song anh. Vay f(x) 1a hoan vi

dugc trén T'. ]

Phan tiép theo, chiing ta sé dua ra tiéu chuan hoan vi dude cho nhiing
da thic dang f(x) = 2. Trudc hét, ta can hai bo dé hd trg sau. Nhic
lai ring ham Euler ¢ duge dinh nghia trén tap cac sé nguyén duong nhu
sau: (1) =1 va p(n) 1a sb cac s6 nguyen duong nhd hon n va nguyén

td cting nhau véi n.

2.1.5 Bo dé. Cho G la mot nhém cé cip n. Khi dé G la nhom zyclic
néu va chi néu vdi moi ude d cia n ton tai nhiéu nhat mot nhém con

zyclic cap d.

Chitng minh. Giasit G = (a) laxyclic. Cho d 1a udc ciia n. Dat b = a™/.
Ta c6 b = a” = e. Néu bF = e thi a™/? = e. Do d6 nk/d 1a boi ciia n.
Suy ra k 1a boi ctia d. Theo Bo dé 1.1.5, b ¢6 cap d. Dat H = (b). Khi
d6 H 1a nhém xyclic cap d. Gia st H' ciing 1a mot nhém con xyclic cap
d ctia G. Viét H' = (c) va biéu dién ¢ = a’. Do H' c6 cap d nén ¢ = e.
Suy ra a' = e. Vi thé td 1a boi ctia n va do d6 ¢ 1a boi ciia n/d. Vi thé
c=a'e€ H Suyra H € H. Do H va H' ciing c6 sd phan tit 1a d nén
H = H'. Vay G ¢6 duy nhat mot nhém con xyclic cap d.

Nguoc lai, gid sit moéi uée d ciia n ¢6 nhiéu nhat mot nhém con xyclic
cap d cia G. Ta xét quan hé trén G nhu sau: z ~ y néu va chi néu
(x) = (y). Dé thay ~ la quan hé tuong duong trén G. Véi moi = € G,
ki hiéu cl(zx) 1a 16p tuong duong ctia x. Khi dé ta c6

c(x)={ye G| (x) =(y)} = {y € G|y la phan ti sinh cta (x)}.

Gia stt x ¢6 cap d,.. Theo Dinh i Lagrange, d,. 14 udc ciia n. Theo He qua
1.1.6, phan t& y = 2 14 phan t1 sinh ctia nhom xyclic (x) néu va chi

néu (k,d;) = 1. Vi thé cl(z) c¢6 ding ¢(d,) phan tit v6i ¢ 1a ham Euler.
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Goi cl(x1), ..., cl(x;) 1a tat ca l6p tuong duong. Khid6 G = | cl(x;)
i=T,...t

va cl(x;) nel(x;) = & v6i moi i # j. Do d6 ta ¢
n=¢(dy)+ ... +¢(ds,).

Chu y rang d,,, . . ., d,, déu la u6c ctia n. Theo gia thiét, mdi wéc d cla
n chi ¢6 ding mot nhém con xyclic cap d nén cac nhom (xy),. .., (x)
phéi ¢6 cap doi mot khac nhau. Do d6 d,,,...,d,, 1a cac sO tu nhién
doi mot khac nhau. Bay gio ta xét nhom Z,. Khi d6 v6i moéi ude d cua
n, ton tai duy nhat mot nhém con xyclic cap d cta Z,. Do d6 ta co

no= 2 d)- Vithe n = o(de)) + .- + @(de) < Xy, 0(d) = 1.

Vi thé d,,, ..., d;, 1a tAt ci cac 1a ude ctia n. Dac biét, trong cac udc
dy,i=1,...,t &t c6 mot uGe bang n. Do d6 ton tai phan tit z; € G ¢6
cap d,, = n. Vi vay G = (z;) 1a xyclic. [

Nhic lai rang néu T 1a mot truong thi moéi da thiec mot bién bac n

v6i he s6 trong T’ ¢6 nhiéu nhat n nghiém trong 7.

2.1.6 Bo6 dé. Cho T la truong hitu han. Dat T* = T\{0}. Khi dé T* la

nhom xyclic vér phép nhan.

Chatng minh. Gia st T c6 g phan t. Khi d6 T* c¢6 ¢ — 1 phan t1i.

Trude hét ta ching minh 7* 14 nhém véi phép nhan. Cho a,b e T*.
Khi d6 a,b # 0. Do d6 ton tai ¢,d € T sao cho ac = 1 = bd. Suy ra
(ab)(sd) = 1 # 0. Vi thé ab # 0, tic 1a ab € T*. Do d6 phép nhan
doéng kin trong T*. R6 rang phép nhan trong T* c¢6 tinh chat két hop.
Dol#0nénleT* ChoaeT* Khidba#0.Vithé aconghich dio
a~leT. Rorang a=t # 0. Suy ra = € T*. Vi thé méi phan t1t trong
T* déu kha nghich. Vay, T* 1a mot nhém nhan véi cap 1a g — 1.

Tiép theo ta chiing minh 7* 1a nhém xyclic. Gia st d 1a mot uée ciia
q — 1. Theo Bo6 dé 2.1.5, dé chitng minh 7* 1a xyclic, ta chi can chiing

86 héa boi Trung tam Hoc liéu — Dai hoc Thdi Nguyén http://'www.lrc-tnu.edu.vn



24

minh 7% ¢6 nhiéu nhat mot nhém con xyclic cap d. Gia st H = (a) va
H' = (b) 14 hai nhém con xyclic cap d khéc nhau ctia G. Khi d6 a? = 1
va b? = 1. Vi thé cac phan ti ctia H vi H' déu la nghiem cia da thic
2% —1 e T[z]. Vi H vi H' khac nhau nén H U H' c6 it nhat d + 1 phan
tt. Diéu nay chiing té da thic bac d c6 it nhat d + 1 nghiem. Diéu nay

la vo 1. O
Bay gio ching ta trinh bay tiéu chuan hoan vi dugc clia da thic z".

2.1.7 Dinh ly. Trén mot truong cé q phan ti, da thic f(x) = 2™ la

hoan vi dugc néu va chi neuw ¢ — 1 va n la nguyén to cung nhau.

Chatng minh. Gid stt ¢ — 1 va n 1a nguyén t6 ciing nhau. Khi d6 ton tai
cac sO6 nguyen r, s sao cho 1 = r(q — 1) + sn. Gia st T la trudng c6
¢ phan tit. V6i méi 0 # c e T, ta c6 ¢ = ¢' = @ (c*)". Ta khing
dinh '@~V = 1. That vay, dat T* = T\{0}. Khi d6 T* 1a mot nhém
nhan véi cap 1a ¢ — 1 vd nhém nhan nay 1a xyclic. Theo Hé qua 1.1.9 ta
¢6 ¢ 1 = 1. Suy ra ¢V = 1. Khing dinh dugc ching minh. Do d6
c=(c*)" = f(¢’). Khi ¢ = 0 thi ta ludn ¢6 ¢ = (¢)” = f(c¢). Suy ra anh
xa ¢ : T'— T cho bdi p(a) = a" 1a toan anh. Vi T 1a tap httu han nén
¢ la song anh. Do d6 da thic f(z) = 2" 1a hoan vi duge.

Gia st 2" 1a hoan vi dugce trén truong T c6 ¢ phan ti. Ta chiing minh
q — 1 vd n nguyén t6 cing nhau. Goi d 1a udc chung 16n nhat ctia g — 1
va n. Theo Bo6 dé 2.1.6, T* 1a nhom xyclic cap ¢ — 1 v6i phép nhan. Gia
st T* = (a). Vi T* ¢6 cap ¢ — 1 nén a?™! = 1 theo Hé qua 1.1.9. Do
d6 (a9 1)"4 = 1. Vi thé (al=V/))" = 1 = 1", Dat f(x) = 2". Khi d6
ta c6 f(al97D/4) = f(1). Do f(x) hoan vi dugc theo gia thiét nen ta c6
al9=1/4 = 1. Do a c¢6 cAp ¢ — 1 nén theo Bb dé 1.1.5, (¢ — 1)/d 1a bai
ciaqg—1. Vithé d = 1. O

St dung Dinh 1i 2.1.7, ta c6 thé dic trung tinh hoan vi dudc ciia céc
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da thuc bac 2 nhu sau.

2.1.8 Ménh dé. Da thic f(x) = az® + bz +c vdia # 0 la hodn vi dugc

trén mot truong hitu han T néu va chi néu b =0 va T c6 dic s6 2.

Chiing minh. Gid st b = 0 va T c6 dac s6 2. Khi d6 f(z) = az® +c. Gid
st T c6 ¢ phan tit. Do T ¢6 dic s6 2 nén theo Meénh dé 1.3.7, ton tai
s6 tu nhién k sao cho ¢ = 2¥. Do d6 ¢ — 1 1a s6 1. Vi thé ¢ — 1 nguyén
t6 cting nhau véi 2. Theo Pinh 1f 2.1.7, da thic 22 1a hoan vi dugc trén
T. Gia st f(r) = f(s) v6i r,s € T. Khi d6 ar® + ¢ = as® + ¢. Suy ra
ar? = as®. Do a # 0 va T la trudng nén a kha nghich. Nhan hai vé véi
nghich dao cta a ta dugc r? = s%. Vi da thic 22 14 hoan vi duge trén T
nén r = s. Vay f(x) la hoan vi dugc trén 7.

Ngugc lai, gid st f(z) 1a hoan vi duge tren T. Trude hét ta ching
minh b = 0. Gid stt b # 0 va ta can tim mau thuan. Do a # 0 nén ton

tai phan tit ¢~ € T sao cho aa™! = 1. Vi thé ta c6
f(=a7'b) = a(—a )2 +b(—a" D) +c=a'V* —a WP +c=c

Ro6 rang f(0) = c. Do f(z) 1a hoan vi duge trén T nén 0 = a~'b. Vi
b # 0 nén ton tai b=! € T sao cho bb~! = 1. Nhan ca hai vé clia ding
thitc 0 = a=1b v6i ab™! ta dugc 0 = 1, diéu nay la vo li. Vay b = 0.
Tiép theo ta ching minh dic s6 ctia T 14 2. Do T 13 truong nén 1" ¢6
dic s6 0 hosic dac s6 p nguyén t6. Néu T' c6 dic s6 0 thi véi moi sb ti
nhién n < m ta ¢c6 (m —n)1 # 0, tic la n.1 # m.1. Vi thé T chia mot
tap con {n.1 | n € Z} gom vo han phan tt, dicu nay la vo 1i. Vi thé T
c6 dac s6 p nguyén t6. Ta can chiing minh p = 2. Néu p # 2 thi p 1a s
nguyén t6 18. Do s6 phan ti ctia T 1a mot liy thita ciia p nén ¢ 1a s6 18.
Vi thé ¢ — 1 1a s6 chdn. Vi thé ¢ — 1 va 2 khong nguyén t6 cting nhau.
Theo Dinh Ii 2.1.7, da thic 22 khong hoan vi dudge trén T. Vi thé ton

tai hai phan t& r # s trong T sao cho 72 = s%. Suy ra ar’® + ¢ = as® +c,
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tic 1a f(r) = f(s), trong khi d6 r # s. Do d6 f(x) khong hoan vi dugc
trén 1", vo . []

2.2 Mot sé6 16p da thic hoan vi dudc trén moét
truong

Muc nay danh dé trinh bay tiéu chuan hoan vi dugc trén mot trusng
ctia mot s6 16p da thite. Trude hét, ching ta trinh bay mot md rong cia

Meénh dé 2.1.8.

2.2.1 Dinh ly. Cho T la truong cé q phan ti. Gid st k.7 la cdc so
nguyén duong sao cho k > j =1 va ged(k — j,q — 1) = 1. Khi dé da
thitc f(z) = ax® + ba? + ¢ vdi a # 0 la hodn vi dugc trén T néu va chi
néu b= 0 va ged(k,q—1) = 1.

Ching minh. Gid st f(x) hoan vi dugc trén T. Trude hét ta ching minh
b=0.Gidsitb # 0 vatacan tim mau thuan. Dat g(2) = 28 +a"1ba’. Ta
khang dinh g(x) hoan vi dugc trén T. Cho r, s € T sao cho g(r) = g(s).
Khi d6 ag(r)+c = ag(s) +c. Suy ra f(r) = f(s). Do f(x) hoan vi dugc
trén 7' nén r = s. Vi thé g(z) hoan vi dugc. Ta cé g(x) = 27 (x*~/+a~1b).
Vi j = 1nén g(0) = 0. Theo gié thiét, ged(k —j,g— 1) = 1. Do d6 ton
tai cac s6 nguyén m, n sao cho 1 = m(k—j)+n(q¢—1). Dat d = —a~ .
Dob#0vaa#0néndeT" Taco

d=d" = (d™F (a1

Do T* 1a nhom cap g — 1 v6i phép nhan v d € T* nén d9=! = 1. Vi thé
d = (d™)*J. Suy ra

(") = (@Y (") —d) = (@ P (@) = (@) =0,

Do d # 0 nén d™ # 0. Nhu vay, g(0) = g(d™), trong khi d6 d™ # 0.
Diéu nay ching t6 g(z) khong hoan vi duge tren T', vo 1i. Vay b = 0.
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Tiép theo, ta ching minh ged(k,q — 1) = 1. Do b = 0 nén f(z) =
az® + c. Dat h(z) = 2*. Cho h(r) = h(s) véi r,s € T. Khi d6 r* = s".
= f(s). Do f(x) hoan vi dugc trén
T nén r = s. Vi thé h(z) 1a hoan vi dugc trén T'. Theo Dinh 1i 2.1.7,
ged(k, g — 1) = 1.
Ngugc lai, gia st b = 0 va ged(k,¢—1) = 1. Ta can chiing minh f(x)
hoén vi dugc tren T. Vi b = 0 nén f(z) = az”* +¢. Do ged(k,q—1) = 1
nén theo Dinh I 2.1.7, da thitc 2% 14 hoan vi dugc trén T. Gia stt f(r) =

Suy ra ar® + ¢ = as® + ¢, tiic la f(r)

f(s). Khi d6 ar* + ¢ = as® + c. Suy ra r* = s*. Do 2* hoan vi dugc trén

T nén r = s. Vay f(z) 1a hoan vi dugc trén 7T [
Hé qua sau day cho ta mot 16p cac da thic hoan vi duge.

2.2.2 Hé qua. Cho T la truong cé q phan ti. Gid st q—1 khong la boi
ctia 3,5,7. Khi dé da thic x® + ba', vdi t la mot s6 1é nhé hon 8, la da

thic hodan vi duoc trén T néu va chi néu b =0 va T ¢6 dic so 2.

Chitng minh. Xét da thitc f(z) = 2% +ax’ véik = 8. Vitlé vit < 8 nén
k—t=8—te{7,5,3,1}. Theo gia thiét, ¢ — 1 khong la boi ctia 3,5, 7.
Do d6 ged(k —t,qg—1) = 1. Theo Dinh 1i 2.2.1, da thic f(z) 1a hoan vi
duge trén T néu va chi néu a = 0 va ged(k,qg— 1) = ged(8,g— 1) = 1.
Chu y rang ged(8,g — 1) = 1 néu va chi néu ¢ 1a s6 chdn. Goi p 1a dic
s6 ctia T'. Khi d6 p 1a s6 nguyén t6 va ¢ 1a mot iy thita ctia p. Vi thé ¢
12 56 ch&n néu va chi néu T c6 dic s6 nguyen to6 chan, tic 1a dac sb cla
T bang 2. Vay, f(z) 1a hoan vi dugc trén T néu va chi néua =0va T

c6 dac sb 2. ]

2.2.3 Hé qua. Cho T la truong cé q phan ti. Cho f(z) = ax®+bx’ +c
la mot da thiic tren T, trong dé a # 0, k > 7 =1 va —ba™"' la mot liy
thita bac k — j ciia mot phan ti trong T. Khi dé f(x) la hodn vi dugc
trén T nméu va chi néu b =0 va ged(k,q — 1) = 1.
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Ching minh. Gid stt f(x) hoan vi dugce trén T. Theo gia thiét, ton tai
phan tit 7 € T sao cho —ba™! = 7*77. Dat g(z) = 2% + ba~'27. Ta khéng
dinh g(z) 1a hoan vi duge tréen T. That vay, gid st g(s) = g(s') véi
s,s' € T. Khi d6 ag(s) + ¢ = ag(s") + ¢. Do d6 f(s) = f(s'). Vi f(z)
hoéan vi dugc trén 7' nén s = s'. Do d6 g(x) hoan vi dugc trén 7.

Ta co
g(z) = a:j(xk_j — (—a_lb)) = :Uj(xk_j — rk_j).

Do j = 1 nén g(0) = 0. R6 rang g(r) = 0. Vi g(z) hoan vi dugc nén
r=0.Suyra—a'b=0.Via # 0nénb = 0. Do dé g(z) = x*. Vi g(x)
hoén vi duge nén theo Dinh 1i 2.1.7 ta ¢6 ged(k,q — 1) = 1.

Nguge lai, gid sit b = 0 va ged(k,q — 1) = 1. Khi d6 f(x) = az* + c.
Do ged(k,q— 1) = 1 nén theo Dinh 1f 2.1.7 ta suy ra 2" la hoan vi dugc
tren T. Gia st f(r) = f(s) v6i r,s € T. Khi d6 ar* + ¢ = as* + c. Suy
ra 78 = s*. Do g(x) hoan vi dugc trén T nén r = s. Vi thé f(z) la hoan

vi dugce trén 7. ]

Trong phan cudi clia muc nay, ching ta trinh bay mot s6 vi du vé da

thic hoan vi dugc.

2.2.4 Vi du. Céac phat bicu sau la ding:
(i) Da thitc 2° — 222 hoan vi dudc trén trudng Z;.

(ii) Da thic 2% + 42 hoan vi dugc trén trudng Zag.

Chatng minh. Trong He qua 2.2.2, v6i gia thiét T 1a truong c6 ¢ phan
tt v6i ¢ — 1 khong 1 boi ctia 3,5, 7 thi da thic f(z) = 2® + ba!, trong
do6 t 18 nho hon 8, 1a hoan vi dugc trén T néu va chi néu b =0 va T ¢b
dac s6 2. Vi du 2.2.4 chi ra rang gia thiét ¢ — 1 khong 1a boi cia 3,5,7
14 khong thé bd di duge. Mic dit da thiic 2® — 223 trong ménh dé (i) c6
he s6 b = —2 # 0 va dic s6 ctia truong T = Zgp 12 11 # 2, nhung da
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thic nay van hoan vi duge trén 7' vi ¢ — 1 = 10 1a mot boi cia 5. That
vay, xét da thic f(x) = 2% — 22° ta c6 f(0) = 0, f(1) = 10, f(2) =
9,f(3) = 6,f(4) =2,f(5) =7, f(6) = 1, f(7) = 5, f(8) =4, f(9) = 8
va f(10) = 3. Vi thé anh xa ¢ : Z1; — Z1; cho bdi p(a) = f(a) 1a song
anh. Do d6 f(x) la da thic hoan vi duge modulo 11. Tuong tu nhu vay,
mac dit da thitc 2% + 42 trong ménh dé (ii) c6 hé s6 b = 4 # 0 va dic
s6 clia truong T' = Zag 12 29 # 2, nhung né van hoan vi dugce trén Zag.
Sé di nhu vay vi ¢ — 1 = 28 la mot boi cua 7. That vay, xét da thic
fla) = 2% + 4z ta c6 f(0) = 0, f(1) = 5, f(2) = 3, f(3) = 19, f(4) =
12, f(5) = 15, f(6) = 18, f(7) = 6,f(8) = 23,f(9) = 27, f(10) =
7, f(11) = 2, f(12) = 20, f(13) = 10, f(14) = 21, f(15) = 25, f(16) =
22, f(17) = 11, f(18) = 1, f(19) = 14, f(20) = 13, f(21) = 17, f(22) =
8, £(23) = 28, £(24) = 4, (25) = 9, £(26) = 24, f(27) = 16 va f(28) =
26 . Vi thé anh xa ¢ : Zgg — Zgg cho bdi p(a) = f(a) 1a song anh. Do
d6 f(z) la da thic hoan vi duge modulo 29 O

2.2.5 Vi du. Xét da thic f(z) = 2® — 3z. Khi d6
(i) f(x) khong hoan vi dugc trén trudng Zs;
(ii) f(z) khong hoan vi dugc trén truong Ziq;
(iii) f(x) khong hoan vi dugc trén trudng Zis.

Chiing minh. O vi du (i) da thic f(z) = 2% — 3z ¢6 ¢ — 1 = 4 khong 1a
boi clia 3,5, 7 nhung b = —3 # 0 va dic s6 cla truong T = Zs 12 5 # 2.
Dong thoi da thic f(x) ¢6 f(0) =0, f(1) = 3,f(2) =0, f(3) = 2 va
f(4) = 4. Vi thé anh xa ¢ : Zs — Zjs cho bdi p(a) = f(a) khong la song
anh. Do d6 f(z) 1a da thitc khong hoan vi duge modulo 5. O vi du (i)
da thic f(z) =2%-3xc6¢—1=101aboicliabvaco b= —3 # 0 v&
ddc s6 cta truong T' = Zqp 1a 11 # 2. Dong thoi da thite f(z) ¢6 f(0) =
0, f(1) = 9, £(2) = 8, f(3) = T.f(4) = 8, f(50) = 0, £(6) = 8, F(7)
10, f(8) = 3, f(9) = 9 va f(10) = 4. Vi thé anh xa ¢ : Zy; — Z; cho
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béi p(a) = f(a) khong la song anh (f(2) = f(4) = f(6) = 8). Do dé
f(x) 1a da thic khong hoan vi duge modulo 11. Tuong tw nhu vay, 6 vi du
(iii) da thic f(z) = 2% =3z c6g—1=121abdictia3vaco b= -3 # 0
va dac s cta truong T = Zy3 1a 13 # 2. Dong thoi da thic f(x) co
F(0) = £3) = 0.7(1) = £(6) = 11, f(2) = £(8) = 3, f(4) = F(12) = 4
va f(9) = f(11) = 2 Vi thé 4nh xa ¢ : Z13 — Z13 cho bdi p(a) = f(a)
khong 1a song anh. Do d6 f(x) la da thic khong hoan vi duge modulo
13 [l

2.3 Da thiic hoan vi dudgc modulo 2*

Muc dich cia muc nay la trinh bay tiéu chuan hoan vi dudc ctia da
thitc v6i hé sé nguyen theo modulo 2% trong bai béo ciia Ronald Rivest
[R]. Tt nay dén hét luan vén, ta luon gia thiét f(z) la da thic véi he
s6 nguyen. Nhac lai rang f(x) duge goi la hoan vi duge modulo n néu

anh xa @ : Z, — Z, cho béi p(a) = f(a) la mot song &nh.

2.3.1 Chu y. Gia st X la mot tap hitu han. Khi d6 mot anh xa ¢ :
X — X la song anh néu va chi néu né 1a don anh, néu va chi néu né
14 toan anh. Do d6, da thiic f(z) hoan vi duge modulo n néu va chi néu
anh xa ¢ : Z, — Z, cho béi p(a) = f(a) 1a don anh, néu va chi néu
f(a) = f(b) (mod n) kéo theo a = b (mod n) véi moi a,b € Z.

2.3.2 Vidu. Cho f(x) = 3+Tw+8z%+32% +4z* va g(x) = 2+2x+22°.
Ta xét tinh hoan vi dugc cia f(z) va g(z) theo modulo 23. Trong Zg|z],
da thic f(z) c6 dang f(x) = 3+ Tz + 323+ 42t Taco f(0) = 3, f(1) =
LF2) = 4, £(3) = T.f(4) = 6,£(5) = 2, £(6) = 0 va f(T) = 5. Vi
thé anh xa ¢ : Zg — Zs cho béi pr(a) = f(a) la song dnh. Ta c6
9(0) = 2,9(1) = 6,9(2) = 6,9(3) = 2,9(4) = 2,9(5) = 6,9(6) = 6
va g(7) = 2. V1 thé anh xa ¢, : Zg — Zs cho béi ¢,(a) = g(a) khong
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la song anh. Vay, f(z) hoan vi dugc modulo 2° va g(x) khong hoan vi

duge modulo 23.

Tru6e hét chiing ta trinh bay mot tiéu chuan dé da thiic f(z) 1a hodn

vi duge modulo 2.

2.3.3 Bo6 dé. Da thic f(x) = ag + a1 + ... + agz® vdi hé s6 nguyén

la hodn vi dudge modulo 2 néu va chi néu a; + ...+ ag la lé.

Chiing minh. Ta luon c6 f(0) = ag € Zs. Ta xét hai trudng hop.

a) Gid stt ag chdn. Khi d6 f(0) = 0 € Zo. Vi thé, f(x) 1a hoan vi dugc
modulo 2 néu va chi néu f(1) = 1€ Zy. Taco f(1) =ap+ar+...+aq.
Vi ap chdn nén f(1) = 1 € Zy néu va chi néu a; + ... + ag 1a 1&. Do do6
f(z) 1a hoan vi dugc modulo 2 néu va chi néu ay + ... + aq 1a 16.

b) Gia st ag 1é. Khi d6 f(0) = 1 € Zy. Vi thé, f(z) 1a hoan vi dugc
modulo 2 néu va chi néu f(1) = 0€ Zy. Tacod f(1) =ap+a1+...+aq.
Viaglénén f(1) = 0 € Zy néu va chi néu ay +. ..+ aq 1a1é. Do d6 f(z)

1& hoan vi duge modulo 2 néu va chi néu a; + ... + ag 1a 1é. O

2.3.4 Bo dé. Cho f(z) = ap + a1z + ... + aqx? la da thic vdi hé s6
nguyén. Cho n = 2m vdi m la mot s6 nguyén chan. Gid si f(x) la hodn

vi duge modulo n. Khi dé ay la so lé.

Chaing minh. Ta ¢6 0 # m € Z,. Vi f(x) hoan vi dugc modulo n nén
f(0) # f(m) € Z,. Ta c6

f(m) = ap + arm + (aam® + ... + agm?).
Do m 1a s6 chdn nén m? chia hét cho n. Do d6
f(m) = ap + aym (mod n).

Gié st ay 1a chdn. Vi m chn nén aym = 0 (mod n). Do d6 f(m) =

ag (mod n). Ro rang f(0) = 0 (mod n). Vi thé f(m) = f(0) € Z,, trong
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khi d6 0 # m € Z,. Vi thé f(z) khong hoan vi dugc modulo n, vo Ii.
Vay, a; 1a sb 1é. O

2.3.5 Vi du. Cho f(z) = 2z + 42* + 623. Ta xét tinh hoan vi dugc clia
f(z) theo modulo n = 8. Rd rang n = 2.m, v6i m = 4 la s6 chdn. Ta
c6 a; = 2 1a 86 chiin. Vi thé, theo Bo dé 2.3.4, da thiic f(z) khong hoan
vi dugc modulo 8. Diéu nay ciing c6 the thay dé dang tit dinh nghia da
thitc hoan vi duge. Trong Zs ta c6 f(0) =0, f(1) =4, f(2) =4, f(3) =
4,f(4) =0, f(5) =4, f(6) =4 va f(7) = 4. V1 thé danh xa ¢, : Zg — Zs
cho béi pr(a) = f(a) khong la song anh.

2.3.6 B6 dé. Cho f(z) = ap + ey + ... + agz? la da thic vdi hé s6

nguyén. Cho n = 28 vgi k > 0 va cho m = 2871 = n/2. Néu f(x) hodn

vi duoc modun n thi no hodn vi dudec modulo m.

Ching minh. Gid st f(x) hoan vi duge modulo n. Véi mdi a € Z ta ¢

fla+m) =ay+ai(z+m)+...+asx+m)

=ag+ a1a + ...+ aga® + mt, véi t 1a mot sb6 nguyen nao dé
= ag + aa + ... + aga’ (mod m)

= f(a) (mod m).

Gia st f(z) khong hoan vi duge modulo m. Khi d6 ¢6 hai gia tri 7 #
S € Zy, sao cho f(T) = f(5) € Zy,. Suy rar # s (mod m) va f(r) =

f(s) (mod m). Vi vay, theo tinh chat vita chiing minh & trén ta c6

f(r)y=f(r+m)=f(s)= f(s+m) (mod m).

Do do6, ton tai cac s6 nguyeén ty,ty sao cho f(r) — f(r + m) = mt; va
f(r) — f(s) = mta. Vi (r +m) — r khong la boi cia n = 2m nén ta
c6T+m #T € Zy,. Do f(zx) hoan vi dugc modulo n nén f(r + m) #
f(r) (mod n). Do d6 t; 16. Theo gia thiét, r # s (mod m). Vi thé
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r % s (mod n). Vi f(x) hoan vi dugc modulo n nén f(r) # f(s) (mod n).
Vi thé ¢y 12 18. Suy ra ty — t; chén. Do d6

flr+m)—=f(s) = (f(r) = £(5)) = (f(r) = f(r+m))
= m(t2 —t1) = 0 (mod n).

Do f(x) hoan vi dugc modulo n nén r + m — s = 0 (mod n). Do m la
uée cian nén r+m —s =0 (mod m). Vi thé r —s = 0 (mod m). Dieu

nay la vo 1i v6i cach chon cua r va s. []

Nhin chung, bai toan kiém tra (theo dinh nghia) tinh khong hoan
vi duge ctia f(x) modulo 2% khi k 16n la rat khé. Vi thé, trong nhiéu
truong hop ta c6 thé st dung Bo dé 2.3.6 dé gidi quyét bai toan nay.

Duéi day la mot vi du minh hoa.

2.3.7 Vi du. Cho da thic f(z) = 1+ 2z +2* Khi d6 f(z) khong hoan
vi duge modulo 128.

Ching minh. Trong vanh Zg ta c6

fO)=1,f(1) =4,f(2) =1,FB3) = 0, f(4) = 1, f(5) = 4, f(6) = L.

Dic bigt, ta c6 0 # 2 € Zg, nhung f(0) = f(2) = 1 € Zg. Vi thé 4nh
xa @y : Lg — Zg cho bdi (@) = f(a) khong la song &nh. Vi thé f(z)
khong hoan vi duge modulo 8. Theo Bo dé 2.3.6, f(z) khong hoan vi
duge modulo 16. Tiép tuc 4p dung Bo dé 2.3.6, ta suy ra f(z) khong
hoan vi duge modulo 2% véi moi k > 3. Dac biet, vi 128 1a liy thia cia
2 nén f(z) khong hoan vi duge modulo 128. O

2.3.8 Bo dé. Cho f(x) = ag + a1z + ... + agz? la da thic vdi he
so nguyén. Cho n = 2m. Gid st f(x) hodn vi dugc modulo n. Khi dé

fla+m) = f(a) + m (mod m) vdi moi s6 nguyén a.
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Chiing minh. Cho a € Z. Theo ching minh Bo dé 2.3.6, ton tai s6 nguyén
t sao cho f(a+m) — f(a) = mt. Vin = 2m nén (e + m) — a khong
1a boi ctia n, tic 1a a +m # @ € Z,. Do f(x) hoan vi duge modulo n
nén f(a+m) # f(a) € Z,. Do d6 f(a) # f(a +m) (mod n). Vi thé

mt khong 1a boi clia n. Suy ra ¢ 1a s6 16. Vi thé
fla+m) = f(a) + mt = f(a) + m (mod 2m)
= f(a) + m (mod n).
[l

2.3.9 Bé dé. Cho f(x) = ap + a1z + ... + aqgz? la da thic vdi hé s6
nguyén. Cho n = 2m vdi m la mot so chan. Gid s f(x) hodn vi dugc
modulo m. Khi dé f(x) hodn vi dugc modulo n mnéu va chi néu ay la so

6 va as + as + a7 + ... la so chan.

Chiing minh. Do m 1a s6 chn nén m? chia hét cho n = 2m. Do d6 véi

moi i = 2,...,d va véi mdi s6 nguyén a ta co

(a+m)" = a' +ima""' + tm? v6i s6 nguyen t nao do

=a' +ima'"" (mod n).

Vii>2nén:—1> 1. Do db néu cé it nhat mot trong 3 s6 ¢, a, a; 1a

chin thi a;ima’~! 14 boi ctia n. Trong trudng nay ta cé
ai(a +m)" = a;a’ (mod n).

Con néu ca 3 s6 i, a, a; déu 1a 86 18 thi a;(ima’"') = m (mod n) va do
do ta co

ai(a+m)" = a;a’ +m (mod n).

Bay gio ta xét hai truong hgp.
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Truong hop 1: a la s6 chdn. Theo trén ta c6

fla+m)=ag+ai(a+m)+ (ad® + ... + aga”)

= f(a) + aym (mod n).
Truong hop 2: a la s6 1é. Theo trén ta co

fla+m)=ag+ai(a+m)+ (aa® + asa* + ...)
+ (aza® +m) + (asa® +m) + ...

= f(a) + (a1 + a3 + a5 + ...)m (mod n).

Bay gid ta chitng minh b6 dé. Gia st f(x) hoan vi duge modulo n.
Theo Bb dé 2.3.4, he s6 a1 1a 1&. Chi ¥ rang @ + m # a (mod n) v6i
moi s6 nguyén a. Vi thé f(a + m) # f(a) (mod n) v6i moi s6 nguyén

a. Chon a 13 mot s6 18 (chang han a = 1). Theo Trudng hop 2 ta c6
fla+m)— f(a) = (a1 + as + a; + ...)m (mod n).

Do d6 ta c6 (a3 +ag+as+...)m # 0 (mod n). Suy ra a; +asz+as +. ..
phai 1a s6 18. Vi aq 1é nén a3 + as + a7 + ... 1a s6 chén.

Ngugc lai, gia sit a; 12 86 18 va ag+as+a7+. .. 14 86 chdn. Gia stt phan
chiing ring f(x) khong hoan vi duge modulo n. Khi dé ton taia # b € Z,
sao cho f(@) = f(b) € Z,. Do d6 c6 hai s6 nguyén a # b (mod n) sao
cho f(a) = f(b) (mod n). Vi m la uc cia n nén f(a) = f(b) (mod m).
Theo gia thiét, f(x) hoan vi duge modulo m, vi thé a = b (mod m). Do
a# b (modn) van =2m nén a —b = mt véi ¢t 1a mot s6 16. Vi thé ¢
mot s6 nguyeén t' sao cho b = a —mt = a+m—2t'm = a+m (mod n).

Suyrab=a+meZ, Vif(a)=f(b) (mod m) nén ta co

f(a) = f(a+m) (mod n).
Néu a 1a s6 chan thi theo Truong hop 1 ta cé

f(a+m) = f(a) + aym (mod n).
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Do d6 a;m 1a boi ciia n. Suy ra a; chin, dieu nay mau thuan véi gia

thiét a; 18. Do d6 a 1a s6 1é. Theo Truong hgp 2 ta c6
fla+m)= f(a)+ (a1 + as + a; + ...)m (mod n).

Do do (a1+a3—|—a5—|—...)mlabéicﬁan. Suy ra a; +az + a5 + ... la
chin. Theo gia thiét a; 1a s6 1&. Vi thé a3 + a5 + ... 14 s6 18, diéu nay
la mau thudn vé6i gia thiét az + as + ... chdn. Vay f(z) hoan vi duge

modulo n. ]

Dinh i sau day 1a két qua chinh clia muc nay, va la mot trong 3 két

qué chinh ctia luan vén.

2.3.10 Dinh 1y. Cho f(x) = ag+a1x+. .. +aqx? la mot da thitc vdi hé
s6 nguyén. Cho n = 2% vgi k > 2. Khi dé f(x) hodn vi duge modulo n
néu va chi néu ay la so 1€, as+as+ag+. .. la so chdn va az+as+a7+. ..

la sO chan.

Chatng minh. Gia stt f(z) hoan vi dugec modulo n. Dat m; = 2¥~!. Khi
d6 n = 2m;. Do k > 2 nén m; 1a s6 chin. Do d6 theo Bo dé 2.3.4, hé s6
ay 1a 86 18. Do f(x) hoan vi duge modulo n = 2my nén theo Bo dé 2.3.6,
da thic f(z) hodn vi duge modulo m;. Vi thé, 4p dung Bo dé 2.3.9, ta
c6 az + as + ay + ... 1a s6 chin.

Tiép theo, ta khang dinh bing quy nap theo i = 1,...,k — 1 ring
f(x) 1a hoén vi dugc modulo 2%, V6i i = 1, ta da chiitng minh & phan
trén rang f(r) hoan vi duge modulo m; = 2¥~! do d6 khéng dinh diing
voi i = 1. Gia st két qua da dang cho i — 1 véi i < k — 1, tiic 1a f(z)
hoan vi duge modulo 28+, Dat m; = 287 va m,;_y = 2871 Khi d6
m;_1 = 2m;. Do f(x) hoan vi duge modulo m;_; nén theo Bb dé 2.3.6,
f(x) hoan vi dugc modulo m; = 287, Khing dinh dugc ching minh.
Véi i = k — 1, tit khang dinh trén ta suy ra f(z) hoan vi duge modulo
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2. Do d6 theo Bo dé 2.3.3tacéa; +as+az+...+aqglasbé1é. Via; 1é
néen

(ag+as+ag+...)+ (a3 +as+ar+...)

On

1a s6 chan. Do a3 + a5 + a7+ ... 12 s6 chdn nén as + as +ag+ ... 1as
chén.

Nguoc lai, gid st aj 14 s6 18, as + a4 + ag + ... 1& s6 chn va as +
as + ar + ... 1a 86 chn. Ta can chiing minh f(z) hoan vi duge modulo
n = 2% Ta ching minh diéu nay bing quy nap theo k. Cho k = 1. Vi
ap 14 s6 18, as + ay + ag + ... 1a s6 chan va as + a5 + a7 + ... 12 s6 chan
nen a; + as + ag + ... + ag 1a s6 18. Do d6, theo Bé dé 2.3.3 ta suy ra
f(x) hoan vi duge modulo 2 = 2. Vay, két qua ding cho trudng hop
kE=1.

Cho k& > 1 va gia thiét két qui da dung cho truong hop k — 1,
tic 1a f(x) hodn vi duge modulo 2! trong trusng hgp a; la sb 18,
ay + a4 + ag + ... 1a s6 chdn va a3 + as + a7 + ... 1a s6 chan. Dat
m = 2¥1. Khi d6 n = 2m. Do k > 1 nén m la s6 chén. Vi a1 1 s6 1é,
as + as + a7 + ... 1a s6 chdn va f(x) hoan vi duge modulo m nén theo

Bo dé 2.3.9 ta suy ra f(x) hoan vi dugc modulo n. [

Phan cudi ctia muc nay trinh bay mot s6 vi du vé da thitc hoan vi

duge modulo 2F.

2.3.11 Vi du. Cac da thitc sau la hoan vi dugc modulo ok
(i) ax + bx? v6i moi s6 1é a va moi s6 chén b.
(ii) = + 2% + 2.
(i) 1+z+2*+... + 29 trong d6 d = 1 (mod 4).
Ching minh. (i) Ta ¢6 a1 = a 1é, ap = b chan. Theo Dinh 1i 2.3.10,

ax + bz? hoan vi duge modulo 2F.
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(ii) Ta c6 a; = 118, ay +ay = 2 chin. Theo Dinh 1 2.3.10, z 4 22 4 2*
hoan vi duge modulo 2F.

(iii) T gia thiét ta suy rad 1A s618. Tacéay =118, as +ag + ... +
ag—1 = (d—=1)2vaas+as+...+ag=(d—1)/2. Dod =1 (mod 4)
nén d — 1 1a boi cta 4. Vi thé (d — 1)/2 1a s6 chdn. Theo Theo Dinh 1i
2310, 1+x+ 22+ ...+ z% hoan vi duge modulo 2*. J
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Két luan

Luan vin trinh bay mot s6 két qua vé da thic hoan vi duge trong
hai bai bao:

1. R. Rivest, Permutation polynomials modulo 2%, Finite fields and
their applications, 7 (2001), 287-292.

2. R. A. Mollin and C. Small, On permutation polynomials over
finite fields, Inter. J. Math. and Math. Sciences, 10 (1987), 535-544.

Noi dung chinh ctia luan van la:

e Trinh bay mot s6 kién thitc chuan bi vé nhém, vanh, truong, da
thiic phuc vu chitng minh cac két qua chinh 6 Chuong 2.

e Dua ra tiéu chuan dé da thiic dang 2" 1a hoan vi dugc trén mot
truong hitu han (Dinh 1f 2.1.7). T d6 suy ra tiéu chuan hoan vi duge
cua da thic bac khong qua hai.

e Chitng minh mot diéu kién can va di cho cac da thitc dang
2% + bad + ¢, trong dé k > j > 1 1a hoan vi dudc trén mot truong hitu
han (Dinh 1{ 2.2.1). T d6 thu duge tinh chat hoan vi dugce ctia mot
s6 da thic dac biét.

e Gidi quyét tron ven bai toan vé tinh hoan vi duge modulo n cho
cac da thic véi hé s6 nguyén trong truong hop n 1a liy thita cla 2
(Dinh 1i 2.3.10).
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