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MỞ ĐẦU

Lý thuyết các điều kiện tối ưu cho nghiệm hữu hiệu của các bài toán tối

ưu đa mục tiêu là một bộ phận quan trọng của tối ưu hóa. Với các bài toán

tối ưu không trơn, công cụ để tiếp cận nghiên cứu hiệu quả là giải tích lồi và

giải tích không trơn. Với các bài toán gồm các hàm mục tiêu và ràng buộc

Lipschitz địa phương, người ta sử dụng dưới vi phân Clarke, dưới vi phân

Michel - Penot, dưới vi phân Mordukhovich (xem [3], [10], [11]). Bài toán với

dữ liệu nửa liên tục trên hoặc dưới được xử lí bằng công cụ hiệu quả là dưới

vi phân Clarke - Rockafellar.

Khái niệm dưới vi phân suy rộng (convexificator) lồi compăc lần đầu tiên

được nghiên cứu bởi V.F.Demyano ([5], 1994). Đây là một tổng quát hóa các

khái niệm xấp xỉ lồi trên và lõm dưới. Jeyakumar - Luc ([9], 1999) đã đưa

vào khái niệm dưới vi phân suy rộng đóng không lồi cho hàm giá trị thực

mở rộng và nghiên cứu các quy tắc tính, định lý giá trị trung bình, dưới vi

phân suy rộng tối thiểu, và tính chất của hàm tựa lồi dưới ngôn ngữ dưới vi

phân suy rộng. Dutta - Chandra [7] đã phát triển một số quy tắc tính dưới

vi phân suy rộng cho hàm hợp, tính chất của hàm giả lồi dưới ngôn ngữ dưới

vi phân suy rộng và các điều kiện cần cho nghiệm hữu hiệu của một vài lớp

bài toán tối ưu đa mục tiêu.

Luận văn trình bày lý thuyết dưới vi phân suy rộng của Jeyakumar - Luc

[9] và Dutta - Chandra [7] cùng với một số kết quả trong [9 ; 7] về các tính

chất của các hàm tựa lồi, giả lồi dưới ngôn ngữ dưới vi phân suy rộng và các

điều kiện cần cho cực tiểu yếu của các bài toán tối ưu đa mục tiêu không

ràng buộc và có ràng buộc bất đẳng thức.

Luận văn bao gồm phần mở đầu, hai chương, kết luận và danh mục các
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tài liệu tham khảo.

Chương 1 trình bày các kết quả nghiên cứu về dưới vi phân suy rộng không

lồi của Jeyakumar - Luc [9] bao gồm các dưới vi phân suy rộng trên và dưới,

các dưới vi phân suy rộng chính quy và tối thiểu. Chương 1 cũng trình bày

các quy tắc tính dưới vi phân suy rộng, định lý giá trị trung bình, các điều

kiện đủ để dưới vi phân suy rộng là tối thiểu và các tính chất đặc trưng của

hàm tựa lồi dưới ngôn ngữ tựa đơn điệu của ánh xạ dưới vi phân suy rộng.

Chương 2 trình bày hai quy tắc tính dưới vi phân suy rộng cho hàm hợp

của Dutta - Chandra [7] cùng với các tính chất của hàm giả lồi dưới ngôn

ngữ dưới vi phân suy rộng và các điều kiện cần tối ưu cho cực tiểu yếu của

các bài toán tối ưu đa mục tiêu không có ràng buộc và có ràng buộc bất đẳng

thức.

Nhân dịp này tôi xin bày tỏ lòng biết ơn sâu sắc tới thầy giáo PGS.TS Đỗ

Văn Lưu, người đã tận tình hướng dẫn, giúp đỡ tôi hoàn thành bản luận văn

này.

Tôi xin chân thành cảm ơn Ban chủ nhiệm khoa toán, phòng đào tạo sau

đại học trường Đại học Khoa học - Đại học Thái Nguyên cùng các thầy cô

giáo đã tham gia giảng dạy khóa học.

Xin chân thành cảm ơn gia đình, bạn bè đồng nghiệp và các thành viên

trong lớp cao học toán K4 đã luôn quan tâm, động viên, giúp đỡ tôi trong

suốt thời gian học tập và quá trình làm luận văn.

Thái Nguyên, tháng 8 năm 2012

Trần Tuấn Phương
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Chương 1

DƯỚI VI PHÂN SUY RỘNG

Chương 1 trình bày các nghiên cứu về dưới vi phân suy rộng không lồi của

V.Jeyakumar và D.T.Luc [9] bao gồm các khái niệm dưới vi phân suy rộng

trên và dưới, các dưới vi phân suy rộng chính quy và tối thiểu. Khái niệm dưới

vi phân suy rộng không lồi của Jeyakumar - Luc là một tổng quát hóa của

một số khái niệm dưới vi phân đã biết của F.H.Clarke và R.T.Rockafellar,

F.H.Clarke, P.Michel và J.P.Penot,... Các quy tắc tính dưới vi phân suy rộng,

định lý giá trị trung bình, các điều kiện đảm bảo dưới vi phân suy rộng là

tối thiểu và các điều kiện đặc trưng cho tính tựa lồi của một hàm liên tục

dưới ngôn ngữ tựa đơn điệu của dưới vi phân suy rộng cũng được trình bày

trong chương này.

1.1 Dưới vi phân suy rộng và các dưới vi phân

Giả sử X là không gian Banach f : X → R̄ là một hàm giá trị thực mở

rộng, trong đó R̄ := R∪{∞} .Không gian đối ngẫu của X được kí hiệu là X∗

với tôpô yếu*. Bao lồi và bao lồi đóng của tập A trong X∗ được kí hiệu là

co(A) và co(A). Giả sử tại điểm x ∈ X, f là hữu hạn. Đạo hàm theo phương

Dini dưới và trên của f tại x theo phương v được định nghĩa tương ứng bởi

f−d (x, v) := lim inf
t↓0

f (x+ tv)− f (x)

t
,

f+d (x, v) := lim sup
t↓0

f (x+ tv)− f (x)

t
.
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Định nghĩa 1.1.1

Hàm f : X → R được gọi là có dưới vi phân suy rộng trên (upper convexi-

ficator) ∂∗f(x) tại x nếu ∂∗f(x) ⊂ X∗ là đóng yếu* và với mỗi v ∈ X,

f−d (x, v) ≤ sup
x∗∈∂∗f(x)

〈x∗, v〉 .

Định nghĩa 1.1.2

Hàm f : X → R̄ được gọi là có dưới vi phân suy rộng dưới (lower convex-

ificator) ∂∗f(x) tại x nếu ∂∗f(x) ⊂ X∗ là đóng yếu* và với mỗi v ∈ X,

f+d (x, v) ≥ inf
x∗∈∂∗f(x)

〈x∗, v〉 .

Định nghĩa 1.1.3

Hàm f : X → R̄ được gọi là có dưới vi phân suy rộng ∂∗f(x) tại x nếu nó

đồng thời là dưới vi phân suy rộng dưới và trên của f tại x.

Điều này có nghĩa là với mỗi v ∈ X,

f−d (x, v) ≤ sup
x∗∈∂∗f(x)

〈x∗, v〉 ,

f+d (x, v) ≥ inf
x∗∈∂∗f(x)

〈x∗, v〉 .

Điều này cũng tương đương với điều kiện với mỗi v ∈ X,

max
{
f−d (x, v),−f+d (x,−v)

}
≤ s (v|∂∗f(x)) ,

trong đó

s (v|C) := sup
x∗∈C
〈x∗, v〉

là hàm tựa của tập đóng yếu* C ⊂ X∗.

Chú ý rằng dưới vi phân suy rộng không nhất thiết lồi, compăc yếu*. Điều
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này cho phép ta áp dụng được cho một lớp rộng hàm không trơn liên tục.

Chẳng hạn, hàm f : R→ R được xác định bởi

f(x) =


√
x , x ≥ 0,

−
√
−x , x < 0,

nhận dưới vi phân suy rộng không compăc tại 0 là [α,∞) với α ∈ R.

Hàmf : R→ R được xác định bởi công thức

f(x) = − |x|

có dưới vi phân suy rộng không lồi: ∂∗f(0) = {1,−1} tại 0.

Ta sẽ thấy rằng nhiều loại dưới vi phân suy rộng trong giải tích không trơn

là dưới vi phân suy rộng.

Giả sử f : X → R̄ là hữu hạn tại điểm x ∈ X. Nếu f nửa liên tục dưới

tại x thì dưới đạo hàm trên Clarke-Rockafellar (the Clarke-Rockafellar upper

subderivative ) của f tại x theo v được định nghĩa bởi công thức

f ↑ (x, v) = lim sup
x′→fx

t↓0

inf
v′→v

f (x′ + tv′)− f (x′)

t
,

trong đó x′ → fx có nghĩa là x′ → x và f (x′)→ f (x) . Nếu f là nửa liên tục

trên tại x thì dưới đạo hàm dưới Clarke-Rockafellar (the Clarke-Rockafellar

lower subderivative) của f tại x theo v được xác định bởi công thức

f ↓ (x, v) = lim inf
x′→fx

t↓0

sup
v′→v

f (x′ + tv′)− f (x′)

t
.

Nếu f liên tục tại x thì x′ →f x trong định nghĩa của đạo hàm trên và dưới

có thể viết đơn giản là x′ → x. Các dưới vi phân suy rộng trên và dưới của

f tại x được cho bởi công thức

∂↑f (x) =
{
x∗ ∈ X∗ : 〈x∗, v〉 ≤ f ↑ (x, v) ,∀v ∈ X

}
,
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∂↓f (x) =
{
x∗ ∈ X∗ : 〈x∗, v〉 ≥ f ↓ (x, v) ,∀v ∈ X

}
.

Nếu f ↑ (x, 0) > −∞ thì ∂↑f (x) khác Ø, lồi , đóng yếu* trong X∗ và với mọi

v ∈ X ta có công thức

f ↑ (x, v) = sup
x∗∈∂↑f(x)

〈x, v〉 .

Tương tự, nếu f ↓ (x, 0) < +∞ thì ∂↓f (x) khác Ø, lồi , đóng yếu* trong X∗

và với mọi v ∈ X ta có công thức

f ↓ (x, v) = inf
x∗∈∂↓f(x)

〈x∗, v〉 .

Nếu f Lipschitz địa phương tại x thì ta có công thức

f ↑ (x, v) = f ◦ 〈x, v〉 ,

f ↓ (x, v) = f◦ 〈x, v〉 ,

trong đó

f ◦ (x, v) = lim sup
x′→x
t↓0

f (x′ + tv)− f (x′)

t
,

f◦ (x, v) = lim inf
x′→x
t↓0

f (x′ + tv)− f (x′)

t
.

Đây là các đạo hàm theo phương suy rộng Clarke trên và dưới của f tại x

theo v. Dưới vi phân suy rộng Clarke được xác định bởi

∂◦f (x) = {x∗ ∈ X∗ : 〈x∗, v〉 ≤ f ◦ (x, v) ,∀v ∈ X} .

Hơn nữa,

f ◦ (x, v) = max
x∗∈∂0f(x)

〈x∗, v〉 ,

f◦ (x, v) = min
x∗∈∂0f(x)

〈x∗, v〉 .

Vì vậy, nếu f là Lipschitz địa phương tại x thì ∂∗f ◦ (x) là một dưới vi phân

suy rộng của f tại x bởi vì với mọi v ∈ X

f−d (x, v) ≤ f ◦ (x, v) ,

7
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và

f+d (x, v) ≥ f◦ (x, v) .

Tương tự nếu f là Lipschitz địa phương tại x thì các đạo hàm theo phương

Michel-Penot trên và dưới của f tại x được xác định bởi

f♦ (x, v) = sup
z∈X

lim sup
λ↓0

λ−1[f (x+ λz + λv)− f (x+ λz)],

f♦ (x, v) = inf
z∈X

lim inf
λ↓0

λ−1[f (x+ λz + λv)− f (x+ λz)].

Dưới vi phân Michel-Penot được định nghĩa như sau

∂♦f (x) =
{
x∗ ∈ X∗ : f♦ (x, v) ≥ 〈x∗, v〉 ,∀v ∈ X

}
.

Ta biết rằng các đạo hàm theo phương Michel-Penot trên và dưới được kí

hiệu f♦ (x, .) ,f♦ (x, .) là hữu hạn, dưới tuyến tính và ∂♦f (x) là lồi,compăc,

yếu* , và

f♦ (x, v) = max
x∗∈∂♦f(x)

〈x∗, v〉 ,

f♦ (x, v) = min
x∗∈∂♦f(x)

〈x∗, v〉 .

Vì vậy, ∂♦f (x) cũng là một dưới vi phân suy rộng của f tại x bởi vì với

∀v ∈ X,

f−d (x, v) ≤ f♦ (x, v) 〈x∗, v〉 ,

và

f+d (x, v) ≥ f♦ (x, v) 〈x∗, v〉 .

Hơn nữa, nếu X = Rn ta có

∂◦f (x) = co {v ∈ Rn : ∃ {xk} : xk → x, xk ∈ K, f ′ (xk)→ v} .

Như vậy, tập compắc

{v ∈ Rn : ∃ {xk} : xk → x, xk ∈ K, f ′ (xk)→ v} ,

8
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là một dưới vi phân suy rộng của f tại x . Ở đây K là tập các điểm của Rn

mà tại đó f khả vi với đạo hàm f ′ (x) tại x. Ví dụ sau đây minh họa: bao lồi

của dưới vi phân suy rộng của một hàm Lipschitz địa phương có thể là chứa

thực sự trong các dưới vi phân Michel-Penot và Clarke.

Ví dụ 1.1.1

Cho hàm f : R2 → R theo công thức f (x, y) = |x| − |y|. Khi đó

∂∗f (0) = {(1,−1) , (−1, 1)}

là một dưới vi phân suy rộng của f tại 0;

∂♦f (0) = ∂0f (0) = co {(1, 1) , (−1, 1) , (1,−1) , (−1,−1)} .

Chú ý rằng

co (∂∗f (0)) ⊂ ∂♦f (0) = ∂◦f (0) .

1.2 Dưới vi phân suy rộng chính quy và dưới vi phân suy rộng tối

thiểu

Từ định nghĩa các dưới vi phân suy rộng trên và dưới, ta thấy rằng nói

chung là chúng không duy nhất. Trong phần này ta sẽ tìm các điều kiện cho

các dưới vi phân suy rộng dưới và trên là duy nhất và tối thiểu. Trước hết

ta đưa vào khái niệm dưới vi phân suy rộng chính quy trên và dưới.

Hàm f : X → R̄ được gọi là có dưới vi phân suy rộng chính quy trên

(upper regular convexificator) ∂∗f (x) ⊂ X∗ tại x, nếu ∂∗f (x) là đóng yếu*

và với mỗi v ∈ X ,

f+d (x, v) = sup
x∗∈∂∗f(x)

〈x∗, v〉 .
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Tương tự hàm f : X → R̄ được gọi là có dưới vi phân suy rộng chính quy

dưới (lower regular convexificator) ∂∗f (x) ⊂ X∗ nếu ∂∗f (x) là đóng yếu* và

với mỗi v ∈ X,

f−d (x, v) = inf
x∗∈∂∗f(x)

〈x∗, v〉 .

Rõ ràng là mọi dưới vi phân suy rộng chính quy trên(dưới) của f tại x là

dưới vi phân suy rộng của f tại x.

Theo [4], hàm f là khả dưới vi phân (khả trên vi phân) tại x nếu nó khả vi

theo phương và tồn tại tập compăc yếu* lồi ∂∗f (x) sao cho với mỗi v ∈ X,

f ′ (x, v) = max
x∗∈∂∗f(x)

〈x∗, v〉 .

Do đó mọi hàm khả dưới vi phân (khả trên vi phân) có dưới vi phân suy rộng

compăc yếu*, chính quy trên(dưới). Các hàm khả dưới vi phân cho ta một

lớp rộng các hàm không trơn, mà nó kín với phép lấy tổng và "max" từng

điểm. Trong mệnh đề sau đây, ta sẽ thấy mối liên hệ giữa tính khả vi và tính

chính quy.

Mệnh đề 1.2.1

Hàm f : X → R khả vi Gâteaux tại x0 nếu và chỉ nếu f khả vi theo phương

tại x0 và f có một dưới vi phân suy rộng chính quy trên và dưới tại x0.

Chứng minh

Nếu f là khả vi Gâtaeux tại x0 thì rõ ràng hàm khả vi theo phương và đạo

hàm Gâtaeux {f ′ (x0)} là dưới vi phân suy rộng chính quy trên và dưới của

f tại x0.

Ngược lại, nếu f khả vi theo phương tại x0 và ∂
∗f (x0) là một dưới vi phân
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suy rộng chính quy trên và dưới thì với mỗi v ∈ X ta có

f ′ (x0, v) = f−d (x0, v) = inf
x∗∈∂∗f(x0)

(x∗, v)

= f+d (x0, v) = sup
x∗∈∂∗f(x0)

(x∗, v)
.

Do đó, ∂∗f (x0) là tập một điểm và f khả vi Gâtaeux tại x0. �

Ta nói rằng ∂∗f (x) là dưới vi phân suy rộng tối thiểu trên (dưới) của

f tại x nếu không tồn tại tập đóng yếu* C (x) trong X∗ sao cho

C (x) ⊂ ∂∗f (x) , C (x) 6= ∂∗f (x)

và C (x) là một dưới vi phân suy rộng trên(dưới) của f tại x.

Kí hiệu tập các điểm cực biên của dưới vi phân suy rộng ∂∗f (x) của f tại

x là

Ext (∂∗f (x)) .

Mệnh đề 1.2.2

Giả sử f : Rn → R có dưới vi phân suy rộng compăc chính quy trên(dưới)

∂∗f (x) tại x. Khi đó, Ext (co ∂∗f (x)) là dưới vi phân suy rộng chính quy

trên(dưới) tối thiểu duy nhất của f tại x.

Chứng minh

Giả sử A ⊂ Rn là dưới vi phân suy rộng chính quy trên bất kì của f tại x.

Khi đó, với mỗi v ∈ X

f+d (x, v) = max
x∗∈∂∗f(x)

〈x∗, v〉 = sup
x∗∈A
〈x∗, v〉 .

Vi thế A là tập con đóng bị chặn của Rn với

co (∂∗f (x)) = co (A) .
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Khi đó,

Ext (co (∂∗f (x))) = Ext (co (A)) .

Ta sẽ chỉ ra

Ext (co (∂∗f (x))) ⊂ A.

Thật vậy, ta có

Ext (co (A)) ⊂ Ext (A) .

Do đó

Ext (co (∂∗f (x))) = Ext (co (A)) ⊂ Ext (A) ⊂ A.

Bởi vì A là đóng,

Ext (co (∂∗f (x))) ⊂ A.

Mặt khác, bởi vì ∂∗f (x) là dưới vi phân suy rộng compăc chính quy trên,

Ext (co (∂∗f (x))) cũng là dưới vi phân suy rộng chính quy trên của f tại x.

Vì vậy, Ext (co (∂∗f (x))) là dưới vi phân suy rộng chính quy trên tối thiểu

duy nhất của f tại x.Chứng minh tương tự cho trường hợp dưới vi phân suy

rộng chính quy dưới. �

Mệnh đề 1.2.3

Nếu f : Rn → R là khả vi theo phương tại x và có dưới vi phân suy rộng

compăc chính quy trên (dưới) ∂∗f (x) tại x thì

Ext (co (∂∗f (x)))

là dưới vi phân suy rộng trên tối thiểu của f tại x.

Chứng minh

Giả sử A ⊂ Ext (co (∂∗f (x))) là dưới vi phân suy rộng trên bất kì của f

tại x. Khi đó, A ⊂ ∂∗f (x) là tập compắc và với mỗi v ∈ X,

f−d (x, v) ≤ sup
x∗∈A
〈x∗, v〉 .
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Bởi vì f là khả vi theo phương, với mỗi v ∈ X,

f+d (x, v) = f−d (x, v) ,

và vì vậy,

f+d (x, v) = max
x∗∈∂∗f(x)

〈x∗, v〉 ≤ sup
x∗∈A
〈x∗, v〉 .

Như vậy,

co (∂∗f (x)) ⊂ co (A) ⊂ co (∂∗f (x)) .

Do đó,

co (∂∗f (x)) = co (A) .

Ta có

Ext (co (∂∗f (x))) = Ext (co (A)) ⊂ Ext (A) .

Do đó,

Ext (co (∂∗f (x))) ⊂ Ext (A) ⊂ A,

và như vậy,

Ext (co (∂∗f (x))) ⊂ A.

Do đó,Ext (co (∂∗f (x))) là dưới vi phân suy rộng trên tối thiểu của f tại

x.Trường hợp dưới vi phân suy rộng dưới làm tương tự. �

Giả sử hàm f , hữu hạn và liên tục tại x. Ta nói f là chính quy trên

tại x nếu với mỗi v ∈ X,

f+d (x, v) = f ↑ (x, v) .

Tương tự, hàm f là chính quy dưới nếu với mỗi v ∈ X,

f−d (x, v) = f ↓ (x, v) .
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Chú ý rằng, nếu f : Rn → R Lipschitz địa phương trên Rn, và với mỗi v ∈ X,

f+d (·, v)
[
f−d (·, v)

]
nửa liên tục trên (dưới), thì với mỗi x ∈ X và v ∈ X,

f+d (x, v) = f ◦ (x, v) = f ↑ (x, v)
[
f−d (x, v) = f◦ (x, v) = f ↓ (x, v)

]
.

Như vậy f là chính quy trên(dưới) tại x.

Nếu f ↑ (x, 0) > −∞ và nếu f là chính quy trên tại x thì ∂↑f (x) là khác

rỗng, lồi, đóng yếu*, và với mỗi v ∈ X,

f+d (x, v) = f ↑ (x, v) = sup
x∗∈∂↑f(x)

〈x∗, v〉 .

Như vậy ∂↑f (x) là dưới vi phân suy rộng chính quy trên của f tại x.

Tương tự nếu f ↓ (x, 0) < ∞ và nếu f là chính quy dưới tại x, thì ∂↓f (x)

khác rỗng, lồi, đóng yếu* và với mỗi v ∈ X,

f−d (x, v) = f ↓ (x, v) = inf
x∗∈∂↓f(x)

〈x∗, v〉 .

Và như vậy, ∂↓f (x) là một dưới vi phân suy rộng chính quy dưới của f tại

x.

Nếu f : Rn → R là hàm Lipschitz địa phương trên Rn và chính quy trên

tại x thì với mỗi v ∈ X,

f+d (x, v) = f ↑ (x, v) = f ◦ (x, v) = max
x∗∈∂◦f(x)

〈x∗, v〉 .

Như vậy, Ext (∂◦f (x)) là dưới vi phân suy rộng chính quy trên tối thiểu duy

nhất f tại x. Nếu f lồi, thì Ext (∂f (x)) là dưới vi phân suy rộng chính quy

trên tối thiểu duy nhất của f tại x, trong đó

∂f (x) := {x∗ ∈ X∗|f (y)− f (x) ≥ 〈x∗, y − x〉 ,∀y ∈ X}

là dưới vi phân lồi của f tại x.
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1.3 Quy tắc tính dưới vi phân suy rộng

Trong phần này, ta sẽ trình bày một số quy tắc tính toán cho dưới vi phân

suy rộng.

Mệnh đề 1.3.1

Giả sử hàm f : X → R có một dưới vi phân suy rộng ∂∗f (x) tại x ∈ X.

Nếu f đạt cực tri tại x thì

0 ∈ co (∂∗f (x)) .

Chứng minh

Giả sử rằng f đạt cực tiểu tại x. Khi đó, với mỗi v ∈ X,

f−d (x, v) ≥ 0.

Như vậy,

sup
x∗∈∂∗f(x)

〈x∗, v〉 ≥ 0

bởi vì ∂∗f (x) là một dưới vi phân suy rộng dưới của f tại x. Ta định nghĩa

hàm φ : X → R̄ như sau:

φ (v) = sup
x∗∈∂∗f(x)

〈x∗, v〉 .

Khi đó, φ là một hàm dưới tuyến tính, nửa liên tục dưới. Do đó, (xem [8])

là, với mỗi v ∈ X, φ (v) ≥ 0 nếu và chỉ nếu 0 ∈ ∂φ (v), trong đó

∂φ (0) = co (∂∗f (x)) .

Mặt khác, nếu f đạt cực đại tại x thì với mỗi v ∈ X,

inf
x∗∈∂∗f(x)

〈x∗, v〉 ≤ f+d (x, v) ≤ 0.
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Do đó, với mỗi v ∈ X,

sup
x∗∈∂∗f(x)

〈x∗, v〉 ≥ 0.

Do đó ta suy ra kết luận của mệnh đề. �

Bây giờ ta trình bày một số quy tắc tính dưới vi phân suy rộng.

Quy tắc 1.3.1

Giả sử ∂∗f (x) và ∂∗f (x), tương ứng là các dưới vi phân suy rộng trên và

dưới của f tại x.

Nếu λ > 0 thì λ∂∗f (x) là một dưới vi phân suy rộng trên của λf tại x.

Nếu λ < 0 thì λ∂∗f (x) là một dưới vi phân suy rộng trên của λf tại x.

Chứng minh

Điều này suy ra từ Định nghĩa. �

Nhận xét 1.3.1

Chú ý rằng Quy tắc 1.3.1 cũng đúng cho các dưới vi phân suy rộng chính

quy trên và dưới.

Quy tắc 1.3.2

Giả thiết rằng các hàm f, g : X → R nhận ∂∗f (x) và ∂∗g (x) là các dưới

vi phân suy rộng trên tại x và một trong các dưới vi phân là chính quy trên

tại x. Khi đó ∂∗f (x) + ∂∗g (x) là một dưới vi phân suy rộng trên của f + g

tại x.

Chứng minh

Giả sử rằng ∂∗g (x), là một dưới vi phân suy rộng chính quy trên của g tại
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x. Khi đó, với mỗi v ∈ X,

(f + g)−d (x, v) ≤ f−d (x, v) + g+d (x, v)

≤ sup
x∗∈∂∗f(x)

〈x∗, v〉+ sup
y∗∈∂∗g(x)

〈y∗, v〉
.

Do đó, với mỗi v ∈ X,

(f + g)−d (x, v) ≤ sup
z∗∈∂∗f(x)+∂∗g(x)

〈z∗, v〉 .

Vì vậy ta có kết luận cần chứng minh. �

Nhận xét 1.3.2

Chú ý rằng ∂∗f (x) + ∂∗g (x) không nhất thiết là một dưới vi phân suy

rộng chính quy trên của f + g tại x, ngay cả khi cả hai dưới vi phân suy rộng

∂∗f (x) và ∂∗g (x) là chính quy trên. Để thấy được điều này, ta hãy xét ví dụ

sau đây.

Ví dụ 1.3.1

Hàm f trên R được xác định như sau f (x) = 0 nếu x ≥ 1, f (x) = x nếu

x ≤ 0, trên [0, 1] f là tuyến tính từng khúc với các điểm gẫy xn = 1
2n , n =

1, 2, ..., ở đây

f

(
1

22n

)
= 0,

và

f

(
1

22n+1

)
=

1

22n+1
,

với n = 1, 2, . . . Bây giờ ta xác định hàm g trên R bởi

g (x) =

 −f (x) , x ≥ 0,

0 , x < 0.
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Khi đó, ∂∗f (0) = {1} và ∂∗g (0) = {0} là các dưới vi phân suy rộng chính

quy trên của f và g tại 0. Tuy nhiên,

∂∗f (0) + ∂∗g (0) = {1} ,

không phải là một dưới vi phân suy rộng chính quy trên của f + g tại 0, bởi

vì

(f + g)+d (0, 1) = 0 < sup
α∈∂∗f(0)+∂∗g(0)

〈α, 1〉 = 1.

Quy tắc tiếp theo cho ta một kết quả mạnh hơn trong quy tắc trước

nhưng với một điều kiện khả vi.

Quy tắc 1.3.3

Nếu f : X → R có một dưới vi phân chính quy trên ∂∗f (x) tại x và

g : X → R khả vi Gâteaux tại x với đạo hàm g′ (x), thì ∂∗f (x) + {g′ (x)} là

một dưới vi phân chính quy trên của f + g tại x

Chứng minh

Điều này suy ra từ các đẳng thức sau đây:

(f + g)+d (x, v) = f+d (x, v) + 〈g′ (x) , v〉

= sup
x∗∈∂∗f(x)

〈x∗, v〉+ 〈g′ (x) , v〉
.

Do đó, với mỗi v ∈ X,

(f + g)+d (x, v) = sup
z∗∈∂∗f(x)+{g′(x)}

〈z∗, v〉 .

�
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Cho I = {1, 2}. Giả sử x0 ∈ X, và với mỗi i ∈ I fi : X → R là một

hàm liên tục. Hàm h : X → R được xác định bởi

h (x) = max {f1 (x) , f2 (x)} .

Đặt

I (x0) = {i ∈ I : h (x0) = fi (x0)} .

Quy tắc 1.3.4

Với mọi i ∈ I, nếu fi có một dưới vi phân suy rộng chính quy trên ∂∗fi (x0)

tại x0 thì

∂∗h (x0) := ∪
i∈I(x0)

∂∗fi (x0)

là một dưới vi phân suy rộng trên của h tại x0

Chứng minh

Nếu f1 (x0) > f2 (x0) thì I (x0) = {1} và h (x) = f1 (x) với mỗi x trong

một lân cận của x0. Do đó,

h−d (x0, v) = f−d (x0, v) ≤ sup
x∗∈∂∗f1(x)

〈x∗, v〉 .

và như vậy,

∂∗h (x0) = ∂∗f1 (x0)

là một dưới vi phân suy rộng trên của h tại x0.

Tương tự, nếu f2 (x0) > f1 (x0) thì ∂∗h (x0) = ∂∗f2 (x0) là một dươi vi

phân suy rộng trên của h tại x0.

Bây giờ, giả thiết rằng f1 (x0) = f2 (x0), khi đó

h (x0) = f1 (x0) = f2 (x0)
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và với mỗi v ∈ X,

h−d (x0, v) = lim inf
t↓0

max {f1 (x0 + tv) , f2 (x0 + tv)} − h (x0)

t

= lim inf
t↓0

max

{
f1 (x0 + tv)− f1 (x0)

t
,
f2 (x0 + tv)− f2 (x0)

t

}
= max

{
lim inf
t↓0

f1 (x0 + tv)− f1 (x0)

t
, lim inf

t↓0

f2 (x0 + tv)− f2 (x0)

t

}
≤ sup

x∗∈(∂∗f1(x0)∪∂∗f2(x0))
〈x∗, v〉 .

Do đó,

∂∗f1 (x0) ∪ ∂∗f2 (x0) là một dưới vi phân suy rộng trên của h tại x0. �

Nhận xét 1.3.3

Chú ý rằng kết quả tương tự quy tắc trên cho dưới vi phân suy rộng dưới

được chứng minh tương tự như trên.

1.4 Định lý giá trị trung bình

Trong phần này,ta sẽ trình bày quy tắc hàm hợp và định lý giá trị trung

bình. Trước hết ta trình bày định lý giá trị trung bình (tiệm cận) cho các

hàm liên tục.

Định lý 1.4.1

Giả sử a, b ∈ X, và f : X → R là một hàm sao cho thu hẹp f |[a,b] là hữu

hạn và liên tục. Giả thiết rằng với mỗi x ∈ (a, b) , ∂∗f (x) và ∂∗f (x) là các

dưới vi phân suy rộng trên và dưới tương ứng của f . Khi đó, tồn tại c ∈ (a, b)
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và một dãy

{x∗k} ⊂ co (∂∗f (c)) ∪ co (∂∗f (c)) ,

sao cho

f (b)− f (a) = lim
k→∞
〈x∗k, b− a〉 .

Chứng minh

Xét hàm g : [0, 1]→ R cho bởi

g (t) := f (a+ t (b− a)− f (a) + t (f (a)− f (b))) .

khi đó ,g liên tục trên [0, 1] và

g (0) = g (1) = 0.

Như vậy, tồn tại γ ∈ (0, 1) sao cho g đạt cực trị tại γ. Đặt

c = γb+ (1− γ) a.

Giả sử g đạt cực tiểu tại γ. Khi đó,điều kiện cần để γ là cực tiểu là với

mỗi v ∈ R,

g−d (γ, v) ≥ 0.

Bởi vì g−d (γ, v) = f−d (c, v (b− a)) + v (f (a)− f (b)) , với mọi v ∈ R,

ta có

f−d (c, v (b− a)) ≥ v (f (b)− f (a)) .

Khi đó, bằng cách đặt v = 1 và v = −1 ta nhận được các bất đẳng thức

sau:

−f−d (c, a− b) ≤ f (b)− f (a) ≤ f−d (c, b− a) .
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Bởi vì ∂∗f (c) là một dưới vi phân suy rộng trên của f tại c, ta có

inf
z∗∈∂∗f(c)

〈z∗, b− a〉 ≤ f (b)− f (a) ≤ sup
z∗∈∂∗f(c)

〈z∗, b− a〉 . (1.1)

Khi đó, từ bất đẳng thức (1.1), tồn tại một dãy

{x∗k} ⊂ co (∂∗f (c))

thỏa mãn

f (b)− f (a) = lim
k→∞
〈x∗k, b− a〉 .

Mặt khác, nếu g đạt cực đại tại γ, thì cũng sử dụng lí luận tương tự như trên

ta suy ra kết luận của định lí. �

Nhận xét 1.4.1

Chú ý rằng kết luận trên kéo theo sự tồn tại một điểm c ∈ (a, b) sao cho

f (b)− f (a) ∈ co 〈∂∗f (c) ∪ ∂∗f (c) , b− a〉 .

Hệ quả 1.4.1

Giả sử a, b ∈ X, và f : X → R là một hàm sao cho thu hẹp f |[a,b] là hữu

hạn và liên tục. Giả thiết rằng với mỗi x ∈ (a, b), ∂∗f (x) là một dưới vi phân

suy rộng của f . Khi đó, tồn tại c ∈ (a, b) và một dãy

{x∗k} ⊂ co (∂∗f (c))

sao cho

f (b)− f (a) = lim
k→∞
〈x∗k, b− a〉 .

Chứng minh
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Kết luận được suy ra từ Định lý 1.4.1, với lưu ý rằng trong trường hợp

này, với mỗi x ∈ X, ∂∗f (x) = ∂∗f (x) . �

Nhận xét 1.4.2

Trong chứng minh của Định lý 1.4.1, cần phải lưu ý rằng, nếu ∂∗f (c) và

∂∗f (c) là compắc yếu*, thì cận trên đúng và cận dưới đúng đạt được trong

(1). Kết quả là ta có đẳng thức

f (b)− f (a) = 〈ξ, b− a〉 ,

với ξ nào đó ∈ co (∂∗f (c) ∪ ∂∗f (c)) .

Vì vậy ta nhận được các tính chất trung bình không có tiệm cân khi hàm

f có dưới vi phân suy rộng compắc yếu* tại mỗi điểm.

Tuy nhiên, tập hợp

co (∂∗f (c)) ∪ co (∂∗f (c))

không nhất thiết phải compắc yếu*, ngay cả khi nếu ∂∗f (c) và ∂∗f (c) là

compắc yếu*.

Bây giờ ta xét tính chất Lipschitz địa phương của một hàm liên tục có thể

đặc trưng dưới ngôn ngữ bị chặn địa phương, của ánh xạ ∂∗f : x→ ∂∗f (x).

Nhắc lại rằng, ánh xạ ∂∗f là bị chặn địa phương tại x nếu tồn tại một lân

cận U của x trong X và α > 0, sao cho ‖v‖∗ ≤ α, với mỗi v ∈ ∂∗f (y) và

y ∈ U , trong đó ‖·‖∗ là chuẩn trong X∗.

Hệ quả 1.4.2

Giả sử f : X → R là liên tục. Khi đó f có ánh xạ dưới vi phân suy rộng bị

chặn địa phương ∂∗f tại x nếu và chỉ nếu f là Lipschitz địa phương tại x.

Chứng minh

Giả sử rằng ∂∗f (y) là dưới vi phân suy rộng của f với y thuộc vào lân cận
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U của x và ∂∗f là bị chặn trên U . Không mất tính tổng quát, ta có thể giả sử

rằng U là lồi. Khi đó, tồn tại α > 0 sao cho ‖v‖∗ ≤ α, với mỗi v ∈ ∂∗f (U).

Giả sử x, y ∈ U . Khi đó [x, y] ⊂ U , và theo định lý giá trị trung bình, tồn tại

c ∈ (x, y) , sao cho

f (x)− f (y) ∈ co 〈∂∗f (c) , x− y〉 ⊂ co 〈∂∗f (U) , x− y〉 .

Vì vậy,

|f (x)− f (y)| ≤ ‖x− y‖max {‖v‖∗ : v ∈ ∂∗f (U)} .

Do đó,

|f (x)− f (y)| ≤ α ‖x− y‖ .

Như vậy,f là Lipschitz địa phương tại x. Ngược lại nếu f là Lipschitz địa

phương tại x thì dưới vi phân suy rộng Clarke bị chăn địa phương tại x, và

có thể được chọn làm một dưới vi phân suy rộng của f tại x. �

Bằng cách sử dụng định lý giá trị trung bình, bây giờ ta thiết lập quy tắc

tính dưới vi phân suy rộng cho hàm hợp. Nhắc lại: ánh xạ đa trị F : X → Y

là nửa liên tục trên tại x, nếu với mỗi ε > 0, tồn tại một δ > 0, sao cho với

mỗi x′ ∈ BX
δ (x) ,

F (x′) ⊂ F (x) + εBY ,

trong đó

BX
δ (x) = {x′ ∈ X| ‖x′ − x‖ < δ}

Y là một không gian Banach và BY là một hình cầu đơn vị trong Y.

Mệnh đề 1.4.1

Cho f = (f1, ..., fn) là một hàm liên tục từ X vào Rn, và giả sử g là một
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hàm liên tục từ Rn vào R. Giả thiết rằng với mỗi i = 1, 2, . . . , n, fi có một

dưới vi phân suy rộng bị chặn ∂∗fi (x0) tại x0, và g có một dưới vi phân suy

rộng bị chặn ∂∗g (f (x0)) tại f (x0) . Với mỗi i = 1, 2, . . . , n, nếu ∂∗fi là nửa

liên tục trên tại x0 và ∂∗g là nửa liên tục trên tại f (x0) thì tập hợp

∂∗ (g ◦ f) (x0) := ∂∗g (f (x0)) (∂∗f1 (x0) , ..., ∂
∗fn (x0))

là một dưới vi phân suy rộng của g ◦ f tại x0.

Chứng minh

Giả sử x ∈ X là tùy ý .Khi đó,

(f ◦ g)−d (x0, u) := lim inf
t↓0

g (f (x0 + tu))− g (f (x0))

t
.

Theo định lý giá trị trung bình, ta có

g (f (x0 + tu))− g (f (x0)) ∈ co
〈
∂∗g

(
ct
)
, f (x0 + tu)− f (x0)

〉
,

với ct nào đó ∈ [f (x0) , f (x0 + tu)] . Với mỗi i

fi (x0 + tu)− fi (x0) ∈ co
〈
∂∗fi

(
xti
)
, tu
〉

với xti nào đó ∈ (x0, x0 + tu) . Bây giờ, từ giả thiết nửa liên tục trên ta suy

ra, với mỗi ε > 0, tồn tại t0 > 0 sao cho

∂∗g
(
ct
)
⊂ ∂∗g (f (x0)) + εBn

và

∂∗fi
(
xti
)
⊂ ∂∗fi (x0) + εBX∗,

với mỗi i và t ∈ [0, t0], trong đó Bn là hình cầu đơn vị trong Rn. Như vậy, ta

nhận được, với mỗi t ≤ t0,

g (f (x0 + tu))− g (f (x0))

t
∈ co 〈A, u〉 ,
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mà

A :=


n∑
i=1

(αi + εbi) (ξi + εηi) |α ∈ ∂∗g (f (x0)),

b ∈ Bn, ξi ∈ ∂∗fi (x0) , ηi ∈ BX∗

 .

Bởi vì dưới vi phân suy rộng là bị chặn, ta suy ra tồn tại M > 0, không phụ

thuộc vào ε sao cho với mỗi

α ∈ ∂∗g (f (x0)) , b ∈ Bn, ξi ∈ BX∗, i = 1, 2, ..., n,

‖εiηi + biξi‖ ≤M và ‖biηi‖ ≤M. Vì vậy,

(g ◦ f)−d (x0, u)

≤ sup {〈x∗, u〉 |x∗ ∈ ∂∗g (f (x0)) (∂∗fi (x0) , ..., ∂
∗fn (x0))}

+
(
ε+ ε2

)
M.

Vì ε là tùy ý, ta suy ra

(g ◦ f)−d (x0, u)

≤ sup {〈x∗, u〉 |x∗ ∈ ∂∗g (f (x0)) (∂∗fi (x0) , ..., ∂
∗fn (x0))} .

Do đó, tập hợp

∂∗g (f (x0)) (∂∗fi (x0) , ..., ∂
∗fn (x0)) ,

là một dưới vi phân suy rộng trên của g ◦ f tại x0. Cũng lý luận tương tự

như trên, tập hơp

∂∗g (f (x0)) (∂∗fi (x0) , ..., ∂
∗fn (x0)) ,

là một dưới vi phân suy rộng dưới của g ◦ f tại x0. Vì vậy, ta có kết luận

phải chứng minh. �
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1.5 Tính tựa đơn điệu và tính tựa lồi

Ta nói rằng một ánh xạ đa trị H : X → X∗ là tựa đơn điệu nếu với mỗi

x, y ∈ X và với mỗi x∗ ∈ H (x), y∗ ∈ H (y) ,

min {〈y − x, x∗〉 , 〈x− y, y∗〉} ≤ 0.

Xác định ánh xạ đa trị coH : X → X∗ bởi

(coH) (x) = co (H (x)) , x ∈ X.

Bổ đề 1.5.1

Ánh xạ đa trị H là tựa đơn điệu nếu và chỉ nếu coH là tựa đơn điệu.

Chứng minh

Rõ ràng là với mỗi x ∈ X,

H (x) ⊂ co (H (x)) ,

tính tưạ đơn điệu của coH kéo theo tính tựa đơn điệu của H. Để thấy suy

luận ngược lại, giả sử

x∗ ∈ co (H (x)) , y∗ ∈ co (H (y)) .

Khi đó x∗ và y∗ có thể viết

x∗ =
n∑
i=1

λix
∗
i

và

y∗ =
m∑
j=1

µjy
∗
j

với

λi ≥ 0, µj ≥ 0,
n∑
i=1

λi = 1,
m∑
j=1

µj = 1, x∗i ∈ H (x) , y∗j ∈ H (y) .
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Giả sử rằng

min

{〈
n∑
i=1

λix
∗
i , y − x

〉
,

〈
m∑
j=1

µjy
∗
j , x− y

〉}
> 0.

Khi đó, 〈
n∑
i=1

λix
∗
i , y − x

〉
> 0

và 〈
m∑
j=1

µjy
∗
j , x− y

〉
> 0.

Vì vậy, có ít nhất i0 nào đó ∈ {1, 2, ..., n} và j0 nào đó ∈ {1, 2, ...,m} sao cho〈
x∗i0, y − x

〉
> 0

và 〈
y∗j0, x− y

〉
> 0.

Do đó,

min
{〈
x∗i0, y − x

〉
,
〈
y∗j0, x− y

〉}
> 0.

Điều này mâu thuẫn với tính tựa đơn điệu của H.Vì thế, nếu H là tựa đơn

điệu, thì coH cũng là tựa đơn điệu. �

Định lý 1.5.1

Cho f : X → R là liên tục. Giả sử rằng với mỗi x ∈ X,∂∗f (x) là một dưới

vi phân suy rộng của f tại x. Nếu ∂∗f là tựa đơn điệu thì f là tựa lồi.

Chứng minh

Giả sử ∂∗f là tựa đơn điệu, nhưng f không phải là tựa lồi. Khi đó, tồn tại

x, y ∈ X và c ∈ (x, y), sao cho

f (c) > f (x)
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và

f (c) > f (y) .

Theo định lý giá trị trung bình, ta có thể tìm được

a ∈ (x, c) , b ∈ (c, y) , {a∗k} ⊂ co (∂∗f (a)) , {b∗k} ⊂ co (∂∗f (b))

sao cho

f (c)− f (x) = lim
k→∞
〈a∗k, c− x〉 ,

và

f (c)− f (y) = lim
k→∞
〈b∗k, c− y〉 .

Do đó, với số N đủ lớn,

〈a∗N , b− a〉 =

〈
a∗N , (c− x)

‖b− a‖
‖c− x‖

〉
> 0

và

〈b∗N , a− b〉 =

〈
b∗N , (c− y)

‖a− b‖
‖c− y‖

〉
> 0.

Điều nay mâu thuẫn với tính tựa đơn điệu của co∂∗f . Vì vậy f là tựa lồi. �

Định lý 1.5.2

Cho f : X → R là liên tục. Giả sử rằng với mỗi x ∈ X, ∂∗f (x) là dưới vi

phân suy rộng của f tại x. Giả thiết rằng tồn tại một tập con trù mật K của

X sao cho với mỗi x ∈ K, ∂∗f (x) chính quy trên, và với mỗi x /∈ K,

∂∗f (x) ⊂
{

lim
n→∞

ξn|ξn ∈ ∂∗f (xn) , xn ∈ K, xn → x
}
.

Khi đó, ∂∗f là tựa đơn điệu nếu và chỉ nếu f là tựa lồi.

Chứng minh

Kết luận được suy ra từ định lý trước, nếu ta chỉ ra rằng tính tựa lồi của

f kéo theo tính tựa đơn điệu của f . Giả sử rằng f là tựa lồi. Giả sử tồn tại

x, y ∈ X, x∗ ∈ ∂∗f (x) , y∗ ∈ ∂∗f (y)
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sao cho

〈x∗, y − x〉 > 0

và

〈y∗, x− y〉 > 0.

Nếu x, y ∈ K, thì theo điều kiện chính quy,

f+d (x, y − x) > 0

và

f+d (y, x− y) > 0.

Điều đó mâu thuẫn với tính tựa lồi của f .

Bây giờ nếu x, y /∈ K, thì ta có thể chọn x, y ∈ K, đủ gần x và y tương

ứng,

x∗ ∈ ∂∗f (x) , y∗ ∈ ∂∗f (y) .

sao cho

〈x∗, y − x〉 > 0

và

〈y∗, x− y〉 > 0.

Mặt khác, do tính chính quy, ta đi đến sự mâu thuẫn. Các kết luận cho trường

hợp x /∈ K hoặc y /∈ K nhận được theo cách tương tự như trên. �

Chú ý rằng, cho một hàm Lipschitz địa phương f : Rn → R, ∂◦f là

tựa đơn điệu nếu và chỉ nếu f là tựa lồi, bởi vì một ánh xạ dưới vi phân suy

rộng ∂∗f , trong đó với mỗi x ∈ X, ∂∗f (x) ⊂ ∂◦f (x) là tựa đơn điệu nếu và

chỉ nếu f là tựa lồi.
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Chương 2

DƯỚI VI PHÂN SUY RỘNG VÀ ỨNG DỤNG

TRONG TỐI ƯU ĐA MỤC TIÊU

Chương 2 trình bày một số quy tắc tính dưới vi phân suy rộng cho hàm

hợp. Chương này cũng trình bày một số tính chất của các hàm giả lồi dưới

ngôn ngữ giả đơn điệu của dưới vi phân suy rộng cùng với các điều kiện

cần tối ưu cho cực tiểu yếu của các bài toán tối ưu đa mục tiêu không ràng

buộc và có ràng buộc bất đẳng thức dưới ngôn ngữ dưới vi phân suy rộng.

Các kết quả được trình bày trong chương này là của J.Dutta và S.Chandra [7].

2.1 Một số kết quả của Dutta-Chandra về dưới vi phân suy rộng

Trước hết ta nhắc lại các định nghĩa về dưới vi phân suy rộng: Cho hàm

f : Rn → R̄ := R ∪ {+∞} và điểm x ∈ Rn mà f (x) là hữu hạn. Ký hiệu

f+d (x, v) và f−d (x, v) là đạo hàm theo phương Dini trên và dưới của f tại x

theo phương v.

Định nghĩa 2.1.1

Hàm f : Rn → R̄ được gọi là có dưới vi phân suy rộng trên ∂∗f (x) tại

x ∈ Rn nếu ∂∗f (x) ⊂ Rn là một tập đóng, và

f−d (x, v) ≤ sup
x∗∈∂∗f(x)

〈x∗, v〉 , v ∈ Rn .

Định nghĩa 2.1.2

Hàm f : Rn → R̄ được gọi là có dưới vi phân suy rộng dưới ∂∗f (x) tại

31

32Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên                                http://www.lrc-tnu.edu.vn



x ∈ Rn nếu ∂∗f (x) ⊂ Rn là một tập đóng, và

f+d (x, v) ≥ inf
x∗∈∂∗f(x)

〈x∗, v〉 ,∀v ∈ Rn.

Một tập đóng ∂∗f (x) ⊂ Rn được gọi là dưới vi phân suy rộng của f tại x nếu

nó đồng thời là dưới vi phân suy rộng trên và dưới của f tại x.

Định nghĩa 2.1.3

Hàm f : Rn → R̄ được gọi là vi phân suy rộng bán chính quy trên (upper

semi - regular convexificator) ∂∗f (x) tại x ∈ Rn nếu ∂∗f (x) ⊂ Rn là một

tập đóng, và

f+d (x, v) ≤ sup
x∗∈∂∗f(x)

〈x∗, v〉 ∀v ∈ Rn. (2.1)

Nếu trong công thức (2.1) có dấu “=” thì ∂∗f (x) được gọi là dưới vi phân

suy rộng chính quy trên. Khái niệm dưới vi phân suy rộng chính quy trên

đã được đưa vào [9] . Ví dụ sau đây chỉ ra rằng dưới vi phân suy rộng trên

không nhất thiết là dưới vi phân suy rộng bán chính quy trên.

Ví dụ 2.1.1

Cho Q là tập các số hữu tỉ. Ta xét hàm f : R→ R như sau:

f (x) =

 x : x ∈ Q,

0 : x /∈ Q.

Chú ý rằng tại điểm x = 0 thì đạo hàm theo phương Dini trên và dưới là

f+d (0, v) = max {0, v} ,

f−d (0, v) = min {0, v} .
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Xét tập ∂∗f (0) = {−1, 0}. Chú ý rằng ∂∗f (0) là dưới vi phân suy rộng trên

của f tại x = 0. Chú ý rằng

sup
x∗∈∂∗f(x)

〈x∗, v〉 =

 0 , v ≥ 0,

−v , v < 0 .

Như vậy, nếu v ≥ 0 thì

f−d (0, v) = 0 = sup
x∗∈∂∗f(0)

〈x∗, v〉 ,

và nếu v < 0 thì

f−d (0, v) = v < −v = sup
x∗∈∂∗f(0)

〈x∗, v〉 .

Nhưng ∂∗f (0) trên không là dưới vi phân suy rộng bán chính quy trên. Điều

này dễ thấy bằng cách lấy v = 1. Trong trường hợp này,

f+ (0, 1) = 1,

nhưng

sup
x∗∈∂∗f(0)

〈x∗, 1〉 = 0 < f+ (0, 1) = 1.

Rõ ràng mọi hàm khả vi có dưới vi phân suy rộng chính quy trên:

∂∗f (x) = {∇f (x)} .

Bởi vì một hàm Lipschitz địa phương là khả vi hầu khắp nơi, cho nên nó

có dưới vi phân suy rộng chính quy trên một tập trù mật. Nếu f : Rn → R

là Lipschitz địa phương và chính quy theo nghĩa Clarke [3] thì dưới vi phân

Clarke là một dưới vi phân suy rộng chính quy trên tại mỗi x ∈ Rn. Ta sẽ

chỉ ra rằng một hàm không Lipschitz địa phương cũng có thể có một dưới vi

phân suy rộng chính quy trên.
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Ví dụ 2.1.2

Giả sử f : R→ R được cho bởi công thức:

f (x) =

 |x| : x ∈ Q, hoặc x ∈ R+\Q,
1
2x : x /∈ Q, x /∈ R+\Q,

trong đó

R+ = {x ∈ R : x ≥ 0} .

Cũng chú ý rằng

f+d (0, v) = |v| .

Xét tập

∂∗f (0) = {−1, 1} .

Chú ý rằng

max
x∗∈∂∗f(0)

〈x∗, v〉 = max {v,−v} = |v| = f+d (0, v) .

Như vậy rõ ràng là ∂∗f (0) = {−1, 1} là dưới vi phân suy rộng chính quy trên

của f tại x = 0.

Chú ý rằng nếu f khả vi thì

∇f (x) ∈ co∂∗f (x) ,

và nếu ∂∗f (x) là chính quy trên tại x thì

∂∗f (x) = {∇f (x)} .

Định lý 2.1.1

Giả sử f : Rn → R̄ và x ∈ Rn là một điểm mà tại đó f (x) hữu hạn. Hơn

nữa giả sử rằng đạo hàm theo phương Dini dưới f−d (x, v) bị chặn trên. Khi
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đó tồn tại dưới vi phân suy rộng trên compăc của f tại x.Nếu đạo hàm Dini

trên bị chặn dưới thì tồn tại dưới vi phân suy rộng dưới compăc của f tại x.

Ta sẽ phát biểu định lý giá trị trung bình quan trọng về vi phân suy rộng

của Jeyakumar và Luc [9].

Định lý 2.1.2 ([9])

Cho a, b ∈ Rn và f : Rn → R là hàm liên tục. Giả sử với mỗi x ∈ (a, b),

∂∗f (x) và ∂∗f (x) là các dưới vi phân suy rộng trên và dưới của f tại x. Khi

đó tồn tại c ∈ (a, b) và dãy

{x∗k} ⊂ co (∂∗f (c)) ∪ co (∂∗f (c))

sao cho

f (b)− f (a) = lim
k→∞
〈x∗k, b− a〉 ,

trong đó (a, b) kí hiệu khoảng mở nối hai điểm a và b.

Nhận xét 2.1.1

Định lí giá trị trung bình trên được gọi là định lí giá trị trung bình tiệm

cận trong [9]. Nếu ∂∗f (x) là dưới vi phân suy rộng bị chặn của f tại x trong

Rn thì ta có dạng không tiệm cận của định lí giá trị trung bình tức là tồn tại

c ∈ (a, b) và ξ ∈ ∂∗f (c) sao cho

f (b)− f (a) = 〈ξ, b− a〉 .

Bây giờ chúng ta sẽ sử dụng định lý giá trị trung bình, để trình bày hai

quy tắc tính dưới vi phân suy rộng cho hàm hợp.

Định lý 2.1.3

Giả sử F : Rn → Rm là hàm giá trị vectơ khả vi liên tục, g : Rm → R là

hàm liên tục. Giả sử tại mỗi y ∈ Rm hàm g có dưới vi phân suy rộng bị chặn
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∂∗g (y). Hơn nữa, giả sử rằng ∂∗g là một ánh xạ đa trị đóng. Khi đó, hàm

g ◦ F : Rn → R có đưới vi phân suy rộng bán chính quy trên tại mỗi x ∈ Rn

được cho bởi công thức

∂∗ (g ◦ F ) (x) = JF (x)T ∂∗g (F (x)) ,

trong đó JF (x) là ma trận Jacobian của hàm F tại điểm x ∈ Rn.

Chứng minh

Bởi vì hàm g có dưới vi phân suy rộng bị chặn ∂∗g (y) tại mỗi y ∈ Rm, từ

Hệ quả 1.4.2, g là Lipschitz địa phương trên Rn. Bởi vì F : Rn → Rm là khả

vi liên tục, hàm g ◦ F là Lipschitz địa phương trên Rn.

Như vậy ta có đạo hàm theo phương Dini trên (g ◦ F )+d (x, v) có đạo hàm

hữu hạn với ∀x ∈ Rn và với mọi phương v ∈ Rn. Ta sẽ chỉ ra rằng:

(g ◦ F )+d (x, v) ≤ sup
{
〈β, v〉 : β ∈ JF (x)T ∂∗g (F (x))

}
.

Hơn nữa rõ ràng là tồn tại dãy λi → 0 khi i→ +∞ sao cho

(g ◦ F )+d (x, v) = lim
i→+∞

(g ◦ F ) (x+ λiv)− (g ◦ F ) (x)

λi
. (2.2)

Với bất kỳ i đủ lớn (hoặc λi đủ nhỏ) theo Nhận xét 2.1.1 tồn tại

ci ∈ (F (x+ λiv) , F (x)) ,

và ξi ∈ ∂∗g (ci) sao cho

(g ◦ F )+d (x, v) = lim
i→+∞

(g ◦ F ) (x+ λiv)− (g ◦ F ) (x)

λi
. (2.3)

Khi i→ +∞, ta có λi → 0 , ci → F (x) và

ξi ∈ ∂∗g (ci) .

Bởi vì ∂∗g (ci) là bị chặn ta có thể trích ra một dãy ξi (ta không đánh số lại)

hội tụ đến ξ nào đó. Bởi vì ∂∗g (ci) là ánh xạ đa trị đóng cho nên ta có

ξ ∈ ∂∗g (F (x)) .
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Bởi vì

(F (x+ λiv)− F (x)) /λi → JF (x) v,

sử dụng (2.2) và (2.3) ta có

(g ◦ F )+d (x, v) =
〈
JF (x)T ξ, v

〉
.

Như vậy ta suy ra điều phải chứng minh. �

Nhận xét 2.1.2

Bây giờ ta sẽ xét một trường hợp tương tự như trong định lý trên nhưng

không giả thiết tính bị chặn của dưới vi phân suy rộng của g.

Định lý 2.1.4

Giả sử hàm F : Rn → Rm giá trị vecto khả vi liên tục. Giả sử g là một

hàm liên tục và ∂∗g là dưới vi phân suy rộng của g tại x ∈ Rm. Hơn nữa, ta

giả sử rằng ∂∗g là ánh xạ đa trị nửa liên tục trên. Khi đó, với bất kỳ ε > 0,

hàm

(g ◦ F ) : Rn → R,

có dưới vi phân suy rộng bán chính quy trên tại x ∈ Rn được cho bởi công

thức

∂∗ (g ◦ F ) (x) =
(
JF (x) + εBL(Rn,Rm)

)T
co∂∗g (F (x)),

trong đó BL(Rn,Rm) là hình cầu đơn vị trong L (Rn,Rm) .

Chứng minh

Để cho tiện thì ta sẽ đặt:

Aε =
(
JF (x) + εBL(Rn,Rm)

)T
co∂∗g (F (x)) .

Ta phải chứng minh rằng

(g ◦ F )+d (x, v) ≤ sup
{
〈β, v〉 : β ∈ Aε

}
.
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Rõ ràng là tồn tại một dãy λi → 0 khi i→ +∞ và

(g ◦ F )+d (x, v) = lim
i→+∞

(g ◦ F ) (x+ λiv)− (g ◦ F ) (x)

λi
.

Bây giờ theo Định lý 2.1.2, với i bất kỳ, tồn tại

ci ∈ (F (x) , F (x+ λiv)) ,

và dãy

ξki ∈ co∂∗g (ci)

sao cho

(g ◦ F ) (x+ λiv)− (g ◦ F ) (x) = lim
k→+∞

〈
ξki , F (x+ λiv)− F (x)

〉
.

Bởi vì F khả vi liên tục, theo định lý giá trị trung bình tồn tại bi ∈ (x+ λiv, x)

sao cho

(g ◦ F ) (x+ λiv)− (g ◦ F ) (x)

λi
= lim

k→+∞

〈
ξki , JF (bi) v

〉
.

Bởi vì ∂∗g là ánh xạ đa trị nửa liên tục trên, cho nên co∂∗g cũng nửa liên tục

trên. Như vậy, với δ > 0 bất kỳ có thể chọn i đủ lớn sao cho

co∂∗g (ci) ⊂ co∂∗g (F (x)) + εBRm,

trong đó BRm ký hiệu hình cầu đơn vị trong Rm. Như vậy với những i đó ta

có với mọi k

ξki ∈ ∂∗g (F (x)) + δBRm.

Bây giờ bởi vì F là khả vi liên tục cho nên với ε > 0 cho trước ta có thể chọn

i đủ lớn sao cho

JF (bi) ∈ JF (x) + εBL(Rn,Rm).
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Như vậy với ε > 0 và δ > 0 thì với bất kỳ k ta có

JF (bi)
T ξki ∈

(
JF (x) + εBL(Rn,Rm)

)T
(co∂∗g (F (x)) + δBRm) ,

trong đó T ký hiệu phép chuyển vị ma trận. Điều này chỉ ra rằng

JF (bi)
T ξki ∈

(
JF (x) + εBL(Rn,Rm)

)T
co∂∗g (F (x))

+
(
JF (x) + εBL(Rn,Rm)

)T
δBRm.

Điều này dẫn đến

JF (bi)
T ξki ∈ Aε +

(
JF (x) + εBL(Rn,Rm)

)T
δBRm.

Bởi vì tập (
JF (x) + εBL(Rn,Rm)

)T
BRm

bị chặn nên tồn tại số dương M > 0 sao cho

sup
{
〈a, v〉 : a ∈

(
JF (x) + εBL(Rn,Rm)

)T
BRm

}
≤M.

Như vậy với i đủ lớn thì với mỗi k ta có〈
JF (bi)

T ξki , v
〉

=
〈
ξki , JF (bi)

T v
〉
≤ sup {〈β, v〉 : β ∈ Aε}+ δM.

Cho nên với mọi i đủ lớn ta có

(g ◦ F ) (x+ λiv)− (g ◦ F ) (x)

λi
≤ sup

{
〈β, v〉 : β ∈ Aε

}
+ δM.

Với ε > 0 cố định thì với bất kỳ δ > 0 ta có

(g ◦ F )+d (x, v) ≤ sup
{
〈β, v〉 : β ∈ Aε

}
+ δM.

Bởi vì δ > 0 là bất kỳ cho nên ta suy ra điều phải chứng minh. �
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2.2 Dưới vi phân suy rộng và tính lồi suy rộng

Các khái niệm dưới vi phân suy rộng và hàm lồi suy rộng liên quan chặt

chẽ với nhau qua khái niệm đơn điệu suy rộng. Chương 1 đã trình bày mối

quan hệ giữa hàm tựa lồi và tính tựa đơn điệu của dưới vi phân suy rộng.

Trong phần này ta đưa vào khái niệm giả lồi khác của một hàm.

Định nghĩa 2.2.1

Giả sử f : Rn → R có dưới vi phân suy rộng ∂∗f (x) tại mỗi x ∈ Rn. Khi

đó f được gọi là ∂∗− giả lồi nếu với mỗi cặp x, y ∈ Rn phân biệt, ta có

f (y) < f (x)⇒ 〈ξ, y − x〉 < 0 ∀ξ ∈ ∂∗f (x) .

Nhận xét 2.2.1

Nếu f : Rn → R là một hàm liên tục thì từ Định lý 2.4 [6] ta có mọi hàm

∂∗− giả lồi là tựa lồi. Vì vậy, thực ra ta đang nghiên cứu một lớp con của

lớp các hàm tựa lồi liên tục.

Nếu f là Lipschitz địa phương và

∂∗f (x) = ∂cf (x) ,

trong đó ∂cf (x) là dưới vi phân Clarke của f tại x (xem [2]) thì các hàm

∂∗− giả lồi là ∂c− giả lồi.

Định nghĩa 2.2.2

Hàm f : Rn → R được gọi là hàm giả lồi nếu với mọi (x, y) ∈ Rn với

f (y) < f (x) thì tồn tại β (x, y) > 0 và δ (x, y) ∈ (0, 1) sao cho

f (x)− f (x+ λ (y − x)) ≥ λβ (x, y) ,∀λ ∈ (0, δ (x, y)) .
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Mệnh đề 2.2.1

Giả sử f : Rn → R và ∂∗f (x) là dưới vi phân suy rộng cuả f tại x. Giả sử

f là ∂∗− giả lồi. Cho x ∈ Rn là cực tiểu địa phương của f , ∂∗f (x) bị chặn.

Khi đó x là cực tiểu toàn cục của f .

Chứng minh

Bởi vì x là cực tiểu địa phương và từ Mệnh đề 1.3.1 và chú ý rằng có

∂∗f (x) bị chặn, ta có

0 ∈ co∂∗f (x) .

Giả sử rằng x không là cực tiểu toàn cục và như vậy tồn tại y sao cho

f (y) < f (x) .

Do tính ∂∗− giả lồi ta có

〈ξ, y − x〉 < 0 ∀ξ ∈ ∂∗f (x) .

Điều này chỉ ra rằng

〈ξ, y − x〉 < 0 ∀ξ ∈ co∂∗f (x) .

Đây là một mâu thuẫn. �

Bây giờ ta sẽ đưa vào các ánh xạ đa trị vào tựa đơn điệu và giả đơn điệu

Định nghĩa 2.2.3

Ánh xạ đa trị F : Rn → Rn được gọi là giả đơn điệu nếu với x, y ∈ Rn và

x 6= y,

∃x∗ ∈ F (x) : 〈x∗, y − x〉 > 0⇒ ∀y∗ ∈ F (y) : 〈y∗, y − x〉 > 0.
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Định nghĩa 2.2.4

Ánh xạ đa trị F : Rn → Rn được gọi là tựa đơn điệu nếu với x, y ∈ Rn và

x 6= y,

∃x∗ ∈ F (x) : 〈x∗, y − x〉 > 0⇒ ∀y∗ ∈ F (y) : 〈y∗, y − x〉 ≥ 0.

Với ánh xạ đa trị S : Rn → Rn ta hiểu coS là ánh xạ đa trị cho bởi

coS (x) = co (S (x)) .

Bổ đề 2.2.1 ([9])

Giả sử F : Rn → Rn là một ánh xạ đa trị. Khi đó S là giả đơn điệu nếu

và chỉ nếu coS là giả đơn điệu.

Định lý 2.2.1

Giả sử f : Rn → R là một hàm liên tục và ∂∗f (x) là dưới vi phân suy rộng

của f tại x ∈ Rn. Nếu ∂∗f : Rn → Rn là giả đơn điệu thì f là ∂∗− giả lồi.

Chứng minh

Giả sử f không ∂∗− giả lồi. Khi đó, tồn tại (x, y) ∈ Rn, sao cho

f (y) < f (x)

kéo theo

〈ξ, y − x〉 ≥ 0

với ít nhất một ξ ∈ ∂∗f (x). Ta có

f (y)− f (x) < 0.

Như vậy theo Định lý 2.1.2 sẽ tồn tại c ∈ (y, x) và

c∗k ∈ co∂f (c)
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sao cho

lim
k→+∞

〈c∗k, y − x〉 < 0.

Điều này chỉ ra rằng với k đủ lớn ta có

〈c∗k, x− y〉 > 0 c∗k ∈ co∂∗f (c) .

Bởi vì c ∈ (y, x) cho nên

〈c∗k, x− c〉 > 0 c∗k ∈ co∂∗f (c) .

Bởi vì ∂∗f (x) là giả đơn điệu cho nên theo Bổ đề 2.2.1, ta có co∂∗f cũng giả

đơn điệu. Do đó, ∀x∗ ∈ co∂∗f (x), ta có

〈x∗, x− c〉 > 0.

Như vậy với ∀x∗ ∈ co∂∗f (x) ta có

〈x∗, x− y〉 > 0.

Điều này dẫn đến

〈x∗, y − x〉 < 0 ∀x∗ ∈ co∂∗f (x) .

Như vậy dẫn đến một mâu thuẫn, nên ta suy ra điều phải chứng minh. �

Nhận xét 2.2.2

So sánh kết quả trên với Định lý 2.6 [6] trong đó tính bị chặn và tính bán

chính quy trên của dưới vi phân suy rộng phải giả thiết để chỉ ra rằng tính

giả đơn điệu của dưới vi phân suy rộng kéo theo tính giả lồi của hàm.

Thật là thú vị là liệu chiều ngược lại có đúng không. Nếu một điều kiện

chính quy mạnh nào đó đúng thì câu trả lời là đúng.

Định lý 2.2.2

Cho f : Rn → R và giả sử ∂∗f (x) là dưới vi phân suy rộng của f tại
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x ∈ Rn. Giả thiết rằng ∂∗f (x) là chính quy trên tại mỗi x. Khi đó ∂∗f là giả

đơn điệu nếu f là ∂∗− giả lồi

Chứng minh

Giả sử x∗ ∈ ∂∗f (x) thỏa mãn

〈x∗, y − x〉 > 0.

Điều đó chỉ ra rằng

sup
x∗∈∂∗f(x)

〈x∗, y − x〉 > 0.

Do ∂∗f (x) là chính quy trên ta có

f+d (x, y − x) > 0.

Điều này chỉ ra rằng có thể tìm được một λ > 0 đủ nhỏ sao cho

f (x+ λ (y − x)) > f (x) .

Do đó tính tựa lồi của f , ta có f (y) > f (x). Từ tính ∂∗− giả lồi của f ta

suy ra

〈y∗, y − x〉 > 0, ∀y∗ ∈ ∂∗f (y) .

Vì vậy ∂∗f là giả đơn điệu. �

Nhận xét 2.2.3

Sẽ là thú vị nếu giả thiết chính quy trên của dưới vi phân suy rộng trong

định lý trên có thể giảm nhẹ.

Trong Định lý 2.4 [6] đã chỉ ra rằng nếu f : Rn → R liên tục và ∂∗f (x) là

một dưới vi phân suy rộng của f tại x và với mọi x, y ∈ Rn

f (y) < f (x)⇒ 〈ξ, y − x〉 ≤ 0, ∀ξ ∈ ∂∗f (x) ,

thì f là tựa lồi. Câu hỏi được đặt ra là liệu quan hệ trên có đúng không nếu

f là một hàm tựa lồi liên tục. Ta chỉ ra rằng một quan hệ như vậy sẽ đúng
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với một số điều kiện chính quy nào đó.

Định lý 2.2.3

Cho f : Rn → R là một hàm tựa lồi liên tục. Giả sử với mỗi x ∈ Rn,

∂∗f (x) là một dưới vi phân suy rộng của f tại x. Giả thiết rằng tồn tại một

tập con trù mật K của Rn sao cho ∂∗f (x) là chính quy trên với mọi x ∈ K.

Với x /∈ K giả thiết rằng

∂∗f (x) ⊂
{

lim
n→+∞

ξn : ξn ∈ ∂∗f (xn) , xn ∈ K, xn → x

}
. (2.4)

Khi đó với x, y ∈ Rn,

f (y) < f (x)⇒ 〈ξ, y − x〉 ≤ 0, ∀ξ ∈ ∂∗f (x) .

Chứng minh

Giả định x, y ∈ Rn thỏa mãn

f (y) < f (x) .

Do đó theo Định lý 2.1.2, tồn tại c ∈ (y, x) và c∗k ∈ ∂∗f (c) sao cho

lim
k→+∞

〈c∗k, y − x〉 < 0.

Do đó cho k đủ lớn ta có

〈c∗k, y − x〉 > 0, c∗k ∈ ∂∗f (c) .

Điều này dẫn đến

〈c∗k, x− c〉 > 0, c∗k ∈ ∂∗f (c) .

Bởi vì f là tựa lồi theo Định lý 1.5.2 ta có ∂∗f là tựa đơn điệu. Điều này chỉ

ra rằng với mọi ξ ∈ ∂∗f (x) , ta có

〈ξ, x− c〉 ≥ 0.
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Điều này dẫn đến

〈ξ, y − x〉 ≤ 0, ∀ξ ∈ ∂∗f (x) .

Vì thế kết quả được chứng minh. �

Nhận xét 2.2.4

Các điều kiện của Định lý 2.1.3 tương tự như Định lý 1.5.2. Nhưng dưới vi

phân Clarke của một hàm Lipschitz địa phương không thỏa mãn giả thiết về

tính chính quy trên một tập con trù mật của Rn, còn dưới vi phân Michel-

Penot lại thỏa mãn. Định lý Rademacher nói rằng một hàm Lipschitz địa

phương f : Rn → R là khả vi trên một tập trù mật của Rn. Dưới vi phân

Michel-Penot chính là đạo hàm tại các điểm khả vi. Điều này chỉ ra rằng nếu

f khả vi tại x thì ta có

f � (x, h) = 〈∇f (x) , h〉 = f ′ (x, h) .

Điều này chỉ ra rằng dưới vi phân Michel-Penot của một hàm Lipschitz địa

phương là một dưới vi phân suy rộng của hàm f chính quy trên trong một

tập trù mật của Rn. Hơn nữa, tại những điểm không khả vi ta có

∂�f (x) ⊆ ∂◦f (x) .

Vì vậy, ta có

∂�f (x) ⊂
{

lim
n→+∞

ξn : ξn ∈ ∂�f (xn) , xn ∈ D, xn → x

}
,

trong đó D là tập các điểm khả vi của f và

∂�f (xn) = {∇f (xn)}

và

ξn = ∇f (xn) .
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Sử dụng các kĩ thuật của các Định lý 1.5.1 và Định lý 1.5.2 ta có thể thấy

rằng một hàm Lipschitz địa phương là tựa lồi nếu và chỉ nếu dưới vi phân

Michel-Penot là tựa đơn điệu. Điều này không đúng cho dưới vi phân Clarke

vì rằng tính chính quy của Định lý 1.5.2 không đúng cho dưới vi phân Clarke.

2.3 Ứng dụng dưới vi phân suy rộng trong tối ưu đa mục tiêu

Trong phần này ta sẽ sử dụng các kết quả gần đây trong [12] để dẫn các

điều kiện cần cho cực tiểu yếu trong tối ưu vec tơ dưới ngôn ngữ dưới vi

phân suy rộng bán chính quy trên của các thành phần của hàm mục tiêu và

các hàm ràng buộc. Ta sẽ xét cả hai trường hợp không ràng buộc và có ràng

buộc. Xét bài toán cực tiểu hóa (GVP): minF (x) = (f1 (x) , ..., fk (x)) ,

x ∈ C,

trong đó C là một tập đóng. Một điểm x0 ∈ C được gọi là một điểm hữu

hiệu yếu của (GVP) nếu không tồn tại x ∈ C sao cho fj (x) < fj (x0) với mọi

j = 1, ..., k.

Định lý 2.3.1

Xét bài toán (GVP), trong đó mỗi fj là một hàm Lipschitz địa phương và

C là một tập lồi đóng. Cho x0 ∈ C là một điểm hữu hiệu yếu của (GVP).

Giả thiết với mỗi j = 1, 2, ..., k, hàm fj có một dưới vi phân suy rộng bán

chính quy trên bị chặn ∂∗fj (x0) tại x0. Khi đó, tồn tại τj ≥ 0 không đồng

thời bằng 0 sao cho

0 ∈
k∑
i=1

τico∂
∗fi (x0) +N (C, x0) ,

47

48Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên                                http://www.lrc-tnu.edu.vn



trong đó N (C, x0) là nón pháp tuyến của tập lồi C tại x0.

Chứng minh

Vì rằng x0 là một điểm hữu hiệu yếu của (GVP) và mỗi fj Lipschitz địa

phương cho nên(
(f1)

+
d (x0, v) , ..., (fk)

+
d (x0, v)

)
/∈
(
−intRk

+

)
, ∀v ∈ T (C, x0) , (2.5)

trong đó T (C, x0) là nón Bouligand của C tại x0:

T (C, x0) = {v ∈ Rn : ∃vn → v,∃tn → 0+, x+ tnvn ∈ C ∀n} ,

Giả sử ngược lại (2.5) không đúng, và vì thế tồn tại một

0 6= v ∈ T (C, x0) ,

sao cho (
(f1)

+
d (x0, v) , ..., (fk)

+
d (x0, v)

)
∈
(
−intRk

+

)
. (2.6)

Vì rằng C là lồi,

T (C, x0) = cone (C − x0),

trong đó nón cone (C − x0) sinh bởi tập hợp C − x0. Như vậy tồn tại λn > 0

và xn ∈ C sao cho

v = lim
n→+∞

λn (xn − x0) .

Từ (2.6) ta có(
(f1)

+
d

(
x0, lim

n→+∞
λn (xn − x0)

)
, ..., (fk)

+
d

(
x0, lim

n→+∞
λn (xn − x0)

))
∈
(
−int Rk

+

)
.

Bởi vì đạo hàm Dini dưới của một hàm Lipschitz địa phương là Lipschitz

địa phương theo phương và thuần nhất dương, ta có với n đủ lớn(
(f1)

+
d (x0, (xn − x0)) , ..., (fk)+d (x0, (xn − x0))

)
∈
(
−int Rk

+

)
.
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Như vậy với n đủ lớn, do tính lồi của C ta có thể tìm được µ > 0 đủ nhỏ

sao cho

x0 + µ (xn − x0) ∈ C,

và

fj (x0 + µ (xn − x0)) < fj (x0) , ∀j = 1, ..., k.

Đây là một sự mâu thuẫn.

Vì rằng tại x0 mỗi fj có một dưới vi phân suy rộng bán chính quy trên

∂∗fj (x0) , ta có (
sup

x∗∈∂∗f1(x0)
〈x∗, v〉 , ..., sup

x∗∈∂∗fk(x0)
〈x∗, v〉

)
−
(
(f1)

+
d (x0, v) , ..., (fk)

+
d (x0, v)

)
∈ Rk

+.

Điều này chỉ ra rằng(
sup

x∗∈∂∗f1(x0)
〈x∗, v〉 , ..., sup

x∗∈∂∗fk(x0)
〈x∗, v〉

)
/∈ −intRk

+, v ∈ T (C, x0) .

Như vậy bằng cách áp dụng định lí tách, ta suy ra tồn τj ≥ 0, j = 1, 2, ..., k,

không đồng thời bằng 0 sao cho

k∑
j=1

τj sup
x∗∈∂∗f1(x0)

〈x∗, v〉 ≥ 0, ∀v ∈ T (C, x0) .

Bằng cách áp dụng phép tính hàm tựa ta được kết quả cần chứng minh. �

Nhận xét 2.3.1

Chú ý rằng các điều kiện cần tối ưu trên có thể cho các quy tắc nhân

tử Lagrange tốt hơn trong trường hợp Lipschiz địa phương vì như đã chỉ ra

trong Chương 1 dưới vi phân Clarke có thể là một tập con thực sự của dưới

vi phân suy rộng.
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Định lý 2.3.2

Xét bài toán (GVP) trong đó mỗi fi là một hàm Lipschiz địa phương và

C = Rn. Giả sử x0 là một điểm hữu hiệu yếu của (GVP). Với một chỉ số

cố định m ∈ {1, 2, ..., k}, hàm fm có một dưới vi phân suy rộng trên bị chặn

∂∗fm (x0) tại x0, còn với mọi j ∈ {1, 2, ..., k} , với j 6= m, hàm fj có một dưới

vi phân suy rộng bán chính quy trên bị chặn ∂∗fj (x0) tại x0. Khi đó, tồn tại

τm ≥ 0 và τj ≥ 0, j 6= m, không đồng thời bằng 0, sao cho

0 ∈ τmco∂∗fm (x0) +
k∑

j=1,j 6=m

τjco∂
∗fj (x0) .

Chứng minh

Do chỉ số m cố định thì theo Định lý 3.1 [12], hệ sau đây

(fm)−d (x0, v) < 0,

(fj)
+
d (x0, v) < 0, ∀j = 1, ..., k : j 6= m

không có nghiệm trong v ∈ Rn. Từ giả thiết hệ sau đây

sup
ξ∈∂∗fm(x0)

〈ξ, v〉 < 0,

sup
ξ∈∂∗fj(x0)

〈ξ, v〉 < 0, ∀j = 1, ..., k; j 6= m

không có nghiệm trong v ∈ Rn. Như vậy theo định lí tách tồn tại τj ≥ 0 sao

cho

τm

(
sup

ξ∈∂∗fm(x0)

〈ξ, v〉

)
+

k∑
j=1,j 6=m

τj

(
sup

ξ∈∂∗fj(x0)
〈ξ, v〉

)
≥ 0, ∀v ∈ Rm.

Do đó, bằng phép tính hàm tựa ta có

0 ∈ τmco∂∗fm (x0) +
k∑

j=1,j 6=m

τjco∂
∗fj (x0) .
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Vì thế kết luận được chứng minh �

Định lý 2.3.3

Xét bài toán (GVP), trong đó

C = {x ∈ Rn : gi (x) ≤ 0, i = 1, ...,m}

và mỗi fj và gj là Lipschiz địa phương. Giả sử x0 là một điểm hữu hiệu yếu

của (GVP). Giả thiết rằng mỗi gj có một dưới vi phân suy rộng bán chính

quy trên bị chặn ∂∗gj (x0) tại x0. Hơn nữa, giả sử rằng tất cả các hàm fj,

j 6= m (m ∈ {1, ..., k} là một chỉ số cố định) có một dưới vi phân suy rộng

bán chính quy trên bị chặn ∂∗fj (x0) (j 6= m) tại x0, còn fm có một dưới vi

phân suy rộng trên ∂∗fm (x0) tại x0.

Khi đó, tồn tại τm ≥ 0, τj ≥ 0, j 6= m và λi ≥ 0 không đồng thời bằng 0

sao cho

0 ∈ τmco∂∗fm (x0) +
k∑

j=1,j 6=m

τjco∂
∗fj (x0) +

m∑
i=1

λico∂
∗gi (x0)

và

λigi (x0) = 0.

Chứng minh

Vì rằng x0 là một nghiệm hữu hiệu yếu của (VP2) từ Định lý 4.2 [12], hệ

sau

(fm)−d (x0, v) < 0,

(fj)
+
d (x0, v) < 0,∀j = 1, ..., k; j 6= m,

gi (x0) + (gi)
+
d (x0, v) < 0,∀i = 1, ...,m,
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không có nghiệm v ∈ Rn. Vì vậy, hệ sau:

sup
ξ∈∂∗fm(x0)

〈ξ, v〉 < 0,

sup
ξ∈∂∗fj(x0)

〈ξ, v〉 < 0, ∀j = 1, ..., k; j 6= m,

gi (x0) + sup
x∗∈∂∗gi(x0)

〈x∗, v〉 < 0, ∀i = 1, ...,m,

không có nghiệm cho v ∈ Rn. Theo định lí tách tồn tại τj ≥ 0 và λi ≥ 0,

không đồng thời bằng không, sao cho

τm

(
sup

ξ∈∂∗fm(x0)

〈ξ, v〉

)
+

k∑
j=1,j 6=m

τj

(
sup

ξ∈∂∗fj(x0)
〈ξ, v〉

)

+
m∑
i=1

λi

(
sup

x∗∈∂∗gi(x0)
〈x∗, v〉

)
+

m∑
i=1

λjgj (x0) ≥ 0, ∀v ∈ Rm

.

Đặt v = 0 trong biểu thức trên ta nhận được

m∑
i=1

λigi (x0) ≥ 0.

Điều này chỉ ra rằng

λigi (x0) = 0,

với mọi i = 1, ...,m. Kết quả được suy ra do áp dụng phép toán của các hàm

tựa. �
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KẾT LUẬN

Luận văn đã trình bày lý thuyết dưới vi phân suy rộng của Jeyakumar -

Luc [9] Dutta - Chandra [7] và ứng dụng bao gồm:

• Các dưới vi phân suy rộng trên và dưới và các ví dụ;

• Các dưới vi phân suy rộng chính quy, bán chính quy và tối thiểu;

• Các điều kiện đủ để dưới vi phân suy rộng là tối thiểu;

• Định lý giá trị trung bình tiệm cận dưới ngôn ngữ dưới vi phân suy rộng;

• Các quy tắc tính dưới vi phân suy rộng bao gồm quy tắc nhân với một

số, quy tắc tổng, quy tắc lấy max hữu hạn và các quy tắc hàm hợp;

• Các tính chất của hàm tựa lồi và hàm giả lồi dưới ngôn ngữ dưới vi phân

suy rộng;

• Các điều kiện cần cho cực tiểu yếu của các bài toán tối ưu đa mục tiêu

không có ràng buộc và có hữu hạn ràng buộc bất đẳng thức.

Dưới vi phân suy rộng và các ứng dụng của nó là đề tài đang được nhiều

tác giả quan tâm nghiên cứu.
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