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Hoàng Kim Chi
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Bảng kí hiệu.

N: tập số tự nhiên.

Rn: không gian n chiều.

H: không gian Hilbert.

L: toán tử tuyến tính.

I: ánh xạ đồng nhất.

Dα: đạo hàm bậc α.
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MỞ ĐẦU

Một số phương trình elliptic cấp hai thường được suy ra từ các định

luật bảo toàn. Do đó, nghiệm của phương trình này có thể được mở rộng,

không nhất thiết thuộc lớp C2, mà chỉ cần thuộc lớp W 1,2 và thỏa mãn

một đẳng thức tích phân với mọi hàm thử v thuộc lớp W 1,2
0 .

Dựa trên các tài liệu [1], [2], luận văn đã trình bày một cách hệ thống

lý thuyết lớp nghiệm suy rộng cho phương trình elliptic tuyến tính cấp hai

dạng bảo toàn.

Luận văn gồm hai chương I và II. Trong chương I, luận văn trình bày

các không gian Sobolev W k,p (Ω) và W k,p
0 (Ω) cùng các định lý nhúng.

Chương II là nội dung chính của luận văn, trong đó trình bày khái niệm

nghiệm yếu của phương trình, nghiệm yếu của bài toán Dirichlet và định

lý về sự tồn tại và duy nhất nghiệm yếu. Luận văn cũng trình bày độ trơn

của nghiệm yếu trong đó khẳng định: khi các hệ số vế phải của phương

trình cho trước trên biên thuộc lớp C∞ (∂Ω) thì nghiệm yếu u(x) sẽ khả

vi vô hạn trong Ω.
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Chương 1

KHÔNG GIAN SOBOLEV

1.1 Một số kiến thức chuẩn bị.

Trong phần này ta sẽ liệt kê một số định lý và định nghĩa cần thiết:

Định lý 1.1. (Định lý Riesz) Với mọi phiếm hàm tuyến tính bị chặn

F trong không gian Hilbert H luôn tồn tại một phần tử xác định duy nhất

f ∈ H sao cho F (x) = (x, f) với mỗi x ∈ H và ‖F‖ = ‖f‖ và đồng thời

ta cũng có:

(x, f) =
F (x)

F (f)
‖f‖2

‖F‖ = sup
x 6=0

|(x, f)|
‖x‖

‖f‖2 = (f, f) = F (f) .

Định lý 1.2. Giả sử T là ánh xạ tuyến tính compact của không gian tuyến

tính định chuẩn V vào chính nó. Khi đó hoặc:

i) phương trình thuần nhất x−Tx = 0 có nghiệm không tầm thường x ∈ V
hoặc:

ii) với mọi y ∈ V phương trình x− Tx = y có nghiệm được xác định duy

nhất x ∈ V .

Hơn nữa, trong trường hợp ii) toán tử (I − T )−1 mà sự tồn tại của nó đã

được khẳng định là bị chặn.

Định lý 1.3. (Định lý Lax-Milgram) Giả sử B là dạng song tuyến tính
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bức, bị chặn trên không gian Hilbert, tức là

i)∃M > 0 : |B (x, y)| ≤M ‖x‖ ‖y‖ ,∀x, y ∈ H

ii)∃λ > 0 : B (x, x) ≥ λx2,∀x ∈ H.

Khi đó, với mọi phiếm hàm tuyến tính bị chặn F ∈ H∗, tồn tại duy nhất

một phần tử f ∈ H sao cho:

B (x, f) = F (x) với mọi x ∈ H.

Định lý 1.4. Giả sử H là không gian Hilbert và T là ánh xạ compact từ

H vào chính nó. Khi đó, tồn tại một tập đếm được Λ ⊂ R không có điểm

giới hạn trừ ra có thể λ = 0 sao cho: nếu λ 6= 0, λ /∈ Λ phương trình

λx− Tx = y, λx− T ∗x = y (1.1)

có nghiệm xác định duy nhất x ∈ H với mọi y ∈ H và các ánh xạ ngược

(λI − T )−1, (λI − T ∗)−1 bị chặn. Nếu λ ∈ Λ, các không gian con không

của ánh xạ λI − T, λI − T ∗ có số chiều dương và hữu hạn, còn phương

trình (1.1) giải được nếu và chỉ nếu y trực giao với không gian con không

của λI − T ∗ trong trường hợp thứ nhất và của λI − T trong trường hợp

còn lại.

Định lý 1.5. Một dãy bị chặn trong không gian Hilbert chứa một dãy con

hội tụ yếu.

Định nghĩa 1.1. Toán tử vi phân đạo hàm riêng cấp hai dạng không bảo

toàn có dạng:

Lu = aij (x)Diju+ bi (x)Diu+ c (x)u; aij = aji

trong đó x = (x1, ..., xn) nằm trong miền Ω của Rn, n ≥ 2.

L là elliptic tại điểm x ∈ Ω nếu thỏa mãn ma trận
[
aij (x)

]
là xác định

dương. Vậy nếu λ (x) ,∆ (x) lần lượt là giá trị cực tiểu và cực đại của các

giá trị riêng của
[
aij (x)

]
khi đó:

0 < λ (x) |ξ|2 ≤ aij (x) ξiξj ≤ ∆ (x) |ξ|2
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với mọi ξ = ξ1, ..., ξn ∈ Rn\ {0}.
Nếu λ > 0 trong Ω, khi đó L là elliptic trong Ω và elliptic ngặt nếu

λ ≥ λ0 > 0 với hằng số λ0 > 0.

Định lý 1.6. Cho L là elliptic ngặt trong miền Ω bị chặn, với c ≤ 0, f và

các hệ số của L thuộc vào Cα
(
Ω
)
. Giả sử rằng Ω là một miền của C2,α

và ϕ ∈ C2,α
(
Ω
)
. Khi đó, bài toán Dirichlet

Lu = f trong Ω, u = ϕ trên ∂Ω

có duy nhất nghiệm nằm trong C2,α
(
Ω
)
.

Định lý 1.7. Cho Ω là một miền Ck+2,α (k ≥ 0) và ϕ ∈ Ck+2,α
(
Ω
)
. Giả

sử u là một hàm thuộc C0
(
Ω
)
∩C2 (Ω) thỏa mãn Lu = f trong Ω. u = ϕ

trên ∂Ω, trong đó f và các hệ số của toán tử elliptic ngặt thuộc Ck,α
(
Ω
)
.

Khi đó u ∈ Ck+2,α
(
Ω
)
.

1.2 Không gian Wk,p (Ω) ; Wk,p
0 (Ω).

Một trong những bài toán quan trọng của phương trình đạo hàm riêng là

phương trình Poisson:

∆u = f (1.2)

Nghiệm của phương trình (1.2) thỏa mãn đồng nhất thức tích phân:∫
Ω

DuDϕdx = −
∫
Ω

fϕdx

trong đó

u = u (x1, ..., xn) là ẩn hàm,

f = f (x1, ..., xn) là hàm số được cho trước,

ϕ = ϕ (x1, ..., xn) ∈ C1
0 (Ω) là không gian các hàm khả vi liên tục và có

giá compact,

∆u =
n∑
i=1

∂2u

∂x2
i

,

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên                   http://www.lrc-tnu.edu.vn



7

Du =

(
∂u

∂x1
, ...,

∂u

∂xn

)
,

DuDϕ =
n∑
i=1

∂ϕ

∂xi
.
∂u

∂xi
.

Đặt

(u, ϕ) =

∫
Ω

DuDϕdx. (1.3)

Để nghiên cứu nghiệm của phương trình Poisson ta xem xét một cách tiếp

cận khác đối với phương trình này.

Dạng song tuyến tính (u, ϕ) =
∫
Ω

DuDϕdx là một tích trong của không

gian C1
0 (Ω) và bao đóng của C1

0 (Ω) theo metric cảm sinh bởi (1.3) là

không gian Hilbert mà người ta kí hiệu là W1,2
0 (Ω).

Hơn nữa, phiếm hàm tuyến tính F được định nghĩa bởi:

F (ϕ) = −
∫
Ω

fϕdx

có thể được mở rộng đến một phiếm hàm tuyến tính bị chặn trên không

gian W1,2
0 (Ω). Theo Định lý Riesz tồn tại một phần tử u ∈W1,2

0 (Ω) thỏa

mãn (u, ϕ) = F (ϕ) , ∀ϕ ∈ C1
0 (Ω).

Do đó sự tồn tại nghiệm suy rộng của bài toán Dirichlet:{
∆u = f
u = 0 trên ∂Ω

thực sự được thiết lập.

Vấn đề về sự tồn tại nghiệm cổ điển được chuyển đổi tương ứng thành các

vấn đề về tính chính quy của nghiệm suy rộng theo điều kiện biên trơn

thích hợp. Định lý Lax-Milgram sẽ được áp dụng đối với phương trình

elliptic tuyến tính theo dạng bảo toàn. Tương tự như việc áp dụng Định

lý Riesz ở trên bằng các lí luận khác nhau dựa trên đồng nhất thức tích

phân, kết quả chính quy sẽ được thiết lập.

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên                   http://www.lrc-tnu.edu.vn



8

Tuy nhiên trước khi thực hiện một cách cụ thể, ta đi khảo sát lớp các không

gian Sobolev, đó là Wk,p (Ω) và Wk,p
0 (Ω) mà W1,2

0 (Ω) là một trường hợp

riêng.

1.2.1 Không gian Wk,p (Ω).

Cho Ω ⊂ Rn là miền bị chặn,

x = (x1, x2, x3, ..., xn) ∈ Ω.

a. Không gian Lp (Ω);(1 ≤ p < +∞).

Lp (Ω) là không gian Banach cổ điển gồm các hàm đo được trên Ω và p-khả

tích. Tức là: ∫
Ω

|u (x)|pdx < +∞.

Chuẩn của Lp (Ω) được định nghĩa bởi:

‖u‖Lp(Ω) =

∫
Ω

|u|pdx

1/p

,

trong đó |u (x)| là giá trị tuyệt đối hoặc mođun của u (x).

Khi p = +∞; L∞ (Ω) là không gian Banach các hàm bị chặn trên Ω với

chuẩn:

‖u‖∞,Ω = ‖u‖L∞(Ω) = sup
Ω
|u| . (1.4)

Khi không có sự nhập nhằng, chúng ta sẽ dùng ‖u‖p thay cho ‖u‖Lp(Ω):

Bất đẳng thức Young:

|ab| ≤ |a|
p

p
+
|b|q

q
(1.5)

trong đó p, q ∈ R; p > 0, q > 0 thỏa mãn:
1

p
+

1

q
= 1.

Khi p = q = 2; (1.5) chính là bất đẳng thức Cauchy. Thay thế a bởi ε1/pa,
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b bởi ε−1/pb, với ε > 0 khi đó (1.5) trở thành bất đẳng thức nội suy:

|ab| ≤ ε|a|p

p
+
ε−q/p|b|q

q
≤ ε|a|p + ε−q/p|b|q (1.6)

Bất đẳng thức Holder: ∫
Ω

uvdx ≤ ‖u‖p‖v‖q (1.7)

với u ∈ Lp (Ω) , v ∈ Lq (Ω) và
1

p
+

1

q
= 1,

(1.7) là hệ quả của bất đẳng thức Young, khi p = q = 2, bất đẳng thức

Holder trở thành bất đẳng thức Schwarz.

Bất đẳng thức Holder sử dụng trong trường hợp tổng quát đối với m hàm

u1, u2, ..., um nằm trong không gian Lp1, Lp2, ..., Lpm như sau:∫
Ω

|u1u2...um| dx ≤ ‖u1‖p1‖u2‖p2...‖um‖pm (1.8)

với
1

p1
+

1

p2
+ ....+

1

pm
= 1.

Bất đẳng thức Holder cũng được sử dụng để nghiên cứu chuẩn trong Lp

khi coi đó là các hàm của p:

φp (u) =

 1

|Ω|

∫
Ω

|up| dx

1/p

. (1.9)

Với p > 0, φp (u) là hàm không giảm theo p, với u cố định.

Không gian Lp (Ω) là khả li khi p <∞, C0
(
Ω
)
là không gian con trù mật

trong Lp (Ω).

Không gian đối ngẫu của Lp (Ω) khi 1 < p < ∞ đẳng cấu với Lq (Ω),

trong đó
1

p
+

1

q
= 1. Vì thế Lq (Ω) khi 1 < p < +∞ được coi là liên hợp

của Lp (Ω). Do đó, Lp (Ω) là phản xạ khi 1 < p <∞
Khi p = 2, L2 (Ω) là không gian Hilbert với tích vô hướng:

(u, v) =

∫
Ω

u (x) v (x)dx.
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(u, u) = ‖u‖2 =

∫
Ω

|u (x)|2dx.

Định lý 1.8. (định lý nhúng Lp (Ω)) Giả sử Ω là miền bị chặn và 1 ≤
p1 < p2. Khi đó, Lp2 (Ω) ⊂ Lp1 (Ω) và ánh xạ nhúng

j : Lp2 (Ω) 7→ Lp1 (Ω)

là liên tục.

Chứng minh: Giả sử u ∈ Lp2 (Ω) ta cần chứng minh u ∈ Lp1 (Ω) hay∫
Ω

|u|p1dx < +∞.

Áp dụng bất đẳng thức Holder với p =
p2

p1
, q =

p2

p2 − p1
, ta có:

∫
Ω

|u|p1dx =
∫
Ω

|u|p1.1dx ≤
(∫

Ω

|u|p1pdx
)1/p

.

(∫
Ω

1qdx

)1/q

= (mesΩ)1/q

(∫
Ω

|u|p2dx
)1/p (1.10)

Vì Ω bị chặn và u ∈ Lp2 (Ω) nên

(mesΩ)1/q

∫
Ω

|u|p2dx

1/p

< +∞

Vậy u ∈ Lp1 (Ω).

Từ (1.10) ta suy ra:(∫
Ω

|u|pdx
)1/p1

≤ (mesΩ)1/qp1.

(∫
Ω

|u|p2dx
)1/pp1

= (mesΩ)1/qp1

(∫
Ω

|u|p2dx
)1/p2

⇔ ‖u‖Lp1(Ω) ≤ (mesΩ)1/qp1.‖u‖Lp2(Ω)

(1.11)

(1.11) chứng tỏ ánh xạ j : Lp2 (Ω) 7→ Lp1 (Ω) là liên tục

và ‖j‖ ≤ (mesΩ)1/qp1 = (mesΩ)1/p1−1/p2.
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*Không gian Lploc (Ω).

Cho Ω là tập mở trong Rn, k là số nguyên không âm. Không gian Holder

Ck,α
(
Ω
) (
Ck,α (Ω)

)
được định nghĩa như một không gian con của không

gian Ck
(
Ω
) (

Ck (Ω)
)
gồm có các hàm mà đạo hàm riêng bậc k liên tục

Holder đều (liên tục Holder địa phương) với số mũ α trong Ω. Để đơn giản

ta kí hiệu:

C0,α (Ω) = Cα (Ω) , C0,α
(
Ω
)

= Cα
(
Ω
)
.

được hiểu với 0 < α < 1 mỗi khi kí hiệu này được dùng nếu không nói

ngược lại.

Hơn nữa, đặt

Ck,0 (Ω) = Ck (Ω) , Ck,0
(
Ω
)

= Ck
(
Ω
)
.

Chúng ta có thể gộp không gian Ck (Ω) (Ck
(
Ω
)
) vào họ các không gian

Ck (Ω) (Ck
(
Ω
)
) với 0 ≤ α ≤ 1. Chúng ta cũng kí hiệu không gian Ck,α

0 (Ω)

của hàm trên Ck,α (Ω) là giá compact trong Ω.

Các không gian Ck,α (Ω) ở trên là không gian địa phương.

Cho ρ là một hàm không âm trong C∞ (Rn), triệt tiêu bên ngoài hình cầu

B1 (0) và thỏa mãn
∫
ρdx = 1. Một hàm như vậy thường được gọi là một

nhân trung bình hóa. Một ví dụ điển hình là hàm ρ được đưa ra bởi:

ρ (x) =

{
c exp

(
1

|x|2−1

)
với |x| ≤ 1

0 với |x| ≥ 1

trong đó c được chọn để
∫
ρdx = 1 và có đồ thị là hình quả chuông quen

thuộc. Với u ∈ L1
loc (Ω) và h > 0, chuẩn của u biểu thị bởi uh, sau đó được

xác định bởi tích chập

uh (x) = h−n
∫
Ω

ρ

(
x− y
h

)
u (y) dy

với điều kiện là h < dist (x, ∂Ω). Rõ ràng là uh thuộc C∞ (Ω′) với mỗi

Ω′ ⊂⊂ Ω với điều kiện là h < dist (Ω′, ∂Ω). Hơn nữa, nếu u thuộc L1 (Ω),

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên                   http://www.lrc-tnu.edu.vn



12

Ω bị chặn thì uh nằm trong C∞0 (Rn) với h > 0 tùy ý. Khi h tiến đến 0

hàm y 7→ h−nρ (x− y/h) tiến đến hàm suy rộng delta Dirac tại điểm x.

Bổ đề 1.9. Cho u ∈ C0 (Ω). Khi đó, uh hội tụ đến u trên bất kì miền

Ω′ ⊂⊂ Ω.

Bổ đề 1.10. Cho u ∈ Lp (Ω), p < ∞. Khi đó uh hội tụ đến u trong ý

nghĩa của Lp (Ω).

*Đạo hàm yếu.

Cho u khả tích địa phương trong Ω và đa chỉ số α bất kì. Khi đó một hàm

v khả tích địa phương gọi là đạo hàm yếu bậc α của u nếu thỏa mãn∫
Ω

ϕvdx = (−1)|α|
∫
Ω

uDαϕdx với mọi ϕ ∈ C |α|0 (Ω).

Ta kí hiệu v = Dαu và chú ý rằng Dαu là xác định duy nhất chính xác

đến một tập có độ đo không. Những liên hệ theo từng điểm liên quan đến

đạo hàm yếu sẽ được hiểu là thỏa mãn hầu khắp nơi. Chúng ta gọi một

hàm là khả vi yếu nếu tất cả các đạo hàm yếu bậc nhất của nó tồn tại

và với khả vi yếu bậc k, nếu tất cả các đạo hàm yếu bậc nhỏ hơn hoặc

bằng k tồn tại. Ta kí hiệu không gian tuyến tính các hàm khả vi yếu bậc

k là W k (Ω). Rõ ràng Ck (Ω) ⊂ Wk (Ω). Khái niệm đạo hàm yếu là một

mở rộng của khái niệm cổ điển mà phép lấy tích phân từng phần vẫn còn

đúng.

Bổ đề 1.11. Cho u ∈ L1 (Ω), α là một đa chỉ số, và giả sử rằng tồn tại

Dαu. Khi đó nếu d (x, ∂Ω) > h, ta có

Dαuh (x) = (Dαu)h (x) .

Định lý 1.12. Cho u và v khả tích địa phương trong Ω. Khi đó v = Dαu

nếu và chỉ nếu tồn tại một dãy hàm {um} của C∞ (Ω) hội tụ đến u trong

L1 (Ω) mà đạo hàm Dαum hội tụ đến v trong L1 (Ω).

b. Không gian Wk,p (Ω) .

Không gian Wk,p (Ω) được định nghĩa:
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Với k ∈ N; 1 ≤ p < +∞, đặt

Wk,p (Ω) =
{
u (x) ∈ W k (Ω) ;Dαu ∈ Lp (Ω)∀α : |α| ≤ k

}
. (1.12)

Trong đó α = (α1, α2, ..., αn) ;

αj ∈ N; |α| = α1 + α2 + ...+ αn

Dαu = Dα1
x1
Dα2
x2
....Dαn

xn
;Dxj =

∂

∂xj
.

Khi đó chuẩn của u ∈ W k,p (Ω) được định nghĩa bởi

‖u‖k,p;Ω = ‖u‖Wk,p(Ω) =

∫
Ω

∑
|α|≤k

|Dαu|pdx

1/p

. (1.13)

Một chuẩn tương đương là:

‖u‖pWk,p(Ω) =
∑
|α|≤k

‖Dαu‖pLp(Ω). (1.14)

Nhận xét: Nếu k1 < k2 thì Wk2,p ⊂Wk1,p.

1.2.2 Ví dụ.

Ví dụ 1:

Cho k=0. Khi đó, ta có:

W0,p (Ω) = Lp (Ω) .

Ví dụ 2:

Cho k=1. Khi đó, ta có:

W1,p (Ω) =
{
u (x) ;u (x) ∈ Lp (Ω) ;Dxju ∈ Lp (Ω)∀j

}
và

‖u‖pW 1,p(Ω) = ‖u (x)‖pLp(Ω) +
n∑
j=1

∥∥Dxju
∥∥p
Lp(Ω)

.
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Ví dụ 3:

Cho k=2. Khi đó, ta có:

W2,p (Ω) =
{
u (x) ;u (x) , Dxju,Dxjxku ∈ Lp (Ω)

}
và

‖u‖pW 2,p(Ω) = ‖u (x)‖pLp(Ω) +
n∑
j=1

∥∥Dxju
∥∥p
Lp(Ω)

+
n∑

j,k=1

∥∥Dxjxku
∥∥p
Lp(Ω)

.

1.2.3 Không gian Wk,p
0 (Ω) .

Không gian Banach Wk,p
0 (Ω) phát sinh do việc lấy bao đóng của Ck

0 (Ω)

trong Wk,p (Ω). Wk,p (Ω) ,Wk,p
0 (Ω) không trùng nhau đối với miền Ω bị

chặn.

Đặc biệt, p = 2, Wk,2 (Ω) ,Wk,2
0 (Ω) (đôi khi kí hiệu là Hk (Ω) , Hk

0 (Ω)) là

các không gian Hilbert với tích vô hướng:

(u, v)k =

∫
Ω

∑
|α|≤k

Dα
uD

α
v dx (1.15)

Các tính chất giải tích hàm của Wk,p (Ω) ,Wk,p
0 được suy ra khi xem xét

phép nhúng tự nhiên các không gian này vào trong tích của Nk bản sao

của Lp (Ω), trong đó, Nk là số các chỉ số α thỏa mãn |α| ≤ k. Dùng sự

kiện tích hữu hạn và các không gian con đóng của không gian Banach tách

được (phản xạ) là các không gian Banach tách được (phản xạ) ta suy ra

không gian Wk,p (Ω) ,Wk,p
0 (Ω) là tách được với 1 ≤ p <∞ (phản xạ nếu

1 < p <∞).

a. Không gian C∞0 (Ω) .

C∞0 (Ω) = {u (x) ∈ C∞ (Ω) , u (x) = 0
trong lân cận của biên ∂Ω}. (1.16)

b. Không gian Wk,p
0 (Ω) .

Wk,p
0 (Ω) là không gian sinh bởi bao đóng của Ck

0 (Ω) trong Wk,p (Ω).
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Kí hiệu: Wk,p
0 (Ω) = Ck

0 (Ω).

Khi đó

Wk,p
0 (Ω) =

{
u (x) ;u (x) ∈Wk,p (Ω) , Dαu|∂Ω = 0, |α| ≤ k − 1

}
. (1.17)

Trường hợp khi p = +∞, không gian Sobolev và Lipchitz có mối quan hệ

với nhau, cụ thể là:

Wk,∞
loc (Ω) = Ck−1,1 (Ω) với Ω tùy ý

Wk,∞ (Ω) = Ck−1,1
(
Ω
)

với Ω đủ trơn

Bất đẳng thức Poincare: Giả sử Ω là miền bị chặn và p ≥ 1. Khi đó,

tồn tại số c > 0 sao cho:

‖u‖Lp(Ω) ≤ c.
n∑
j=1

‖Dju‖Lp(Ω) ∀u ∈ C∞0 (Ω) (1.18)

Chứng minh: Bởi vì:

Lp (Ω) = C∞0 (Ω)

nên chỉ cần chứng minh (1.16) cho u ∈ C∞0 (Ω). Bao Ω bởi hình hộp chữ

nhật D và xem u (x) ≡ 0 ngoài Ω.

Giả sử D = {x = (x1, ..., xn) : aj ≤ xj ≤ bj, j = 1, 2, ..., n}.
Vì u(x1, ..., xn−1, an) = 0 nên theo công thức Newton - Leibniz cho ta:

u (x1, x2, ..., xn) =

xn∫
an

Dnu (x1, ..., t) dt
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Đặt x′ = (x1, .., xn−1) suy ra:

|u (x′, xn)| ≤
xn∫
an

1. |Dnu (x′, t)| dt

⇒ |u (x′, xn)|p ≤

 xn∫
an

1. |Dnu (x′, t)| dt

p

≤


 xn∫
an

|Dnu (x′, t)|pdt

1/p xn∫
an

1qdt

1/q

p

= |xn − an|p/q
xn∫
an

|Dnu (x′, t)|pdt

≤ (bn − an)p/q
bn∫

an

|Dnu (x′, t)|pdt

(1.19)
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Tích phân hai vế (1.18) trên D ta có:

∫
D

|u (x′, xn)|pdx ≤
∫
D

(bn − an)p/q
bn∫

an

|Dnu (x′, t)|pdt

 dx

=

∫
D′

 bn∫
an

(bn − an)p/q
bn∫

an

|Dnu (x′.t)|pdt

 dx′

= (bn − an)p/q+1
∫
D′

 bn∫
an

|Dnu (x′, t)|pdt

 dx′
= (bn − an)p/q+1

∫
D

|Dnu (x′, t)|pdx

= (bn − an)p/q+1
∫
D

|Dnu (x)|pdx

⇒ ‖u‖Lp(D) ≤ (bn − an) |Dnu|Lp(D)

≤ (bn − an)
n∑
j=1
‖Dju‖Lp(D)

(1.20)

Với mọi hàm u ∈ C∞0 (Ω) ta có |u|Ll(D) = |u|Lp(Ω) nên từ (1.20) ta suy ra

(1.18).

Hai chuẩn tương đương trong W 1,p
0 (Ω):

‖u‖pWk,p(Ω) =
∑
|α|≤k

‖Dαu‖pLp(Ω) (1.21)

‖|u|‖Wk,p(Ω) =
∑
|α|≤k

‖Dαu‖Lp(Ω) (1.22)

Hai chuẩn trên là tương đương tức là ∃c1, c2 ∈ R∗+ sao cho:

c1 ‖u‖ ≤ ‖|u|‖ ≤ c2 ‖u‖ (1.23)
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Chứng minh: Đặt N = card {α : |α| ≤ k}, aα = ‖Dαu‖Lp(Ω) ≥ 0, ta sẽ

chứng minh rằng (1.23) được thỏa mãn với c1 = 1, c2 = N (p−1)/p.

Thực vậy, trước hết ta chứng minh bất đẳng thức:

∑
|α|≤k

apα ≤

∑
|α|≤k

aα

p

(1.24)

(1.24) rõ ràng đúng nếu aα = 0 ∀α. Nếu trái lại thì vế phải (1.24) dương

và (1.24) tương đương với:

∑
|α|≤k

 aα∑
|α|≤k

aα


p

≤ 1.

Rõ ràng 0 ≤ aα∑
|α|≤k

aα
≤ 1 ∀α.

Suy ra hàm

 aα∑
|α|≤k

aα


p

không tăng theo p ∀α.

Suy ra hàm f (p) =
∑
|α|≤k

 aα∑
|α|≤k

aα


p

là không tăng theo p.

Ta có với p = 1 thì f (1) =
∑
|α|≤k

 aα∑
|α|≤k

aα

 = 1.

Vậy với p > 1 ta có:f (p) ≤ 1, vậy:

f (p) =
∑
|α|≤k

 aα∑
|α|≤k

aα


p

≤ 1 (∀p > 1)

và (1.24) được chứng minh. Như vậy, bất đẳng thức bên trái của (1.23)

đúng với mọi p ≥ 1 và c1 = 1.
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Tiếp theo ta chứng minh bất đẳng thức:

∑
|α|≤k

aα ≤ N (p−1)/p

∑
|α|≤k

apα

1/p

(1.25)

Áp dụng bất đẳng thức Holder ta có:

∑
|α|≤k

aα =
∑
|α|≤k

aα.1 ≤ (N)1/q.

∑
|α|≤k

apα

1/p

trong đó
1

q
= 1− 1

p
=
p− 1

p
. Vậy (1.25) được chứng minh.

Như vậy (1.23) đúng với c1 = 1, c2 = N (p−1)/p. Nói cách khác:∑
|α|≤k

apα

1/p

= ‖u‖ ≤ ‖|u|‖ =
∑
|α|≤k

aα ≤ N (p−1)/p

∑
|α|≤k

apα

1/p

Do đó các chuẩn ‖.‖ và ‖|.|‖ trên W k,p (Ω) là tương đương.

Từ đó ta có hệ quả: Hai chuẩn sau là tương đương trên W 1,p
0 (Ω):

‖u‖ = ‖u‖Lp(Ω) +
n∑
j=1
‖Dju‖Lp(Ω)

‖|u|‖ =
n∑
j=1
‖|Dju|‖Lp(Ω)

trong đó Dju = Dxju

Chứng minh: Gọi c là hằng số trong bất đẳng thức Poicare ta có:

‖|u|‖ ≤ ‖u‖ ≤ (c+ 1) ‖|u|‖

Suy ra điều phải chứng minh.
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1.3 Định lý nhúng

Định lý 1.13.

W1,p
0 (Ω) ⊂

{
Lnp/(n−p) (Ω) với p < n
C0
(
Ω
)

với p > n

Hơn nữa, tồn tại một hằng số c = c (n, p) sao cho với mọi u ∈ W1,p
0 (Ω)

thì:

‖u‖np/(n−p) ≤ c‖Du‖p với p < n (1.26)

sup |u| ≤ c|Ω|
1/n−1/p‖Du‖p với p > n

Chứng minh: Chúng ta thiết lập đánh giá (1.26) cho các hàm C1
0 (Ω)

Trường hợp : p = 1

Rõ ràng với u bất kì thuộc C1
0 (Ω) và i bất kì: 1 ≤ i ≤ n thì

|u (x)| ≤
xi∫

−∞

|Diu|dxi.

Do đó:

|u (x)|
n/n−1 ≤

 n∏
i=1

+∞∫
−∞

|Diu|dxi

1/n−1

. (1.27)

Bất đẳng thức (1.27) bây giờ được lấy tích phân liên tục với mỗi biến

xi; i = 1, ..., n

Sau đó áp dụng bất đẳng thức Holder tổng quát: Cho m = p1 = ... =

pm = n− 1. Cho mỗi tích phân, ta có:
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‖u‖n/n−1
≤
(

n∏
i=1

∫
Ω

|Diu|dx
)1/n

≤ 1

n

∫
Ω

n∑
i=1

|Diu|dx

≤ 1√
n
‖Diu‖1

(1.28)

Do đó, bất đẳng thức (1.26) được thiết lập cho trường hợp p = 1

Các trường hợp còn lại có thể nhận được bằng cách thay thế u bằng lũy

thừa của |u| . Theo cách này chúng ta nhận được :

Với γ > 1 :

‖u‖n/n−1
≤ γ√

n

∫
Ω

|u|γ−1. |Du| dx

≤ γ√
n

∥∥∥|u|γ−1
∥∥∥
p
.‖Du‖p

do bất đẳng thức Holder.

Bây giờ với p < n, ta có thể chọn γ thỏa mãn:

γn

n− 1
=

(γ − 1) p

p− 1
tức là γ =

(n− 1) p

n− p
.

Và do vậy, ta được:

‖u‖np/(n−p) ≤
γ√
n
‖Du‖p

như cần tìm.

Trường hợp: p > n

Với p > n ta viết:

ũ =

√
n |u|
‖Du‖p
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và với |Ω| = 1. Ta có:

‖ũγ‖n′ ≤ γ
∥∥ũγ−1

∥∥
p′
, n′ =

n

n− 1
, p′ =

p

p− 1
,

Do đó

‖ũ‖γn′ ≤ γ1/γ ‖ũ‖1−1/γ
p′(γ−1)

≤ γ1/γ ‖ũ‖1−1/γ
γp′ vì |Ω| = 1

Cho phép thay thế γ bằng trị số δν, ν = 1, 2, ... mà δ =
n′

p′
> 1

Do đó chúng ta có được:

‖ũ‖n′δν ≤ δνδ
−ν ‖ũ‖1−δ−ν

n′δν−1 , ν = 1, 2, ...

Lặp lại ν = 1 và dùng (1.28) ta nhận được ν bất kì:

‖ũ‖δν ≤ δ
∑
νδ−ν ≡ χ.

Do vậy, nếu ν →∞ ta được:

sup
Ω
ũ ≤ χ

và do đó

sup
Ω
|u| ≤ χ√

n
‖Du‖p.

Để bỏ hạn chế |Ω| = 1, ta xét phép biến đổi yi = |Ω|1/nxi.

Ta có:

sup
Ω
|u| ≤ χ√

n
|Ω|1/n−1/p‖Du‖p

như cần tìm.

Để mở rộng đánh giả (1.26) cho u tùy ý thuộc W1,p
0 (Ω), ta giả sử {um} là

một dãy các hàm của C1
0 (Ω) tiến đến u trong W1,p (Ω). Áp dụng đánh giá

(1.15) cho hiệu um1
− um2

, ta thấy rằng dãy {um} sẽ là dãy Cauchy trong

Lnp/(n−p) (Ω) với p < n và trong C0
(
Ω
)
với p > n. Do vậy, hàm giới hạn
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u sẽ nằm trong không gian muốn có và thỏa mãn (1.26).

Chú ý: Hằng số tốt nhất thỏa mãn (1.26) cho trường hợp p < n là:

C = − 1

n
√
π

(
n!Γ (n/2)

2Γ (n/p) Γ (n+ 1− n/p)

)1/n

γ1−1/p, γ =
n (p− 1)

n− p
.

Khi p=1, hằng số trên trở thành hằng số đẳng chu nổi tiếng n−1(ωn)
−1/n.

Một không gian Banach B1 được gọi là nhúng liên tục trong không gian

Banach B2 (kí hiệu: B1 → B2) nếu tồn tại một ánh xạ bị chặn liên tục 1÷1

: B1 → B2. Định lý 1.13 có thể được biểu diễn là W1,p
0 (Ω)→ Lnp/(n−p) (Ω)

nếu p < n, → C0
(
Ω
)
nếu p > n. Bằng cách lặp lại kết quả của Định lý

1.13 k lần chúng ta đạt được mở rộng của không gian W1,p
0 (Ω).

Hệ quả 1.14.

Wk,p
0 (Ω)

↗Lnp/(n−kp)(Ω) với kp<n

↘
Cm(Ω) với 0≤m<k−np

Trường hợp thứ hai là hệ quả của trường hợp thứ nhất cùng với trường hợp

p > n trong Định lý 1.13.

Các đánh giá (1.26) và mở rộng của chúng đối với không gian Wk,p
0 (Ω) chỉ

ra rằng một chuẩn trên Wk,p
0 (Ω) tương đương với (1.11) có thể được xác

định bởi:

‖u‖Wk,p
0 (Ω) =

∫
Ω

∑
|α|=k

|Dαu|pdx

1/p

(1.29)

Nói chung, Wk,p
0 (Ω) không thể thay thế bởi Wk,p (Ω)trong Hệ quả 1.14.

Tuy nhiên, thay thế này có thể thực hiện cho một lớp lớn các miền Ω bao

gồm, chẳng hạn các miền với biên liên tục Lipchitz.

Tổng quát hơn, nếu Ω thỏa mãn điều kiện phần trong hình nón đều (có

nghĩa là tồn tại một hình nón cố định KΩ sao cho ∀x ∈ Ω là đỉnh của hình

nón KΩ (x) ⊂ Ω và giống như KΩ ), và có một phép nhúng:

Wk,p (Ω)
↗Lnp/(n−kp)(Ω) với kp<n

↘
CmB (Ω) với 0≤m<k−np

(1.30)
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trong đó: Cm
B (Ω) =

{
u ∈ Cm (Ω)

∣∣Dαu ∈ L∞ (Ω) với |α| ≤ m
}
.

1.4 Đánh giá thế vị và các định lý nhúng

Các kết quả nhúng của phần trước có thể thu được bằng cách khác và

hoàn thiện thông qua việc sử dụng đánh giá thế vị nào đó. Cho µ ∈ (0; 1]

và định nghĩa toán tử Vµ trên L1 (Ω) bằng thế vị Riesz.

(Vµf) (x) =

∫
Ω

|x− y|n(µ−1)f (y) dy. (1.31)

Toán tử Vµ được xác định tốt và ánh xạ L1 (Ω) vào chính nó sẽ xuất hiện

như một hệ quả phụ của bổ đề tiếp theo. Đầu tiên, ta nhận thấy bằng

cách đặt f ≡ 1 trong (1.31),

Vµ1 ≤ µ−1ω1−µ
n |Ω|µ. (1.32)

Chọn R > 0 để |Ω| = |BR (x)| = ωnR
n. Khi đó:

∫
Ω

|x− y|n(µ−1)dy ≤
∫

BR(x)

|x− y|n(µ−1)dy

= µ−1ωnR
nµ

= µ−1ω1−µ
n |Ωµ| .

Bổ đề 1.15. Toán tử Vµ, ánh xạ liên tục Lp (Ω) vào Lq (Ω) với q bất kì,

1 ≤ q ≤ ∞ thỏa mãn:

0 ≤ δ = δ (p, q) = p−1 − q−1 < µ. (1.33)

Hơn nữa, với mọi f ∈ Lp (Ω),

‖Vµf‖q ≤
(

1− δ
µ− δ

)1−δ
ω1−µ
n |Ω|µ−δ‖f‖p. (1.34)

Chứng minh: Chọn r ≥ 1 sao cho:

r−1 = 1 + q−1 − p−1 = 1− δ.
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Khi đó h (x− y) = |x− y|n(µ−1) ∈ Lp (Ω), và từ (1.32) ta thu được

‖h‖r ≤
(

1− δ
µ− δ

)1−δ
ω1−µ
n |Ω|µ−δ.

Đánh giá (1.34) có thể thu được bằng cách phỏng theo chứng minh thông

thường của bất đẳng thức Young với phép nhân chập trong Rn. Viết:

h |f | = hr/qhr(1−1/p)|f |p/q|f |pδ.

Ta có thể đánh giá bằng bất đẳng thức Holder

|Vµf (x)| ≤{∫
Ω

hr (x− y) |f (y)|pdy
}1/q{∫

Ω

hr (x− y) dy

}1−1/p{∫
Ω

|f (y)|pdy
}δ
,

do đó
‖Vµf‖q ≤ sup

Ω
{
∫
hr (x− y) dy}1/r‖f‖p

≤
(

1− δ
µ− δ

)1−δ
ω1−µ
n |Ω|µ−δ‖f‖p

Bổ đề 1.16. Cho f ∈ Lp (Ω) và g = V1/pf . Khi đó tồn tại các hằng số c1

và c2 chỉ phụ thuộc vào n và p sao cho:∫
Ω

exp

[
g

c1‖f‖p

]p′
dx ≤ c2 |Ω| , p′ = p/(p− 1) . (1.35)

Chứng minh: Từ Bổ đề 1.15, ta nhận được với mọi q ≥ p

‖g‖q ≤ q1−1/p+1/qω1−1/p
n |Ω|1/q‖f‖p,

do đó ∫
Ω

|g|qdx ≤ q1+q/p′ωq/p
′

n |Ω| ‖f‖qp

và hơn nữa với q ≥ p− 1∫
Ω

|g|p
′qdx ≤ p′q

(
ωnp

′q ‖f‖p
′

p

)q
|Ω| .
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Do đó∫
Ω

N∑
N0

1

k!

(
|g|

c1‖f‖p

)p′k

dx ≤ p′ |Ω|
∑(

p′ωn

cp
′

1

)k
kk

(k − 1)!
, N0 = [p]

Chuỗi ở vế phải hội tụ với điều kiện cp
′

1 > eωnp
′, từ Định lý hội tụ đơn

điệu ta có đánh giá (1.35).

Các bổ đề tiếp theo nhằm làm rõ mối liên hệ giữa đạo hàm yếu và các thế

vị ở trên.

Bổ đề 1.17. Cho u ∈W1,1
0 (Ω). Khi đó:

u (x) =
1

nωn

∫
Ω

(xi − yi)Diu (y)

|x− y|n
dy (1.36)

Chứng minh: Giả sử rằng u ∈ C1
0 (Ω) và mở rộng u bằng cách cho u = 0

bên ngoài Ω. Khi đó với vectơ ω bất kì có |ω| = 1,

u (x) = −
∞∫

0

Dru (x+ rω) dr.

Tích phân đối với ω, ta có được:

u (x) = − 1

nωn

∞∫
0

∫
|ω|=1

Dru (x+ rω) drdω

=
1

nωn

∫
Ω

(xi − yi)Diu (y)

|x− y|n
dy

và (1.36) có được từ Bổ đề 1.15 và sự kiện rằng C1
0 (Ω) là trù mật trong

W1,1
0 (Ω). Ngoài ra, ta còn có được với u ∈W1,1

0 (Ω)

|u| ≤ 1

nωn
V1/n |Du| . (1.37)

Kết hợp Bổ đề 1.15 và bất đẳng thức (1.37) chúng ta có ngay phép nhúng

W1,p
0 (Ω)→ Lp (Ω) với p−1 − q−1 < n−1, điều này gần như đã là kết luận
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của Định lý 1.13. Trên thực tế, phiên bản yếu hơn sẽ phù hợp cho mục

đích của phần này. Khi kết hợp Bổ đề 1.16 với (1.37) ta có được một kết

quả chính xác hơn của trường hợp p = n được thể hiện trong định lý sau

đây:

Định lý 1.18. Cho u ∈ W1,n
0 (Ω). Khi đó tồn tại các hằng số c1, c2 chỉ

phụ thuộc vào n, sao cho:∫
Ω

exp

(
|u|

c1‖Du‖n

)n/(n−1)

dx ≤ c2 |Ω| (1.38)

Chú ý: Đánh giá (1.37) dễ dàng tổng quát cho các đạo hàm yếu bậc cao

hơn. Ta có: cho u ∈Wk,1
0 (Ω),

|u| ≤ 1

(k − 1)!nωn
Vk/n

∣∣Dku
∣∣ , (1.39)

và dùng Bổ đề 1.16 ta có được một mở rộng của Định lý 1.18. Cụ thể là, tồn

tại các hằng số c1, c2 chỉ phụ thuộc vào n và k, sao cho nếu u ∈Wk,p
0 (Ω)

với n = kp, thì ∫
Ω

exp

(
|u|

c1‖Dku‖n

)p/(p−1)

dx ≤ c2 |Ω|. (1.40)

Trường hợp p > n của Định lý nhúng Sobolev có thế được chính xác hóa

thông qua bổ đề sau:

Bổ đề 1.19. Cho Ω lồi và u ∈W1,1 (Ω). Khi đó:

|u (x)− uS| ≤
dn

n |S|

∫
Ω

|x− y|1−n |Du (y)| dy, (1.41)

hầu khắp nơi trên Ω,

trong đó:

uS =
1

|S|

∫
S

udx, d = diamΩ là đường kính của miền Ω
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và S là tập con đo được bất kì của Ω.

Chứng minh: Cho u ∈ C1 (Ω), x, y ∈ Ω:

u (x)− u (y) = −
|x−y|∫
0

Dru (x+ rω) dr, ω =
y − x
|y − x|

.

Tích phân theo y trên S, ta được:

|S| (u (x)− uS) = −
∫
S

dy

|x−y|∫
0

Dru (x+ rω) dr.

Kí hiệu

V (x) =

{
|Dru (x)| , x ∈ Ω

0, x /∈ Ω

Do đó, ta có:

|u (x)− uS| ≤
1

|S|

∫
|x−y|<d

dy

∞∫
0

V (x+ rω) dr

=
1

|S|

∞∫
0

∫
|ω|=1

d∫
0

V (x+ rω) ρn−1dρdωdr

=
dn

n |S|

∞∫
0

∫
|ω|=1

V (x+ rω) dωdr

=
dn

n |S|

∫
Ω

|x− y|1−n |Dru (y)| dy.

Ta có thể chứng minh Định lý nhúng của Morrey.

Định lý 1.20. Cho u ∈ W1,p
0 (Ω), p > n, khi đó u ∈ Cγ

(
Ω
)
, trong đó

γ = 1−n/p. Hơn nữa, với hình cầu bất kì B = BR - hình cầu bán kính R,

osc
Ω∩BR

u ≤ CRγ‖Du‖p, (1.42)
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trong đó C = C (n, p), osc
ω
u = sup

x,y∈ω
|u (x)− u (y)|.

Chứng minh: Kết hợp đánh giá (1.41) và (1.34), cho S = Ω = B, q = ∞
và µ = n−1, ta có:

|u (x)− uB| ≤ C (n, p)Rγ‖Du‖p
(
hầu khắp nơi (Ω ∩B)

)
.

Từ đó suy ra kết quả vì:

|u (x)− u (y)| ≤ |u (x)− uB|+ |u (y)− uB|

≤ 2C (n, p)Rγ‖Du‖p
(
hầu khắp nơi (Ω ∩B)

)
.

Kết hợp Định lý 1.13 và Định lý 1.20, với u ∈ W1,p
0 (Ω) và p > n ta có

đánh giá:

|u|0,γ ≤ C [1 + (diamΩ)γ] ‖Du‖p. (1.43)

Hơn nữa, kết quả của các Định lý 1.13, 1.18, 1.20 có thể tóm lược theo sơ

đồ sau đây:

W1,p
0 (Ω)

↗ Lnp/(n−p) (Ω) , p < n

→ Lϕ (Ω) ,Ω = exp
(
|t|n/(n−1)

)
− 1, p = n

↘ Cλ (Ω) , λ = 1− n
p , p > n

trong đó Lϕ (Ω) là kí hiệu của không gian Orlicz với hàm ϕ xác định.

Tử Bổ đề 1.15 và 1.17 ta có : Với u ∈W1,p
0 (Ω) , 1 ≤ p <∞.

‖u‖p ≤
(

1

ωn
|Ω|
)1/n

‖Du‖p; (1.44)

Trong khi mà từ Bổ đề 1.15 và 1.19 ta có: với u ∈W1,p (Ω) và Ω lồi:

‖u− uS‖p ≤
(
ωn
|S|

)1−1/n

dn‖Du‖p, (1.45)

d = diamΩ là đường kính của miền Ω.

Định lý 1.21. Các không gian W1,p
0 (Ω) được nhúng compact

i) vào trong các không gian Lq (Ω) với mọi q < np/(n− p) nếu p < n và

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên                   http://www.lrc-tnu.edu.vn



30

ii) vào trong C0
(
Ω
)
nếu p > n.

Bổ đề 1.22.Giả sử u ∈W1,p (Ω). Khi đó ∆hu ∈ Lp (Ω′) với mọi Ω′ ⊂⊂ Ω

thỏa mãn h < dist (Ω′, ∂Ω) và ta có:∥∥∆hu
∥∥
Lp(Ω′)

≤ ‖Diu‖Lp(Ω).

Bổ đề 1.23. Cho u ∈ Lp (Ω), 1 < p < ∞ và giả sử tồn tại hằng số K

sao cho ∆hu ∈ Lp (Ω′) và
∥∥∆hu

∥∥
Lp(Ω′)

≤ K với mọi h > 0 và Ω′ ⊂⊂ Ω

thỏa mãn h < dist (Ω′, ∂Ω). Khi đó đạo hàm yếu Diu tồn tại và thỏa mãn

‖Diu‖Lp(Ω) ≤ K.
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Chương 2

NGHIỆM YẾU CỦA PHƯƠNG

TRÌNH ELLIPTIC

2.1 Khái niệm nghiệm yếu.

2.1.1 Công thức tích phân từng phần.

a. Hàm một biến.

b∫
a

f ′ (x) g (x) dx = f (x) g (x)

∣∣∣∣∣∣ ba −
b∫

a

f (x) g′ (x) dx (2.1)

b. Hàm nhiều biến.

Cho x ∈ ∂Ω; νx = (ν1, ν2, ..., νn) là vectơ pháp tuyến ngoài đơn vị. Khi đó:∫
Ω

Dxjf (x) g (x) dx =

∫
∂Ω

f (x) g (x) νj (x) dS−
∫
Ω

f (x)Dxjg (x) dx (2.2)

2.1.2 Định nghĩa.

Chương này ta xem xét các toán tử tuyến tính elliptic có phần chính dạng

bảo toàn, các hệ số với giả thiết trơn, yếu tương đối. Xét toán tử L dạng:

Lu = Di

(
aij (x)Dju+ bi (x)u

)
+ ci (x)Diu+ d (x)u (2.3)

trong đó: aij, bi, ci, d (i, j = 1, ..., n) là các hàm đo được trên một miền

Ω ⊂ Rn.
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Giả sử, hàm u là khả vi yếu, các hàm aijDju + biu, ciDiu, i = 1, ..., n là

khả tích địa phương, khi đó với nghĩa yếu hoặc suy rộng hàm u được gọi

là thỏa mãn Lu = 0 trong miền Ω nếu đẳng thức tích phân sau được thỏa

mãn:

L (u, v) =

∫
Ω

{(
aijDju+ biu

)
Div −

(
ciDiu+ du

)
v
}
dx = 0 (2.4)

với mọi hàm v ∈ C1
0 (Ω).

a. Nghiệm yếu của phương trình.

Cho f i, g, i = 1, .., n là các hàm khả tích địa phương trong Ω. Hàm u ∈
W 1,2 (Ω) được gọi là nghiệm yếu hay nghiệm suy rộng của phương trình

không thuần nhất

Lu = g +Dif
i (2.5)

trong Ω nếu đẳng thức tích phân sau được thảo mãn:

L (u, v) =

∫
Ω

(
f iDiv − gv

)
dx ∀v ∈ C1

0 (Ω). (2.6)

Nghiệm cổ điển của (2.5) cũng là nghiệm suy rộng và một nghiệm suy rộng

C2 (Ω) cũng là một nghiệm cổ điển khi hệ số của L là đủ trơn.

b. Nghiệm yếu của bài toán.

Xét bài toán Dirichlet cho phương trình (2.5), giả sử L là elliptic ngặt

trong Ω, tức là tồn tại một số dương λ sao cho:

aij (x) ξiξj ≥ λ|ξ|2, ∀x ∈ Ω, ξ ∈ Rn. (2.7)

Ta cũng giả sử L có hệ số giới nội, tức là: đối với các hằng số Λ, ν ≥
0 nào đó,∀x ∈ Ω thì:∑∣∣aij (x)

∣∣2 ≤ Λ2, λ−2
∑(∣∣bi (x)

∣∣2 +
∣∣ci (x)

∣∣2)+ λ−1 |d (x)| ≤ ν2 (2.8)

Một hàm u thuộc vào không gian Sobolev W1,2 (Ω) được gọi là nghiệm

suy rộng của bài toán Dirichlet : Lu = g+Dif
i, u = ϕ trên ∂Ω, nếu u là
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nghiệm suy rộng của phương trình (2.5), ϕ ∈W1,2 (Ω) và u−ϕ ∈W1,2
0 (Ω).

Các hàm v ∈ C1
0 (Ω) xuất hiện trong công thức (2.4) và (2.6) được gọi là

hàm thử.

Chú ý bằng điều kiện (2.8) ta có:

|L(u, v)| ≤
∫
Ω

{∣∣aijDjuDiv
∣∣+
∣∣biuDiv

∣∣+
∣∣civDiu

∣∣+ |duv|
}
dx

≤ C‖u‖W1,2(Ω)‖v‖W1,2(Ω)

(2.9)

do bất đẳng thức Schwarz.

Do đó, với u cố định thuộc W1,2 (Ω), ánh xạ: v → L (u, v) là một phiếm

hàm tuyến tính bị chặn trên W1,2
0 (Ω). Do đó tính đúng đắn của các hệ thức

(2.4) với v ∈ C1
0 (Ω) kéo theo tính đúng đắn của chúng với v ∈W1,2

0 (Ω).

2.1.3 Sự tồn tại và duy nhất của nghiệm yếu.

Giả sử: ∫
Ω

[
dv2 +

(
ci − bi

)
vDiv

]
dx ≤ 0, ∀v ∈ C1

0 (Ω) (2.10)

trong đó: bi, ci, d là giới nội. Bất đẳng thức (2.10) vẫn còn đúng với mọi

hàm v ∈W1,1
0 (Ω).

Định lý 2.1. Cho toán tử L thỏa mãn điều kiện (2.7), (2.8) và (2.10).

Với ϕ ∈W1,2 (Ω) và g, f i ∈ L2 (Ω) , i = 1, ..., n, bài toán Dirichlet, Lu =

g +Dif
i trong Ω, u = ϕ trên ∂Ω có lời giải duy nhất.

Chứng minh: Trước hết, ta quy về bài toán Dirichlet với trường hợp giá

trị biên bằng 0. Đặt w = u− ϕ, từ (2.5) ta có:

Lw = Lu− Lϕ

= g − ciDiϕ− dϕ+Di

(
f i − aijDjϕ− biϕ

)
= ĝ +Dif̂

i
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Từ các điều kiện trên L và ϕ, rõ ràng: ĝ, f̂ i ∈ L2 (Ω); i = 1, ..., n và

w ∈ W1,2
0 (Ω). Bởi vậy chỉ cần chứng minh định lý trên đúng với trường

hợp ϕ ≡ 0.

Đặt H = W1,2
0 (Ω), g =

(
g, f 1, f 2, ..., fn

)
và F (v) = −

∫
Ω

(
gv − f iDiv

)
dx

với v ∈ H. Vì:

|F (v)| ≤ ‖g‖2‖v‖W1,2(Ω)

ta có F ∈ H∗. Nếu dạng song tuyến tính L được định nghĩa bởi (2.4) là

cưỡng bức trên H cũng như giới nội , ta có thể kết luận ngay khả năng

giải được duy nhất của bài toán Dirichlet với L từ Định lý 1.3.

Liên quan đến tính cưỡng bức của L ta có bổ đề sau đây:

Bổ đề 2.2. Cho L thỏa mãn điều kiện (2.7) và (2.8), khi đó ∃ν > 0 sao

cho:

L (u, u) ≥ λ

2

∫
Ω

|Du|2dx− λν2

∫
Ω

u2dx., ∀x ∈ W 1,2
0 (Ω) . (2.11)

Chứng minh:

L (u, u) =
∫
Ω

(
aijDiuDju+

(
bi − ci

)
uDiu− du2

)
dx

≥
∫
Ω

(
λ|Du|2 − λ

2 |Du|
2 − λν2u2

)
dx (bất đẳng thức Schawarz)

=
λ

2

∫
Ω

|Du|2dx− λν2

∫
Ω

u2dx.

Với σ ∈ R chúng ta định nghĩa toán tử Lσ bởi Lσu = Lu− σu. Theo Bổ

đề 2.2 ta thấy dạng liên hợp Lσ bị cưỡng bức nếu σ là đủ lớn hoặc |Ω| là
đủ nhỏ. Tiếp theo, ta có thể định nghĩa phép nhúng I : H → H∗ bởi:

Iu (v) =

∫
Ω

uvdx, v ∈ H. (2.12)

Khi đó ta có:

Bổ đề 2.3. Ánh xạ I là compact.
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Chứng minh: Đặt : I = I1I2 trong đó: I2 : H → L2 (Ω) là phép nhúng tự

nhiên và I1 : L2 (Ω)→ H∗ cho bởi (2.12). Theo Định lý 1.21 I2 là compact

(nếu p = n = 2), vì I1 rõ ràng liên tục ta có được I là compact.

Tiếp theo, ta chọn σ0 để dạng Lσ0 là giới nội và cưỡng bức trên không gian

Hilbert H. Phương trình Lu = F với u ∈ H, F ∈ H∗ là tương đương với

phương trình:

Lσ0u+ σ0Iu = F

Bằng Định lý 1.3, L−1
σ0

là liên tục, ánh xạ 1:1 của H∗ lên H và áp dụng

L−1
σ0

cho phương trình ở trên, ta có được phương trình tương đương:

u+ σoL
−1
σ0
Iu = L−1

σ0
F (2.13)

Ánh xạ T = −σ0L
−1
σ0

là compact bởi Bổ đề 2.3 và do đó theo Định lý

1.2, sự tồn tại một hàm u ∈ H thỏa mãn phương trình (2.13) là một hệ

quả của tính duy nhất trong H của nghiệm tầm thường của phương trình

Lu = 0.

Một mô tả của dáng điệu phổ của toán tử L suy ra từ Định lý 1.4, chúng

ta định nghĩa dạng liên hợp hình thức L∗ của L bởi:

L∗u = Di

(
aijDju− ciu

)
− biDiu+ du. (2.14)

Vì L∗(u, v) = L(v, u) với u, v ∈ H = W1,2
0 (Ω), L∗ cũng là liên hợp của

L trong không gian Hilbert H. Bằng cách thay thế L bởi Lσ trong lí luận

ở trên, ta thấy rằng phương trình Lσu = F sẽ tương đương với phương

trình u + (σ0 − σ)L−1
σ0
Iu = L−1

σ0
F và liên hợp T ∗σ của ánh xạ compact

Tσ = (σ0 − σ)L−1
σ0
I được cho bởi T ∗σ = (σ0 − σ)

(
L∗σ0
)−1

I. Chúng ta có

thể áp dụng Định lý 1.4 để có được kết quả sau đây.

Định lý 2.4. Cho toán tử L thỏa mãn điều kiện (2.7) và (2.8). Khi đó

tồn tại một tập hợp rời rạc, đếm được Σ ⊂ R sao cho nếu σ /∈ Σ, bài toán

Dirichlet, Lσu, L
∗
σu = g + Dif

i, u = ϕ trên ∂Ω, là duy nhất nghiệm với

g tùy ý, f i ∈ L2 (Ω) và ϕ ∈W1,2 (Ω). Nếu σ ∈ Σ, khi đó không gian con
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các nghiệm của bài toán thuần nhất, Lσu, L
∗
σu = 0, u = 0 trên ∂Ω có số

chiều là dương và hữu hạn và bài toán L∗σu = g +Dif
i, u = ϕ trên ∂Ω là

giải được nếu và chỉ nếu:∫
Ω

{(
g − ciDiϕ− dϕ+ σϕ

)
v −

(
f i − aijDjϕ− biϕ

)
Div

}
dx = 0(2.15)

với mọi v thỏa mãn L∗σv = 0, v = 0 trên ∂Ω. Hơn nữa, điều kiện (2.10)

được thỏa mãn, Σ ⊂ (−∞, 0).

Toán tử Gσ : H∗ → H cho bởi Gσ = L−1
σ với σ /∈ Σ gọi là toán tử Green

của bài toán Dirichlet với Lσ. Theo Định lý 1.2, Gσ là một toán tử tuyến

tính giới nội trên H∗. Do đó, ta có đánh giá tiên nghiệm sau.

Hệ quả 2.5. Cho u ∈W1,2 (Ω) thỏa mãn Lσu = g+Dif
i, u = ϕ trên ∂Ω

với σ /∈ Σ. Khi đó chỉ tồn tại một hằng số C chỉ phụ thuộc L, σ và Ω :

‖u‖W1,2(Ω) ≤ C
(
‖g‖2 + ‖ϕ‖W1,2(Ω)

)
. (2.16)

Từ Định lý 2.4 suy ra Định lý 2.1 còn hiệu lực nếu ta thay thế bi bằng

−ci trong điều kiện (2.10).

2.2 Độ trơn của nghiệm yếu.

2.2.1 Độ trơn bên trong miền.

Định lý 2.6. Cho u ∈ W1,2 (Ω) là nghiệm yếu của phương trình Lu = f

trong Ω, L là elliptic ngặt trong Ω, các hệ số aij, bi, i, j = 1, ..., n là liên

tục Lipchitz đều trong Ω, các hệ số ci, d, i = 1, ..., n hầu bị chặn trong Ω và

hàm f ∈ L2 (Ω). Khi đó, với miền con bất kì Ω′ ⊂⊂ Ω, ta có u ∈W2,2 (Ω′)

và

‖u‖W2,2(Ω′) ≤ C
(
‖u‖W1,2(Ω) + ‖f‖L2(Ω)

)
(2.17)

với C = C (n, λ,K, d′), λ xác định bởi (2.7),

K = max
{∥∥aij, bi

∥∥
C0,1(Ω),

∥∥ci, d∥∥
L∞(Ω)

}
, và d′ = dist (Ω′, ∂Ω) .
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Hơn nữa, u thỏa mãn phương trình

Lu = aijDiju+
(
Dja

ji + bi + ci
)
Diu+

(
Dib

i + d
)
u = f (2.18)

hầu khắp nơi trong Ω.

Chứng minh: Từ đồng nhất thức tích phân (2.6), ta có:∫
Ω

aijDjuDivdx =

∫
Ω

gvdx, ∀v ∈ C1
0 (Ω) , (2.19)

trong đó g ∈ L2 (Ω) xác định bởi:

g =
(
bi + ci

)
Diu+

(
Dib

i + d
)
u− f. (2.20)

Với |2h| ≤ dist (sup v, ∂Ω), ta thay v bởi tỉ sai phân ∆−hv = ∆−hk v với k

nào đó thỏa 1 ≤ k ≤ n. Ta được:∫
Ω

∆h
(
aijDju

)
Divdx = −

∫
Ω

aijDjuDi∆
−hvdx

= −
∫
Ω

g∆−hvdx.

Vì

∆h
(
aijDju

)
(x) = aij (x+ hek) ∆hDju (x) + ∆haij (x)Dju (x)

ta có: ∫
Ω

aij (x+ hek) ∆huDivdx = −
∫
Ω

(
g.Dv + g∆−hv

)
dx

trong đó g =
(
g1, ..., gn

)
và gi = ∆haijDju. Dùng (2.20) và Bổ đề 1.22,

chúng ta có đánh giá:∫
Ω

aij (x+ hek)Dj∆
huDivdx ≤ (‖g‖2 + ‖g‖2) ‖Dv‖2

≤
(
C (n)K‖u‖W1,2(Ω) + ‖f‖2

)
‖Dv‖2.
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Tiếp theo lấy η ∈ C1
0 (Ω) thỏa mãn 0 ≤ η ≤ 1 và đặt v = η2∆hu. Dùng

(2.7) và Bất đẳng thức Schawarz, ta có:

λ
∫
Ω

∣∣ηD∆hu
∣∣2dx ≤ ∫

Ω

η2aij (x+ hek) ∆hDiu∆hDjudx

=
∫
Ω

aij (x+ hek)Dj∆
hu
(
Div − 2∆huηDiη

)
dx

≤
(
C (n)K‖u‖W1,2(Ω) + ‖f‖2

) (∥∥ηD∆hu
∥∥

2
+ 2
∥∥∆huDη

∥∥
2

)
+C (n)K

∥∥ηD∆hu
∥∥

2

∥∥∆huDη
∥∥

2
.

Với sự trợ giúp của Bất đẳng thức Young (1.6), ta có:∥∥η∆hDu
∥∥ ≤ C

(
‖u‖W1,2(Ω) + ‖f‖2 +

∥∥∆huDη
∥∥

2

)
≤ C

(
1 + sup |Dη|

Ω

)(
‖u‖W1,2(Ω) + ‖f‖2

)
theo Bổ đề 1.22, với C = C (n, λ,K). Hàm η có thể lựa chọn như một hàm

chặt sao cho η = 1 trên Ω′ ⊂⊂ Ω và |Dη| ≤ 2/d′, trong đó d′ = dist (∂Ω,Ω′).

Theo Bổ đề 1.23 chúng ta cóDu ∈ W1,2 (Ω′) với Ω′ ⊂⊂ Ω bất kì, do vậy

u ∈ W 2 (Ω) và có đánh giá (2.17). Cuối cùng, chúng ta có Lu ∈ L2
loc (Ω)

và đồng nhất thức tích phân (2.6) kéo theo Lu = f hầu khắp nơi trong Ω.

Chú ý rằng ( xem bài toán (2.4)) trong đánh giá (2.17), số ‖u‖W1,2(Ω) được

thay thế bằng ‖u‖L2(Ω).

Kết quả tồn tại tổng quát sau cho bài toán Dirichlet đối với phương trình

elliptic dạng:

Lu ≡ aij (x)Diju+ bi (x)Diu+ c (x)u = f (2.21)

có thể rút ra kết từ Định lý 2.1 và 2.6.

Định lý 2.7. Cho toán tử L là elliptic ngặt trong Ω và có các hệ số

aij ∈ C0,1 (
Ω
)
, bi, c ∈ L∞ (Ω) , c ≤ 0. Khi đó với f tùy ý thuộc vào L2 (Ω)

và ϕ ∈W1,2 (Ω), tồn tại duy nhất một hàm u ∈W1,2 (Ω) ∩W2,2
loc (Ω) thỏa
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mãn Lu = f trong Ω và u− ϕ ∈W1,2
0 (Ω).

Định lý 2.7 vẫn còn đúng với ∂Ω đủ trơn với ϕ ∈ W 2,2 (Ω) nếu ta chỉ giả

thiết rằng hệ số chính aij nằm trong C
0 (

Ω
)
. Tuy nhiên, kết quả duy nhất

không còn đúng nếu giả thiết tiếp tục bị yếu đi để cho aij ∈ L∞ (Ω) không

liên tục, như được thấy rõ trong phương trình:

∆u+ b
xixj

|x|2
Diju = 0, b = −1 +

n− 1

1− λ
, 0 < λ < 1. (2.22)

Nếu n > 2(2 − λ) > 2 phương trình trên có hai nghiệm u1(x) = 1,

u2 (x) = |x|λ ∈W2,2 (B) và phù hợp trên ∂B, trong đó B là hình cầu đơn

vị, B1(0).

Hơn nữa, tính khả vi của nghiệm yếu có thể dễ dàng suy ra từ chứng minh

của Định lý 2.6. Giả sử rằng ta làm mạnh tính trơn trên các hệ số bằng

cách giả sử aij, bi ∈ C1,1 (
Ω
)
, ci, d ∈ C0,1 (

Ω
)
cùng với f ∈ W1,2 (Ω). Khi

đó, thay thế v bởi Dkv với 1 ≤ k ≤ n, trong đồng nhất thức (2.19), ta có

(sau khi tính tích phân từng phần):∫
Ω

aijDjkuDivdx =

∫
Ω

Dkĝvdx ∀v ∈ C1
0 (Ω) , (2.23)

và vì u ∈W2,2
loc (Ω), ta có Dkĝ ∈ L2

loc (Ω). Hơn nữa, Dku ∈W2
loc (Ω). Bằng

phép quy nạp đơn giản, ta có thể kết luận mở rộng sau của Định lý 2.6.

Định lý 2.8. Cho u ∈ W 1,2(Ω) là một nghiệm yếu của phương trình

Lu = f trong Ω mà L là elliptic ngặt trong Ω, các hệ số aij, bi ∈ Ck,1 (
Ω
)
,

các hệ số ci, d ∈ Ck−1,1 (
Ω
)
và hàm f ∈Wk,2 (Ω) , k ≥ 1. Khi đó với miền

con bất kì Ω′ ⊂⊂ Ω, chúng ta có u ∈Wk+2,2 (Ω′) và

‖u‖Wk+2,2(Ω′) ≤ C
(
‖u‖W1,2(Ω) + ‖f‖Wk,2(Ω)

)
(2.24)

với C = C(n, λ,K, d′, k), K = max
{∥∥aij, bi

∥∥
C
k,1(Ω),

∥∥ci, d∥∥
C
k−1,1(Ω)

}
.

Bằng Định lý nhúng Sobolev, Hệ quả 1.9, chúng ta có được Định lý 2.8.
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Hệ quả 2.9. Cho u ∈ W1,2 (Ω) là một nghiệm yếu của phương trình el-

liptic ngặt Lu = f ∈ Ω và giả sử các hàm aij, bi, ci, d, f là trong C∞ (Ω).

Khi đó, u ∈ C∞ (Ω).

2.2.2 Độ trơn trên toàn miền.

Dưới điều kiện tính trơn thích hợp ở trên biên ∂Ω kết quả tính đều ở phần

trong trước đây có thể mở rộng ra cho tất cả Ω, đầu tiên chúng ta suy ra

sự tương tự toàn cục của Định lý 2.6.

Định lý 2.10. Giả sử thêm vào giả thiết của Định lý 2.6 là ∂Ω thuộc lớp

C2 và tồn tại một hàm ϕ ∈ W2,2 (Ω) sao cho u − ϕ ∈ W1,2
0 (Ω). Khi đó

ta có u ∈W2,2 (Ω) và

‖u‖W2,2(Ω) ≤ C
(
‖u‖L2(Ω) + ‖f‖L2(Ω) + ‖ϕ‖W2,2(Ω)

)
(2.25)

trong đó C = C(n, λ,K, ∂Ω).

Chứng minh: Thế u bằng u − ϕ, ta thấy rằng không mất tính tổng quát

có thể giả sử ϕ ≡ 0, và do đó u ∈ W1,2
0 (Ω). Ngoài ra, theo Bổ đề 2.2 ta

có thể đánh giá:

‖u‖W1,2(Ω) ≤ C (‖u‖2 + ‖f‖2) (2.26)

trong đó C = C(n, λ,K). Khi ∂Ω ∈ C2, với mỗi điểm x0 ∈ ∂Ω tồn tại

một hình cầu B = B(x0) và ánh xạ 1:1 ψ từ B lên tập mở D ⊂ Rn

sao cho ψ (B ∩ Ω) ⊂ Rn
+ = {x ∈ Rn|xn > 0} , ψ (B ∩ ∂Ω) ⊂ ∂Rn và ψ ∈

C2 (B) , ψ−1 ∈ C2 (D). Cho BR (x0) ⊂⊂ B và tập B+ = BR (x0)∩Ω, D′ =

ψ (BR (x0)) , D
+ = ψ (B+). Dưới ánh xạ ψ phương trình Lu = f trong B+

trở thành phương trình cùng dạng D+. Các hằng số λ,K với phương trình

đã biến đổi có thể được đánh giá qua ánh xạ ψ và trị số cho phương trình

gốc.Hơn nữa, vì u ∈ W1,2
0 (Ω), nghiệm biến đổi v = u ◦ ψ−1 ∈ W1,2 (D+)

và thỏa mãn ηv ∈ W1,2
0 (D+) với mọi η ∈ C1

0 (D′). Tương ứng, ta giả sử
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rằng u ∈W1,2 (D+) thỏa mãn Lu = f trong D+ và ηu ∈W1,2
0 (D+) với η

bất kì η ∈ C1
0 (D′). Khi đó, với |h| < dist (sup p.η, ∂D′) và 1 ≤ k ≤ n− 1,

ta có η2∆h
ku ∈ W1,2

0 (D+). Vì vậy áp dụng chứng minh của Định lý 2.5

sẽ được áp dụng và chúng ta có thể kết luận rằng Diju ∈ L2 (ψ (Bρ ∩ Ω))

với ρ < R với điều kiện là i hoặc j 6= n. Đạo hàm cấp hai Dnnu còn lại

có thể được đánh giá trực tiếp từ phương trình (2.18). Do đó, quay lại

miền Ω gốc với ánh xạ ψ−1 ∈ C2 ta có u ∈W2,2 (Bρ ∩ Ω). Khi xo là một

điểm tùy ý của ∂Ω và u ∈ W1,2
loc (Ω), bằng Định lý 2.5 chúng ta kết luận

rằng u ∈ W2,2 (Ω). Cuối cùng bằng cách chọn một số hữu hạn các điểm

x(i) ∈ ∂Ω sao cho các hình cầu Bρ

(
x(i)
)
phủ ∂Ω, chúng ta có được đánh

giá (2.25) từ (2.17) và (2.26).

Chú ý rằng các điều kiện, u ∈W2,2 (D+) , ηu ∈W1,2
0 (D+) với η ∈ C1

0 (D′)

kéo theo ηDku ∈ W1,2
0 (D+) nếu 1 ≤ k ≤ n − 1. Nói riêng, theo Bổ đề

1.22 chúng ta có η∆h
ku ∈W1,2

0 (D+) và

‖ηDku‖W1,2
0 (D+) ≤ ‖η‖C1(D+)‖u‖W2,2(D+)

với h đủ nhỏ. Theo Định lý 1.5, suy ra rằng tồn tại một dãy
{
η∆hj

k u
}

hội tụ yếu trong không gian Hilbert W1,2
0 (D+). Giới hạn của dãy này rõ

ràng là hàm ηDku. Tính chính quy toàn cục của nghiệm của phương trình

Lu = f được suy ra theo cùng kiểu như Định lý 2.8 từ Định lý 2.6.

Định lý 2.11. Giả sử chúng ta thêm vào giả thiết của Định lý 2.8 rằng

∂Ω ∈ Ck+2 và tồn tại một hàm ϕ ∈Wk+2,2 (Ω) mà u−ϕ ∈W1,2
0 (Ω). Khi

đó có u ∈Wk+2,2 (Ω) và

‖u‖Wk+2,2(Ω) ≤ C
(
‖u‖L2(Ω) + ‖ϕ‖Wk+2,2(Ω)

)
(2.27)

trong đó C = C (n, λ,K, k, ∂Ω). Nếu các hàm aij, bi, ci, d, f và ϕ thuộc

lớp C∞
(
Ω
)
và ∂Ω là một lớp của C∞

(
Ω
)
. Khi đó, nghiệm u cũng thuộc

C∞
(
Ω
)
.

Kết hợp Định lý 2.1 và 2.11 chúng ta có một định lý tồn tại cho bài toán
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Dirichlet cổ điển với phương trình (2.21) đã có từ Định lý 1.6 và 1.7.

Định lý 2.12. Cho toán tử L ( đưa bởi (2.21)) là elliptic ngặt trong Ω và

có C∞
(
Ω
)
hệ số thỏa mãn c ≤ 0 trong Ω. Khi đó, nếu ∂Ω ∈ C∞ tồn tại

một nghiệm duy nhất u ∈ C∞
(
Ω
)
của bài toán Dirichlet, Lu = f, u = ϕ

trên ∂Ω với f tùy ý, ϕ ∈ C∞
(
Ω
)
.

2.2.3 Nghiệm yếu của phương trình elliptic tổng quát.

Định lý 2.13. Cho Ω ∈ Rn là miền với biên của lớp C∞. Giả sử các hàm

aij (i, j = 1, ..., n) và c là một lớp của C∞ trong Ω và thỏa mãn giả thiết

* tính đối xứng : aij (x) = aji (x) với mọi i, j và x ∈ Ω.

* tính không âm : c (x) ≥ 0 với mọi x ∈ Ω.

và giả sử f ∈ C∞
(
Ω
)
, g ∈ C∞ (∂Ω) đã cho. Khi đó bài toán Dirichlet:

n∑
i,j=1

∂

∂xi

(
aij (x)

∂

∂xj
u (x)

)
− c (x)u (x) = f (x) trong Ω,

u (x) = g (x) trên ∂Ω,

có một nghiệm (duy nhất) thuộc lớp C∞
(
Ω
)
.

Bây giờ ta xét điều gì xảy ra nếu ta xém xét phương trình đạo hàm yếu:∫
Ω

Du.Dv +

∫
Ω

fv = 0
(
f ∈ L2 (Ω)

)
(2.28)

với mọi v ∈ W 1,2 (Ω). Đặc biệt chúng ta có kết quả sau đây:

Định lý 2.14. Cho (2.28) thỏa mãn ∀v ∈ W 1,2 (Ω), trên miền Ω thuộc

lớp C∞, u− g ∈ W 1,2
0 (Ω) và hàm f ∈ C∞

(
Ω
)
, g ∈ C∞ (∂Ω). Khi đó:

u ∈ C∞
(
Ω
)
.

Xét phương trình:∫
Ω

Du.Dv + µ

∫
Ω

u.v = 0 (µ ∈ R) , ∀v ∈W1,2 (Ω) (2.29)
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Hệ quả 2.15. Cho u là nghiệm của phương trình (2.29), với mọi v ∈
W 1,2 (Ω). Nếu miền Ω thuộc lớp của C∞, u−g ∈ W 1,2

0 (Ω), g ∈ C∞ (∂Ω).

Khi đó: u ∈ C∞
(
Ω
)
.

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên                   http://www.lrc-tnu.edu.vn



44

KẾT LUẬN

Trong luận văn đã trình bày các vấn đề sau:

-Khái niệm không gian Sobolev W k,p (Ω) và W k,p
0 (Ω) và các định lý

nhúng.

- Khái niệm nghiệm yếu của phương trình elliptic tuyến tính cấp hai

dạng bảo toàn, định lý về sự tồn tại và duy nhất nghiệm yếu của bài toán

Dirichlet đối với các phương trình này và định lý mô tả độ trơn của các

nghiệm yếu.
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