
L¦îNG Tö HO¸ BIÕN D¹NG TR£N C¸C k-QUü
§¹O Vµ §èI NGÉU unita CñA SL(2,R)

§ç §øc H¹nh

1-3-03



 
 

Lời cam đoan 
 
 
 
 
   Tôi xin cam đoan đây là công trình nghiên cứu của riêng tôi. Các kết quả 
nghiên cứu ở trong luận văn chưa được công bố trong bất cứ công trình nào 
khác trước đó mà tôi biết. 
         Tác giả 



Môc lôc

Trang
Trang phô b×a 1

Môc lôc 2

Danh môc c¸c ký hiÖu 4

Më §Çu 5

Ch ¬ng 1 H×nh häc c¸c quü ®¹o ®èi phô hîp cña SL(2,R) 12

1.1 Tæng quan vÒ ph ¬ng ph¸p quü ®¹o 12

1.1.1 BiÓu diÔn ®èi phô hîp cña nhãm Lie 12

1.1.2 Ph©n lo¹i ®a t¹p symplectic thuÇn nhÊt ph¼ng 14

1.1.3 §¹i c ¬ng vÒ lý thuyÕt biÓu diÔn 16

1.2 M« t¶ c¸c quü ®¹o ®èi phô hîp cña SL(2,R) 17

1.2.1 C¸c tÝnh chÊt c¬ b¶n 17

1.2.2 Ph©n lo¹i c¸c quü ®¹o ®èi phô hîp 19

1.3 Ph©n cùc cho SL(2,R) 23

1.3.1 C¸c kh¸i niÖm c¬ b¶n vÒ ph©n cùc 23

1.3.2 Ph©n cùc cho quü ®¹o Ω1
λ 24

1.3.3 Ph©n cùc cho quü ®¹o Ω2
+ 25

1.3.4 Ph©n cùc cho quü ®¹o Ω2
− 28

1.3.5 Ph©n cùc cho quü ®¹o Ω3
λ,+ 26

Ch ¬ng 2 L îng tö ho¸ biÕn d¹ng 26

2.1 L îng tö ho¸ biÕn d¹ng 26

2.1.1 �-tÝch kh¶ vi h×nh thøc 28

2.1.2 �-tÝch Moyal trªn R
n 31

2.1.3 �-tÝch G-hiÖp biÕn trªn c¸c quü ®¹o ®èi phô hîp 32

2.2 B¶n ®å t ¬ng thÝch, hµm Hamilton vµ c¸c quü ®¹o ®èi
phô hîp l îng tö. C¸c kh¸i niÖm c¬ b¶n 33

2



2.3 B¶n ®å t ¬ng thÝch, hµm Hamilton trªn c¸c quü ®¹o 35

2.3.1 Quü ®¹o Ω1
λ 35

2.3.2 Quü ®¹o Ω2
+ vµ Ω2

− 36

2.3.3 Quü ®¹o Ω3
λ,C 37

2.4 TÝnh hiÖp biÕn cña �-tÝch Moyal-Weyl 38

2.5 To¸n tö l îng tö t ¬ng thÝch l̂A 41

2.5.1 To¸n tö l îng tö l̂A trªn Ω1
λ 41

2.5.2 To¸n tö l îng tö l̂A trªn Ω3
λ,C 44

2.6 §èi ngÉu unita cña SL(2,R) vµ ph©n lo¹i 47

KÕt luËn cña luËn v¨n 50

Tµi liÖu tham kh¶o 51

3



danh môc c¸c ký hiÖu
• SL(n,R): nhãm c¸c ma trËn cã ®Þnh thøc b»ng mét,
•GL(n,R): nhãm tuyÕn tÝnh tæng qu¸t cÊp n hÖ sè thùc,
•Ā: hµm Hamilton øng víiA ∈ G,
•C∞(M)[[ν]]: kh«ng gian c¸c chuçi luü thõa h×nh thøc theo ν hÖ sè lµ

c¸c hµm trªn M,
•C∞

0 : kh«ng gian c¸c hµm kh¶ vi v« h¹n gi¸ compact,
•Fp(f): biÕn ®æi Fourier bé phËn theo biÕn p,
•G,g: nhãm Lie vµ ®¹i sè Lie cña nhãm Lie,
•Ω = ΩF : quü ®¹o ®èi phô hîp ®i qua F,
• K=CoAd: t¸c ®éng ®èi phô hîp,
•l̂A: to¸n tö l îng tö t ¬ng thÝch,
•s-grad: gradient ph¶n ®èi xøng,
•(Ω, ψ): b¶n ®å t ¬ng thÝch,
•∧: ma trËn symplectic øng víi d¹ng symplectic ω,
•ξA: tr êng vÐc t¬ bÊt biÕn sinh bëi A.
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0.1 më ®Çu

0.1.1 XuÊt xø vµ lÞch sö cña vÊn ®Ò

Lý thuyÕt biÓu diÔn lµ mét trong nh÷ng l·nh vùc quan träng mµ gi÷ mét
vai trß cèt yÕu trong rÊt nhiÒu h íng nghiªn cøu cña to¸n häc vµ vËt lý
nh : gi¶i tÝch ®iÒu hoµ trõu t îng, lý thuyÕt sè, nhãm ®¹i sè, c¬ häc l îng
tö, vËt lý c¸c h¹t c¬ b¶n, lý thuyÕt tr êng l îng tö, h×nh häc ®¹i sè, nhãm
l îng tö... Sù ph¸t triÓn cña nã cã thÓ chia lµm nhiÒu giai ®o¹n.
Giai ®o¹n ®Çu tiªn cña lý thuyÕt biÓu diÔn ra ®êi vµo nh÷ng n¨m 1920

cïng víi nh÷ng tªn tuæi cña G. Frobenius, Schur, Molin. Thêi kú nµy,
ng êi ta chØ quan t©m tíi c¸c nhãm h÷u h¹n cïng víi c¸c biÓu diÔn h÷u
h¹n chiÒu. Giai ®o¹n nµy còng ®¸nh dÊu sù khai sinh cña c¸c kh¸i niÖm
nh ®Æc tr ng, to¸n tö bÖn vµ biÓu diÔn bÊt kh¶ quy mµ sau ®ã ®· trë
thµnh c¸c kh¸i niÖm c¬ b¶n cña lý thuyÕt biÓu diÔn.
Giai ®o¹n thø hai ® îc ®¸nh dÊu bëi sù xuÊt hiÖn cña lý thuyÕt biÓu

diÔn nhãm compact. KÕt qu¶ quan träng trong thêi kú nµy lµ ®Þnh lý
Haar-Von Neumann vÒ sù tån t¹i cña ®é ®o bÊt biÕn vµ ®Þnh lý F. Peter-H.
Weyl vÒ sù ®Çy ®ñ cña biÓu diÔn h÷u h¹n chiÒu. Tuy nhiªn ph¶i ®Õn thêi
kú thø ba, b¾t ®Çu tõ nh÷ng n¨m 1940, lý thuyÕt biÓu diÔn míi ®¹t d îc
nh÷ng thµnh c«ng rùc rì víi c¸c biÓu diÔn unita v« h¹n chiÒu. Cã thÓ nãi
thêi kú nµy ® îc b¾t ®Çu bëi c«ng tr×nh cña Gelfand vµ Raikov vÒ tÝnh
®Çy ®ñ cña hÖ c¸c biÓu diÔn unita bÊt kh¶ quy cña mét nhãm compact
®Þa ph ¬ng bÊt kú. Cïng lóc ®ã, Von Neumann còng ®· hoµn thµnh c«ng
tr×nh cña m×nh vÒ ®¹i sè to¸n tö. ChØ mét thêi gian ng¾n sau, lý thuyÕt
®¹i sè Von-Neumann ® îc thèng nhÊt víi lý thuyÕt biÓu diÔn nhãm trong
c¸c bµi b¸o cña G. M. Adelson, Mautner vµ Godement.
Mét c¸ch tù nhiªn bµi to¸n quan träng nhÊt cña lý thuyÕt biÓu diÔn lµ

bµi to¸n ph©n lo¹i biÓu diÔn mµ ng êi ta cßn gäi lµ bµi to¸n vÒ ®èi ngÉu
unita.

Bµi to¸n vÒ ®èi ngÉu unita: Cho tr íc mét nhãm G. H·y ph©n lo¹i tÊt
c¶ c¸c biÓu diÔn unita bÊt kh¶ quy cña G (sai kh¸c mét phÐp ®¼ng cÊu).
§Þnh lý ®Çu tiªn vÒ sù ph©n lo¹i nhËn ® îc vµo n¨m 1947 bëi I. M.

Gelfand vµ M. A. Naimark [26]. Tõ ®ã tíi nay, ng êi ta còng ®· x©y dùng
® îc mét sè ph ¬ng ph¸p nh»m thu ® îc lêi gi¶i cña bµi to¸n ®èi ngÉu
unita nãi trªn. Víi nhãm G lµ nhãm SL(2,R), bµi to¸n ®èi ngÉu unita ®·
® îc gi¶i quyÕt. Ng êi ta chøng minh ® îc r»ng, líp c¸c biÓu diÔn unita
bÊt kh¶ quy cña G gåm biÓu diÔn chuçi chÝnh, chuçi rêi r¹c vµ chuçi bæ
sung, xem [33].
Mét trong nh÷ng c¸ch tiÕp cËn hiÖn ®¹i cña bµi to¸n nµy lµ nh×n nhËn
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vÊn ®Ò theo quan ®iÓm vÒ tÝnh ®èi xøng trong c¬ häc l îng tö vµ h×nh
häc kh«ng giao ho¸n.
Trong c¬ häc cæ ®iÓn, kh«ng gian pha lµ mét ®a t¹p symplectic hay

tæng qu¸t h¬n lµ mét ®a t¹p Poisson. Kh¸i niÖm ®a t¹p Poisson lµ mét
kh¸i niÖm míi, ® îc ®Æt ra vµo nh÷ng n¨m 1976 mét c¸ch ®éc lËp bëi
A. Kirillov vµ A. Lichnerowicz vµ ®· trë thµnh trung t©m cña vËt lý to¸n
hiÖn ®¹i trong kho¶ng m êi l¨m n¨m gÇn ®©y.
Th«ng th êng, mét ®èi t îng to¸n häc ® îc x¸c ®Þnh th«ng qua ®¹i sè

hµm cña nã. VÝ dô, mét ®a t¹p tr¬n ® îc x¸c ®Þnh hoµn toµn bëi ®¹i sè
c¸c hµm tr¬n trªn nã, mét ®a t¹p ®¹i sè affine ® îc x¸c ®Þnh bëi vµnh to¹
®é cña nã, mét kh«ng gian compact ®Þa ph ¬ng ® îc x¸c ®Þnh bëi ®¹i sè
c¸c hµm liªn tôc trªn ®ã vµ mét kh«ng gian l îng tö ® îc coi nh lµ mét
kh«ng gian kh«ng giao ho¸n øng víi mét ®¹i sè kh«ng giao ho¸n nµo ®ã.
Mét kh«ng gian l îng tö, nãi riªng mét hÖ c¬ häc l îng tö, th êng chØ
® îc biÕt ®Õn nhê ®¹i sè c¸c phÐp ®o trªn kh«ng gian ®ã.
M« h×nh cña mét hÖ c¬ häc l îng tö lµ mét kh«ng gian Hilbert H cïng

mét hä ®ñ tèt c¸c to¸n tö unita. C¸c hÖ c¬ häc l îng tö th«ng th êng
t ¬ng øng mét c¸ch h×nh thøc víi mét hÖ c¬ häc cæ ®iÓn. V× vËy, b»ng
qu¸ tr×nh l îng tö hãa mét hÖ c¬ häc cæ ®iÓn chÊp nhËn mét nhãm ®èi
xøng G cho tr íc, ta cã thÓ hi väng thu ® îc c¸c biÓu diÔn unita cña
nhãm G lªn kh«ng gian Hilbert H cña hÖ l îng tö t ¬ng øng vµ tiÕn gÇn
tíi lêi gi¶i cña bµi to¸n ®èi ngÉu unita nãi trªn.
L îng tö hãa lµ qu¸ tr×nh x©y dùng mét hÖ l îng tö tõ mét hÖ cæ ®iÓn

cho tr íc nhê quy t¾c l îng tö. Mét ®¹i l îng cæ ®iÓn F ® îc l îng tö
hãa thµnh ®¹i l îng l îng tö Q(f), tho¶ m·n nguyªn lý bÊt ®Þnh Dirac:

Q(f, g) = i�−1[Q(f), Q(g)].

Nãi c¸ch kh¸c, ¸nh x¹ l îng tö i�−1Q chÝnh lµ mét ®ång cÊu ®¹i sè
Lie øng víi mãc Poisson vµ giao ho¸n tö.
VÒ ph ¬ng diÖn to¸n häc cã thÓ coi Herman Weyl lµ ng êi khëi x íng

kh¸i niÖm l îng tö khi «ng x©y dùng ® îc ¸nh x¹ Q tõ c¸c ®¹i l îng cæ
®iÓn-c¸c hµm trªn kh«ng gian pha R

2n, ®Õn c¸c ®¹i l îng l îng tö tøc lµ
c¸c to¸n tö trªn kh«ng gian Hilbert L2(Rn):

Q : C∞(R2n) → B(L2(Rn)),

f �→ Q(f).

¸nh x¹ ng îc ® îc x©y dùng bëi E. Wigner b»ng c¸ch coi c¸c ®¹i
l îng cæ ®iÓn nh lµ c¸c ký hiÖu (symbol) cña c¸c to¸n tö.
C¸c c«ng tr×nh nghiªn cøu to¸n häc nh»m gi¶i quyÕt bµi to¸n l îng tö

ho¸ ® îc Simon Gutt tr×nh bµy trong c¸c bµi gi¶ng [23]:
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• L îng tö ho¸ h×nh häc(1970): B. Kostant vµ J. M. Souriau, mét
ng êi xuÊt ph¸t tõ lý thuyÕt biÓu diÔn nhãm Lie, mét ng êi xuÊt ph¸t tõ
quan diÓm symplectic cña c¬ häc cæ ®iÓn, ®· tr×nh bµy vÒ l îng tö ho¸
h×nh häc.

• L îng tö ho¸ thø cÊp(1970): Berezin ®· x©y dùng mét hä c¸c ®¹i sè
kÕt hîp trªn líp ®Æc biÖt c¸c ®a t¹p Kahler b»ng c¸ch sö dông c¸c tÝnh
to¸n trªn c¸c ký hiÖu, tøc lµ ® a ra mét quy t¾c l îng tö.

• L îng tö ho¸ biÕn d¹ng: Flato, Lichnerowicz vµ Sternheimer ® a ra
n¨m 1976, trong [31] vµ trong [7]. Hä ®Ò nghÞ l îng tö ho¸ ® îc hiÓu
lµ sù biÕn d¹ng cña cÊu tróc ®¹i sè c¸c ®¹i l îng cæ ®iÓn (cßn gäi lµ c¸c
quan tr¾c cæ ®iÓn) h¬n lµ sù thay ®æi tËn gèc tÝnh tù nhiªn cña c¸c ®¹i
l îng ®ã.
Ngay tõ nh÷ng n¨m 70, Berezin ®· ® a ra ®Þnh nghÜa to¸n häc tæng

qu¸t cña kh¸i niÖm l îng tö, ®ã lµ mét hµm tö tõ ph¹m trï c¬ häc cæ ®iÓn
sang ph¹m trï c¸c ®¹i sè kÕt hîp. GÇn nh cïng thêi víi Berezin, c¸c nhµ
to¸n häc Bayen, Flato, Fronsdal, Lichnorewics vµ Sternheimer (xem[8],
[9]) ®· xÐt l îng tö ho¸ nh lµ sù biÕn d¹ng cña tÝch giao ho¸n th«ng
th êng c¸c hµm thµnh mét � -tÝch kÕt hîp, kh«ng giao ho¸n, ® îc tham
sè ho¸ bëi h»ng sè Plank � vµ tho¶ m·n nguyªn t¾c t ¬ng thÝch. Trong
[8] hä ®· ph¸t triÓn mét c¸ch hÖ thèng kh¸i niÖm vÒ l îng tö ho¸ biÕn
d¹ng, coi nã lµ mét lý thuyÕt vÒ �-tÝch vµ dùa trªn kh¸i niÖm nµy hä ®·
nhËn ® îc c¸c c«ng thøc cò vµ míi ®éc lËp víi c¬ häc l îng tö. Vµo n¨m
1983, De Wilde vµ Lecomte ®· chøng minh ® îc sù tån t¹i cña l îng tö
ho¸ biÕn d¹ng trªn mäi ®a t¹p symplectic. Mét chøng minh kh¸c mang
néi dung h×nh häc h¬n ® îc thùc hiÖn vµo n¨m 1985 bëi Fedosov vµ bëi
Omori, Maeda, Yoshioka vµo n¨m 1988 b»ng c¸ch sö dông ph©n thí Weyl
(xem [18]).
Bµi to¸n l îng tö ho¸ ® îc ph¸t biÓu mét c¸ch tù nhiªn ®èi víi ®a

t¹p Poisson. §a t¹p Poisson lµ mét ®a t¹p M mµ sao cho víi mäi u, v
∈ C∞(M), ¸nh x¹

{, } : C∞(M) × C∞(M) −→ C∞(M),

lµ mét to¸n tö song tuyÕn tÝnh ph¶n ®èi xøng, tho¶ m·n ®ång nhÊt Jacobi
vµ quy t¾c Leibnitz

{u, {v, w}}+ {v, {w, u}}+ {w, {u, v}} = 0.

{uv, w} = {u, w}v + {v, w}u.

N¨m 1996, Etingof vµ Kazhdan ®· chøng minh ® îc sù tån t¹i cña biÕn
d¹ng kh¶ vi h×nh thøc ®èi víi líp c¸c nhãm Lie-Poisson. ViÖc nghiªn
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cøu ® îc më réng h¬n nhiÒu khi M. Kontsevich hoµn thµnh phÐp chøng
minh gi¶ thuyÕt cña m×nh n¨m 1997, tõ ®ã kÐo theo sù tån t¹i cña l îng
tö ho¸ biÕn d¹ng trªn mäi ®a t¹p Poisson tuú ý (xem[29]). Cïng víi kÕt
qu¶ ®ã, M. Kontsevich ®· thu ® îc c«ng thøc t êng minh vÒ �-tÝch ®èi
víi mäi cÊu tróc Poisson trªn R

n. Bªn c¹nh ®ã, gÇn ®©y c¸c nhµ to¸n häc
Reshetikhin vµ Takhtajan ®· x©y dùng thµnh c«ng c«ng thøc tÝch ph©n ®èi
víi �-tÝch h×nh thøc trªn c¸c ®a t¹p Kähler (xem [37]). ViÖc t×m ra c¸c
�-tÝch cô thÓ trªn c¸c kiÓu ®a t¹p kh¸c nhau trë thµnh mét bµi to¸n thó vÞ
vµ gÆp nhiÒu khã kh¨n.
Nghiªn cøu vµ ph©n lo¹i biÓu diÔn cña ®¹i sè Lie hay nhãm Lie cho

ta nh÷ng th«ng tin vÒ chÝnh nhãm ®ã vµ cña c¸c ®¹i sè nhãm t ¬ng øng.
ViÖc gi¶i quyÕt bµi to¸n nµy rÊt phøc t¹p vµ hiÖn nay ®ang ® îc c¸c nhµ
to¸n häc nghiªn cøu nh»m cè g¾ng x©y dùng ® îc vµ m« t¶ mét c¸ch
t êng minh. §Ó gi¶i quyÕt bµi to¸n nµy, ph ¬ng ph¸p quü ®¹o cña A.
A. Kirillov, (xem [30]) ®· ra ®êi vµ nhanh chãng trë thµnh mét c«ng cô
®¾c lùc ®èi víi lý thuyÕt biÓu diÔn. Trong ph ¬ng ph¸p ®ã Kirillov ®·
xuÊt ph¸t tõ ph©n thí mét chiÒu trªn c¸c ®a t¹p symplectic thuÇn nhÊt x©y
dùng tõ c¸c K-quü ®¹o trong g� ®Ó thu ® îc c¸c biÓu diÔn cña nhãm Lie
G. TiÕp theo «ng cïng víi B. Kostant, (xem[31]) ®· h×nh häc ho¸ ph ¬ng
ph¸p quü ®¹o b»ng c¸ch x©y dùng lý thuyÕt l îng tö ho¸ trªn c¸c ®a t¹p
symplectic thuÇn nhÊt chÆt mµ ta vÉn gäi ®ã lµ l îng tö ho¸ h×nh häc.
Vµo nh÷ng n¨m 79-80, §ç Ngäc §iÖp cïng c¸c céng sù cña m×nh ®·

®Ò xuÊt ra quy t¾c l îng tö ho¸ h×nh häc nhiÒu chiÒu (xem[14]). Dùa vµo
®ã chóng ta cã thÓ thu ® îc kh¸ nhiÒu biÓu diÔn cña nhãm Lie G.
Ch ¬ng tr×nh nghiªn cøu ®èi ngÉu unita th«ng qua l îng tö ho¸ biÕn

d¹ng ® îc Bayen, Flato, Fronsdal, Lichnerowicz vµ Sternheimer ® a ra
n¨m 1978 trong [8]. Vµo n¨m 1985 vµ sau ®ã n¨m 1990, D. Arnal vµ J.
Cortet ®· ¸p dông quy t¾c l îng tö ho¸ biÕn d¹ng vµo c¸c nhãm nilpotent
vµ nhãm exponential vµ thu ® îc c¸c c«ng thøc l îng tö tæng qu¸t, (xem
[6]). §©y lµ mét bµi to¸n khã vµ kÕt qu¶ ® îc nhiÒu ng êi quan t©m
nh ng viÖc tÝnh to¸n cô thÓ cßn rÊt nhiÒu khã kh¨n. C¸c t¸c gi¶ kh«ng ®i
x©y dùng trùc tiÕp c¸c vi ph«i tõ R

2n sang c¸c ®a t¹p symplectic M mµ
chØ kh¼ng ®Þnh tån t¹i c¸c vi ph«i cÇn thiÕt v× thÕ kh«ng thÓ ¸p dông trùc
tiÕp c¸c c«ng thøc ®ã vµo nhiÒu tr êng hîp cô thÓ ®Ó cã thÓ nhËn ® îc
c¸c kÕt qu¶ t êng minh. GÇn ®©y, NguyÔn ViÖt H¶i trong luËn ¸n cña
m×nh còng sö dông c«ng cô l îng tö ho¸ biÕn d¹ng ®Ó nghiªn cøu c¸c líp
nhãm MD4 vµ MD vµ còng thu ® îc biÓu thøc t êng minh. Tuy nhiªn,
®èi víi SL(2,R) lµ nhãm kh«ng cã tÝnh exponent th× bµi to¸n hoµn toµn
ch a ® îc gi¶i quyÕt.
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0.2 Môc ®Ých, ph ¬ng ph¸p vµ kÕt qu¶ nghiªn cøu

Môc ®Ých chÝnh cña luËn v¨n:

• M« t¶ bøc tranh c¸c quü ®¹o cña SL(2,R).
• X©y dùng cô thÓ l îng tö ho¸ biÕn d¹ng cña ®¹i sè c¸c hµm kh¶ vi
v« h¹n trªn c¸c K-quü ®¹o cña nhãm SL(2,R). Tõ ®ã t×m ra tÊt c¶
c¸c biÓu diÔn unita bÊt kh¶ quy b»ng ph ¬ng ph¸p l îng tö ho¸ biÕn
d¹ng

• T×m ra c¸c ®èi t îng l îng tö míi: c¸c quü ®¹o ®èi phô hîp l îng
tö.

§Ó thùc hiÖn ®uîc ®iÒu nµy chóng t«i tiÕn hµnh l îng tö hãa theo nh÷ng
b íc sau ®©y:

• X©y dùng vi ph«i toµn thÓ tõ R
2 hay C2 sang Ω tho¶ m·n c¸c ®iÒu

kiÖn sau ®©y:

• Hµm Hamilton A øng víi tr êng vÐc t¬ ξA lµ hµm tuyÕn tÝnh theo
mét biÕn.

• D¹ng Kirillov trªn mçi b¶n ®å (Ω, ψ−1) lµ chÝnh t¾c ω = dp ∧ dq.

• Chøng minh � -tÝch Moyal-Weyl trªn mçi K quü ®¹o lµ G-hiÖp biÕn,
tõ ®ã t×m ® îc biÓu diÔn cña ®¹i sè Lie g.

• TiÕp theo, ¸p dông c¸c kÕt qu¶ cña Kostant vµ Auslander ®Ó thu ® îc
®Çy ®ñ c¸c biÓu diÔn cña sl(2,R), qua ®ã thu ® îc c¸c biÓu diÔn v«
cïng nhá cña SL(2,R) trïng víi kÕt qu¶ ®· biÕt. Nhê ®ã, ta thu ® îc
tÊt c¶ c¸c biÓu diÔn unita cña SL(2,R) vµ nhËn ® îc tÝnh bÊt kh¶ quy
nhê lý thuyÕt cæ ®iÓn.

• Cho mét m« t¶ tÇng K-quü ®¹o l îng tö hai chiÒu cña SL(2,R).
Chó ý r»ng mét sè t¸c gi¶ kh¸c b»ng ph ¬ng ph¸p kh¸c còng ®· x©y dùng
® îc ®èi ngÉu unita cña SL(2,R) b»ng ph ¬ng ph¸p gi¶i tÝch, (xem [33]).
Tuy nhiªn, c¸ch tiÕp cËn nµy tá ra rÊt phøc t¹p vµ yªu cÇu ph¶i biÕt râ vÒ
cÊu tróc cña SL(2,R), cô thÓ lµ ph©n tÝch Iwasawa cña nã. B»ng ph ¬ng
ph¸p tiÕp cËn h×nh häc, chóng t«i ®· thu ® îc cïng mét kÕt qu¶ víi c¸c
ph ¬ng ph¸p cæ ®iÓn.
Néi dung cña luËn v¨n gåm phÇn më ®Çu, hai ch ¬ng néi dung, phÇn

kÕt luËn vµ phÇn phô lôc. PhÇn më ®Çu tr×nh bµy xuÊt xø, céi nguån lÞch
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sö vµ ®Æt bµi to¸n. C¸c ch ¬ng sau tr×nh bµy c¸c chøng minh tÝnh to¸n
vµ c¸c c«ng thøc t êng minh...
Trong ch ¬ng mét, sau khi tr×nh bµy vÒ biÓu diÔn ®èi phô hîp cïng

víi viÖc ph©n lo¹i c¸c ®a t¹p Poisson thuÇn nhÊt, chóng t«i nh¾c l¹i mét
sè ®Þnh nghÜa vµ tÝnh chÊt cña nhãm Lie SL(2,R) cÇn thiÕt vÒ sau. TiÕp
theo, b»ng c¸c tÝnh to¸n cô thÓ, chóng t«i thu ® îc d¹ng t êng minh cña
quü ®¹o ®èi phô hîp. Tõ ®ã, chóng t«i x©y dùng ph©n cùc phøc cho c¸c
quü ®¹o. §©y lµ sù chuÈn bÞ cho c¸c tÝnh to¸n phøc t¹p h¬n trong ch ¬ng
sau.
Trong ch ¬ng hai, sau khi nh¾c l¹i kh¸i niÖm l îng tö ho¸ biÕn d¹ng,

chóng t«i tiÕn hµnh l îng tö ho¸ biÕn d¹ng c¸c quü ®¹o ®èi phô hîp.
Tr íc hÕt chóng t«i x©y dùng c¸c b¶n ®å t ¬ng thÝch vµ chøng minh tÝnh
hiÖp biÕn cña �-tÝch. Sau khi thu ® îc to¸n tö l îng tö t ¬ng thÝch øng
víi c¸c quü ®¹o, chóng t«i thu ® îc biÓu diÔn cña ®¹i sè Lie sl(2,R). TiÕp
theo, chóng t«i nh¾c l¹i ph©n lo¹i cña Bargman vµ chøng minh sù t ¬ng
® ¬ng cña hai c¸ch tiÕp cËn nµy.
Trong phÇn phô lôc, chóng t«i tr×nh bµy ng¾n gän c¸c kÕt qu¶ cña luËn

v¨n nµy b»ng tiÕng Anh d íi d¹ng mét bµi b¸o nghiªn cøu ”Deformation
quatization and quantum coadjoint orbits of SL(2,R)”.
KÕt qu¶ nghiªn cøu Nh÷ng kÕt qu¶ vÒ ph©n lo¹i h×nh häc c¸c K-quü ®¹o
ë ch ¬ng I vµ x©y dùng biÓu diÔn cña SL(2,R) theo ph ¬ng ph¸p l îng
tö ho¸ biÕn d¹ng ë ch ¬ng II thu ® îc ë ®©y lµ lÇn ®Çu tiªn: h×nh häc
c¸c K-quü ®¹o cña SL(2,R) ® îc m« t¶ t êng minh, c¸c biÓu diÔn cña ®¹i
sè Lie sl(2,R) ® îc cho cô thÓ bëi c¸c to¸n tö gi¶ vi ph©n, c¸c biÓu diÔn
t ¬ng øng cña nhãm Lie SL(2,R) còng thu ® îc theo do sù trïng nhau cña
c¸c biÓu diÔn v« cïng bÐ, chóng t¸c ®éng lªn kh«ng gian L2 cña th ¬ng
cña nhãm Lie G theo ph©n cùc t ¬ng øng.
Mét hÖ qu¶ thó vÞ tõ m« t¶ biÓu diÔn unita bÊt kh¶ quy cña SL(2,R)

nãi ë trªn lµ c¸c ®¹i sè l îng tö: mÆt elliptic hyperboloid l îng tö, mÆt
hyperbolic hyperboloid hai tÇng l îng tö, mÆt nãn l îng tö nh lµ biÕn
d¹ng cña ®¹i sè c¸c hµm tr¬n trªn c¸c K-quü ®¹o. Nh÷ng ®èi t îng l îng
tö nµy ® îc m« t¶ ë ®©y lÇn ®Çu tiªn.
C¸c kÕt qu¶ c¬ b¶n ® îc b¸o c¸o t¹i seminar phßng H×nh Häc vµ

T«p«, ViÖn To¸n Häc vµ héi nghÞ khoa häc sinh viªn khoa To¸n-C¬-Tin
häc, §HKHTN, §HQGHN.
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0.3 Lêi c¶m ¬n

LuËn v¨n ® îc hoµn thµnh d íi sù h íng dÉn khoa häc cña gi¸o s tiÕn sÜ
khoa häc §ç Ngäc DiÖp, ng êi thÇy v« cïng tËn t©m vµ nghiªm kh¾c. T«i
xin bµy tá lßng biÕt ¬n v« cïng s©u s¾c ®Õn ng êi thÇy kÝnh yªu ®· tõng
b íc h íng dÉn t«i lµm quen víi gi¶i tÝch ®iÒu hoµ, lý thuyÕt biÓu diÔn
nhãm Lie cïng víi lý thuyÕt ®¹i sè l îng tö ®Ó tiÕn tíi n¾m v÷ng c¸c lý
thuyÕt ®ã, tù gi¶i quyÕt d îc bµi to¸n cña m×nh. T«i xin ch©n thµnh c¶m
¬n TiÕn sÜ NguyÔn ViÖt Dòng cïng c¸c gi¸o s , tiÕn sÜ thuéc phßng H×nh
häc vµ T«p«, ViÖn To¸n Häc, trung t©m KHTN vµ CNQG ®· gióp ®ì t«i
n©ng cao tr×nh ®é chuyªn m«n vµ ph ¬ng ph¸p lµm viÖc cã hiÖu qu¶, ®Æc
biÖt lµ qua c¸c buæi sinh ho¹t chuyªn m«n cña phßng. T«i còng xin ch©n
thµnh c¶m ¬n thÇy gi¸o chñ nhiÖm TiÕn sÜ NguyÔn §øc §¹t, TiÕn sÜ §Æng
Vò Giang cïng c¸c thÇy gi¸o trong khoa-nh÷ng ng êi thÇy v« cïng ®¸ng
kÝnh ®· cã c«ng ¬n d×u d¾t t¸c gi¶ trong nh÷ng n¨m ®¹i häc. LuËn v¨n
nµy còng kh«ng thÓ hoµn thµnh nÕu nh thiÕu sù cæ vò, ®éng viªn vÒ mÆt
tinh thÇn cña gia ®×nh vµ b¹n bÌ cïng kho¸.

LuËn v¨n ® îc hoµn thµnh t¹i tr êng §HKHTN
Th¸ng 5 n¨m 2003
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Ch ¬ng 1

H×nh häc c¸c quü ®¹o ®èi phô hîp

cña SL(2,R)

1.1 Tæng quan vÒ ph ¬ng ph¸p quü ®¹o

Chóng ta sÏ b¾t ®Çu b»ng nh÷ng kh¸i niÖm c¬ b¶n cña ph ¬ng ph¸p quü
®¹o cña Kirillov (xem [30]). Ph ¬ng ph¸p nµy cho mét mèi liªn hÖ gÇn
gòi gi÷a c¸c biÓu diÔn unita v« h¹n chiÒu vµ c¸c quü ®¹o ®èi phô hîp
trong g�.
Mét cÊu tróc symplectic trªn mét ®a t¹p lµ mét d¹ng vi ph©n cÊp hai

®ãng, ph¶n xøng, kh«ng suy biÕn. Kh«ng gian pha cña mét hÖ c¬ häc cæ
diÓn lµ vÝ dô ®iÓn h×nh cña mét ®a t¹p symplectic. Ng êi ta nhËn thÊy
r»ng quü ®¹o cña mét nhãm Lie còng lµ c¸c ®a t¹p symplectic. V× vËy,
nã ®Ò xuÊt ra kh¶ n¨ng sö dông c¸c c«ng cô cña c¬ häc ®Ó gi¶i quyÕt c¸c
vÊn ®Ò vÒ to¸n häc.
VÒ lÞch sö, ph ¬ng ph¸p quü ®¹o ® îc ®Ò xuÊt lÇn ®Çu tiªn trong [31]

®Ó miªu t¶ ®èi ngÉu unita cña nhãm Lie nilpotent. Tuy nhiªn sau ®ã ng êi
ta nhËn thÊy r»ng, tÊt c¶ c¸c c©u hái chÝnh cña lý thuyÕt biÓu diÔn nh cÊu
tróc t«p« cña ®èi ngÉu unita, c«ng thøc ®Æc tr ng, sù m« t¶ t êng minh
cña c¸c hµm tö c¶m sinh vµ h¹n chÕ ®Òu cã thÓ ® îc thÓ hiÖn mét c¸ch tù
nhiªn d íi d¹ng c¸c quü ®¹o. H¬n n÷a, b»ng mét sè thay ®æi nhá, ng êi
ta cã thÓ ¸p dông ph ¬ng ph¸p nµy cho c¸c nhãm Lie tæng qu¸t h¬n.

1.1.1 BiÓu diÔn ®èi phô hîp cña nhãm Lie

Cho G lµ mét nhãm Lie, tøc lµ mét ®a t¹p tr¬n cïng víi mét phÐp to¸n
mµ lµ mét ¸nh x¹ tr¬n G×G → G tho¶ m·n c¸c tiªn ®Ò cña nhãm. VÝ dô
quan träng nhÊt cña nhãm Lie lµ líp nhãm ma trËn, tøc lµ c¸c nhãm con
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cña GL(2,R). XÐt g=Lie(G) lµ kh«ng gian tiÕp xóc Te(G) t¹i ®iÓm ®¬n vÞ
e. Nhãm G t¸c ®éng lªn chÝnh nã bëi tù ®¼ng cÊu trong

i(g) : x �→ gxg−1.

§iÓm e lµ ®iÓm bÊt ®éng cña t¸c ®éng nµy do ®ã chóng ta nhËn ® îc t¸c
®éng ®¹o hµm cña G lªn g

A∗(g) : g → g,

mµ th«ng th êng ® îc ký hiÖu lµ Ad(g). BiÓu diÔn nµy ® îc gäi lµ biÓu
diÔn phô hîp cña G. §èi víi tr êng hîp nhãm Lie ma trËn th× biÓu diÔn
phô hîp ®¬n gi¶n chØ lµ phÐp liªn hîp ma trËn:

Ad(g)X = gXg−1, X ∈ g, g ∈ G.

Chóng ta xÐt kh«ng gian ®èi ngÉu cña g mµ th«ng th êng ® îc ký hiÖu
b»ng g∗. Khi ®ã biÓu diÔn ®èi phô hîp (cßn gäi lµ K-biÓu diÔn) mµ ®èi
ngÉu víi kh¸i niÖm biÓu diÔn phô hîp ë trªn ® îc ®Þnh nghÜa nh sau:

〈K(g)F, X〉 = 〈F, Ad(g−1)X〉,
trong ®ã ë ®©y F ∈ g∗. Gi¶ sö F ∈ g∗ vµ ΩF lµ K-quü ®¹o ®i qua F trong
g∗.
§Æt GF = stab(F ) lµ nhãm con dõng cña F vµ gF = LieGF . Ta cã d·y

khíp sau
0 → gF → g → TF (ΩF ) → 0.

Trªn g tån t¹i mét d¹ng song tuyÕn tÝnh ph¶n ®èi xøng chÝnh t¾c BF mµ
cã nh©n ®óng b»ng gF :

BF (X, Y ) = 〈F, [X, Y ]〉.
V× vËy chóng ta cã thÓ ®Þnh nghÜa ® îc d¹ng vi ph©n ω trªn GF \ G mµ
gi¸ trÞ ωF cña nã t¹i F ® îc x¸c ®Þnh bëi

ωF (K∗(X)F, K∗(Y )F ) = BF (X, Y ).

Cã thÓ chøng minh ® îc r»ng ωF lµ mét d¹ng vi ph©n cÊp hai ®ãng kh«ng
suy biÕn vµ G-bÊt biÕn trªn G-kh«ng gian thuÇn nhÊt GF \ G mµ ®· ® îc
®ång nhÊt chÝnh t¾c víi ΩF . Ng êi ta còng biÕt r»ng d¹ng vi ph©n ω kh«ng
phô thuéc vµo viÖc ta chän ®iÓm F trªn quü ®¹o (xem [30] ®Ó biÕt thªm
chi tiÕt).
VËy tæng kÕt l¹i chóng ta cã ®Þnh lý sau ®©y:

§Þnh lý 1.1.1 Trªn mäi quü ®¹o ®èi phô hîp ΩF cña nhãm Lie G, tån t¹i d¹ng
vi ph©n cÊp 2 ®ãng, kh«ng suy biÕn, G-bÊt biÕn mµ ta gäi lµ d¹ng Kirillov.
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1.1.2 Ph©n lo¹i ®a t¹p symplectic thuÇn nhÊt ph¼ng

§Þnh nghÜa 1.1.2 Mét ®a t¹p symplectic lµ mét ®a t¹p tr¬n ® îc trang bÞ mét
2-d¹ng vi ph©n cÊp 2 ®ãng, kh«ng suy biÕn ω ® îc gäi lµ d¹ng symplectic.

DÔ thÊy r»ng, mäi ®a t¹p symplectic ®Òu cã sè chiÒu ch½n.

VÝ dô 1 Mäi ph©n thí ®èi tiÕp xóc ®Òu lµ mét ®a t¹p symplectic víi d¹ng
symplectic lµ vi ph©n cña d¹ng Liouville.

Mét ®a t¹p symplectic còng nh mét ®a t¹p Riemann ®Òu cho phÐp ®Þnh
nghÜa mét ®¼ng cÊu chÝnh t¾c gi÷a kh«ng gian c¸c tr êng vÐc t¬ vµ kh«ng
gian c¸c d¹ng vi ph©n cÊp mét th«ng qua d¹ng vi ph©n cña nã:

V ect(M) → Ω1(M)

ξ �−→ i(ξ)ω.

§Þnh nghÜa 1.1.3 Mét tr êng vÐc t¬ ξ ® îc gäi lµ tr êng Hamilton vµ ® îc ký
hiÖu ξ ∈ V ect(M, ω) nÕu nh mét trong hai ®iÒu kiÖn t ¬ng ® ¬ng sau ®©y tho¶
m·n:

1. §¹o hµm Lie cña ω däc theo tr êng vÐc t¬ ξ b»ng kh«ng.

ξω := Lξω = Lieξω = 0.

2. i(ξ)ω lµ d¹ng vi ph©n ®ãng.

Tr êng vÐc t¬ ξ ® îc gäi lµ Hamilton chÆt vµ ® îc ký hiÖu lµ ξ ∈ V ect0(M)
nÕu nh i(ξ)ω lµ d¹ng khíp, hay tån t¹i fξ ∈ C∞(M) sao cho

i(ξ)ω + dfξ = 0.

Trong tr êng hîp ®ã ng êi ta nãi r»ng ξ = ξf lµ tr êng Hamilton t ¬ng
øng víi hµm f hay gradient symplectic cña f. Kh«ng khã kh¨n, ta chøng
minh ® îc r»ng V ect(M, ω)/V ect0(M, ω) ®¼ng cÊu víi nhãm ®èi ®ång ®iÒu
de-Rham cÊp mét H1(M, R). Víi mäi f vµ g ∈ C∞(M), ta ®Þnh nghÜa mãc
Poisson cña f vµ g lµ hµm sè ξf(g) = ω(ξf , ξg) = −ξg(f), ký hiÖu {f,g}.
Mãc Poisson cã c¸c tÝnh chÊt sau:
a){f, g} = −{g, f}.
b){∑λifi, g} =

∑
λi{fi, g}

c){fg, h} = f{g, h}+ g{f, h}
d){f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}} = 0
Ta cã c¸c mÖnh ®Ò sau:
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MÖnh ®Ò 1.1.4

[V ect(M, ω), V ect(M, ω)] ⊆ V ect0(M, ω).

MÖnh ®Ò 1.1.5 ¸nh x¹ f �→ ξf lµ mét ®ång cÊu ®¹i sè Lie.

Ta cã d·y khíp c¸c ®¹i sè Lie sau

0 −→ R −→ C∞(M) −→ H(M) −→ 0,

0 −→ H0(M) −→ H(M) −→ H1(M, R) −→ 0,

N¨m 1976, ®éc lËp víi nhau A. A. Kirillov vµ Lichnerowic giíi thiÖu kh¸i niÖm
®a t¹p Poisson. ChØ muêi n¨m sau, lý thuyÕt ®a t¹p Poisson ®· trë thµnh mét
kh¸i niÖm cèt yÕu cña vËt lý to¸n hiÖn ®¹i.
Mét ®a t¹p Poisson lµ mét ®a t¹p tr¬n M mµ ®¹i sè C∞(M) ® îc trang bÞ

mét phÐp to¸n
{, } : C∞(M) × C∞(M) −→ C∞(M),

tho¶ m·n c¸c tÝnh chÊt a), b), c), d). HiÓn nhiªn r»ng mäi ®a t¹p symplectic ®Òu
lµ ®a t¹p Poisson.
Mét c¸ch tù nhiªn, líp c¸c ®a t¹p symplectic vµ líp c¸c ®a t¹p Poisson lËp

thµnh c¸c ph¹m trï. C¸c cÊu x¹ giòa chóng lµ c¸c ¸nh x¹ tr¬n mµ b¶o toµn cÊu
tróc symplectic vµ cÊu tróc Poisson t ¬ng øng.
Cho mét nhãm Lie G t¸c ®éng b¾c cÇu lªn ®a t¹p symplectic M mµ tÊt c¶

c¸c phÐp biÕn ®æi cña nhãm G ®Òu b¶o toµn d¹ng symplectic. Víi X ∈ g , X
sinh ra trªn M mét tr êng vÐc t¬ ξX bÊt biÕn víi t¸c ®éng cña G th«ng qua
nhãm mét tham sè exp(tX). NÕu nh tån t¹i hµm Hamilton fX øng víi ξX sao
cho t ¬ng øng X �−→ fX lµ mét ®ång cÊu ®¹i sè Lie th× ta nãi M lµ mét G-®a
t¹p symplectic thuÇn nhÊt ph¼ng, (kh¸i niÖm ph¼ng ë ®©y ® îc gäi lÇn ®Çu tiªn
bëi §ç Ngäc DiÖp do sù t ¬ng tù víi ®é cong Ricci trong h×nh häc Riemann).
Ng êi ta chøng minh ® îc r»ng mäi quü ®¹o ®èi phô hîp ®Òu lµ c¸c ®a t¹p

symplectic thuÇn nhÊt ph¼ng. ChiÒu ng îc l¹i còng ”hÇu nh ®óng”. B»ng mét
sè hiÖu chØnh nhá vÒ mÆt t«p« vµ ®¹i sè, mäi ®a t¹p symplectic thuÇn nh©t ph¼ng
®Òu lµ c¸c quü ®¹o ®èi phô hîp. Chóng ta sÏ ph¸t biÓu ®iÒu nµy d íi mét d¹ng
tæng qu¸t h¬n cho c¸c G-®a t¹p Poisson.

§Þnh nghÜa 1.1.6 Mét G-®a t¹p Poisson lµ mét cÆp (M, f M
(.) ) trong ®ã M lµ mét

®a t¹p Poisson chÞu t¸c ®éng b¾c cÇu cña nhãm Lie G vµ f M
(.) : g → C∞(M) lµ

mét ®ång cÊu ®¹i sè Lie sao cho L(X) = s-grad(f M
X ).
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Víi LX lµ phÐp ®¹o hµm Lie theo tr êng vÐc t¬ sinh bëi X vµ s-grad(f)
lµ gradient thay phiªn cña f cã d¹ng mét tr êng vÐc t¬ trªn M sao cho: s-
grad(f)(g) = {f, g}.
Víi mét nhãm Lie G cho tr íc, líp c¸c G-®a t¹p còng lËp thµnh mét ph¹m trï

P(G) mµ sao cho ®ång cÊu α : (M, fM
(.) ) → (N, fN

(.)) lµ mét ¸nh x¹ tr¬n M → N ,
b¶o toµn mãc Poisson, {α∗(φ), α∗(ψ)} = α∗({φ, ψ}) vµ α∗(fN

X ) = fM
X .

VÝ dô quan träng vÒ ®a t¹p Poisson lµ (g∗, 〈, 〉). Trong ®ã, ¸nh x¹ g→ C∞(g∗)
x¸c ®Þnh bëi f g∗

X (F ) = 〈F, X〉.
§Þnh lý 1.1.7 (g∗, 〈, 〉) lµ vËt hÊp dÉn phæ dông trong ph¹m trï P(G).
ý nghÜa cña ®Þnh lý nµy lµ víi mäi G- ®a t¹p Poisson (M, f M

(.) ), tån t¹i ¸nh x¹
µ : (M, fM

(.) ) → (g∗, 〈, 〉) sao cho 〈µ(m), X〉 = fM
X (m).

¸nh x¹ µ nµy ® îc gäi lµ ¸nh x¹ m«men. Kh«ng khã kh¨n, cã thÓ chøng
minh ¸nh x¹ nµy lµ mét vi ph«i ®Þa ph ¬ng. VËy tæng kÕt, ta thu ® îc:

§Þnh lý 1.1.8 Mäi ®a t¹p Poisson thuÇn nhÇt ®Òu lµ kh«ng gian phñ cña mét
quü ®¹o ®èi phô hîp cña G.

1.1.3 §¹i c ¬ng vÒ lý thuyÕt biÓu diÔn

Trong môc nµy, chóng t«i nh¾c l¹i ng¾n gän c¸c kh¸i niÖm vÒ lý thuyÕt biÓu
diÔn. Chóng ta b¾t ®Çu b»ng mét nhãm t«p« G. Mét biÓu diÔn cña G lµ mét
kh«ng gian vÐc t¬ phøc V cïng víi mét t¸c ®éng liªn tôc

G × V −→ V (g, v) �→ π(g)v

mµ c¸c π(g) lµ c¸c to¸n tö tuyÕn tÝnh trªn V. Chóng ta th êng gäi (π, V ) hay
®¬n gi¶n lµ π lµ mét biÓu diÔn. Sè chiÒu cña V gäi lµ sè chiÒu cña biÓu diÔn.
Ta nãi W lµ mét kh«ng gian con bÊt biÕn cña V nÕu W lµ mét kh«ng gian con
®ãng cña V vµ b¶o toµn tÊt c¶ c¸c to¸n tö π(g). Cã hai vÝ dô vÒ kh«ng gian con
bÊt biÕn lµ W=V vµ W={0}. Ta nãi V lµ bÊt kh¶ quy nÕu V chØ cã hai kh«ng
gian con bÊt biÕn nµy. Do kh«ng gian vÐc t¬ {0} chØ cã mét kh«ng gian con
nªn mäi biÓu diÔn bÊt kh¶ quy ®Òu kh¸c kh«ng. Mäi biÓu diÔn mét chiÒu lµ bÊt
kh¶ quy.
Kh¸i niÖm c¬ së cho phÐp ta ph©n tÝch mét kh«ng gian vÐc t¬ thµnh tæng

c¸c kh«ng gian con mét chiÒu. Trong lý thuyÕt biÓu diÔn, ng êi ta còng mong
muèn thùc hiÖn ® îc ®iÒu t ¬ng tù: ph©n tÝch mét biÓu diÔn bÊt kú thµnh tæng
c¸c biÓu diÔn bÊt kh¶ quy. Tuy nhiªn, ®iÒu nµy kh«ng ph¶i lóc nµo còng thùc
hiÖn ® îc.
Gi¶ sö (π, V ) vµ (ρ, V ) lµ hai biÓu diÔn cña cïng mét nhãm G. Mét to¸n tö

bÖn lµ mét ¸nh x¹ tuyÕn tÝnh liªn tôc T : V → W tháa m·n T ◦ π = ρ ◦ T.
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Ký hiÖu kh«ng gian c¸c to¸n tö bÖn lµ HomG(V, W ). C¸c to¸n tö bÖn ®ãng
vai trß cña to¸n tö tuyÕn tÝnh trong ®¹i sè tuyÕn tÝnh. Hai biÓu diÔn (π, V ) vµ
(ρ, V ) gäi lµ t ¬ng ® ¬ng nÕu to¸n tö T cã nghÞch ®¶o còng lµ mét to¸n tö bÖn.
Th«ng th êng ta yªu cÇu V lµ mét kh«ng gian Hilbert vµ biÓu diÔn cña G

b¶o toµn tÝch v« h íng hay T(g) lµ c¸c to¸n tö unita trªn V. Ta nãi T lµ mét
biÓu diÔn unita liªn tôc cña G.
Ký hiÖu Ĝ = {líp t ¬ng ® ¬ng c¸c biÓu diÔn unita bÊt kh¶ quy cña G}
Ta gäi Ĝ lµ ®èi ngÉu unita cña G.

1.2 M« t¶ c¸c quü ®¹o ®èi phô hîp cña SL(2,R)

1.2.1 C¸c tÝnh chÊt c¬ b¶n cña SL(2,R)

SL(2,R) lµ líp c¸c ma trËn vu«ng cÊp hai thùc cã ®Þnh thøc b»ng mét. Ng êi ta
biÕt r»ng SL(2,R) lµ mét nhãm Lie ®¬n. B»ng hÖ thøc quen biÕt det(I+tX)=1+
t. tr(X)+o(t), ta thu ® îc ®¹i sè Lie sl(2,R) chÝnh lµ líp c¸c ma trËn vu«ng cÊp
hai cã vÕt triÖt tiªu.

g =

{(
a b
c −a

)
| a, b, c ∈ R

}
.

Trªn SL(2,R), ta trang bÞ mét d¹ng song tuyÕn tÝnh ®èi xøng B(X, Y ) =
Tr(ad(X).ad(Y )) ® îc gäi lµ d¹ng Killing. Lý thuyÕt Lie cæ ®iÓn ®· nãi r»ng,
trªn c¸c ®¹i sè Lie nöa ®¬n, d¹ng Killing lµ kh«ng suy biÕn. Do ®ã, ®èi víi
SL(2,R), ta thu ® îc mét ®¼ng cÊu kh«ng gian vÐc t¬ tõ g lªn g∗® îc x¸c ®Þnh

bëi d¹ng Killing. Cô thÓ h¬n, X �→ X̂ =
B(X, .)

4 .
§¹i sè Lie sl(2,R) chÊp nhËn mét hÖ c¬ së tù nhiªn:

H =

(
1 0
0 −1

)
, X =

(
0 1
1 0

)
, Y =

(
0 1
−1 0

)
.

cïng víi c¸c phÐp to¸n: [H,X]=2Y, [H,Y]=2X, [X,Y]=-2H. XÐt biÓu diÔn chÝnh
t¾c cña sl(2,R) x¸c ®Þnh bëi: ad(A)B=[A,B]. Trong c¬ së t¹o bëi {X,H,Y} th×
ma trËn cña biÓu diÔn ad ®èi víi c¸c vÐc t¬ c¬ së sÏ lµ:

ad(X) =

⎛⎝ 0 0 0
0 0 −2
0 −2 0

⎞⎠ , ad(H) =

⎛⎝ 0 0 2
0 0 0
2 0 0

⎞⎠ , ad(Y ) =

⎛⎝ 0 −2 0
2 0 0
0 0 0

⎞⎠ .
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Trªn g∗, ta chän c¬ së {X∗, H∗, Y ∗} ®èi ngÉu víi c¬ së{X, H, Y } cña g. Khi
®ã, b»ng tÝnh to¸n cô thÓ, ta thu ® îc d¹ng t êng minh cña ®¼ng cÊu X �→ X̂
d íi d¹ng ma trËn trong hÖ c¬ së trªn lµ:⎛⎝ 2 0 0

0 2 0
0 0 −2

⎞⎠
Nãi c¸ch kh¸c

X̂ = 2X∗, Ŷ = −2Y ∗, Ĥ = 2H∗.

Chó ý g lµ mét G-kh«ng gian víi Ad biÓu diÔn vµ g∗ còng lµ G- kh«ng gian
víi K-biÓu diÔn. Tuy nhiªn, qua ®¼ng cÊu sinh bëi d¹ng Killing X �→ X̂ th× hai
G-kh«ng gian nµy t ¬ng ® ¬ng nhau.

MÖnh ®Ò 1.2.1 :To¸n tö X �→ X̂ lµ mét ¸nh x¹ tr¬n G-®¼ng biÕn cña c¸c
G-kh«ng gian hay nãi c¸ch kh¸c ta cã víi mäi g ∈ G th×

Âd(g)X = K(g)X̂.

Chøng minh: Theo tÝnh chÊt cña vÕt ta cã hÖ thøc sau:

tr(adY.adX.adZ) = tr(adX.adZ.adY ).

Do ®ã ta cã
tr([adX, adY ].adZ) = tr(adX.[adY, adZ]),

hay
B(ad(−Y )X, Z) = B(X, ad(Y )Z).

¸p dông hÖ thøc trªn n lÇn, ta thu ® îc:

B(ad(−Y )nX, Z) = B(X, ad(Y )nZ.

VËy sau khi lÊy tæng c¸c hÖ thøc nh vËy, ta suy ra:

B(

∞∑
n=0

(ad(−Y ))n

n!
X, Z) = B(X,

∞∑
n=0

ad(Y )n

n!
Z).

Hay
B(ead(−Y )X, Z) = B(X, eadY Z).

Trong lý thuyÕt nhãm Lie cæ ®iÓn ta cã hÖ thøc ead(X) = Ad(exp(X)). Chi tiÕt
xem [10]. Suy ra víi mäi X, Y, Z ∈ g th×

B(Ad(expY )−1X, Z) = B(X, Ad(expY )Z).
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Th¸c triÓn hÖ thøc nµy lªn toµn bé G, ta thu ® îc:

B(Ad(g)X, Z) = B(X, Ad(g−1Z).

Do Z ® îc chän tuú ý nªn ta suy ra

Âd(g)X = K(g)X̂.

§Þnh lý ® îc chøng minh.

NhËn xÐt:§Æt J =

(
0 1
1 0

)
th× ta cã J2 = I , detJ=-1.

Do GL(2,R) lµ tÝch cña SL(2,R) vµ R
∗ nªn víi mäi A ∈ GL(2, R), A cã thÓ

ph©n tÝch thµnh tÝch cña mét phÇn tö thuéc SL(2,R) vµ mét phÇn tö b»ng λI
hoÆc λJ .

1.2.2 Ph©n lo¹i c¸c quü ®¹o ®èi phô hîp

Chóng ta thay v× nghiªn cøu c¸c K-biÓu diÔn trong g∗ sÏ nghiªn cøu c¸c Ad-biÓu
diÔn trong g. MÖnh ®Ò 1.2.1 kh¼ng ®Þnh, c¸c K-quü ®¹o vµ c¸c Ad-quü ®¹o lµ
vi ph«i G-®¼ng biÕn víi nhau.
§¹i sè tuyÕn tÝnh ph¸t biÓu r»ng mäi ma trËn vu«ng ®Òu ®ång d¹ng víi mét ma
trËn Jordan. Chó ý r»ng ë ®©y ta chØ xÐt c¸c ma trËn cÊp hai do tÝnh chÊt kÐm
tæng qu¸t cña bµi to¸n. NhËn xÐt thªm r»ng to¸n tö A �→ XAX−1 lµ tuyÕn tÝnh
cho nªn biÓu diÔn v« cïng bÐ cña to¸n tö trªn ®¬n thuÇn chØ lµ phÐp lÊy liªn
hîp trªn kh«ng gian tiÕp xóc t¹i I vµ cã thÓ ® îc th¸c triÓn thµnh biÓu diÔn cña
GL(2,R) trªn sl(2,R). Do tr(A) = tr(XAX−1) nªn mäi ma trËn vu«ng cÊp hai
cã ®Þnh thøc b»ng mét ®Òu t ¬ng ® ¬ng víi c¸c ma trËn cã d¹ng(

λ 0
1 λ

)
,

(
0 0
1 0

)
,

§Þnh lý sau cho ta sù m« t¶ t êng minh h×nh häc cña c¸c quü ®¹o ®èi phô hîp:

§Þnh lý 1.2.2 Mçi quü ®¹o ®èi phô hîp cña SL(2,R) thuéc mét trong c¸c d¹ng
sau:

• (a) MÆt Elliptic hyperboloid: Ω1
λ={ 2xX∗ + 2hH∗ − 2yY ∗ | x2 + h2 =

y2 + λ2, λ 	= 0} ®i qua 2λH∗,

• (b) Nöa mÆt nãn trªn: Ω2
+={ 2xX∗+2hH∗−2yY ∗ | x2 +h2 = y2, y > 0}

®i qua X∗ + Y ∗,
Nöa mÆt nãn d íi: Ω2

−={ 2xX∗+2hH∗−2yY ∗ | x2+h2 = y2, y < 0}
®i qua X∗ − Y ∗,
Quü ®¹o mét ®iÓm: Ω2

0={ 0},
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• (c) Nöa trªn mÆt hyperboloid Ω3
+,λ={ 2xX∗ + 2hH∗ − 2yY ∗ | x2 + h2 =

y2 − λ2, y > 0} ®i qua 2λY ∗, λ > 0
Nöa d íi mÆt hyperboloid Ω3

−,λ={ 2xX∗ + 2hH∗ − 2yY ∗ | x2 + h2 =
y2 + λ2, y < 0} ®i qua −2λY ∗, λ > 0.

Chøng minh: Tr íc hÕt ta chøng minh nhËn xÐt sau: trªn mäi quü ®¹o phô hîp
cña SL(2,R), ta lu«n cã thÓ t×m ® îc c¸c ®iÓm ®Æc biÖt mµ cho phÐp ta ph©n
lo¹i c¸c quü ®¹o phô hîp.

ThËt vËy, víi A =

(
a b
c −a

)
∈ sl(2, R), ta xÐt ®a thøc ®Æc tr ng:

det(A − tI) = det

(
a − t b

c −a − t

)
= t2 + detA = bc − a2 + t2,

a) NÕu detA < 0 hay A cã hai gi¸ trÞ riªng kh¸c nhau λ̄ vµ −λ̄, víi λ̄ =
√−detA

th× A chÐo ho¸ ® îc ,

A = M

(
λ̄ 0
0 −λ̄

)
M−1.

Theo nhËn xÐt trong 2.1.2, ta thÊy do Ad(aI)=Id vµ t¸c ®éng

Ad(J)

(
x y
z t

)
=

(
t z
y x

)
,

b¶o toµn líp c¸c ma trËn chÐo nªn

A = S

(
λ 0
0 −λ

)
S−1,

víi det S=1, λ = ±λ̄.
b) NÕu detA=0 hay tÊt c¶ c¸c gi¸ trÞ riªng cña A b»ng 0.
NÕu A = 0 th× quü ®¹o chØ gåm mçi ®iÓm 0. NÕu A kh¸c 0 th× theo ®¹i sè
tuyÕn tÝnh, A ®ång d¹ng víi mét ma trËn Jordan

A = T

(
0 0
1 0

)
T−1, T ∈ GL(2, R).

Theo nhËn xÐt 1 th× do líp ma trËn

{(
a 0
0 a

)}
giao ho¸n víi mäi ma trËn

cÊp hai vµ

J

(
0 0
1 0

)
J−1 =

(
0 1
0 0

)
,
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nªn trong tr êng hîp nµy, tuú theo dÊu cña detT mµ quü ®¹o qua A cã thÓ chøa

mét trong hai ®iÓm :

(
0 0
1 0

)
,

(
0 1
0 0

)
.

c)NÕu detA >0 hay c¸c gi¸ trÞ riªng cña A lµ thuÇn ¶o.
§Æt λ =

√−a2 − bc 	= 0 ta cã

A2 =

(
a b
c −a

) (
a b
c −a

)
= −λ2I.

Chän X ∈ g\{0} vµ ®Æt Y = AX
λ
. DÔ thÊy do A2X = −λ2X nªn Y 	= 0

Gi¶ sö Y=p.X, p ∈ R th× mét mÆt do A2X = −λ2X , mét mÆt A2X = AλY =
AλpX = λ2pY = p2λ2Y nªn ta suy ra p2 = −1. M©u thuÉn.
VËy X, Y ®éc lËp tuyÕn tÝnh vµ lËp thµnh c¬ së cña g. Trong c¬ së míi nµy th×
A cã d¹ng chuÈn:

A = T

(
0 −λ
λ 0

)
T−1,

víi T lµ ma trËn ®æi c¬ së ∈ GL(2, R).
§èi víi c¸c tr êng hîp cßn l¹i, ta còng lËp luËn t ¬ng tù. Ta thu ® îc trªn mçi
quü ®¹o phô hîp lu«n chøa ®óng mét ®iÓm ®Æc biÖt thuéc mét trong c¸c d¹ng
sau :(

0 λ
−λ 0

)
,

(
0 −λ
λ 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
λ 0
0 −λ

)
,

(
0 0
0 0

)
.

¸p dông vµo viÖc ph©n lo¹i c¸c quü ®¹o ®èi phô hîp, ta cã:

1. Quü ®¹o phô hîp ®i qua

(
λ 0
0 −λ

)
.

Víi S ∈ SL(2, R), ta thu ® îc(
h x + y

x − y −h

)
= S

(
λ 0
0 −λ

)
S−1 =

(
u v
s t

) (
λ 0
0 −λ

) (
u v
s t

)−1

=

(
u v
s t

) (
λ 0
0 −λ

) (
t −v
−s u

)
=

(
λ(ut + sv) −2λuv

2λst −λ(ut + sv)

)
hay ta thu ® îc h

λ
= ut + sv, x+y

λ
= −2uv, x−y

λ
= 2st.

Suy ra x2−y2

λ2
+ h2

λ2
= −4uvst + (ut + sv)2 = (ut − sv)2 = 1.

Hay x2 + h2 − y2 = λ2.

2. Quü ®¹o phô hîp ®i qua

(
0 0
1 0

)
.

Víi S ∈ SL(2, R), ta cã:
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(
h x + y

x − y −h

)
= S

(
0 0
1 0

)
S−1 =

(
u v
s t

) (
0 0
1 0

) (
t −v
−s u

)
=

(
vt −v2

t2 −vt

)
trong ®ã h=vt, x+y = −v2, x−y = t2. Hay x2+h2−y2 =

0. Chó ý r»ng (x, h, y) 	= (0, 0, 0) vµ y < 0. V× vËy, ta thu ® îc
x2 + h2 = y2, víi y < 0.

3. Quü ®¹o phô hîp ®i qua

(
0 1
0 0

)
, t ¬ng tù lµ: x2 + h2 = y2, víi y > 0.

4. Quü ®¹o ®i qua (0, 0, 0) chØ cã duy nhÊt mét ®iÓm.

5. Quü ®¹o ®èi phô hîp ®i qua

(
0 −λ
λ 0

)
.

Víi S ∈ SL(2, R), ta cã:(
h x + y

x − y −h

)
= S

(
0 −λ
λ 0

)
S−1 =

(
u v
s t

) (
0 −λ
λ 0

) (
t −v
−s u

)
=

(
λ(vt − us) −λ(u2 + v2)
λ(s2 + t2) −λ(vt − us)

)
.

hay h
λ

= vt + us, x+y
λ

= −(u2 + v2), x−y
λ

= s2 + t2.

hay x2−y2

λ2
+ h2

λ2
= 1 víi 0 ≥ x + y, x − y ≥ 0.

VËy ph ¬ng tr×nh quü ®¹o lµ : x2 + h2 = y2 − λ2, y < 0.

6. Quü ®¹o phô hîp ®i qua

(
0 λ
−λ 0

)
. Thùc hiÖn hoµn toµn t ¬ng tù ta

thu ® îc x2 + h2 = y2 − λ2, y > 0.

Tãm l¹i b»ng tÝnh to¸n cô thÓ ta thu ® îc tÊt c¶ c¸c quü ®¹o phô hîp cña
SL(2,R). B»ng c¸ch chuyÓn qua ®¼ng cÊu sinh bëi d¹ng Killing, ta thu ® îc
danh s¸ch tÊt c¶ c¸c K-quü ®¹o cña SL(2,R) trong ®Þnh lý 1.2.2.

NhËn xÐt 1

Trong ®Þnh lý trªn ta ®· thu ® îc danh s¸ch tÊt c¶ c¸c quü ®¹o ®èi phô hîp cña
SL(2,R) gåm tõng phÇn cña c¸c mÆt møc sinh bëi ®a thøc {x2 + h2 − y2}. Tuy
nhiªn c¸c gi¸ trÞ cña ®a thøc nµy kh«ng cho mét ph©n lo¹i hoµn toµn c¸c quü
®¹o ®èi phô hîp. §iÓn h×nh lµ víi c¸c quü ®¹o øng víi {x2 + h2 − y2 = 0}.
Tuy vËy, ®a thøc nµy còng cho mét ph©n møc t ¬ng ®èi tèt cho c¸c quü ®¹o.
§èi víi c¸c nhãm Lie nöa d¬n kh¸c cã sè chiÒu cao h¬n, ta còng cã thÓ t×m

® îc m«t líp ®a thøc cã tÝnh chÊt t ¬ng tù nh vËy. VÝ dô víi SL(n,R), ta biÕt
r»ng det(XAX−1) = detA, ∀X ∈ SL(2, R). VËy, ta thu ® îc

det(X(A − λI)X−1) = det(A − λI).
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§¹o hµm c¶ hai vÕ theo λ cÊp k < n ta thu ® îc: Pk(XAX−1) = Pk(A), trong
®ã Pk lµ c¸c hµm cña ma trËn, nhËn gi¸ trÞ b»ng sè, ®ãng vai trß nh lµ c¸c hÖ sè
cña ®a thøc ®Æc tr ng lµ c¸c ®a thøc bÊt biÕn. VÝ dô P0(A) = detA, Pn−1 = TrA.
Víi G=SL(2,R), th×

det

(
h x + y

x − y −h

)
= y2 − x2 − h2,

chÝnh lµ ®a thøc bÊt biÕn cña chóng ta.

1.3 Ph©n cùc cho SL(2,R)

Mét trong nh÷ng sù ph¸t triÓn tiªu biÓu cña ph ¬ng ph¸p quü ®¹o lµ lý thuyÕt
l îng tö ho¸ h×nh häc. Trªn mçi quü ®¹o ®èi phô hîp, øng víi hµm f, ta cho
nã t ¬ng øng víi to¸n tö f̂ mµ ® îc x©y dùng nhê mét liªn th«ng affine. Tuy
nhiªn, vÊn ®Ò n¶y sinh l¹i lµ kh«ng gian mµ c¸c to¸n tö ®ã t¸c ®éng. Mét c¸ch
tæng qu¸t, trªn mçi ®a t¹p symplectic, v× c¸c nguyªn nh©n vËt lý, ng êi ta cÇn
ph¶i x©y dùng mét kh«ng gian L2 theo c¸c to¹ ®é cã sè biÕn b»ng mét nöa sè
chiÒu quü ®¹o. Qu¸ tr×nh xo¸ ®i khái c¸c to¹ ®é cña mét ®a t¹p symplectic mét
nöa sè c¸c to¹ ®é ’xung l îng’ gäi lµ ph©n cùc.

1.3.1 C¸c kh¸i niÖm c¬ b¶n vÒ ph©n cùc

Cho G lµ mét nhãm Lie. Mét ph©n cùc phøc cña quü ®¹o ΩF t¹i F ∈ ΩF lµ
mét bé bèn (η, h, U, ρ) tho¶ m·n:

1. η lµ ®¹i sè Lie con cña ®¹i sè Lie phøc gC = g ⊗
R

C vµ chøa gF .

2. §¹i sè con η lµ bÊt biÕn d íi t¸c ®éng cña c¸c to¸n tö AdgCx, x ∈ GF .

3. Kh«ng gian vÐc t¬ η+η̄ lµ phøc hãa cña ®¹i sè Lie con thùc m = (η+η̄)∩g.

4. TÊt c¶ c¸c nhãm con M0, H0, M, H ®Òu ®ãng, trong ®ã, theo ®Þnh nghÜa
M0 (t ¬ng øng H0) lµ nhãm con liªn th«ng cña G víi Lie d¹i sè Lie m
(t ¬ng øng h := η ∩ g) vµ M:=GF .M0, H:=GF .H0.

5. Tån t¹i biÓu diÔn unita U cña H vµ biÓu diÔn chØnh h×nh mét chiÒu ρ
cña η tho¶ m·n: U(expX) = eρ(X) víi X ∈ η, trong ®ã η x¸c ®Þnh bëi
η(X) = 2πi〈F, X〉.

6. §iÒu kiÖn Pukanszky tháa m·n: F + η⊥ ⊂ ΩF ,
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Chó ý: ®iÒu kiÖn 5 vµ 6 th êng ® îc thªm vµo ®Ó ta nhËn ® îc biÓu diÔn bÊt
kh¶ quy cña G.
Ký hiÖu tËp nghiÖm cña ph ¬ng tr×nh:

f(gh) = U(h).f(g)

(LX − ρ(X))f = 0

lµ C∞(G, η, H, ρ, U).
Ta cã ®Þnh lý sau: (chi tiÕt xem [13])

§Þnh lý 1.3.1 Víi c¸c ®iÒu kiÖn trªn, X = H \ G lËp thµnh mét ®a t¹p hçn
hîp kiÓu (k, l) trong ®ã, k=dim G-dim M ; l = 1

2
(dimM − dimH). Ta cã thÓ

®Þnh nghÜa mét kh«ng gian ph©n thí chØnh h×nh tõng phÇn EU,ρ, sao cho biÓu
diÔn cña G lªn kh«ng gian c¸c l¸t c¾t chØnh h×nh tõng phÇn EU,ρ t ¬ng ® ¬ng
víi biÓu diÔn tÞnh tiÕn cña G lªn L(G, η, H, ρ, U)

Khi ®ã ta gäi EU,ρ lµ ph©n thí c¶m sinh.
D íi ®©y, chóng t«i sÏ chän ph©n cùc phøc øng víi tõng quü ®¹o (η, ρ, H, U)
øng víi tõng quü ®¹o hai chiÒu. Quü ®¹o tÇm th êng gåm ®iÓm 0 øng víi biÓu
diÔn tÇm th êng ® îc bá qua.

1.3.2 Ph©n cùc cho quü ®¹o Ω1
λ

Chóng ta xÐt F̂ = 2λH∗ ∈ Ω1
λ, ®¹i sè Lie con phøc η = 〈H, X + Y 〉C. BiÓu

diÔn U = e2πi〈F,.〉 cña h = η ∩ g cã thÓ ® îc th¸c triÓn lªn thµnh biÓu diÔn cña
H = H0 ∪ εH0 tho¶ m·n U(ε) = ±1. XÐt ρ lµ th¸c triÓn cña dU lªn η.

MÖnh ®Ò 1.3.2 (η, h, U, ρ) lµ mét ph©n cùc cña Ω1
λ.

Chøng minh: . DÔ thÊy r»ng GF =

{(
a 0
0 a−1

)}
cã hai thµnh phÇn liªn

th«ng øng víi a > 0 vµ a < 0. HiÓn nhiªn, ®¹i sè Lie cña nã lµ gF = 〈H〉.
NhËn thÊy Ad-quü ®¹o ®i qua F = λH chøa hai ® êng th¼ng {F + t(X ∓ Y )}.
Râ rµng, c¸c ® êng th¼ng nµy lµ ¶nh cña hai ® êng th¼ng {F̂ + t(X∗ ± Y ∗)}
®i qua F̂ n»m trong Ω1

λ d íi ®¼ng cÊu sinh bëi d¹ng Killing.
Chän η = 〈H, X +Y 〉C. Chóng ta thÊy ®iÒu kiÖn Pulkansky ® îc tháa m·n.

Chó ý r»ng do [H, X+Y]=2(X+Y) nªn η lµ mét ®¹i sè Lie con bÊt biÕn d íi
Ad-t¸c ®éng cña GF . Chóng ta còng suy ra h = η ∩ g = m = 〈H, X + Y 〉, η̄ =
η, mC = η + η̄ = η. NhËn thÊy ρ(.) = 2πi〈F̂ , .〉 lµ biÓu diÔn chØnh h×nh mét
chiÒu cña η, mµ ρ(aH + b(X + Y )) = 4πiλa.
B»ng tÝnh to¸n cô thÓ, ta thu ® îc

exp

(
a b
0 −a

)
= exp

(
a.

(
1 0
0 −1

)
+ b

(
0 1
0 0

))
=

(
ea b( ea−e−a

2
)

0 e−a

)
.
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VËy,

U

(
exp

(
a b
0 −a

))
= e4πiλa hay U

(
α β
0 α−1

)
= α4πiλ víi mäi α > 0.

Do GF cã hai thµnh phÇn liªn th«ng øng víi α > 0 vµ α < 0

H = GF .H0 =

{(
α β
0 α−1

)
| α 	= 0

}
,

nªn ta cã H = H0 ∪
( −1 0

0 −1

)
.H0.

VËy, b»ng viÖc th¸c triÓn U lªn trªn H, chóng ta thu ® îc hai biÓu diÔn unita
cña H t ¬ng øng víi c¸c ®Æc tr ng cña H/H 0 = Z2, :

U

(
α β
0 α−1

)
=| α |4πiλ vµ U

(
α β
0 α−1

)
= |α|4πiλ.sgn(α).

1.3.3 Ph©n cùc phøc cho quü ®¹o Ω2
+

XÐt ®iÓm F̂ = X∗ − Y ∗ ∈ Ω2
+, cïng ®¹i sè Lie con phøc η = 〈H, X + Y 〉C.

BiÓu diÔn U = e2πi〈F,.〉 cã thÓ ® îc më réng lªn trªn H = H0 ∪ εH0 th«ng qua
U(ε) = ±1. XÐt ρ lµ th¸c triÓn tù nhiªn cña dU lªn η.

MÖnh ®Ò 1.3.3 (η, ρ, U, ρ) lµ mét ph©n cùc phøc cña Ω2
+.

Chøng minh. DÔ thÊy r»ng nhãm con dõng GF =

{(
a b
0 a

)
| a ∈ {−1, 1}

}
cã ®¹i sè Lie gF = 〈X + Y 〉 gåm hai thµnh phÇn liªn th«ng øng víi a > 0
vµ a < 0. Chän η = 〈H, X + Y 〉C. Do [H, X+Y]=2(X+Y), η lµ ®¹i sè
Lie, bÊt biÕn d íi Ad-t¸c ®éng cña GF . Tuy nhiªn, ®èi víi quü ®¹o nµy,
®iÒu kiÖn Pukanszky kh«ng ® îc tháa m·n. Kh«ng khã kh¨n, ta suy ra h =
η ∩ g = 〈H, X + Y 〉, η̄ = η = mC vµ 0 lµ biÓu diÔn chØnh h×nh mét chiÒu

cña η. HiÓn nhiªn r»ng, H = H0 ∪
( −1 0

0 −1

)
.H0 vµ

( −1 0
0 −1

)2

= I .

Ta cã U

( −1 0
0 −1

)
= ±I . VËy, t ¬ng øng víi c¸c ®Æc tr ng cña H/H 0,

chóng ta nhËn ® îc hai biÓu diÔn unita cña H lµ: U

(
α β
0 α−1

)
= 1 vµ

U

(
α β
0 α−1

)
= sgn(α).

T ¬ng tù, chóng ta còng nhËn ® îc cïng mét kÕt qu¶ ®èi víi quü ®¹o Ω2
−
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1.3.4 Ph©n cùc cho quü ®¹o Ω3
λ,+

Chóng ta xÐt F̂ = 2H∗ ∈ Ω3
λ,+, ®¹i sè Lie con phøc η = 〈Y, X + iH〉C. Do æn

®Þnh tö SO(2,R) cña F̂ kh«ng ®¬n liªn, U = e2πi〈F,.〉 cã thÓ th¸c triÓn lªn H khi
vµ chØ khi quü ®¹o nµy nguyªn Ω3

λ,+ (hay nãi c¸ch kh¸c, d¹ng Kirillov thuéc
líp ®èi ®ång ®iÒu nguyªn).

MÖnh ®Ò 1.3.4 (η, ρ, U, ρ) lµ mét ph©n cùc cña Ω3
λ,+ vµ quü ®¹o nµy lµ nguyªn

khi vµ chØ khi λ cã d¹ng λ = k
8
.

Proof. HiÓn nhiªn r»ng nhãm con dõng GF = SO(2, R) øng víi ®¹i sè Lie
gF = 〈Y 〉 lµ liªn th«ng nh ng kh«ng ®¬n liªn. B»ng viÖc chän η = 〈Y, X +
iH〉C, mC = g, h = η ∩ g, ta nhËn thÊy η lµ ®¹i sè Lie con phøc cña g, Ad-bÊt
biÕn d íi t¸c ®éng cña GF . Ta còng thay viÖc xÐt trùc tiÕp quü ®¹o nµy b»ng
viÖc xÐt phøc hãa cña chóng. Khi ®ã, dÔ thÊy ®iÒu kiÖn Pukanszky ® îc tháa
m·n.

Ta nhËn thÊy η cã biÓu diÔn mét chiÒu ρ

( −ia a + b
−a + b ia

)
= −4πiλa, mµ cã

h¹n chÕ lªn h lµ ρ

(
0 a
−a 0

)
= −4πiλa.

MÆt kh¸c,

exp

(
0 a
−a 0

)
=

(
cos a sin a
− sin a cos a

)
.

VËy

U

(
cos a sin a
− sin a cos a

)
= e−4πiλa.

Do SO(2,R) kh«ng ®¬n liªn, U cã thÓ kh«ng x¸c ®Þnh ®¬n trÞ trªn toµn bé H.
DÔ thÊy, ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ cho sù tån t¹i cña U lµ λ = k

8
.

§èi víi quü ®¹o Ω3
λ,− ta còng thùc hiÖn vµ ®¹t ® îc kÕt qu¶ t ¬ng tù.

HÖ qu¶ Ta thu ® îc tÊt c¶ ph©n cùc ®èi víi c¸c quü ®¹o ®èi phô hîp, kÐo
theo thu ® îc biÓu diÔn cña nhãm SL(2,R) lªn kh«ng gian Hilbert c¸c l¸t c¾t
chØnh h×nh tõng phÇn, b×nh ph ¬ng kh¶ tÝch cña mét kh«ng gian ph©n thí vÐc
t¬. Tuy nhiªn, kÕt qu¶ nµy kh«ng ë d¹ng t êng minh do tÝch thí nãi chung
kh«ng tÝnh ® îc. Chóng ta chØ ra mét c¸ch tiÕp cËn kh¸c hiÖu qu¶ h¬n trong
ch ¬ng sau b»ng l îng tö hãa biÕn d¹ng,
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Ch ¬ng 2

L îng tö ho¸ biÕn d¹ng

Chóng ta b¾t ®Çu b»ng kh¸i niÖm l îng tö ho¸ biÕn d¹ng cña Bayen, Flato vµ
nh÷ng ng êi kh¸c, ® îc Fedosov tr×nh bµy trong [18], c¸c tÝnh chÊt cña �-tÝch
nãi chung vµ cña �-tÝch Moyal nãi riªng. §Ó thuËn tiÖn chóng t«i còng nªu ngay
c¸c kh¸i niÖm míi nh �- tÝch G-hiÖp biÕn, b¶n ®å t ¬ng thÝch vµ quü ®¹o ®èi
phô hîp l îng tö.

2.1 L îng Tö Ho¸ BiÕn D¹ng

Nh ®· nãi, l îng tö ho¸ lµ qu¸ tr×nh x©y dùng mét hÖ l îng tö tõ mét hÖ cæ
®iÓn nhê quy t¾c l îng tö. ThËt kh«ng may, tõ t ¬ng øng ë ®©y kh«ng mang
mét ý nghÜa x¸c ®Þnh. C¬ häc cæ ®iÓn hiÓu theo mét nghÜa nµo ®ã lµ giíi h¹n
cña c¬ häc l îng tö khi cho tham sè Plank tiÕn dÇn tíi 0, do ®ã kh«ng thÓ cã
® îc mét quy t¾c l îng tö duy nhÊt. Trong mét sè tr êng hîp ®ñ tèt, ta cã thÓ
hi väng r»ng kÕt qu¶ cuèi cïng kh«ng phô thuéc vµo ph ¬ng ph¸p ta chän ®Ó
l îng tö ho¸.
L îng tö ho¸ biÕn d¹ng kh¸c víi l îng tö ho¸ h×nh häc vÒ c¬ b¶n do h»ng

sè Plank cã thÓ cã bËc tuú ý; l îng tö ho¸ biÕn d¹ng l¹i kh¸c l îng tö hãa Weyl
ë chç tham sè Plank kh«ng ph¶i lµ mét sè thùc d ¬ng mµ lµ mét tham biÕn h×nh
thøc. C¸c ®¹i l îng l îng tö trong l îng tö ho¸ biÕn d¹ng chØ cÇn lµ mét chuçi
luü thõa h×nh thøc chø kh«ng cÇn lµ mét hµm kh¶ vi v« h¹n nh trong l îng
tö ho¸ Weyl. Ngoµi ra, u ®iÓm lín nhÊt cña l îng tö ho¸ biÕn d¹ng lµ cã thÓ
® îc ®Þnh nghÜa trªn mét ®a t¹p symplectic bÊt kú chø kh«ng nhÊt thiÕt lµ cho
kh«ng gian symplectic chÝnh t¾c R

2n (theo kÕt qu¶ cña M. Kontsevich th× mäi
cÊu tróc Poisson ®Òu cã thÓ l îng tö ho¸.

27



2.1.1 �-tÝch kh¶ vi h×nh thøc

(xem[18]).

§Þnh nghÜa 2.1.1

Gi¶ sö (M, ω) lµ mét ®a t¹p symplectic vµ Z = C∞(M)[[ν]] lµ kh«ng gian
tuyÕn tÝnh c¸c chuçi luü thõa h×nh thøc a(x, ν) =

∑∞
k=0 νkak(x) víi c¸c hÖ tö

ak(x) ∈ C∞(M).
L îng tö ho¸ biÕn d¹ng cña C∞(M) (hay cßn gäi lµ l îng tö ho¸ biÕn d¹ng

trªn ®a t¹p M) lµ mét ®¹i sè kÕt hîp x©y dùng trªn Z víi mét �- tÝch kÕt hîp
tho¶ m·n c¸c tÝnh chÊt sau

1. �- tÝch cã tÝnh chÊt ®Þa ph ¬ng, tøc lµ hÖ tö ck(x) cña tÝch

c(x, ν) = a(x, ν) � a(x, ν) =

∞∑
k=0

νkck(x),

chØ phô thuéc vµo c¸c hÖ tö ∂αai vµ ∂βbj víi k ≥| α | + | β | +i + j ≥ 0.

2. �-tÝch lµ biÕn d¹ng cña tÝch giao ho¸n th«ng th êng c¸c hµm trªn M

c0(x) = a0(x).b0(x).

3. �- tÝch tho¶ m·n tÝch t ¬ng thÝch hay

a � b − b � a = −iν{a0, b0} + o(ν),

trong ®ã {., .} lµ mãc Poisson c¸c hµm, cßn dÊu ba chÊm thÓ hiÖn c¸c sè
h¹ng bËc cao h¬n ν. ë ®©y ν lµ mét tham biÕn h×nh thøc (cßn gäi lµ tham
biÕn biÕn d¹ng) kh«ng cã vai trß g× ®Æc biÖt, miÔn lµ kh¸c kh«ng.

Nãi c¸ch kh¸c, mét �- tÝch (kh¶ vi) h×nh thøc trªn ®a t¹p symplectic(M, ω) lµ
mét ¸nh x¹ song tuyÕn tÝnh

C∞(M) × C∞(M) → C∞(M)[[ν]],

(u, v) �→ u �ν v =

∞∑
r=0

νrCr(u, v),

tháa m·n
i. (u �ν v) �ν w = u �ν (v �ν w),
ii. C0(u, v) = u.v, C1(u, v) − C1(v, u) = 2{u, v},
iii. 1 �ν u = u �ν 1 = u,

28



iv. C¸c Cr lµ c¸c to¸n tö song kh¶ vi trªn M (tÝnh kh¶ vi cña �- tÝch),
Víi u, v ∈ C∞(M), ta ký hiÖu lu, ru lµ to¸n tö nh©n tr¸i vµ nh©n ph¶i trong

®¹i sè (Z, �) sao cho lu(v) = u.v = rv(u). NÕu �- tÝch lµ kh¶ vi th× c¸c to¸n tö
rv, lu lµ kh¶ vi h×nh thøc. C¸c tÝnh chÊt sau cña �- tÝch ® îc suy ra trùc tiÕp tõ
®Þnh nghÜa:

MÖnh ®Ò 2.1.2 xem [6],

(1). Víi mäi t ∈ N, u, v, ∈ C∞(M), th×∑
r+s=tr,s≥0

Cr(Cs(u, v), w) =
∑

r+s=tr,s≥0

Cr(u, Cs(v, w)),

(2). Cr(u, c) = Cr(c, u) = 0, ∀r ≥ 1, u ∈ C∞(M), c ∈ R,

(3). c � u = u � c = c.u, ∀c ∈ R,

(4). TÝnh chÊt kÕt hîp cña �- tÝch t ¬ng ® ¬ng víi to¸n tö lu giao ho¸n ® îc
víi rv, víi mäi u, v ∈ C∞(M).

Chøng minh Ta nªu c¸ch chøng minh tÝnh chÊt thø t .
Víi mäi u, v, ∈ C∞(M), ta cã u � (v � w) = (u � v) � w ⇐⇒ lu(v � w) =

rw(u � w) ⇐⇒ lu(rw(v)) = rw(lu(v)) ⇐⇒ lu ◦ rw(v) = rw ◦ lu(v).
Tõ ®ã ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh.
Chó ý

• Mét �- tÝch cã thÓ chØ x¸c ®Þnh trªn mét tËp con tuú ý cña C∞(M) miÔn
lµ nã æn ®Þnh d íi �- tÝch vµ mãc Poisson.

• Mét �- tÝch cã thÓ kh«ng kh¶ vi, nãi c¸ch kh¸c, kh¶ vi chØ lµ mét tÝnh chÊt
cña �- tÝch h×nh thøc. Tuy nhiªn, v× phÇn tiÕp theo cña luËn v¨n ta chØ
dïng ®Õn �- tÝch kh¶ vi nªn chóng t«i dïng ®Þnh nghÜa trªn cña Fedosov.

• Nguyªn t¾c t ¬ng thÝch trong ®Þnh nghÜa, hay ii. ë trªn kÐo theo giao ho¸n
tö x¸c ®Þnh bëi [u, v]� = u � v − v � u mµ hiÓn nhiªn chuyÓn Z thµnh mét
®¹i sè Lie, cã d¹ng:

[u, v]� = −iν{u, v} + · · ·

Tõ ®ã ta cã thÓ ký hiÖu �- biÓu diÔn phô hîp lµ ad�u(v) = [u, v]�. Nh
thÕ �- tÝch lµm biÕn d¹ng hai cÊu tróc cæ ®iÓn trªn C∞(M):cÊu tróc ®¹i sè giao
ho¸n ®èi víi phÐp nh©n c¸c hµm vµ cÊu tróc ®¹i sè Lie cho bëi mãc Poisson.
Sù tån t¹i cña l îng tö ho¸ biÕn d¹ng trªn ®a t¹p symplectic cã thÓ nãi ng¾n

gän nh sau: (chi tiÕt chøng minh xem [18]).
Gi¶ sö (M, ω) lµ mét ®a t¹p symplectic 2n chiÒu. D¹ng ω ®Þnh nghÜa trªn mçi
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TxM mét cÊu tróc cña mét kh«ng gian symplectic. Ng êi ta ®Þnh nghÜa ®¹i sè
Weyl h×nh thøc Wx øng víi mçi kh«ng gian tiÕp xóc TxM lµ mét ®¹i sè kÕt
hîp trªn C, cã ®¬n vÞ, c¸c phÇn tö cña nã lµ c¸c chuçi luü thõa h×nh thøc

a(y, �) =
∑

k,|α|≥0

�
kak,αyα. (2.1)

trong ®ã � lµ tham biÕn h×nh thøc, y = (y1, y2, ....y2n) ∈ TxM lµ vÐc t¬ tiÕp
xóc; α = (α1, α2, · · · , α2n) lµ ®a chØ sè sao cho yα = (y1)α1 · · · (y2n)α2n .
TÝch c¸c phÇn tö a, b ∈ Wx ® îc cho bëi quy t¾c Moyal-Weyl

a ◦ b = exp(−i�

2
ωij ∂

∂yi

∂

∂zj )a(y, �)b(z, �) |z=y . (2.2)

C«ng thøc nµy chÝnh lµ c«ng thøc tÝch cña hai ký hiÖu (symbol) a(y), b(y) trong
l îng tö ho¸ Weyl khai triÓn thµnh chuçi luü thõa h×nh thøc theo �. V× vËy ta
cã thÓ kh¼ng ®Þnh tÝch nµy cã tÝnh kÕt hîp vµ kh«ng phô thuéc vµo viÖc chän
c¬ së trong TxM . §iÓm kh¸c nhau ë ®©y lµ thay v× xÐt c¸c hµm tr¬n, ta xÐt c¸c

chuçi luü thõa h×nh thøc. Tham biÕn ν th êng ® îc lÊy lµ −i�
2 ®Ó thÓ hiÖn ý

nghÜa vËt lý cña kh¸i niÖm.
LÊy hîp c¸c ®¹i sè Wx, x ∈ M ta thu ® îc mét kh«ng gian ph©n thí cña ®¹i

sè Weyl h×nh thøc. C¸c l¸t c¾t cña ph©n thí nµy t¹i ®Þa ph ¬ng lµ c¸c ”hµm”:

a = a(x, y, �) =
∑

k,|α|≥0

�
kak,α(x).yα.

XÐt kh«ng gian c¸c d¹ng vi ph©n trªn M, nhËn gi¸ trÞ trong ph©n thí Weyl
Ω⊗W . Chi tiÕt kh¸i niÖm xem thªm trong [1]. Kh«ng gian nµy chÊp nhËn mét
sù ph©n bËc tù nhiªn:

C∞(W ⊗ Ω) =

2n⊕
k=0

C∞(W ⊗ Ωk).

X©y dùng mét phÐp vi ph©n hiÖp biÕn D trªn kh«ng gian c¸c d¹ng vi ph©n nhËn
gi¸ trÞ trong ph©n thí Weyl sao cho D2 = 0. Khi ®ã ta thu ® îc d·y khíp sau,
t ¬ng tù nh d·y khíp trong ®èi ®ång ®iÒu De-Rham:

0 −→ C∞(W ) −→ C∞(W ⊗ Ω1) −→ C∞(W ⊗ Ω2) −→ · · ·

§Æt Hp(W ) =
KerDp

ImDp+1
vµ phÐp chiÕu

σ : C∞(W ⊗ Ω) −→ C∞(M)[[�]],

a(x, y, �, dx) �→ a(x, 0, �, 0).

Khi ®ã ta cã ®Þnh lý sau:
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§Þnh lý 2.1.3 :Ta cã
1) Hp(W ) = 0 víi mäi p > 0 vµ WD = KerD0 = H0(W ).
2) Víi mäi a0 ∈ C∞(M)[[�]] lu«n tån t¹i duy nhÊt a ∈ WD ®Ó σ(a) = a0

§Þnh lý trªn ph¸t biÓu r»ng σ : C∞(M)[[�]] → WD lµ mét ®¼ng cÊu. Ký hiÖu
¸nh x¹ ng îc lµ Q. Do WD æn ®Þnh d íi ◦-tÝch do ®ã Q mang cÊu tróc ◦- tÝch
lªn Z ®Ó trë thµnh mét �- tÝch.
Cô thÓ h¬n

a � b = σ(Q(a) ◦ Q(b))

�- tÝch nµy ® îc gäi lµ �- tÝch Fedosov, ký hiÖu lµ �F -tÝch. HiÓn nhiªn r»ng �-
tÝch nµy tho¶ m·n c¸c tÝnh chÊt trong ®Þnh nghÜa 3.1.1. Nh vËy ta d· chøng
minh ® îc �- tÝch Fedosov tån t¹i trªn mäi ®a t¹p symplectic tuú ý. H¬n n÷a
vµo n¨m 1995, Nest, Tsygan, Deligne vµ Berteson ®Òu chøng minh ® îc trªn
mäi ®a t¹p symplectic (M, ω), mäi �- tÝch ®Òu ®¼ng cÊu víi �F− tÝch(Hai �-
tÝch �1 vµ �2 ® îc gäi lµ t ¬ng ® ¬ng nÕu tån t¹i ®¼ng cÊu Tν =

∑∞
r=1 νrTr, Tr

lµ c¸c to¸n tö song kh¶ vi trªn M, sao cho Tν(u �1 v) = (Tν �1 Tνv)).

2.1.2 �-tÝch Moyal trªn R
2n

Qu¸ tr×nh l îng tö ho¸ biÕn d¹ng ®ßi hái nh÷ng tÝnh to¸n mµ trong ®a sè tr êng
hîp ®Òu cho ra nh÷ng c«ng thøc kh«ng ®Ñp ®Ï. Tuy nhiªn trong mét sè tr êng
hîp ta cã thÓ tÝnh to¸n ® îc �- tÝch mét c¸ch t êng minh. VÝ dô ®iÓn h×nh lµ
kh«ng gian R

2n cïng d¹ng symplectic chÝnh t¾c.
Gi¶ sö trªn kh«ng gian R

2n ta trang bÞ mét hÖ to¹ ®é chÝnh t¾c (p, q) =
(p1, p2, · · · , pn, q1, q2, · · · , qn) nghÜa lµ R

2nlµ kh«ng gian symplectic víi d¹ng
song tuyÕn tÝnh ω =

∑
i dpi ∧ dqj . Gäi Λ lµ ma trËn symplectic øng víi d¹ng

song tuyÕn tÝnh ω nãi trªn, ta ký hiÖu

P r(u, v) = Λi1j1Λi2j2 · · ·Λirjr∂i1i2···inu∂j1j2···jnv, ∀r ≥ 2, ∀u, v ∈ C∞(R2n).

Trong ®ã, ∂i1i2···ir = ∂r

∂xi1 · · ·∂xir ; Λikjk lµ c¸c phÇn tö cña ma trËn Λ−1,

x=(p, q)=(p1, · · · , pn, q
1, · · · , qn).

§Þnh nghÜa 2.1.4

(xem [6]). C¸c c«ng thøc

u � v = u.v +
∞∑

r=1

1

r!
(

�

2i
)rP r(u, v), (2.3)
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i(u � v − v � u) = P 1(u, v) +
∞∑

r=1

(
�

2i
)2r 1

(2r + 1)!
P 2r+1(u, v), (2.4)

x¸c ®Þnh mét biÕn d¹ng h×nh thøc cña tÝch giao ho¸n vµ tÝch Poisson cña
C∞(R2n), lÇn l ît ® îc gäi lµ �- tÝch Moyal cña hai hµm u vµ v.
Thùc ra sö dông s¬ ®å tÝnh to¸n cña Fedosov vµo hai hµm u, v ∈ C∞(R2n),

ta còng nhËn ® îc c¸c c«ng thøc 2.3 vµ 2.4 hoÆc cã thÓ chøng minh trùc tiÕp
�- tÝch Moyal tháa m·n c¸c tÝnh chÊt trong ®Þnh nghÜa 3.1.1. Th«ng th êng ta
chän h»ng sè � = 1 ®Ó thuËn tiÖn cho tÝnh to¸n. Tõ ®©y vÒ sau ta quy íc �-
tÝch ® îc nãi ®Õn lµ �- tÝch Moyal. �- tÝch cã mét sè tÝnh chÊt rÊt quan träng
sau ®©y:

MÖnh ®Ò 2.1.5 [6]NÕu u, v ∈ S(R2n) (kh«ng gian c¸c hµm Schwartz) th×

1. ū � v̄ = v � u.

2.
∫

(u � v)(ξ)
dξ

(2π)n =
∫

(u.v)(ξ)
dξ

(2π)n ,

3. To¸n tö lu : S → S, v �→ u � v liªn tôc theo chuÈn trong L2(R2n,
dξ

(2π)n )

nªn cã thÓ th¸c triÓn lªn L2(R2n,
dξ

(2π)n ).

4. l∗u = lū; lu ◦ lv = lu�v.

TiÕp theo ta nh¾c l¹i mét sè kh¸i niÖm liªn quan ®Õn quü ®¹o ®èi phô hîp
vµ �-tÝch G-hiÖp biÕn.

2.1.3 �-tÝch G-hiÖp biÕn trªn c¸c quü ®¹o ®èi phô hîp

Chóng ta ®· biÕt trong ch ¬ng 2, c¸c quü ®¹o ®èi phô hîp chÝnh lµ c¸c ®a t¹p
symplectic thuÇn nhÊt ph¼ng. Nãi c¸ch kh¸c t ¬ng øng A �→ Ã lµ mét ®ång
cÊu ®¹i sè Lie.
Khi ta trang bÞ mét �-tÝch trªn (Ω, ω) ta cã kh¸i niÖm �-tÝch G-hiÖp biÕn:

§Þnh nghÜa 2.1.6 Gi¶ sö Ω lµ mét K-quü ®¹o cña nhãm Lie G trong g∗víi t¸c
®éng Hamilton chÆt cña G. Mét �-tÝch trªn Ω ® îc gäi lµ G-hiÖp biÕn (hay hiÖp
biÕn d íi t¸c ®éng cña G) nÕu nh :

iÃ � B̃ − iB̃ � iÃ = i[̃A, B], ∀A, B ∈ g.
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Khi �-tÝch lµ G-hiÖp biÕn th× t ¬ng øng

A �→ iÃ � . = lA(.).

lµ mét biÓu diÔn, mµ ta sÏ ký hiÖu bëi l cña g trong Z=C∞(Ω)[[ i2]]. L îng tö
ho¸ biÕn d¹ng ¸p dông vµo ®¹i sè Poisson (C∞(Ω), {., .}), mét mÆt cho ta c¸c
quü ®¹o ®èi phô hîp l îng tö, mÆt kh¸c lµ nh»m môc ®Ých t×m biÓu diÔn cña
c¸c ®¹i sè con cña C∞(Ω) bëi nh÷ng to¸n tö trong kh«ng gian Hilbert R nµo
®ã. Trong c¸c phÇn tiÕp theo, ®èi víi nhãm Lie SL(2,R), sau khi l îng tö ho¸
hÖ (Ω, ω), ta sÏ cã biÕn d¹ng cña ®¹i sè Poisson c¸c hµm tr¬n trªn c¸c K-quü
®¹o cña nhãm Lie G lµ kh«ng gian U(H) c¸c to¸n tö trªn kh«ng gian Hilbert
H. NÕu nh G liªn th«ng vµ ®¬n liªn th× ta nhËn ® îc biÓu diÔn unita T cña
nhãm Lie G x¸c ®Þnh bëi:

T (exp(A)) = elA,

tøc lµ biÓu ®å sau lµ giao ho¸n.
Tõ mét ®¹i sè Lie cho tr íc cã thÓ t×m ® îc nhiÒu nhãm Lie ch a ch¾c liªn

th«ng hay ®¬n liªn nhËn ®¹i sè Lie ®ã lµ ®¹i sè Lie cña m×nh. VÝ dô c¸c nhãm
SU(2) vµ SO(3) cã cïng mét ®¹i sè Lie lµ so(3), xem [10]. Nh ng ng êi ta
chøng minh ® îc r»ng (nhê ®Þnh lý thø ba cña Lie) t ¬ng øng víi mét ®¹i sè
Lie cho tr íc lu«n tån t¹i mét nhãm Lie ®¬n liªn, liªn th«ng ” lín nhÊt ” G̃
gäi lµ nhãm phñ phæ dông. Do tÝnh chÊt ®¬n liªn nªn nhãm phñ phæ dông chØ
cã c¸c biÓu diÔn ®¬n trÞ, xem [31]. Truíc khi ®i vµo tÝnh to¸n chóng t«i ® a ra
mét sè kh¸i niÖm ® îc dïng ®Õn cho c¸c phÇn sau.

2.2 B¶n ®å t ¬ng thÝch, hµm Hamilton vµ c¸c quü

®¹o ®èi phô hîp l îng tö. C¸c kh¸i niÖm c¬

b¶n

§Ó x©y dùng l îng tö hãa biÕn d¹ng trªn c¸c K-quü ®¹o víi tÝch Moyal, chóng
t«i ®Ò xuÊt kh¸i niÖm b¶n ®å t ¬ng thÝch. C¸c to¸n tö l îng tö cã d¹ng rÊt cång
kÒnh cho nªn chóng ta ph¶i sö dông phÐp biÕn ®æi to¹ ®é sao cho hµm Hamilton
vµ d¹ng Kirillov lµ ®¬n gi¶n nhÊt. Sù tån t¹i cña b¶n ®å t ¬ng thÝch trªn mäi
®a t¹p symplectic tæng qu¸t ®· cho chóng t«i mét ý t ëng vÒ viÖc t×m mét b¶n
®å tháa m·n nh÷ng yªu cÇu ®ã. ViÖc nµy cßn cã ý nghÜa ë chç nã x©y dùng
c¸c phñ phæ dông cña quü ®¹o vµ do ®ã nã cho phÐp mang �-tÝch Moyal trªn
R

2n sang c¸c K-quü ®¹o Ω qua ®ã kÐo theo sù xuÊt hiÖn cña c¸c ®¹i sè l îng
tö øng víi c¸c quü ®¹o ®èi phô hîp l îng tö. V× vËy, ®©y lµ mét trong nh÷ng
kh¸i niÖm ®ãng vai trß v« cïng cèt yÕu trong qu¸ tr×nh l îng tö ho¸.
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§Þnh nghÜa 2.2.1

Cho Ω lµ mét K- quü ®¹o 2n-chiÒu cña nhãm Lie G. NÕu cã mét vi ph«i
ψ : R

2n → Ω; (p, q) �→ ξ = ψ(p, q) th× cÆp (Ω, ψ−1) ® îc gäi lµ mét b¶n ®å
t ¬ng thÝch nÕu:

1. Víi A ∈ g, hµm Hamilton trªn Ω cã d¹ng bËc nhÊt theo biÕn p

Ã ◦ ψ(p, q) =
n∑

i=1

µi(q).pi + µ0(q).

trong ®ã, µi(q), (i ≥ 0) lµ c¸c hµm kh¶ vi v« h¹n theo biÕn q.

2. Trªn b¶n ®å ®ã, d¹ng Kirillov lµ

ω =
n∑

i=1

dpi ∧ dqi.

Tõ ®©y cho ®Õn hÕt, ta sÏ dïng ký hiÖu Ã thay cho ký hiÖu Ã ◦ ψ(p, q) ®Ó chØ
hµm Hamilton trong hÖ täa ®é chÝnh t¾c (p, q).
Víi mçi A ∈ g, ký hiÖu to¸n tö �-tÝch tr¸i cña iA víi hµm f, x¸c ®Þnh trªn kh«ng
gian con trï mËt gåm c¸c hµm tr¬n cña L2(R2n, dpdq/(2π)2n) lµ lA(f) = iÃ�f .
Khi ®ã, theo mÖnh ®Ò 2.1.5 th× lA ® îc th¸c triÓn duy nhÊt trë thµnh mét to¸n
tö tuyÕn tÝnh liªn tôc trªn L2(R2n, dpdq/(2π)2n).
TiÕp theo, ta nh¾c l¹i kh¸i niÖm biÕn ®æi Fourier bé phËn Fp tõ biÕn p sang biÕn
x cña hµm f, x¸c ®Þnh trªn kh«ng gian c¸c hµm Schwartz trªn R

2n hoÆc C
2n:

Fp(f)(x, q) =
1

(2π)
n
2

∫
Rn

e−ip.xf(p, q)dp,

vµ phÐp biÕn ®æi Fourier ng îc t ¬ng øng

F−1
p (f)(p, q) =

1

(2π)
n
2

∫
Rn

eip.xf(p, q)dp.

C¸c tÝnh chÊt cña biÕn ®æi Fourier ® îc coi lµ ®· biÕt.

§Þnh nghÜa 2.2.2 (K-quü ®¹o l îng tö)

Cho Ω2n lµ mét K-quü ®¹o 2n-chiÒu cña nhãm Lie G. Víi A ∈ G,

1. To¸n tö l̂A = Fp ◦ lA ◦ F−1
p x¸c ®Þnh hÇu kh¾p trªn L2(R2n, dpdq/(2π)2n)

lµ to¸n tö l îng tö t ¬ng thÝch

2. (Ω2n, l̂A) lµ K-quü ®¹o l îng tö øng víi nhãm Lie G.

3. Hîp cña c¸c Ω2ncïng c¸c to¸n tö lA = Fp ◦ lA ◦ F−1
p , A ∈ g ® îc gäi lµ

tÇng K-quü ®¹o l îng tö cña G bËc 2n, (quantum strata of K-orbit).
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2.3 B¶n ®å t ¬ng thÝch vµ hµm Hamilton trªn c¸c

quü ®¹o

2.3.1 Quü ®¹o Ω1
λ

Nh¾c l¹i r»ng Ω1
λ = {2xX∗ + 2hH∗ − 2yY ∗ | x2 + h2 = y2 − λ2} Theo c¸c kÕt

qu¶ vÒ ph©n cùc phøc cho quü ®¹o nµy, ®i qua 2λH∗ ∈ Ω cã mét kh«ng gian
con affine cã ®èi chiÒu 1, n»m trong quü ®¹o (®iÒu kiÖn L.Pukanszky) lµ

F̂ + η⊥ = {2pX∗ + 2λH∗ − 2pY ∗ | p ∈ R} ⊂ Ω.

H¬n n÷a, nÕu ®iÒu kiÖn L.Pukanszky ® îc tháa m·n t¹i mét ®iÓm th× sÏ ® îc
tháa m·n t¹i mäi ®iÓm trong quü ®¹o (xem [31] ). V× vËy, khi ta cho ®iÒm F̂
ch¹y trªn kh¾p ® êng trßn {x2 + h2 = λ2, y = 0} th× kh«ng gian con affine
K(g)F̂ + (Ad(g)(η))⊥ sÏ quÐt hÕt toµn bé quü ®¹o. Nãi c¸ch kh¸c, quü ®¹o
nµy ® îc tham sè hãa bëi p vµ gãc quay q:⎧⎪⎨⎪⎩

x = M(p, q) = p cos(q) − λ sin(q),

h = N(p, q) = p sin(q) + λ cos(q),

y = P (p, q) = p.

C¸c M, N, P tháa m·n c¸c hÖ thøc sau:

Mq = −N ; Nq = M ; Mp = cos(q); Np = sin(q); M. cos(q) + N. sin(q) = p;
(2.5)

Hay nÕu ®Æt ψ(p, q) = (2M(p, q), 2N(p, q),−2P (p, q)) th× ta cã thÓ chøng minh
® îc r»ng, ψ lµ mét phÐp vi ph«i ®Þa ph ¬ng vµ do R

2 lµ ®¬n liªn nªn (R2, Ω1
λ, ψ)

lµ kh«ng gian phñ phæ dông. Chó ý r»ng, (R2, dp∧ dq) vµ Ω1
λ víi d¹ng Kirillov

®Òu lµ c¸c ®a t¹p symplectic. MÖnh ®Ò sau ®©y chøng tá r»ng ψ kh«ng chØ lµ
mét vi ph«i ®Þa ph ¬ng mµ cßn lµ mét cÊu x¹ symplectic.

MÖnh ®Ò 2.3.1 ψ lµ mét cÊu x¹ symplectic vµ hµm Hamilton Ã øng víi A=a1X+
b1H + c1Y cã d¹ng

Ã(F̂ ) = 〈F̂ , A〉 = (2a1 cos q + 2b1 sin q − 2c1)p + (−2a1 sin q + 2b1 cos q)λ

Chøng minh: Theo tÝnh chÊt cña quü ®¹o ®èi phô hîp th× víi A=a1X +b1H +
c1Y th× hµm Hamilton øng víi tr êng vÐc t¬ bÊt biÕn sinh bëi A l¹i chÝnh lµ
h¹n chÕ cña A lªn trªn Ω1

λ. Suy ra víi F̂ = 2MX∗ + 2NH∗ − 2PY ∗ th×

Ã(F̂ ) = 〈a1X + b1H + c1Y, 2MX∗ + 2NH∗ − 2PY ∗〉
= 2a1M + 2b1N − 2c1P

= 2a1(p cos q − λ sin q) + 2b1(p sin q + λ cos q) − 2c1p
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Trªn R
2 cã hai cÊu tróc symplectic, cÊu tróc thø nhÊt lµ d¹ng Kirillov c¶m sinh

bëi ¸nh x¹ ψ vµ cÊu tróc thø hai lµ d¹ng symplectic chÝnh t¾c dp∧dq. Chóng ta
chøng minh sù trïng nhau cña chóng b»ng c¸ch nhËn thÊy gi¸ trÞ t¹i c¸c tr êng
vÐc t¬ bÊt biÐn lµ trïng nhau.
Trªn Ω1

λ, d¹ng Kirillov x¸c ®Þnh bëi ωF (ξA, ξB) = 〈F̂ , [A, B]〉. NhËn thÊy r»ng:
{Ã(p, q), B̃(p, q)} = ωF (ξA, ξB) = 〈F̂ , [A, B]〉

= 〈2MX∗ + 2NH∗ − 2PY ∗, 2(b1c2 − b2c1)X+

+ 2(c1a2 − c2a1)H − 2(a1b2 − a2b1)Y 〉
= 4M(b1c2 − b2c1) + 4N(c1a2 − c2a1) + 4P (a1b2 − a2b1).

MÆt kh¸c:

dp ∧ dq(ξA, ξB) = {Ã, B̃} =
∂Ã

∂p

∂B̃

∂q
− ∂Ã

∂q

∂B̃

∂p

= (2a1M + 2b1N − 2c1P )(2a2Mq + 2b2Nq)−
− (2a2M + 2b2N − 2c2P )(2a1Mq + 2b1Nq)

= 4(b1c2 − b2c1)Nq + 4(c1a2 − c2a1)(−Mq)+

+ 4(a1b2 − a2b1)(MpNq − NpMq)

= {Ã, B̃}K .

§Þnh lý ® îc chøng minh.

2.3.2 Quü ®¹o Ω2
+ vµ Ω2

−
Nh¾c l¹i r»ng Ω2

+ = {2xX∗ + 2hH∗ − 2yY ∗ | x2 + h2 = y2, y > 0}
Theo c¸c kÕt qu¶ vÒ ph©n cùc phøc cho quü ®¹o nµy, ®i qua F̂ = X∗−Y ∗ ∈ Ω

cã mét kh«ng gian con affine cã ®èi chiÒu 1, mµ n»m trong quü ®¹o

F + η⊥ = {pX∗ − pY ∗ | p ∈ R}
Ta còng gi¶i quyÕt tr êng hîp nµy t ¬ng tù nh Ω1

λ.
Víi p > 0 ®Æt : ⎧⎪⎨⎪⎩

x = M(p, q) = p cos q,

h = N(p, q) = p sin q,

y = P = p.

Nãi c¸ch kh¸c ψ(p, q) = 2M(p, q)X∗ + 2N(p.q)H∗ − 2P (p, q)Y ∗ lµ phÐp vi
ph«i ®Þa ph ¬ng tõ nöa mÆt ph¼ng ph¶i H+ = {(p, q) | p > 0} lªn quü ®¹o Ω1

λ.
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Chøng minh hoµn toµn t ¬ng tù nh 1.3.1, ta còng thu ® îc (H+, Ω1
λ, ψ) lµ

mét phñ symplectic phæ dông. Hµm Hamilton øng víi A ∈ g lµ
Ã = 2a1.p cos q + 2b1.p sin q − 2c1p.
Quü ®¹o Ω2

− còng ® îc gi¶i quyÕt hoµn toµn t ¬ng tù, víi sù thay ®æi nhá:H
−

thay cho H+; p < 0 thay cho p > 0.

2.3.3 Quü ®¹o Ω3
λ

Nh ®· biÕt, ®èi víi quü ®¹o Ω3
λ = {2xX∗ +2hH∗−2yY ∗ | x2 +h2 = y2 −λ2}

qua mét ®iÓm bÊt kú trong quü ®¹o, ta kh«ng thÓ nµo t×m ® îc mét kh«ng gian
con affine cã sè chiÒu 1 n»m trong quü ®¹o, dï chØ lµ ®Þa ph ¬ng. Do ®ã ta
kh«ng thÓ t×m ® îc mét b¶n ®å t ¬ng thÝch sao cho hµm Hamilton øng víi c¸c
tr êng vect¬ bÊt biÕn.
Tuy nhiªn, vÊn ®Ò ® îc gi¶i quyÕt hoµn toµn b»ng c¸ch më réng quü ®¹o

lªn tr êng phøc. Ký hiÖu g∗
C = (g⊗

R
C)∗ vµ Ω3

λ,C = SL(2, C).F̂ . Trong ®ã, biÓu

diÔn cña SL(2,R) lªn trªn g∗ ® îc më réng thµnh biÓu diÔn cña SL(2,C) lªn trªn
phøc ho¸ g∗.
Chó ý r»ng, tÊt c¶ c¸c kh¸i niÖm, kÕt qu¶ liªn quan, ®Òu ® îc suy t ¬ng tù

cho c¸c ®a t¹p phøc.
Ta xÐt phÐp tham sè ho¸ sau ®©y cña quü ®¹o⎧⎪⎨⎪⎩

x = M(z, w) = z cos w − i sin w,

h = N(z, w) = z sin w + i sin w,

y = P (z, w) = z.

§Æt ψ(z, w) = 2M(z, w)X∗ + 2N(z, w)H∗ − 2P (z, w)Y ∗). NhËn thÊy r»ng ψ
lµ mét ¸nh x¹ chØnh h×nh nhiÒu biÕn tõ C×C lªn trªn quü ®¹o Ω3

λ. Víi c¸c tÝnh
to¸n c¬ b¶n vÒ hµm phøc, ta cã thÓ chøng minh (C × C, Ω3

λ,C, ψ) lµ mét kh«ng
gian phñ chØnh h×nh phæ dông.

MÖnh ®Ò 2.3.2 Hµm Hamilton øng víi tr êng vect¬ bÊt biÕn sinh lµ tuyÕn tÝnh
theo z vµ ψ : C × C → Ω3

C,λ b¶o toµn d¹ng symplectic.

Chøng minh:Mçi F ∈ Ω3
λ,+ cã d¹ng 2MX∗ + 2NH∗ − 2yY ∗.

Víi A = a1X + b1H + c1Y, B = a2X + b2H + c2Y ∈ g th× hµm Hamilton x¸c
®Þnh bëi A cã d¹ng chÝnh lµ h¹n chÕ cña A lªn quü ®¹o:

Ã(F ) = 〈F, A〉 = 〈a1X+b1H+c1Y, 2MX∗+2NH∗−2PY ∗〉 = 2a1M+2b1N−2c1P.

V× vËy ta cã Ã(F ) = 2a1(z cos w−λ sin w)+ 2b1(z sin w +λ cos w)− 2c1z, víi
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c¸c tÝnh chÊt:

∂Ã

∂z
= 2(a1 cos w + b1 sin w − c1);

∂Ã

∂w
= −2a1N + 2b1M ;

∂Ã

∂z̄
=

∂Ã

∂w̄
= 0.;

(2.6)

Trªn C
2 cã hai cÊu tróc symplectic, cÊu tróc thø nhÊt lµ d¹ng Kirillov c¶m sinh

bëi ¸nh x¹ ψ vµ cÊu tróc thø hai lµ d¹ng symplectic chÝnh t¾c dz∧dw+dz̄∧dw̄.
Chóng ta chøng minh sù trïng nhau cña chóng b»ng c¸ch nhËn thÊy gi¸ trÞ t¹i
c¸c tr êng vÐc t¬ bÊt biÐn lµ trïng nhau.
Ma trËn cña d¹ng symplectic chÝnh t¾c dz∧dw+dz̄∧dw̄ trong c¬ së (∂z, ∂w, ∂z̄, ∂w̄)
vµ ma trËn nghÞch ®¶o lµ:

∧ =

⎛⎜⎜⎝
0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0

⎞⎟⎟⎠ ;∧−1 =

⎛⎜⎜⎝
0 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0

⎞⎟⎟⎠ .

Do ®ã C∞(C × C) lµ mét ®¹i sè Poisson víi mãc Poisson x¸c ®Þnh bëi

{f, g} =
∂f

∂z

∂g

∂w
− ∂f

∂w

∂g

∂z
+

∂f

∂z̄

∂g

∂w̄
− ∂f

∂w̄

∂g

∂z̄
.

Cô thÓ h¬n, víi c¸c hµm Hamilton øng víi A vµ B:

{Ã, B̃}ω0 = 2(a1 cos w + b1 sin w − c1)2.(−a2N + b2M)−
− 2(a2 cos w + b2 sin w − c1)2.(−a1N + b1M)

= 4(b1c2 − b2c1)M + 4(c1a2 − c2a1)N + 4(a1b2 − a2b1)(M cos w + N sin w)

= 4(b1c2 − b2c1)M + 4(c1a2 − c2a1)N + 4(a1b2 − a2b1)P.

Tuy nhiªn, mãc Poisson cña Ã , B̃ øng víi d¹ng symplectic ¶nh cña d¹ng Kirillov
qua vi ph«i ®Þa ph ¬ng ψ lµ

{Ã, B̃}ψ(ωK) = 〈F, [A, B]〉
= 〈2MX∗ + 2NH∗ − 2PY ∗, 2(b1c2 − b2c1)X + 2(c1a2 − c2a1)H − 2(a1b2 − a2b1)Y 〉
= 4(b1c2 − b2c1)M + 4(c1a2 − c2a1)N + 4(a1b2 − a2b1)P = {Ã, B̃}ω0

§Þnh lý ® îc chøng minh.

2.4 TÝnh hiÖp biÕn cña �-tÝch Moyal-Weyl

Chóng ta tæng quan nh÷ng g× ®· thùc hiÖn ® îc. Trong ch ¬ng1, ta ®· m« t¶
c¸c quü ®¹o ®èi phô hîp cña SL(2,R). Nãi c¸ch kh¸c, ta ®· ph©n lo¹i tÊt c¶ c¸c
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hÖ c¬ häc cæ ®iÓn ph¼ng nhËn SL(2,R) lµm nhãm ®èi xøng. TiÕp theo, b¾ng qu¸
tr×nh x©y dùng ph©n cùc phøc, chóng ta ®· ph©n t¸ch ® îc c¸c to¹ ®é p vµ q,
qua ®ã cã thÓ x©y dùng ® îc kh«ng gian Hilbert trªn c¸c to¹ ®é ’kh«ng xung
l îng’ lµm kh«ng gian biÓu diÔn cho qu¸ tr×nh l îng tö ho¸ h×nh häc. Th«ng
qua viÖc x©y dùng phñ phæ dông cña c¸c quü ®¹o ®èi phô hîp d íi d¹ng b¶n ®å
t ¬ng thÝch, ta thu ® îc hÖ c¬ häc cæ ®iÓn ph¼ng tèi ®¹i, thuÈn nhÊt, víi nhãm
®èi xøng SL(2,R).
Chóng t«i sÏ thay viÖc nghiªn cøu c¸c quü ®¹o ®èi phô hîp b»ng viÖc xÐt ®¹i

sè C∞(Ω) c¸c hµm tr¬n trªn ®ã. PhÐp chiÕu ψ tõ c¸c kh«ng gian phñ phæ dông
cho phÐp nhóng ®¹i sè C∞(Ω) vµo trong C∞(R2), C∞(H+), C∞(H−), C∞(C2)
nh lµ ®¹i sè con gåm c¸c hµm tuÇn toµn theo p (hay z) chu kú 2π.
XÐt mét trong c¸c ®¹i sè C∞(R2), C∞(C2), C∞(H+), ... B»ng c¸ch x¸c

®Þnh �-tÝch Moyal-Weyl trªn c¸c kh«ng gian symplectic chÝnh t¾c R
2, C2, do

tÝnh ®ãng kÝn cña c¸c ®¹i sè hµm nµy ®èi víi �-tÝch Moyal-Weyl nªn c¸c ®¹i
sè nµy bÞ biÕn d¹ng trë thµnh c¸c ®¹i sè l îng tö. MÆt kh¸c, do �-tÝch cña hai
hµm tuÇn hoµn theo p (hay z) chu kú 2π còng lµ tuÇn hoµn chu kú 2π nªn kÐo
theo sù l îng tö ho¸ biÕn d¹ng trªn c¸c K-quü ®¹o. Nãi c¸ch kh¸c, (C∞(Ω), �)
® îc biÕn d¹ng trë thµnh c¸c ®¹i sè l îng tö.
Chóng ta sÏ thÊy r»ng biÓu diÔn v« cïng bÐ cña G lªn c¸c quü ®¹o cã thÓ

® îc n©ng lªn trë thµnh biÓu diÔn v« cïng bÐ cña G lªn trªn c¸c ®¹i sè hµm kÕt
hîp víi �-tÝch th«ng qua ®Þnh lý sau:

§Þnh lý 2.4.1 Trong c¸c b¶n ®å t ¬ng thÝch chóng ta x©y dùng ® îc, th× �-Moyal

lµ hiÖp biÕn hay iÃ � iB̃ − iB̃ � iÃ = i[̃A, B].

Chøng minh:

Víi A = a1X + b1H + c1Y, B = a2X + b2H + c2Y ∈ g, ta sÏ chøng minh
iÃ � iB̃ − iB̃ � Ã = ĩ[A, B] cho tõng líp quü ®¹o.
a) Quü ®¹o (Ω1

λ, ψ). Ta cã, theo c«ng thøc Moyal-Weyl,

iÃ � iB̃ =
∞∑

k=0

P k(iÃ, iB̃).
1

k!
(

1

2i
)k.

víi P k(iÃ, iB̃) = −∧i1j1 ∧i2j2 · · · ∧ikjk ∂i1i2···ikÃ∂j1j2···jk
B̃.

B»ng tÝch to¸n cô thÓ ta thu ® îc:
P 0(iÃ, iB̃) = −Ã.B̃,

P 1(iÃ, iB̃) = −(∧12 ∂Ã
∂p

.∂B̃
∂q

+ ∧21 ∂Ã
∂q

.∂B̃
∂p

) = −{Ã, B̃},
Theo mÖnh ®Ò 2.3.1 th× Ã , B̃ lµ tuyÕn tÝnh theo p. Do ®ã, víi k ≥ 2 th×
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P 2(iÃ, iB̃) = −(∧12 ∧12 ÃppB̃qq + ∧21 ∧21 ÃqqB̃pp

+ ∧12 ∧21 ÃpqB̃qp + ∧21 ∧12 ÃqpB̃pq

= −2ÃpqB̃qp.

Hay P 2(iÃ, iB̃) = P 2(iB̃, iÃ),

P k(iÃ, iB̃) = − ∧i1j1 ∧i2j2 · · · ∧ikjk ∂i1i2···ikÃ∂j1j2···jk
B̃ = 0 ∀k ≥ 3.

Do ®ã ta thu ® îc

iÃ � iB̃ − iB̃ � iÃ = (P 1(iÃ, iB̃) − P 1(iB̃, iÃ))
1

2i

+ (P 2(iÃ, iB̃) − P 2(iB̃, iÃ))(
1

2i
)2.

1

2!
= i{Ã, B̃}.

Tuy nhiªn do tÝnh ph¼ng cña c¸c K-quü ®¹o, ta suy ra iÃ�iB̃−iB̃�iÃ = i[̃A, B].
B»ng lËp luËn t ¬ng tù ta chøng minh ® îc tÝnh hiÖp biÕn cña �-tÝch trªn Ω2

+ vµ
Ω2

−.
b) §èi víi phøc ho¸ cña quü ®¹o (Ω3

λ,C, ψ) ta cã hµm Hamilton øng víi

tr êng vÐct¬ bÊt biÕn lµ chØnh h×nh nªn ®¹o hµm riªng cña Ã theo c¸c thµnh
phÇn ph¶n chØnh h×nh lµ triÖt tiªu. Chøng minh t ¬ng tù nh tr êng hîp trªn,
ta dÔ dµng cã ® îc:

P 0(iÃ, iB̃) = −Ã.B̃, P 1(iÃ, iB̃) = −(∧12 ∂Ã
∂z

.∂B̃
∂w

+ ∧21 ∂Ã
∂w

.∂B̃
∂z

) = −{Ã, B̃},
P 2(iÃ, iB̃) = P 2(iB̃, iÃ),
P k(iÃ, iB̃) = − ∧i1j1 ∧i2j2 · · · ∧ikjk ∂i1i2···ikÃ∂j1j2···jk

= 0 ∀k ≥ 3,

iÃ � iB̃ − iB̃ � iÃ = (P 1(iÃ, iB̃) − P 1(iB̃, iÃ))
1

2i
+

+ (P 2(iÃ, iB̃) − P 2(iB̃, iÃ))(
1

2i
)2.

1

2!

= i{Ã, B̃} = i[̃A, B].

Tæng kÕt l¹i ta thu ® îc �-tÝch Moyal lµ hiÖp biÕn trªn tÊt c¶ c¸c quü ®¹o.
(®.p.c.m).
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2.5 To¸n tö l îng tö t ¬ng thÝch l̂A

XÐt biÓu diÔn chÝnh t¾c cña ®¹i sè l îng tö C∞(Ω) lªn chÝnh nã mµ vèn lµ mét
®¹i sè FrÐchet-Poisson bëi phÐp nh©n �-tr¸i x¸c ®Þnh bëi:

lf : C∞(Ω) → C∞(Ω).

g �→ f � g.

VËy ta cã thÓ xem ®¹i sè l îng tö C∞(Ω) nh lµ mét ®¹i sè c¸c to¸n tö gi¶ vi
ph©n trªn kh«ng gian FrÐchet C∞(Ω). MÆt kh¸c theo ®Þnh lý 2.4.1 th× t ¬ng øng
A �→ lA = iÃ � . lµ mét ®ång cÊu ®¹i sè Lie. V× vËy, chóng ta cã thÓ xÐt biÓu
diÔn cña ®¹i sè Lie lªn kh«ng gian con trï mËt L2(R × [0, 2π))∞ (t ¬ng øng
L2(R± × [0, 2π))∞, L2(C × [0, 2π)× i.R)∞) c¸c hµm tr¬n b»ng phÐp nh©n tr¸i
víi iÃ � .. BiÓu diÔn nµy ® îc më réng lªn toµn kh«ng gian L2(R × SO(2, R))
(t ¬ng øng L2(R± × SO(2, R)), L2(C × SO(2, R) × iR)) theo mÖnh ®Ò 2.1.5
cña Arnal vµ Cortet. Tuy nhiªn, sù l îng tö ho¸ chóng ta võa thùc hiÖn chØ lµ
h×nh thøc. VÊn ®Ò vÒ sù héi tô cña c¸c to¸n tö l îng tö lµ kh«ng râ rµng.
Chóng ta sÏ kh¶o s¸t ë ®©y tÝnh héi tô cña c¸c chuçi luü thõa h×nh thøc. §Ó
thùc hiÖn ® îc ®iÒu nµy, chóng ta nh×n vµo �-tÝch cña iÃ nh lµ �-tÝch cña c¸c
ký hiÖu vµ x¸c ®Þnh mét líp c¸c to¸n tö gi¶ vi ph©n øng víi iÃ, ®ã lµ c¸c to¸n
tö gi¶ vi ph©n G-bÊt biÕn trªn c¸c quü ®¹o. §iÒu nµy cho ta kÕt qu¶ t ¬ng øng
lµ biÓu diÔn cña g bëi c¸c to¸n tö gi¶ vi ph©n cïng víi mét sù miªu t¶ cña c¸c
quü ®¹o ®èi phô hîp l îng tö.

2.5.1 To¸n tö l îng tö l̂A trªn Ω1
λ

§èi víi quü ®¹o Ωλ
1 = {2xX∗ + 2hH∗ − 2yY ∗ | x2 + h2 = y2 + λ2} chóng ta

cã bæ ®Ò sau:

Bæ ®Ò 2.5.1 P k(Ã,F−1
p (f)) = k(−1)k−1Ãq···qp∂p···pqF−1

p (f)

+(−1)kÃq···q∂p···F−1
p (f)

Chøng minh: Víi k ≥ 2 th× theo 2.3.1 ta cã Ã lµ tuyÕn tÝnh theo p nªn nÕu
nh trong c¸c chØ sè i1, i,2 , · · · , ik, cã hai chØ sè b»ng 1 th× ∂i1,i,2,··· ,ikÃ = 0.
Do ®ã, víi k ≥ 2:

P k(Ã,F−1
p (f)) = ∧i1,j1 ∧i2j2 · · · ∧ikjk Ãi1···in∂j1···jnF−1

p (f)

=
∑

∧21 · · · ∧12 · · · ∧21 Ãq···p···q∂p···q···pF−1
p (f)+

+ ∧21 · · · ∧21 Ãq···q∂p···pF−1
p (f).
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Do ∧−1 =

(
0 1
−1 0

)
nªn ta cã ∧12 = 1,∧21 = −1. Suy ra

P k(Ã,F−1
p (f)) = k(−1)k−1Ãq···p···q∂p···q···pF−1

p (f) + (−1)k−1Ãq···q∂p···pF−1
p (f),

Víi k=0 hay k=1, th× ta thÊy bæ ®Ò ® îc tho¶ m·n. Do ®ã, bæ ®Ò 2.5.1 trªn
®óng víi mäi k.

¸p dông bæ ®Ò trªn, ta thu ® îc ®Þnh lý sau:

§Þnh lý 2.5.2 NÕu ®Æt s=q − x
2 , ta cã to¸n tö l îng tö t ¬ng thÝch l̂A

l̂A = Fp ◦ lA ◦F−1
p = (a1 cos s+ b1 sin s−c1)∂s +(−a1 sin s+ b1 cos s)(2λi+1).

Chøng minh:
Ta cã

l̂A(f) = Fp ◦ lA ◦ F−1
p (f) = iFp(

∞∑
k=0

(
1

2i
)k.

1

k!
P k(Ã,F−1

p (f)).

theo bæ ®Ò 2.5.1 ta thu ® îc:

l̂A(f) = iFp

( ∞∑
k=0

(
1

2i
)k 1

k!
.(−1)k−1.k.Ãq···p···q∂p···q···pF−1

p (f)

+
∞∑

k=0

(
1

2i
)k 1

k!
.(−1)k.Ãq···q∂p···pF−1

p (f)
)

= I + J.

Chó ý r»ng, theo mÖnh ®Ò 2.3.1 th× Ã lµ hµm bËc nhÊt theo p. Do ®ã Ãq···p···q lµ
hµm chØ theo biÕn p. Do ®ã theo tÝnh chÊt cña biÕn ®æi Fourier ta thu ® îc

I = iFp(

∞∑
k=0

(
1

2i
)k 1

k!
.(−1)k−1.k.Ãq···p···q∂p···q···pF−1

p (f)) (2.7)

= i
∞∑

k=0

(
1

2i
)k 1

k!
.(−1)k−1.k.Fp(Ãq···p···q∂p···q···pF−1

p (f))

= i
∞∑
i=1

(
1

2i
)k 1

(k − 1)!
.(−1)k−1.(ix)k−1Ãq···p···q∂pf

=
1

2
∂pÃ(q − x

2
)∂q(f).
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§Æt Ã =p.M+N trong ®ã M, N lµ hµm theo q. Khi ®ã ta thu ® îc:

J = i
∑
k=0

A∞(
1

2i
)k 1

k!
.(−1)k.Fp((p.Mq···q + Nq···q).F−1

p (f))

= i
∞∑

k=0

(
i

2
)k 1

k!
((i.∂xM

(k) + N (k)).(ix)k.f)

= i
∞∑

k=0

(
i

2
)k 1

k!
.i∂x.M

(k)(q).(ix)k.f + i
∞∑

k=0

(
i

2
)k 1

k!
N (k)(q)(ix)k.f

= −
∞∑

k=0

(−x

2
)k.

M (k)

k!
∂xf −

∞∑
k=0

(−1

2
)k.

M (k)

k!
.k.xk−1∂xf + i

∞∑
k=0

(−x

2
)k.

N (k)

k!
∂xf

= J1 + J2 + J3.

Ta tÝnh tæng tõng thµnh phÇn

J1 = −
∞∑

k=1

(−1

2
)k.

M (k)

(k − 1)!
.xk−1.f

=
1

2

∞∑
k=0

(−x

2
)k.

M (k+1)(q)

k!
.f

=
1

2
.M ′(q − x

2
).f.

J2 = −
∞∑

k=0

(−x

2
)k.

M (k)

k!
∂xf

= −M(q − x

2
).∂xf.

J3 = i
∞∑

k=0

(−x

2
)k.

N (k)

k!
.f

= iN(q − x

2
).f.

Do ®ã ta thu ® îc d¹ng t êng minh cña to¸n tö l îng tö t ¬ng thÝch:

l̂A(f) = I + J1 + J2 + J3 (2.8)

=
1

2
∂pÃ(q − x

2
)∂q(f) +

1

2
.M ′(q − x

2
).f + −M(q − x

2
).∂xf + iN(q − x

2
).f

= M(q − x

2
)(

1

2
∂q − ∂x)f +

1

2
.M ′(q − x

2
).f + iN(q − x

2
).f.
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§æi biÕn q − x
2 = s; q + x

2 = t. Ta cã ∂s = 1
2∂q − ∂x. Ngoµi ra, do

Ã(F ) = 2a1(p cos q − λ sin q) + 2b1(p sin q + λ cos q) − 2c1p,

nªn M(q) = 2a1(p cos q − λ sin q) + 2b1(p sin q + λ cos q) − 2c1,
N(q) = −2λa1 sin q + 2λb1 cos q,

M ′(q) =
N(q)

λ
,

VËy ta thu ® îc

l̂A(f) = M(s).∂sf + 2.(
N(s)
2.λ

+ iNs)f.

Hay l̂A = 2(a1 cos s + b1 sin s − c1)∂s + 2(−a1 sin s + b1 cos s)(λi + 1
2).

§Þnh lý ® îc chøng minh.

2.5.2 To¸n tö l îng tö l̂A trªn Ω3
λ,C

§èi víi quü ®¹o phøc ho¸ Ω3
λ,C = {2xX∗ + 2hH∗ − 2yY ∗ | x2 + h2 = y2 −

λ2; x, y, h ∈ C}
chóng ta cã bæ ®Ò sau:

Bæ ®Ò 2.5.3 P k(Ã,F−1
z (f)) = k(−1)k−1Ãw···wz∂z···zwF−1

z (f)+(−1)kÃw···w∂z···wF−1
z (f).

Chøng minh: Víi k ≥ 2 th× theo 2.3.2 ta cã Ã lµ tuyÕn tÝnh theo z vµ lµ hµm
chØnh h×nh theo z vµ w nªn nÕu nh trong c¸c chØ sè i1, i,2 , · · · , ik, cã hai chØ
sè b»ng 1 th× ∂i1,i,2,··· ,ikÃ = 0. Do ®ã, víi k ≥ 2:

P k(Ã,F−1
z (f)) = ∧i1,j1 ∧i2j2 · · · ∧ikjk Ãi1···in∂j1···jnF−1

z (f)

=
∑

∧21 · · · ∧12 · · · ∧21 Ãw···z···w∂z···w···zF−1
z (f)+

+ ∧21 · · · ∧21 Ãw···w∂z···zF−1
z (f).

Do

∧−1 =

⎛⎜⎜⎝
0 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0

⎞⎟⎟⎠ ,

nªn ta cã ∧12 = 1,∧21 = −1. Suy ra,
P k(Ã,F−1

z (f)) = k(−1)k−1Ãw·z·w∂z···w···zF−1
z (f) + (−1)k−1Ãw···w∂z···zF−1

z (f).
Víi k=0 hay k=1, th× ta thÊy ® îc tho¶ m·n. Do ®ã, bæ ®Ò 2.5.3 trªn ®óng víi
mäi k.

§Þnh lý 2.5.4 NÕu ®Æt s=w − x
2 , ta cã to¸n tö l îng tö t ¬ng thÝch:

l̂A = Fz ◦ lA ◦F−1
z = (a1 cos s+ b1 sin s− c1)∂s +(−a1 sin s+ b1 cos s)(2λi+1)
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Chøng minh: Ta cã

l̂A(f) = Fz ◦ lA ◦ F−1
z (f) = iFz(

∞∑
k=0

(
1

2i
)k.

1

k!
P k(Ã,F−1

z (f)).

Theo bæ ®Ò 2.5.3 ta thu ® îc:

l̂A(f) = iFz(
∞∑

k=0

(
1

2i
)k 1

k!
.(−1)k−1.k.Ãw·z·w∂z···w···zF−1

z (f) (2.9)

+
∞∑

k=0

(
1

2i
)k 1

k!
.(−1)k.Ãw···w∂z···zF−1

z (f)) = I + J.

Chó ý r»ng, theo mÖnh ®Ò 2.3.2 th× Ã lµ hµm bËc nhÊt theo z. Do ®ã Ãw·z·w lµ
hµm chØ theo biÕn z. Do ®ã theo tÝnh chÊt cña biÕn ®æi Fourier ta thu ® îc:

I = iFz(

∞∑
k=0

(
1

2i
)k 1

k!
.(−1)k−1.k.Ãw·z·w∂z···w···zF−1

z (f)) (2.10)

= i
∞∑

k=0

(
1

2i
)k 1

k!
.(−1)k−1.k.Fz(Ãw·z·w∂z···w···zF−1

z (f))

= i
∞∑
i=1

(
1

2i
)k 1

(k − 1)!
.(−1)k−1.(iξ)k−1Ãw·z·w∂zf

=
1

2
∂zÃ(w − ξ

2
)∂w(f).

§Æt Ã =z.M+N trong ®ã M, N lµ hµm theo w. Khi ®ã ta thu ® îc:

J = i
∑
k=0

A∞(
1

2i
)k 1

k!
.(−1)k.Fz((z.Mw···w + Nw···w).F−1

z (f)) (2.11)

= i
∞∑

k=0

(
i

2
)k 1

k!
((i.∂xM

(k) + N (k)).(iξ)k.f)

= i

∞∑
k=0

(
i

2
)k 1

k!
.i∂x.M

(k)(w).(iξ)k.f + i

∞∑
k=0

(
i

2
)k 1

k!
N (k)(w)(iξ)k.f

= −
∞∑

k=0

(−ξ

2
)k.

M (k)

k!
∂xf −

∞∑
k=0

(−1

2
)k.

M (k)

k!
.k.ξk−1∂ξf + i

∞∑
k=0

(−ξ

2
)k.

N (k)

k!
∂xf

= J1 + J2 + J3.
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Trong ®ã,

J1 = −
∞∑

k=1

(−1

2
)k.

M (k)

(k − 1)!
.ξk−1.f (2.12)

=
1

2

∞∑
k=0

(−ξ

2
)k.

M (k+1)(w)

k!
.f

=
1

2
.M ′(w − ξ

2
).f

J2 = −
∞∑

k=0

(−ξ

2
)k.

M (k)

k!
∂ξf (2.13)

= −M(w − ξ

2
).∂ξf.

J3 = i
∞∑

k=0

(−ξ

2
)k.

N (k)

k!
.f (2.14)

= iN(w − ξ

2
).f.

Do ®ã ta thu ® îc d¹ng t êng minh cña to¸n tö l îng tö t ¬ng thÝch:

l̂A(f) = I + J1 + J2 + J3

=
1

2
∂zÃ(w − ξ

2
)∂w(f) +

1

2
.M ′(w − ξ

2
).f + −M(w − ξ

2
).∂ξf + iN(w − ξ

2
).f

= M(w − ξ

2
)(

1

2
∂w − ∂ξ)f +

1

2
.M ′(w − ξ

2
).f + iN(w − ξ

2
).f.

§æi biÕn w − ξ
2 = s; w +

ξ
2 = t. Ta cã ∂s = 1

2∂w − ∂ξ.

Ngoµi ra, do Ã(F ) = 2a1(z cos w−λ sin w)+ 2b1(z sin w +λ cos w)− 2c1z nªn
M(w) = 2a1(z cos w − λ sin w) + 2b1(z sin w + λ cos w) − 2c1,
N(w) = −2λa1 sin w + 2λb1 cos w,

M ′(w) =
N(w)

λ
.

VËy ta thu ® îc

l̂A = 2.(a1 cos s + b1 sin s − c1)∂s + 2(−a1 sin s + b1 cos s)(λi +
1

2
).

§Þnh lý ® îc chøng minh.
T ¬ng tù, ta còng thu ® îc cïng mét kÕt qu¶ ®èi víi c¸c quü ®¹o cßn l¹i, trõ
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quü ®¹o 0 sÏ øng víi to¸n tö tÇm th êng.

Chó ý: Chóng ta chØ xÐt tr êng hîp s vµ t lµ sè thùc vµ do ®ã, kh«ng gian
L2 cña chóng ta chØ lÊy theo c¸c biÕn phøc. Theo c¸c kÕt qu¶ vÒ ph©n cùc, ta
thu ® îc kh«ng gian biÓu diÔn lµ L2(SO(2, R)) vèn lµ kh«ng gian L2 theo c¸c
täa ®é cña Ω sau khi lo¹i ®i c¸c ph©n cùc t ¬ng øng.

2.6 §èi ngÉu unita cña SL(2,R) vµ ph©n lo¹i

Trong môc nµy chóng ta sÏ nh¾c l¹i ng¾n gän vÒ c¸ch x©y dùng ®èi ngÉu unita
cña SL(2,R) theo ph ¬ng ph¸p gi¶i tÝch. Chi tiÕt cña sù x©y dùng nµy xem [33],
XÐt nhãm con

H =

(
a b
0 a−1

)
,

cïng biÓu diÔn mét chiÒu

ρ

(
a b
0 a−1

)
= au+1,

Ký hiÖu Hu = L2(G, H, ρu) lµ kh«ng gian c¸c hµm f trªn G tho¶ m·n:

f(hg) = ρu(h).f(g), ∀h ∈ H. (2.15)

cã h¹n chÕ cña f lªn trªn K lµ b×nh ph ¬ng kh¶ tÝch theo ®é ®o Haar. CÊu
tróc Hilbert cña L2(K) c¶m sinh mét cÊu tróc Hilbert trªn Hu = L2(G, H, ρu)
mµ ®¼ng cÊu víi kh«ng gian c¸c l¸t c¾t b×nh ph ¬ng kh¶ tÝch cña mét kh«ng
gian ph©n thí c¶m sinh, nÒn lµ kh«ng gian thuÇn nhÊt H\G, thí lµ C vµ c¸c
hµm d¸n sinh bëi ρs. Cô thÓ h¬n, mäi hµm ®o ® îc trªn K ®Òu t ¬ng øng 1-1
víi mét hµm ®o ® îc trªn G tho¶ m·n biÓu thøc 2.15

XÐt biÓu diÔn chÝnh t¾c cña G lªn trªn Hu = L2(G, H, ρs)

ϕu(g)f(x) = f(xg)

vµ do ®ã còng t ¬ng ® ¬ng víi mét biÓu diÔn cña G lªn L2(K) mµ ta gäi
lµ biÓu diÔn c¶m sinh cña ρs tõ H lªn G, ký hiÖu Πu. §©y sÏ lµ mét kh¸i niÖm
®ãng vai trß cèt yÕu trong x©y dùng cña chóng ta sau nµy.
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Víi T lµ biÓu diÔn cña G lªn trªn C∞(G) mµ T (g)f(g1) = f(g1.g) ta ®Þnh
nghÜa kh¸i niÖm biÓu diÔn v« cïng bÐ (hay biÓu diÔn ®¹o hµm) cña T.

L(A).f(g0) =
∂

∂t
T (etA).f(g0) |t=0 .

Theo ph©n tÝch Iwasawata cã SL(2,R)=A.N.K trong ®ã
A:nhãm Abel tèi ®¹i.
N:nhãm nilpotent tèi ®¹i
K:nhãm compact tèi ®¹i

Cô thÓ h¬n, ta cã víi mçi g thuéc G th×

g =

(
a b
c d

)
=

⎛⎝ 1√
y

0

0 1√
y

⎞⎠ .

(
y x
0 1

)
.

(
cos(θ) sin(θ)
− sin(θ) cos(θ)

)

VËy, mäi hµm f trªn G ®Òu cã thÓ coi lµ hµm cña x, y, θ. Ta nhËn ® îc biÓu
diÔn v« cïng bÐ cña ®¹i sè Lie g

LX = 2y cos(2θ). ∂
∂x

+ 2y. sin(2θ) ∂
∂y

− cos(2θ) ∂
∂θ

.

LH = −2y sin(2θ). ∂
∂x

+ 2y. cos(2θ) ∂
∂y

+ sin(2θ) ∂
∂θ

,

LY = ∂
∂θ

.

Chän c¬ së míi:⎧⎪⎨⎪⎩
W = Y

E+ = H + iX

E− = H − iX
cïng víi mét líp hµm ®Æc biÖt φn ∈ Hs mµ

φn

(
a b
c −a

)
= einθ.

Khi ®ã,
L Wφn = inφn,
LE−φn = (u + 1 − n)φn−2,
LE+ φn = (u + 1 + n)φn+2.
Theo lý thuyÕt gi¶Ø tÝch Fourier cæ ®iÓn, th× tËp c¸c φn lËp thµnh mét c¬ së t«p«
cña Hs. Ph©n tÝch kh«ng gian H0 thµnh c¸c thµnh phÇn trùc giao

⊕̂
n=2kφn =

Hp;
⊕̂∞

k=1φ2k+1 = Hd
+ ;

⊕̂∞
k=1φ−2k−1 = Hd

− ; L(φ1) = Hc
+ ; L(φ1) = Hc

−.
Khi ®ã, ta thu ® îc danh s¸ch c¸c biÓu diÔn unita bÊt kh¶ quy cña SL(2,R)

bao gåm c¸c chuçi biÓu diÔn sau:
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a)C¸c biÓu diÔn chuçi chÝnh (πu, Hu) víi u=it, t 	= 0 vµ (π0, H
p)

b)C¸c biÓu diÔn chuçi rêi r¹c (πu, Hu ) víi u=m-1 hoÆc u=-m+1 vµ (π0, H
d
+); (π0, H

d
−)

c)C¸c biÓu diÔn chuçi bæ sung ( πs, Hs) víi−1 < s < 1, s 	=0 vµ (π0, H
c
+); (π0, H

c
−);.

VËy, chóng ta sÏ chøng minh ë ®©y sù trïng nhau cña biÓu diÔn thu ® îc b»ng
l îng tö ho¸ biÕn d¹ng vµ biÓu diÔn thu ® îc b»ng ph ¬ng ph¸p gi¶i tÝch. Cô
thÓ h¬n, chóng ta chøng minh sù t ¬ng ® ¬ng nhau cña biÓu diÔn v« cïng bÐ L
vµ l̂.

§Þnh lý 2.6.1 BiÓu diÔn v« cïng bÐ l̂ thu ® îc tõ l îng tö ho¸ biÕn d¹ng trïng
víi biÓu diÔn ®¹o hµm L cña ph ¬ng ph¸p gi¶i tÝch.

Chøng minh :Ta cã f(x, y, θ) = y
u + 1

2 .f(θ)
do ®ã,
∂f
∂y

= u + 1
2y

.f ; ∂f
∂θ

= 0.
Suy ra 2y∂y = u + 1, ∂x = 0.
V× vËy
LX = (u + 1) sin 2θ − cos 2θ∂θ.
LH = (u + 1) cos 2θ + sin 2θ∂θ.

LY = ∂
∂θ

.

Ta thu ® îc biÓu thøc cña to¸n tö biÓu diÔn víi A = a1X + b1H + c1Y
LA = (−a1 cos(2θ) + b1 sin 2θ + c1)∂θ + (u + 1)(a1 sin 2θ + b1 cos 2θ).
§Æt u = 2λ vµ −2θ = s. D íi d¹ng nµy, th×
LA = 2(a1 cos s + b1 sin s − c1)∂s + 2(−a1 sin s + b1 cos s)(λ + 1

2) = l̂A.
§Þnh lý ® îc chøng minh
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KÕt luËn cña luËn v¨n
Bµi to¸n thùc hiÖn trong luËn v¨n lµ l îng tö ho¸ biÕn d¹ng trªn c¸c K-quü

®¹o cña nhãm SL(2,R). C¸c kÕt qu¶ chÝnh cña luËn v¨n lµ:
(i)X©y dùng c¸c b¶n ®å t ¬ng thÝch ® a �- tÝch tõ R

2n hay C
2n lªn c¸c quü ®¹o.

Kh¼ng ®Þnh �-tÝch trªn c¸c quü ®¹o héi tô.
(ii)X©y dùng ph©n cùc phøc ®èi víi c¸c quü ®¹o, thu ® îc biÓu diÔn cña SL(2,R)
lªn kh«ng gian Hilbert c¸c l¸t c¾t b×nh ph ¬ng kh¶ tÝch, chØnh h×nh tõng phÇn
cña mét kh«ng gian ph©n thí vÐc t¬.
(iii)NhËn l¹i ® îc ®Çy ®ñ c¸c biÓu diÔn unita bÊt kh¶ quy cña SL(2,R), ®éc lËp
víi ph ¬ng ph¸p gi¶i tÝch.
Mét hÖ qu¶ thó vÞ lµ sù m« t¶ c¸c quü ®¹o ®èi phô hîp l îng tö, ®ã lµ c¸c

®èi t îng l îng tö míi, xuÊt hiÖn ë d¹ng t êng minh.
Sau khi hoµn thµnh khãa luËn, chóng t«i nhËn thÊy mét sè vÊn ®Ò sau ®©y:

(i)Bµi to¸n hoµn toµn cã thÓ më réng cho SL(n, R) víi n > 2.
(ii)Kh«ng gian Hilbert øng víi biÓu diÔn chuçi chÝnh mµ chóng t«i chän ®Ó biÓu
diÔn, cã thÓ coi nh lµ kh«ng gian c¸c l¸t c¾t chØnh h×nh tõng phÇn cña mét
kh«ng gian ph©n thí vÐct¬, mét mÆt cã thÓ coi lµ kh«ng gian c¸c d¹ng tù ®¼ng
cÊu trªn nöa mÆt ph¼ng trªn, còng lµ kh«ng gian ®èi ®ång ®iÒu víi hÖ sè trªn
bã. Chóng t«i ®Æt vÊn ®Ò nghiªn cøu mét liªn hÖ gi÷a c¸c ®èi t îng nµy, còng
nh nghiªn cøu sù t ¬ng tù cho c¸c tr êng p-adic hay c¸c tr êng kh«ng ®ãng
®¹i sè. Chóng t«i còng ®Æt vÊn ®Ò nghiªn cøu gi¶i tÝch ®iÒu hoµ vµ biÓu diÔn
cña c¸c nhãm l îng tö t ¬ng øng.

Hi väng r»ng c¸c bµi to¸n sÏ ® îc gi¶i quyÕt trong thêi gian tíi.
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Abstract

In this article, we describe the coadjoint orbits of SL(2,R). After choos-
ing polarizations for each orbits, we pointed out the corresponding quantum
coadjoint orbits and therefore unitary representations of SL(2,R) via defor-
mation quantization.

1 Introduction

Let us recall that quantization is a process associating to each Poisson manifold
M a Hilbert space H of so-called quantum states, to each classical quantity f∈
C∞(M) a quantum quantity Q(f) ∈ L(H), i.e., a continuous, perhaps unbounded,
normal operator which is auto-adjoint if f is a real-valued function such that

Q({f, g}) =
i

�
[Q(f), Q(g)],

Q(1) = IdH .

There are some approaches to this problem, such as Feynman path-integral
quantization, pseudo-differential operator quantization, geometric quantization,
etc...In Fedosov deformation quantization, the quantization is considered as the
deformation of the structure of the Poisson algebra of classical observables via
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a family of associated algebras indexed by the so-called deformation parameter
rather than a radical change in the nature of the observables.
It is interesting to construct quantum objects corresponding to the classical

ones. It is well-known that the coadjoint orbits are almost all the classified flat G-
symplectic manifolds. A natural question is to associate to coadjoint orbits some
quantum systems called quantum coadjoint orbits. Following the Kontsevich’
results, every Poisson structure can be quantized. However, this quantizating
is only formal and it is difficult to calculate exactly the corresponding quan-
tum objects and representations in concrete cases. Recently, Do Ngoc Diep and
Nguyen Viet Hai, in [5], [6], described the quantum coadjoint orbits and rep-
resentations of MD and MD4 groups. However, the same problem for SL(2,R)
is still open. Although all the irreducible unitary representations of SL(2,R)
are well-known, the correspondence of them with coadjoint orbits has not yet
been clarified. In this paper, we shall use the Fedosov deformation quantization
to find out �-product formulae and representation of SL(2,R). The algebras of
smooth functions on coadjoint orbits of SL(2,R), deformed by exactly computed
�-products give us series of quantum coadjoint orbits: quantum elliptic hyper-
boloids, quantum upper (lower) half-hyperboloids, quantum upper (lower) cones,
etc...To our knowledge, these quantum objects, as we know, are established here
for the first time.
The paper is organized as follows. We describe coadjoint orbits in §2. In §3

we compute for each coadjoint orbit a polarization. The deformation �-products
are computed in §4 and in the last section §5, we show the relation with the
unitary dual of SL(2,R).
For notation, we refer the reader to [10] or [4], [5], [6].

2 Coadjoint orbits of SL(2,R)

Recall that SL(2,R) is a Lie group with Lie algebra consisting of 2 by 2 matrices
with trivial traces. It admits a natural basis of three generators:

H =

(
1 0
0 −1

)
, X =

(
0 1
1 0

)
, Y =

(
0 1
−1 0

)
,

subject to relations: [H,X]=2Y, [H,Y]=2X, [X,Y]=-2H. Denote by X ∗, H∗, Y ∗

the dual basis of g∗. Because the Killing form is non-degenerate, we can iden-
tity g with g∗ in such a way that X̂(Y ) = 1

4
B(X, Y ) = Tr(adX.adY )

4
. This

isomorphism maps X into 2X∗, H into 2H∗ and Y into −2Y ∗.
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Naturally, the coadjoint action of SL(2,R) on g∗ is given by:

〈K(g)F, Z〉 = 〈F, Ad(g−1)Z〉 ∀F ∈ g∗, g ∈ G, and Z ∈ g.

where g is a G-space with Ad-action. However, there is a natural isomorphism
of G-spaces.

Proposition 2.1 Operator X �→ X̂ is a smooth G-equivariant isomorphism be-
tween G-spaces. In another words, Âd(g)X = K(g)X̂.

It is well-known that GL(2,R) is a direct product of SL(2,R) and R∗ = R\(0),
and therefore each B ∈ GL(2, R) can be decomposed as the product of an

element from SL(2,R) and λ

(
1 0
0 1

)
or λ

(
0 1
1 0

)
with λ ∈ R∗

+. Due to

the G-equivariant isomorphism of g with Ad-action and g∗with K-action, we
study the adjoint orbits in stead of coadjoint orbits of g∗. It is well-known that
every matrix B ∈ sl(2, R) can be reduced to one of the following normal forms:(

0 λ
−λ 0

)
,

(
0 −λ
λ 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
λ 0
0 −λ

)
,

(
0 0
0 0

)
,

We obtain the following description of the geometry of coadjoint orbits which
may be known but we could not find in literature.

Theorem 2.2 Each coadjoint orbit of SL(2,R) is one of the following forms:

(a) Elliptic hyperboloid: Ω1
λ={ 2xX∗+2hH∗−2yY ∗ | x2 +h2 = y2+λ2, λ 	=

0},

(b) Upper half-cones: Ω2
+={ 2xX∗ + 2hH∗ − 2yY ∗ | x2 + h2 = y2, y > 0},

Lower half-cones: Ω2
−={ 2xX∗ + 2hH∗ − 2yY ∗ | x2 + h2 = y2, y < 0},

One point: Ω2
0={ 0},

(c) Upper half-hyperboloid: Ω3
+={ 2xX∗ + 2hH∗ − 2yY ∗ | x2 + h2 = y2 −

λ2, y > 0},
Lower half-hyperboloid: Ω3

−={ 2xX∗ + 2hH∗ − 2yY ∗ | x2 + h2 = y2 +
λ2, y < 0}.

3



Proof. We describe the geometry of adjoint orbits corresponding to Ω1
λ, Ω

2
− and

Ω3
λ,+. The remaining can be analogously treated.

The adjoint orbit corresponding to Ω1
λ contains

(
λ 0
0 −λ

)
. By a direct

computation, for S =

(
u v
s t

)
∈ SL(2, R), we have

(
h x + y

x − y −h

)
= S

(
λ 0
0 −λ

)
S−1 =

(
λ(ut + sv) −2λuv

2λst −λ(ut + sv)

)
.

Hence, h
λ

= ut + sv, x+y
λ

= −2uv, x−y
λ

= 2st and therefore, x2−y2

λ2
+ h2

λ2
=

−4uvst + (ut + sv)2 = (ut − sv)2 = 1.
Moreover, the coadjoint orbit containing 2λH∗ is
{2xX∗ + 2hH∗ − 2yY ∗ | x2 + h2 − y2 = λ2}.
It is exactly the elliptic hyperboloid.

The adjoint orbit corresponding to Ω3
λ,− contains

(
0 −λ
λ 0

)
. By a direct

computation, for S =

(
u v
s t

)
∈ SL(2, R), we have

(
h x + y

x − y −h

)
= S

(
0 −λ
λ 0

)
S−1 =

(
λ(vt − us) −λ(u2 + v2)
λ(s2 + t2) −λ(vt − us)

)
.

Hence, h
λ

= vt + us, x + y
λ

= −(u2 + v2), x − y
λ

= s2 + t2. And therefore,

x2 − y2

λ2 + h2

λ2 = 1 for 0 ≥ x + y, x − y ≥ 0.

Moreover, the coadjoint orbit containing 2λY is {2xX∗ + 2hH∗ − 2yY ∗ | x2 +
h2 = y2 − λ2, y < 0}. It is exactly one of the two connected components of the
elliptic hyperboloid.

Let us consider the adjoint orbit corresponding to Ω2
− containing

(
0 0
1 0

)
.

By a direct computation, for S ∈ SL(2, R), we have:(
h x + y

x − y −h

)
= S

(
0 0
1 0

)
S−1

(
vt −v2

t2 −vt

)
.

Hence, h=vt, x + y = −v2, x − y = t2.
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And therefore x2 + h2 − y2 = 0, 0 ≥ x + y, x− y ≥ 0. Note that (x, h, y) 	=
(0, 0, 0). The coadjoint orbit containing X∗ + Y ∗ is
{2xX∗ + 2hH∗− 2yY ∗ | x2 + h2 = y2, y > 0}. It is really the upper half-cones.
The theorem is proved.

3 Complex Polarizations of K-Orbits of SL(2,R)

Before quantizing coadjoint orbits we do first describe some polarizations on
orbits. Let us recall some basis concepts concerning polarization, see [4].
Let G be a Lie group. A complex polarization of orbit ΩF at F ∈ ΩF is a

quadruple of (η, h, U, ρ) such that:

1. η is a subalgebra of the complex Lie algebra gC = g ⊗
R

C containing gF .

2. The subalgebra η is invariant under the action of all the operators of type
AdgC

x, x ∈ GF .

3. The vector space η + η̄ is the complexification of real subalgebra Lie
m = (η + η̄) ∩ g.

4. All subgroup M0, H0, M, H are closed, where, by definition M0 (reps.,
H0) is the connected subgroup of G with Lie algebra m (reps., h := η∩ g)
and M:=GF .M0, H:=GF .H0.

5. U is an irreducible representation of H0 in some Hilbert space H such that:
1. The restriction U |GF∩H0 is some multiple of χF where by definition
χF (expX) |(GF )0∩H0 := exp(2π

√−1〈F, X〉); 2. The Nelson condition is
satisfied. See [4], 10.5, theorem 3.

6. The Pukanszky condition is satisfied: F + η⊥ ⊂ ΩF , see [10], §15.3.

Denote by ρ the one dimension representation 2π
√−1〈F, X〉 of Lie algebra η.

Let C∞(G, η, H, ρ, U) be the set of common solutions of

f(hg) = U(h).f(g),

(LX − ρ(X))f = 0 X ∈ η.

Remark 1 . The condition 5 and 6 are often included in order to obtain irre-
ducible representations.

In this section, we establish complex polarization for K-orbits.
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3.1 Polarization of Ω1
λ

Let us consider a point F̂ = 2λH∗ ∈ Ω1
λ and the complex subalgebra η =

〈H, X+Y 〉C . The representation U = e2πi〈F,.〉 can be extended to H = H0∪εH0

as U(ε) = ±1. Let ρ be the natural extension of dU to η

Proposition 3.1 (η, ρ, U) is a polarization of Ω1
λ.

Proof. It is easy to see that the stabilizer GF =

{(
a 0
0 a−1

)}
consists of two

connected components corresponding to a > 0 and a < 0. Obviously, its Lie
algebra is gF = 〈H〉. The Ad-orbit passing through F = λH contains two lines
{F + t(X ∓ Y )}. Clearly, these lines are the images of ones {F̂ + t(X∗± Y ∗)}
passing through F̂ on Ω1

λ under the isomorphism generated by Killing form.
Chose η = 〈H, X +Y 〉C , we can see that Pukanszky condition is satisfied. Note
that [H, X+Y]=2(X+Y) so η is a invariant Lie algebra under Ad-action of GF .
We also deduce h = η ∩ g = m = 〈H, X + Y 〉, η̄ = η, mC = η + η̄ = η. Chose
ρ(A) = 2πi〈F̂ , A〉, where A ∈ η, to be holomorphic representation of η. We
have, ρ(aH + b(X +Y )) = 4πiλa. Because GF has two connected components,

H = GF .H0 =

{(
α β
0 α−1

)
| α 	= 0

}
.

By an exact computation, we have

exp

(
a b
0 −a

)
= exp

(
a.

(
1 0
0 −1

)
+ b

(
0 1
0 0

))
=

(
ea b( ea−e−a

2
)

0 e−a

)
.

Thus, U

(
exp

(
a b
0 −a

))
= e4πiλa or U

(
α β
0 α−1

)
= α4πiλ for all λ > 0.

On the other hand, H = H0∪
( −1 0

0 −1

)
.H0, and so we can extend U onto H

following U

( −1 0
0 −1

)
= ±I . Corresponding to characters of H/H0 = Z2,

we obtain thus two unitary representations of H: U

(
α β
0 α−1

)
= |α|4πiλ and

U

(
α β
0 α−1

)
= |α|4πiλ.sgn(α).
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3.2 Polarization of Ω2
+

Let us consider a point F̂ = X∗ − Y ∗ ∈ Ω2
+ and the complex subalgebra η =

〈H, X+Y 〉C . The representation U = e2πi〈F,.〉 can be extended to H = H0∪εH0

as U(ε) = ±1. Let ρ be the natural extension of dU to η.

Proposition 3.2 (η, ρ, U, ρ) is a polarization of Ω2
+.

Proof. It is easy to see that the stabilizer GF =

{(
a b
0 a

)}
; a ∈ {−1, 1}

consists of two connected components corresponding to a > 0 and a < 0 with Lie
subalgebra gF = 〈X + Y 〉. Chose η = 〈H, X + Y 〉C . Since [H, X+Y]=2(X+Y),
η is a invariant Lie algebra under the Ad action of GF . Clearly, η⊥ = 〈X∗ −
Y ∗〉 and it is a space of functionals on g vanishing on η when extented to
complexification of g. It also implies h = η∩g = 〈H, X+Y 〉, η̄ = η = mC and 0

is the one-dimension representation of η. Naturally, H = H0∪
( −1 0

0 −1

)
.H0

and

( −1 0
0 −1

)2

= I . It follows U

( −1 0
0 −1

)
= ±I . We obtain two

unitary representations of H with respect to characters of H/H0

U

(
α β
0 α−1

)
= 1 and U

(
α β
0 α−1

)
= sgn(α).

Analogously, we obtain the same result for Ω2
−.

3.3 Polarization of Ω3
λ,+

Let us consider a point F̂ = 2H∗ ∈ Ω3
λ,+, the complex subalgebra η =

〈Y, X + iH〉C . Because of the fact that the stabilizer SO(2,R) of F̂ is not
simply connected, U = e2πi〈F,.〉 can be extented to H only if the orbit is integral.

Proposition 3.3 (η, ρ, U, ρ) is a polarization of Ω3
λ,+ and this orbit is integral

if and only if λ is of the form λ = k
8
.

Proof. It is trivial that the stabilizer GF = SO(2, R) with Lie algebra gF = 〈Y 〉
is connected but not simply connected. By choosing η = 〈Y, X + iH〉C , mC =

g, h = η∩g , η admits an one-dimension representation ρ

( −ia a + b
−a + b ia

)
=

−4πiλa, which has the restriction on h, ρ

(
0 a
−a 0

)
= −4πiλa. On the other
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hand,

exp

(
0 a
−a 0

)
=

(
cos a sin a
− sin a cos a

)
.

Thus

U

(
cos a sin a
− sin a cos a

)
= e−4πiλa.

Because SO(2,R) is not simply connected, U may not exist. The necessary and
sufficient condition for such an existence is λ = k

8
. The orbit Ω3

λ,− can be treated
analogously and we gain the same result.
A corollary of polarization for all coadjoint orbits is the representation of

SL(2,R) on the Hilbert space of partial holomorphic, square- integrable sections
of induced vector bundles. See e.g [11], [4]. We follow another approach by
using the Fedosov deformation quantization.

4 Quantum coadjoint orbits of SL(2,R)

We shall work from now on the fixed coadjoint orbit Ω1
λ. Following the scheme

from [5],[6], first we study the geometry of this orbit and introduce some canon-
ical coordinates in it. It’s well known that coadjoint orbits are isomorphism to
the homogeneous spaces G/GF which are symplectic manifolds. We introduce
a coordinate system on this orbit and it turns out to be a Darboux one. Each
A ∈ g can be considered which is linear functional Ã on coadjoint orbits, as a
subset of g∗, Ã(F ) = 〈F, A〉. It is also well known that this function is just the
Hamilton function associated with the Hamiltonian vector field ξA generated by
the following formula:

ξA(f)(x) =
d

dt
f(x exp (tA)) |t=0

The Kirillov form ωF is defined by the formula

ωF (ξA, ξB) = 〈F, [A, B]〉
It is known as the flatness of the coadjoint orbits that the correspondence A �→ Ã
is a Lie homomorphism. Motivated by the constructed polarizations, Ω1

λ can be
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parameterized as ⎧⎪⎨⎪⎩
x = M(p, q) = p cos(q) − λ sin(q);

h = N(p, q) = p sin(q) + λ cos(q);

y = P (p, q) = p;

where M, N, P satisfy

Mq = −N ; Nq = M ; Mp = cos(q); Np = sin(q); M. cos(q) + N. sin(q) = p;
(1)

Let us consider the mapping ψ : (p, q) �→ 2M(p, q)X∗+2N(p, q)H∗−2P (p, q)Y ∗

Clearly, (R2, Ω1
λ, ψ) is an universal covering space.

Proposition 4.1 ψ is a symplectomophism and Hamiltonian Ã in coordinates
(p, q) is of the form:

Ã(F ) = 〈F, A〉 = (2a1 cos q + 2b1 sin q − 2c1)p + (−2a1 sin q + 2b1 cos q)λ

Proof. Each F∈ Ω1
λ is of the form 2MX∗ + 2NH∗ − 2PY ∗. From this it

folllows that the Hamiltonian function generated by invariant vector field ξA is

Ã(F ) = 〈F, A〉 = 2a1M + 2b1N − 2c1P.

It implies therefore

Ã(F ) = 2a1(p cos q − λ sin q) + 2b1(p sin q + λ cos q) − 2c1p.

There are two symplectic structures on R2: the first one is the Kirillov form
induced by mapping ψ and the second is the canonical symplectic form dp∧ dq.
We prove their coincidence by observing that their values at invariant vector
fields are equal.
Note that ωF (ξA, ξB) = 〈F, [A, B]〉
= 〈2MX∗+2NH∗−2PY ∗, 2(b1c2−b2c1)X+2(c1a2−c2a1)H−2(a1b2−a2b1)Y 〉
= 4M(b1c2 − b2c1) + 4N(c1a2 − c2a1) + 4P (a1b2 − a2b1).
On the other hand,
(dp ∧ dq)(ξA, ξB) = {Ã, B̃} = ∂Ã

∂p
∂B̃
∂q

− ∂Ã
∂q

∂B̃
∂p

= 4(b1c2 − b2c1)Nq + 4(c1a2 − c2a1)(−Mq) + 4(a1b2 − a2b1)(MpNq − NpMq).
Then ωF (ξA, ξB) = (dp ∧ dq)(ξA, ξB).
The theorem is therefore proven.
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Remark 2 The case of diffenrent orbits can be treated similarly with a small
change. With the orbits Ω3

λ,+ and Ω3
λ,+, clearly we can�t find out a affine

subspace of a half dimensions, thus there can�t exist a coordinate as above.
However, a good approach is considering the complexification of orbits and we
obtain (C × C, Ω1

λ, ψ) as universal complex symplectic covering space, only by
replacing λ by iλ. The orbits Ω2

+, Ω
2
+ can be viewed as a part of the case Ω1

λ,+

and Ω3
λ,+ when λ = 0.

From now, because of the similarity, we’ll deal mainly with the orbits Ω1
λ. The

other orbit can be treated with a simple modification.

Theorem 4.2 With A, B ∈ g, the Moyal �-product satisfies

iÃ � iB̃ − iB̃ � iÃ = i[̃A, B].

Proof. Consider two arbitrary elements A = a1X + b1H + c1Y, B = a2X +
b2H + c2Y ∈ g , By the Moyal-Weyl formula,

iÃ � iB̃ =
∞∑

k=0

P k(iÃ, iB̃).
1

k!
(
1

2i
)k,

with P k(iÃ, iB̃) = − ∧i1j1 ∧i2j2 · · · ∧ikjk ∂i1i2···ikÃ∂j1j2···jk
B̃.

It’s easy, then, to see that:

P 0(iÃ, iB̃) = −Ã.B̃,

P 1(iÃ, iB̃) = −(∧12 ∂Ã

∂p
.
∂B̃

∂q
+ ∧21 ∂Ã

∂q
.
∂B̃

∂p
) = −{Ã, B̃},

By proposition 4.1, Ã , B̃ are linear functions of p. Thus for k ≥ 2, we have

P 2(iÃ, iB̃) = −(∧12 ∧12 ÃppB̃qq + ∧21 ∧21 ÃqqB̃pp

+ ∧12 ∧21 ÃpqB̃qp + ∧21 ∧12 ÃqpB̃pq = −2ÃpqB̃qp.

P 2(iÃ, iB̃) = P 2(iB̃, iÃ),. Therefore
P k(iÃ, iB̃) = − ∧i1j1 ∧i2j2 · · · ∧ikjk ∂i1i2···ikÃ∂j1j2···jk

B̃ = 0 ∀k ≥ 3.
We get iÃ � iB̃ − iB̃ � iÃ = (P 1(iÃ, iB̃) − P 1(iB̃, iÃ)) 1

2i
+ (P 2(iÃ, iB̃) −

P 2(iB̃, iÃ))( 1
2i

)2. 1
2!

= i{Ã, B̃} = i[̃A, B].
The theorem can be proved analogously on Ω2

+, Ω
2
− and Ω3

λ,C .
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Remark 3 Consider the canonial representation of quantum algebra (C∞(Ω), �)
on itself which is a FrÐchet Poisson algebra by left �-multiplication defined by:

lf : C∞(Ω) → C∞(Ω),

g �→ f � g.

Then, C∞(Ω) can be viewed as a algebra of pseudo-diiffefential operators
on C∞(Ω). On the other hand, the corespondence A �→ Ã is a Lie alge-
bra homomorphism. Thus, we can consider the repersentation of Lie algebra
sl(2,R) on dense subspace L2(R× [0, 2π), dpdq

2π
)∞ of smooth functions by left �-

multiplication by iÃ�. This representation is then extended to the whole space
L2(R × SO(2, R), dp.dq

2π
) by [1]. We study now the convergence of the formal

power series. In order to do this, we look at the �-product of iÃ as the �-
product of symbols and define the differential operators corresponding to iÃ .
It is easy to see that the resulting correspondence is a representation of g by
pseudo-differential operators.

On Ωλ
1 = {2xX∗ + 2hH∗ − 2yY ∗ | x2 + h2 = y2 + λ2} the following results

hold:

Lemma 4.3

(1)Fp(∂pF−1
p (f)) = i−1(x.f),

(2)Fp(p.F−1
p f) = i∂x(f),

(3)P k(Ã,F−1
p (f)) = k(−1)k−1Ãq···qp∂p···pqF−1

p (f) +(−1)kÃq···q∂p···F−1
p (f).

Proof The first two formulas are well-known from the theory of Fourier trans-
forms. If k ≥ 2 then by theorem 4.1, it implies that Ã is a linear function of
p. Because one of the coordinates is linear, if two of indeces i1, i,2 , · · · , ik are
equal to 1, then ∂i1,i,2,··· ,ikÃ = 0. Therefore, for all k ≥ 2:

P k(Ã,F−1
p (f)) = ∧i1,j1 ∧i2j2 · · · ∧ikjk Ãi1···in∂j1···jnF−1

p (f)

=
∑

∧21 · · ·∧12 · · ·∧21 Ãq···p···q∂p···q···pF−1
p (f)+∧21 · · ·∧21 Ãq···q∂p···pF−1

p (f).

It is clear that ∧−1 =

(
1 0
0 −1

)
, So we get ∧12 = 1,∧21 = −1 . It deduces

P k(Ã,F−1
p (f)) = k(−1)k−1Ãq···p···q∂p···q···pF−1

p (f) + (−1)k−1Ãq···q∂p···pF−1
p (f).

With k=0 hay k=1, clearly, the lemma is also satified. Apply this lemma, we
have the followimg theorem:
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Theorem 4.4 .If we set s=q− x
2
, for each compactly supported smooth function

f∈ C∞
c (R2) we have

l̂A = Fp ◦ lA ◦F−1
p = (a1 cos s+ b1 sin s− c1)∂s +(−a1 sin s+ b1 cos s)(2λi+1)

Proof

By Moyal formula, we have:

l̂A(f) = Fp ◦ lA ◦ F−1
p (f) = iFp(

∞∑
k=0

(
1

2i
)k.

1

k!
P k(Ã,F−1

p (f)),

Apply the above lemma, it implies

l̂A(f) = iFp

( ∞∑
k=0

(
1

2i
)k 1

k!
.(−1)k−1.k.Ãq···p···q∂p···q···pF−1

p (f)

+
∞∑

k=0

(
1

2i
)k 1

k!
.(−1)k.Ãq···q∂p···pF−1

p (f)
)

= I + J,

Note the fact that Ã is a linear function of p. Therefore Ãq···p···q is a function of
only variable p.

I = iFp(
∞∑

k=0

(
1

2i
)k 1

k!
.(−1)k−1.k.Ãq···p···q∂p···q···pF−1

p (f)) (2)

= i
∞∑

k=0

(
1

2i
)k 1

k!
.(−1)k−1.k.Fp(Ãq···p···q∂p···q···pF−1

p (f))

= i

∞∑
i=1

(
1

2i
)k 1

(k − 1)!
.(−1)k−1.(ix)k−1Ãq···p···q∂pf

=
1

2
∂pÃ(q − x

2
)∂q(f).
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Set Ã =p.M+N, where M, N depend only q, by exact computations, we have

J = i
∞∑

k=0

(
1

2i
)k 1

k!
.(−1)k.Fp((p.Mq···q + Nq···q).F−1

p (f))

= i

∞∑
k=0

(
i

2
)k 1

k!
((i.∂xM

(k) + N (k)).(ix)k.f)

= i

∞∑
k=0

(
i

2
)k 1

k!
.i∂x.M

(k)(q).(ix)k.f + i

∞∑
k=0

(
i

2
)k 1

k!
N (k)(q)(ix)k.f

= −
∞∑

k=0

(−x

2
)k.

M (k)

k!
∂xf −

∞∑
k=0

(−1

2
)k.

M (k)

k!
.k.xk−1∂xf + i

∞∑
k=0

(−x

2
)k.

N (k)

k!
∂xf

=
1

2

∞∑
k=0

(−x

2
)k.

M (k+1)(q)

k!
.f − M(q − x

2
).∂xf + iN(q − x

2
).f

=
1

2
.M ′(q − x

2
).f − M(q − x

2
).∂xf + iN(q − x

2
).f.

Finally, we have the explicited formula of the corresponding quantized operator:

l̂A(f) =
1

2
∂pÃ(q − x

2
)∂q(f) +

1

2
.M ′(q − x

2
).f + −M(q − x

2
).∂xf + iN(q − x

2
).f

= M(q − x

2
)(

1

2
∂q − ∂x)f +

1

2
.M ′(q − x

2
).f + iN(q − x

2
).f.

Put q − x
2

= s; q + x
2

= t, it follows ∂s = ∂q − 2∂x. Recall that
Ã(F ) = 2a1(p cos q−λ sin q)+2b1(p sin q+λ cos q)−2c1p. M(q) = 2a1(p cos q−
λ sin q) + 2b1(p sin q + λ cos q) − 2c1,
N(q) = −2λa1 sin q + 2λb1 cos q,

M ′(q) = N(q)
λ

.
Therefore,
l̂A(f) = 1

2
M(s).∂sf + (N(s)

2.λ
+ iNs)f

= (a1 cos s + b1 sin s − c1)∂s + (−a1 sin s + b1 cos s)(2λi + 1).
The theorem is proved.
By analogy, we get the same results for all two dimesion coadjoint orbits.
Note that, following the virtual of the polarizations chosen for orbits, we

obtain the representation of sl(2,R) on L2-space on SO(2,R).
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5 Relation with unitary dual of SL(2,R)

We recall some basic results of contructing unitary dual of SL(2, R) by the clas-
sical methods, see e.g. [11].

Consider the subgroup H =

(
a b
0 a−1

)
associated with one-dimension repre-

sentation ρs

(
a b
0 a−1

)
= as+1. Let φs be the induced representation of ρs

on to SL(2,R). Clearly, the space of induced vector bundle is isomorphic to the
space Hs of function on G satisfies f(hg) = ρs(h).f(g) with restriction on K
lying on L2(K), also isomorphic to L2(K) where K = SO(2, R) � G/H
Let T be the representation of G on C∞(G) defined by T (g1)f(g) = f(gg1).

The infinitesimal representation of T determined by L(A)f(g0) = ∂
∂t

T (etA)f(g0) |t=0.
By the Iwasawa decomposition, each g of SL(2,R) can be viewed as the product

g =

(
1√
y

0

0 1√
y

)
.

(
y x
0 1

)
.

(
cos(θ) sin(θ)
− sin(θ) cos(θ)

)
.

So a function on G can be viewed as function of x, y, θ. We obtain the explicited
fomulars of L as:
LX = (s + 1) sin 2θ − cos 2θ∂θ,
LH = (s + 1) cos 2θ + sin 2θ∂θ,
LY = ∂

∂θ
,

From this, by considering the algebraic vector subspaces of L2(K), it can imply
all the irreducible unitary representations of SL(2, R) of discrete series, principal
series, the complementary series as in [11]. In order to prove the equivalence of
two approachs, it is enough to show that the corresponding infinitesimal repre-
sentations of Lie algebra sl(2,R) are the same.

Theorem 5.1 The representations l̂ obtained from deformation quantization are
coincided with the infinitesimal representation L of Lie algebra corresponding
to discrete series, principal series, the complementary series of SL(2,R).

Proof. We know that f(x, y, θ) = y
s+ 1
2 .f(θ). So, ∂f

∂y
= s+1

2y
.f , ∂f

∂θ
= 0.

Thus 2y∂y = s + 1, ∂x = 0. We obtain the explicited formual of representa-
tion: for A = a1X + b1H + c1Y , LA = (−a1 cos(2θ) + b1 sin 2θ + c1)∂θ + (s +
1)(a1 sin 2θ + b1 cos 2θ).
Setting s = 2λ vµ −2θ = s, then
LA = (a1 cos s + b1 sin s − c1)∂s + (−a1 sin s + b1 cos s)(2λ + 1) = l̂A.

14



The proof is therefore achieved.

Remark 4 We demonstrated how irreducible unitary representations of SL(2,R)
could be obtained from deformation quantization. It is reasonable to refer to
the algebras of functions on coadjoint orbits with corresponding �-product as a
quantum ones, namely quantum elliptic hyperboloids (C∞(Ω1

λ), � ), quantum
elliptic cones (C∞(Ω2

±), � ), two folds quantum hyperboloids (C∞(Ω3
λ), � )

etc.
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