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Mở đầu

Chúng ta đã biết Lý thuyết xấp xỉ đều tốt nhất là một nhánh của lý

thuyết xấp xỉ hàm, có vai trò đặc biệt quan trọng trong toán lý thuyết

cũng như trong các toán ứng dụng. Đặc biệt, nó được dùng để tìm đa thức

có "độ lệch" nhỏ nhất so với hàm số cho trước trên một đoạn xác định.

Từ việc nghiên cứu kĩ lý thuyết xấp xỉ đều tốt nhất chúng ta có thể giải

quyết được một số dạng bài toán tìm giá trị lớn nhất, nhỏ nhất. Và dưới sự

hướng dẫn của TS. Nguyễn Văn Khải, tác giả đã nghiên cứu đề tài "Một

số vấn đề về lý thuyết xấp xỉ đều tốt nhất và ứng dụng trong toán sơ cấp".

Nội dung của luận văn này là trình bày về lý thuyết xấp xỉ đều tốt nhất

từ đó xây dựng lên các bài tập toán sơ cấp áp dụng phần lý thuyết xấp xỉ

đều tốt nhất vào giải bài toán. Luận văn gồm 3 chương:

Chương 1: Kiến thức chuẩn bị. Chương này trình bày một số định nghĩa

cơ bản về không gian Mêtric, không gian Banach, không gian Hilbert.

Chương 2: Lý thuyết xấp xỉ đều tốt nhất. Chương này giới thiệu một

số định nghĩa, định lý về lý thuyết xấp xỉ đều tốt nhất, các trường hợp

đặc biệt xấp xỉ đa thức bằng đa thức bậc không, đa thức bậc nhất.

Chương 3: Một số ứng dụng của lý thuyết xấp xỉ đều tốt nhất vào giải

một số bài toán sơ cấp. Phần đầu của Chương 3 trình bày về lời giải tổng

quát của một lớp các bài toán sơ cấp, thông qua lời giải dựa trên lý thuyết

xấp xỉ đều tốt nhất để hình thành lên lời giải sơ cấp. Phần tiếp theo áp

dụng lời giải tổng quát vào giải một số bài tập sơ cấp cụ thể. Và từ đó đưa

ra các dạng bài tập có đề bài tương tự.

Kết quả cơ bản của luận văn được tham khảo trong cuốn Numerical

methods của Bakhvalov N.S.

Luận văn này được hoàn thành tại trường Đại Học Khoa Học - Đại

Học Thái Nguyên. Tác giả xin bầy tỏ lòng biết ơn trân trọng tới thầy TS.

Nguyễn Văn Khải, thầy đã trực tiếp hướng dẫn tận tình và động viên tác

giả trong suốt thời gian nghiên cứu và viết luận văn vừa qua.
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Trong suốt quá trình học tập và làm luận văn, thông qua các bài giảng,

tác giả luôn nhận được sự quan tâm giúp đỡ của các giáo sư công tác tại

Viện Toán học, Viện Công nghệ thông tin thuộc Viện Khoa học và Công

nghệ Việt Nam, các thầy cô trong Đại học Thái Nguyên. Từ đáy lòng

mình, tác giả xin bầy tỏ lòng cảm ơn tới các thầy cô.

Tác giả xin trân trọng cảm ơn Ban Giám hiệu, phòng Đào tạo, khoa

Toán - Tin của Trường Đại học Khoa học - Đại học Thái Nguyên đã tạo

điều kiện giúp đỡ tác giả trong suốt qua trình học tập tại nhà trường và

hoàn thành luận văn này trong thời gian qua.

Tác giả xin bầy tỏ lòng biết ơn sâu sắc tới gia đình và người thân, các

anh chị trong lớp cao học Toán K4C đã quan tâm, tạo điều kiện, động viên

cổ vũ tác giả trong suốt quá trình học cao học cũng như viết luận văn để

đạt kết quả tốt nhất.

Mặc dù có nhiều cố gắng nhưng luận văn khó tránh khỏi những thiếu

sót và hạn chế. Tác giả mong nhận được những ý kiến đóng góp của các

thầy cô và bạn đọc để luận văn được hoàn thiện hơn.

Và xin trân trọng cảm ơn!

Quảng Ninh, ngày 10 tháng 10 năm 2012.

Tác giả

Phạm Thị Hải
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Lời cam đoan

Tôi xin cam đoan đây là công trình nghiên cứu của tôi. Các số liệu và

kết quả nghiên cứu trong luận văn hoàn toàn trung thực và chưa có ai

công bố trong một công trình nào khác.

Tác giả

Phạm Thị Hải
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Chương 1

Một số kiến thức cơ bản

Trong chương này, ta sẽ trình bày những kiến thức cơ bản về không

gian mêtric, không gian Banach, không gian Hilbert. Các kiến thức này

được lấy từ các tài liệu [1, 5, 8].

Trong chương này, các không gian tuyến tính đều được xét trên trường

số thực R.

1.1 Không gian mêtric

Định nghĩa 1.1. Tập X khác rỗng được gọi là không gian mêtric nếu với

mỗi cặp phần tử x, y đều xác định theo một quy tắc nào đó, một số thực

ρ(x, y) gọi là ” khoảng cách giữa x và y ” và thỏa mãn các tiên đề sau:

1) ρ(x, y) > 0 nếu x 6= y;

ρ(x, y) = 0 nếu x = y.

2) ρ(x, y) = ρ(y, x), ∀x, y ∈ X.
3) ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z), ∀x, y, z ∈ X.

Hàm số ρ(x, y) gọi là mêtric của không gian X

Ví dụ 1.1. Trong Rn, với mọi x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn và

y = (y1, y2, ..., yn) ∈ Rn thì ρ(x, y) =

√
n∑
i=1

(xi − yi)2, là mêtric trên Rn.

Định nghĩa 1.2. Cho không gian mêtric X. Dãy {xn} được là dãy Cauchy

( hay dãy cơ bản) nếu lim
n,m→∞

ρ(xn, xm) = 0 tức là: ∀ε > 0 cho trước,

∃n0 ∈ N∗, sao cho ∀n ≥ n0,∀m ≥ n0, ta có ρ (xn, xm) < ε.
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Dĩ nhiên một dãy hội tụ bao giờ cũng là dãy Cauchy ( dãy cơ bản), vì

nếu xn → x thì theo bất đẳng thức tam giác, ta có:

ρ (xn, xm) ≤ ρ (xn, x) + ρ (x, xm)→ 0, (n,m→∞) .

1.2 Không gian Banach

Định nghĩa 1.3. (Không gian tuyến tính)

Một tập X được gọi là một không gian tuyến tính nếu ứng với mỗi cặp

phần tử x, y của X ta có, theo một quy tắc nào đó, một phần tử của X,

gọi là tổng của x với y được kí hiệu là x + y; ứng với mỗi phần tử x của

X và một số thực α ta có, theo một quy tắc nào đó, một phần tử của X,

gọi là tích của x với α được kí hiệu là αx. Các quy tắc nói trên thỏa mãn

8 tiên đề sau:

1) x+ y = y + x ( tính chất giao hoán của phép cộng).

2) (x+ y) + z = x+ (y + z) (tính chất kết hợp của phép cộng).

3) ∃ phần tử 0 : x+ 0 = x, ∀x ∈ X.

4) Với mỗi x ∈ X ta có một phần tử −x ∈ X : x+ (−x) = 0 .

5) 1.x = x.

6) α(βx) = (αβ)x, với α, β là những số bất kì.

7) (α + β)x = αx+ βx.

8) α(x+ y) = αx+ αy.

Trên đây là định nghĩa không gian tuyến tính thực. Nếu trong định

nghĩa ta thay các số thực bằng các số phức thì ta có không gian tuyến tính

phức.

Không gian tuyến tính cũng thường gọi là không gian vectơ và các phần

tử của nó cũng gọi là các vectơ.

Định nghĩa 1.4. (Không gian tuyến tính định chuẩn)

Một không gian định chuẩn là một không gian tuyến tính X, trong đó

ứng với mỗi phần tử x ∈ X ta có một số ‖x‖ gọi là chuẩn của nó sao cho

các điều kiện sau đây thỏa mãn, với mọi x, y ∈ X và mọi số thực α.

1) ‖x‖ > 0 nếu x 6= 0; ‖x‖ = 0 nếu x = 0.

2) ‖αx‖ = |α|‖x‖ (tính thuần nhất của chuẩn).

3) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (bất đẳng thức tam giác ).

6
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Ví dụ 1.2. Không gian mêtric Rn là không gian tuyến tính định chuẩn

với chuẩn tương ứng là

Rn : ‖x‖ =

√√√√ n∑
i=0

ξ2
i

Định nghĩa 1.5. (Không gian Banach)

Cho không gian tuyến tính định chuẩn X, d : X×X −→ R được xác

định: d(x, y) = ||x− y|| thì d(x, y) gọi là hàm khoảng cách, ta nói khoảng

cách này là khoảng cách cảm sinh bởi chuẩn.

Không gian Banach là không gian tuyến tính định chuẩn đầy đủ.

Ví dụ 1.3. Có thể chứng minh rằng không gian

C[a,b] = {f : [a, b] −→ R , f là liên tục}
với chuẩn Chebyshev: ‖f‖ = max

t∈[a,b]
|f(t)| là một không gian Banach.

Định nghĩa 1.6. Không gian Banach X được gọi là lồi thực sự nếu:

∀x, y 6= 0 ‖ x+ y ‖=‖ x ‖ + ‖ y ‖⇒ y = λx(λ > 0)

Ví dụ 1.4. Không gian C[a,b] không lồi thực sự.

Vì với x(t) ≡ 1; y(t) ≡ t− a
b− a

, ta có: ‖ x + y ‖=‖ x ‖ + ‖ y ‖= 2

nhưng y 6= λx.

1.3 Không gian Hilbert

Trong phần này ta sẽ xét X là một không gian Hilbert thực.

Định nghĩa 1.7. (Không gian tiền Hilbert)

Một không gian tuyến tính thực X được gọi là không gian tiền Hilbert

nếu trong đó có xác định một hàm hai biến (x, y) gọi là tích vô hướng của

hai vectơ (x, y) với các tính chất sau:

1) (x, y) = (y, x)

2) (x+ y, z) = (x, z) + (y, z)

3) (αx, y) = α(x, y) với α là số thực.

4) (x, x) > 0 nếu x 6= 0, (x, x) = 0 nếu x = 0

Và thỏa mãn hệ thức 5) (x, x) = ‖x‖2 tức là ‖x‖ =
√

(x, x) xác định

một chuẩn trong không gian X, nói cách khác không gian tiền Hilbert như

trên là một không gian định chuẩn.

7
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Ví dụ 1.5. Không gian C[a,b] gồm tất cả các hàm liên tục trên đoạn [a, b]

với các phép toán thông thường và với tích vô hướng cho bởi:

(x, y) =
b∫
a

x(t)y(t)dt là một không gian tiền Hilbert.

Định nghĩa 1.8. Không gian tiền Hilbert đầy đủ được gọi là không gian

Hilbert.

Ví dụ 1.6. Không gian L2
[a,b] với chuẩn ‖x‖2 =

(
b∫
a

|x(t)|2dt
) 1

2

là một

không gian Hilbert.

Nhận xét 1.1. i) Không gian tiền Hilbert là không gian định chuẩn với

chuẩn ‖x‖ = (x, x)
1
2 .

ii) Không gian tiền Hilbert luôn có bất đẳng thức Schwars:

‖(x, y)‖ ≤ ‖x‖ . ‖y‖.
iii) Không gian tiền Hilbert luôn thỏa mãn điều kiện bình hành:

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2
(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
iv) Tích vô hướng (x, y) là một hàm số liên tục đối với biến x và y.

Ví dụ 1.7. Mọi không gian Hilbert là lồi thực sự.

Thật vậy, ta có ‖ x+ y ‖=‖ x ‖ + ‖ y ‖.
Bình phương hai vế của đẳng thức: ‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + 2‖x‖‖y‖+ ‖y‖2.

Mà

‖x+ y‖2 =
〈
x+ y, x+ y

〉
=
〈
x+ y, x

〉
+
〈
x+ y, y

〉
=
〈
x, x

〉
+ 2
〈
x, y
〉

+
〈
y, y
〉

= ‖x‖2 + 2
〈
x, y
〉

+ ‖y‖2

Suy ra
〈
x, y
〉

=‖ x ‖‖ y ‖.
Từ bất đẳng thức Cauchy- Bunhiacovski- Schwartz, suy ra

y = λx, (λ > 0).

8
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Chương 2

Lý thuyết xấp xỉ đều tốt nhất

Chương này trình bày những kết quả quan trọng về lý thuyết xấp xỉ

đều tốt nhất như sự tồn tại của xấp xỉ tốt nhất trong không gian Banach,

xấp xỉ đều tốt nhất trong không gian C[a,b] và một số trường hợp đặc biệt

xấp xỉ bằng đa thức bậc không hay xấp xỉ bằng đa thức bậc nhất. Các kết

quả của chương này được tham khảo trong các tài liệu [1, 2, 7,10].

2.1 Đặt bài toán

Cho hàm số f ∈ C[a,b]. Gọi Pn là tập hợp các đa thức có bậc không quá

n trên [a, b]. Ta phải tìm đa thức P ∈ Pn có "độ lệch" nhỏ nhất so với f

trên [a, b] tức là:

max
x∈[a,b]

| f(x)− P (x) |= min
Q∈Pn

max
x∈[a,b]

|f(x)− P (x)| (2.1)

Nếu trong C[a,b] ta xét chuẩn ‖ ϕ ‖= max
t∈[a,b]

| ϕ(t) |, (ϕ ∈ C[a,b]) thì bài toán

(2.1) có dạng:

Tìm P ∈ Pn sao cho

‖ f − P ‖= En(f) := min
Q∈Pn

‖ f −Q ‖ (2.2)

Phần tử đạt cực tiểu kí hiệu là P = arg min
Q∈Pn

‖ f −Q ‖

9
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2.2 Xấp xỉ tốt nhất trong không gian Banach.

Cho X là không gian Banach, X0 ⊂ X là không gian con hữu hạn chiều

và x ∈ X là một phần tử cố định cho trước. Cần tìm x0 ∈ X0 sao cho:

‖ x− x0) ‖= d(x,X0) := inf
v∈X0

‖ x− v ‖ (2.3)

Nếu phần tử x0 tồn tại thì được gọi là xấp xỉ tốt nhất của x trong X0

Định lý 2.1. Bài toán xấp xỉ (2.3) luôn có nghiệm.

Chứng minh. Đặt Ω = {v ∈ X0 :‖ v ‖≤ 2‖x‖}.
Dễ thấy nếu v ∈ X0\Ω thì ‖v‖ > 2‖x‖ ⇒ ‖v‖ − ‖x‖ > ‖x‖
Khi đó ‖ v − x ‖≥‖ v ‖ − ‖ x ‖>‖ x ‖=‖ x− θ ‖
Do đó v không xấp xỉ x bằng phần tử θ ∈ Ω. Như vậy ta có thể giới hạn

việc tìm xấp xỉ tốt nhất trong Ω.

Ta có Ω là tập đóng, giới nội trong không gian hữu hạn chiều X0 nên

Ω là tập compact.

Xét hàm Φ(v) :=‖ x− v ‖ ta có

| Φ(v)−Φ(v′) |=
∣∣‖x−v‖−‖x−v′‖∣∣ ≤ ∣∣‖x−v−x+v′‖

∣∣ = ‖v−v′‖, (v, v′ ∈ Ω)

Từ đây ta suy ra Φ là hàm liên tục trên compact, do đó Φ đạt cực tiểu

∃x0 ∈ Ω : Φ(x0) = min
v∈Ω

Φ(v) = min
v∈X0

‖ x− v ‖.

Định lý 2.2. Trong không gian Banach lồi thực sự, xấp xỉ đều tốt nhất

tồn tại và duy nhất.

Chứng minh. Sự tồn tại tốt nhất suy ra từ định lý 2.1.

Ta đi chứng minh tính duy nhất:

Giả sử x1, x2 ∈ X0 là hai xấp xỉ tốt nhất của x ∈ X, tức là :

‖ x− xi ‖= d := d(x,X0), (i = 1, 2)

Xét hai trường hợp:

a. d = 0⇒ xi ≡ x, (i = 1, 2)⇒ x2 ≡ x1.

b. d > 0 Ta có d ≤‖ x− x1 + x2

2
‖≤ 1

2
‖ x− x1 ‖ +

1

2
‖ x− x2 ‖= d

Như vậy

‖ x− x1

2
+
x− x2

2
‖=‖ x− x1

2
‖ + ‖ x− x2

2
‖
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Do X lồi thực sự nên

x− x1

2
= λ

(x− x2

2

)
, (λ > 0)

Từ đây suy ra

d =‖ x− x1 ‖= λ ‖ x− x2 ‖= λd

Vậy λ = 1. Do đó
x− x2

2
=
x− x1

2
hay x2 ≡ x1.

2.3 Xấp xỉ đều tốt nhất trong không gian C[a,b]

Trong phần này ta xét X = C[a,b], X0 = Pn. Do mỗi đa thức Q ∈

Pn : Q(x) =
n∑
i=0

cix
i đặc trưng bởi vectơ các hệ số c(c0,c1, ..., cn) ∈ R(n+1)

nên X0 là không gian con của X và dimX0 = n+ 1.

Theo định lý 2.1, bài toán xấp xỉ đều (2.2) luôn có nghiệm. Tuy nhiên

định lý 2.1 không cho ta tiêu chuẩn kiểm tra xem liệu một đa thức P ∈ Pn
có phải là đa thức xấp xỉ đều tốt nhất hay không.

Định lý 2.3. ( Valleé- Poussin ). Giả sử f ∈ C[a,b] và Q ∈ Pn. Nếu

tồn tại n + 2 điểm phân biệt a ≤ x0 < x1 < ... < xn+1 ≤ b sao cho

f(xi)−Q(xi) lần lượt đổi dấu:

sign{(−1)i[f(xi)−Q(xi)]} = const, (i = 0, n+ 1)

thì

En(f) ≥ µ := min
i=0,n+1

| f(xi)−Q(xi) |

Chứng minh. a. µ = 0 khi đó En(f) ≥ 0 = µ

b. µ > 0. Chứng minh bằng phản chứng.

Giả sử En(f) < µ, P ∈ Pn là đa thức xấp xỉ đều tốt nhất của f trên

[a, b]. Khi đó ‖ f − P ‖= En(f) < µ.

Suy ra | P (xi)− f(xi) |≤‖ P − f ‖< µ ≤| Q(xi)− f(xi) |.
Do đó

sign[Q(xi)− P (xi)] = sign{[Q(xi)− f(xi)] + [f(xi)− P (xi)]}
= sign[Q(xi)− f(xi)], i = 0, n+ 1
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Vậy đa thức Q−P ∈ Pn đổi dấu n+2 lần nên có ít nhất n+1 nghiệm.

Suy ra Q ≡ P .

Ta có µ >‖ Q− f ‖≥ min
i
| Q(xi)− f(xi) | = µ.

Mâu thuẫn nhận được suy ra En(f) ≥ µ.

Chú ý: Định lý Valleé- Poussin là một trong số ít định lý có giả thuyết

định tính và kết luận định lượng.

Định lý 2.4. (Chebyshev). Điều kiện cần và đủ để P ∈ Pn là đa thức

xấp xỉ đều tốt nhất của f ∈ C[a,b] là tồn tại (n + 2) điểm luân phiên

Chebyshev a ≤ x0 < x1 < ... < xn+1 ≤ b sao cho

f(xi)− P (xi) = α(−1)i ‖ f − P ‖, (i = 0, n+ 1) (2.4)

trong đó α = ±1.

Chứng minh. Điều kiện đủ: Đặt L := ‖f − P‖, từ (2.4) ta có L = µ.

Theo định lý 2.3, µ ≤ En(f) ≤‖ f − P ‖= L

Vậy En(f) = L =‖ f − P ‖ hay P là đa thức xấp xỉ đều tốt nhất của

f trên [a, b].

Điều kiện cần: Giả sử Qn(x) là đa thức xấp xỉ đều tốt nhất của f trên

[a, b], ta phải chứng minh tồn tại n+ 2 điểm a ≤ y1 < .... < yn+2 ≤ b sao

cho:

f(yi)−Qn(yi) = α(−1)||f −Qn||.
Đặt L = ||f −Qn|| , ký hiệu y1 = inf {x ∈ [a, b] : |f(x)−Qn(x)|} = L.

Từ đinh nghĩa của L và sự liên tục của [f(x)−Qn(x)] suy ra sự tồn

tại của y1.

Vậy |f(y1)−Qn(y1)| = L.

Ta coi f(y1)−Qn(y1) = +L.

Ký hiệu : y2 = inf {x ∈ (y1, b] : f(x)−Qn(x) = −L}.

yk+1 = inf
{
x ∈ (yk, b] : f(x)−Qn(x) = (−1)kL

}
.

Vậy : f(yk+1)−Qn(yk+1) = (−1)kL.
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Tiếp tục quá trình này cho đến khi có ym = b hoặc đến ym thỏa mãn

điều kiện không lấy được ym.

Nếu m ≥ n+ 2 thì ta có điều phải chứng minh.

Giả sử m < n + 2. Vì (f(x)−Qn(x)) liên tục trên [a, b] nên với mỗi k

(2 ≤ k ≤ m) có thể lấy Zk−1 sao cho |f(x)−Qn(x)|, với Zk−1 ≤ x < yk.

Đặt Z0 = a, Zm = b. Theo phép xây dựng trên thì mỗi [Zi−1, Zi] ,

i = 1, ...,m có điểm yi sao cho f(yi) − Qn(yi) = (−1)i−1L và không có

điểm x để [f(yi)−Qn(yi)] = (−1)iL.

Đặt v(x) =
m−1∏
j=1

(Zj − x) , Qd
n(x) = Qn(x) + dv(x) (d > 0).

Xét hàm số: f(x)−Qd
n(x) = f(x)−Qn − dv(x) trên đoạn [Z0, Z1].

Trên [Z0, Z1) thì v(x) > 0 do đó f(x)−Qd
n(x) ≤ L− dv(x) < L.

Mặt khác
∣∣f(Z1)−Qd

n(Z1)
∣∣ = |f(Z1)−Qn(Z1)| < L.

Từ đó suy ra f(x)−Qd
n(x) < L,∀x ∈ [Z0, Z1].

Đồng thời ta lại có: f(x)−Qn(x) > −L,∀x ∈ [Z0, Z1].

Như vậy tồn tại d1 dương đủ nhỏ để ∀d ∈ (0, d1) thì ta có:∣∣f(x)−Qd
n(x)

∣∣ < L , ∀x ∈ [Z0, Z1].

Xét hàm số
∣∣f(x)−Qd

n(x)
∣∣ trên [Z1, Z2], với x ∈ (Z1, Z2) ta có :

v(x) < 0. Suy ra f(x)−Qd
n(x) ≥ −L− dv(x) > −L.

Ta lại có f(x)−Qn(x) < L, ∀x ∈ [Z1, Z2].

Vậy với d < d2 thì f(x)−Qd
n(x) < L, ∀x ∈ [Z1, Z2].
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Mặt khác :
∣∣f(Z1)−Qd

n(Z1)
∣∣ = |f(Z1)−Qn(Z1)| < L.∣∣f(Z2)−Qd

n(Z2)
∣∣ = |f(Z2)−Qn(Z2)| < L.

Vậy tồn tại d2 dương đủ nhỏ để d ∈ [0, d2] ta có:∣∣f(x)−Qd
n(x)

∣∣ < L, x ∈ [Z1, Z2].

Lập luận tương tự như trên đoạn [Z0, Z1] đối với các đoạn [Zi−1, Zi] với

i = 2k+ 1, k = 0, 1, 2, ... ta được kết quả: ∃ 0 < di sao cho với 0 < d < d1

thì
∣∣f(x)−Qd

n(x)
∣∣ < L, ∀x ∈ [Zi−1, Zi].

Đối với các đoạn [Zi−1, Zi] với i = 2k, k = 1, 2, ... lập luận như trên

đoạn [Z1, Z2] ta được ∃ di > 0 sao cho 0 < d < d1 thì:∣∣f(x)−Qd
n(x)

∣∣ < L,∀x ∈ [Zi−1, Zi].

Như vậy chọn d0 < min
{
di : i = 1, ...m

}
.

Suy ra
∣∣f(x)−Qd0

n (x)
∣∣ < L trên [Zi−1, Zi], i = 1, ...m.

Vì v(x), Qn(x) ∈ X1 ⇒ Qd
n(x) ∈ X1,

m⋃
i=1

[Zi−1, Zi] = [a, b].

Suy ra
∣∣f(x)−Qd0

n (x)
∣∣ < L,∀x ∈ [a, b].

Vậy max
x∈[a,b]

∣∣f(x)−Qd0
n (x)

∣∣ < L, ∀x ∈ [a, b] trái với giả thiết Qn(x) là

xấp xỉ đều tốt nhất. Suy ra m ≥ n+ 2

Định lý Chebyshev cho ta tiêu chuẩn kiểm tra xem một đa thức có phải

là đa thức xấp xỉ đều tốt nhất của hàm f ∈ C[a,b] hay không. Nó cũng

được sử dụng để chứng minh nhiều tính chất của đa thức xấp xỉ đều tốt

nhất.

Như đã nói ở trên X = C[a,b] không là không gian lồi thực sự. Do đó ta

không áp dụng được định lý 2.2. Tuy nhiên ta có:
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Định lý 2.5. Đa thức xấp xỉ đều tốt nhất của f ∈ C[a,b] là duy nhất.

Chứng minh. Giả sử P,Q ∈ Pn là hai đa thức xấp xỉ đều tốt nhất của

f trên [a, b]. Do đó
P +Q

2
∈ Pn cũng là đa thức xấp xỉ đều tốt nhất, vì:

En ≤‖ f −
P +Q

2
‖≤ 1

2
‖ f − P ‖ +

1

2
‖ f −Q ‖= En(f)

Với {xi}n+1
i=0 là (n+ 2) điểm luân phiên Chebyshev của

P +Q

2
, ta có

∣∣P (xi) +Q(xi)

2
− f(xi)

∣∣ = En(f), (i = 0, ..., n+ 1)

Suy ra

2En(f) =| P (xi)− f(xi) +Q(xi)− f(xi) |
≤| P (xi)− f(xi) | + | Q(xi)− f(xi) |
≤‖ P − f ‖ + ‖ Q− f ‖= 2En(f)

Do đó | P (xi)− f(xi) |=| Q(xi)− f(xi) |= En(f), i = 0, ..., n+ 1

Hay P (xi)− f(xi) = λi[Q(xi)− f(xi)] với λi = ±1 Ta có

(1 + λi) | Q(xi)− f(xi) |= (1 + λi)En(f) = 2En(f)

⇒ λi = 1 Từ đây suy ra P (xi) = Q(xi), i = 0, ..., n+ 1 hay P ≡ Q.

Định lý 2.6. Đa thức xấp xỉ đều tốt nhất P ∈ Pn của một hàm f ∈
C[−1, 1] chẵn ( lẻ ) cũng là hàm chẵn ( lẻ ).

Chứng minh. Giả sử f là hàm chẵn. Và P (x) là đa thức xấp xỉ đều tốt

nhất của f , với mọi x ∈ [−1, 1] ta có :

| f(x)− P (x) |≤ ‖f − P‖ = En(f).

Thay x = −x ta có

| f(−x)− P (−x) |=| f(x)− P (−x) |≤ En(f), ∀x ∈ [−1, 1].

Suy ra P (−x) cũng là đa thức xấp xỉ đều tốt nhất của f . Do tính duy

nhất của xấp xỉ đều tốt nhất ta được P (−x) = P (x), ∀x ∈ [−1, 1].
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Định lý 2.7. Giả sử f ∈ Cn[a, b] còn f (n+1)(x) giới nội và không đổi dấu

trên [a, b]. Khi đó

inf
x∈[a,b]

| f (n+1)(x) | (b− a)n+1

22n+1(n+ 1)!
≤ En(f) ≤ sup

x∈[a,b]

| f (n+1)(x) | (b− a)n+1

22n+1(n+ 1)!

Chứng minh. Gọi P là đa thức nội suy của f với các mốc nội suy là

nghiệm của đa thức Chebyshev

xk =
a+ b

2
+
b− a

2
cos

(2k − 1)π

2(n+ 1)
, k = 1, n+ 1

sao cho f(xk) = P (xk), k = 1, n+ 1.

Theo công thức ước lượng sai số của phép nội suy ta có

| f(x)− P (x) |≤ sup
x∈[a,b]

| f (n+1)(x) | (b− a)n+1

22n+1(n+ 1)!
,∀x ∈ [a, b].

Suy ra En(f) ≤ ‖f − P‖ ≤ sup
x∈[a,b]

| f (n+1)(x) | (b− a)n+1

22n+1(n+ 1)!

Giả sử Q là đa thức xấp xỉ đều tốt nhất của hàm f trên [a, b]. Khi đó theo

định lý Chebyshev f −Q đổi dấu (n+ 2) lần nên f −Q có ít nhất (n+ 1)

không điểm yi : f(yi) = Q(yi), i = 1, n+ 1. Như vậy Q là đa thức nội suy

của hàm f với các mốc nội suy {yi}n+1
i=1 :

f(x)−Q(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
ωn+1(x)

trong đó

ωn+1(x) =
n+1∏
i=1

(x− yi), ξ = ξ(x) ∈ [a, b]

Giả sử |ωn+1(x)| đạt max tại x = x0 ∈ [a, b]. Ta có

En(f) = ‖f −Q‖ ≥| f(x0)−Q(x0) |

= |fn+1(ξ(x0))|
|ωn+1(x0)|
(n+ 1)!

≥ inf
x
|fn+1(x)| ‖ωn+1‖

(n+ 1)!

≥ inf
x
|fn+1(x)| (b− a)n+1

22n+1(n+ 1)!
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Hệ quả 2.1. Đa thức xấp xỉ đều tốt nhất bậc n của một đa thức bậc

n+ 1 : f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n+1, (an+1 6= 0) có dạng

Q(x) = f(x)− an+1Tn+1

(2x− (a+ b)

b− a

)(b− a)n+1

22n+1

Chứng minh. Ta có f (n+1)(x) = (n + 1).n...2.1.an+1 = an+1(n + 1)! =

const

Từ định lý 2.7 suy ra

En(f) = |an+1|(n+ 1)!
(b− a)n+1

22n+1(n+ 1)!
= |an+1|

(b− a)n+1

22n+1

Đa thức Q có bậc không quá n, ngoài ra

|f(x)−Q(x)| = |an+1|
∣∣∣Tn+1

(2x− (a+ b)

b− a

)∣∣∣(b− a)n+1

22n+1

Các điểm Chebyshev của Q là

xi =
a+ b

2
+
b− a

2
cos

πi

n+ 1
, i = 0, n

và ‖f −Q‖ = En(f).

2.4 Một số trường hợp đặc biệt

2.4.1 Xấp xỉ bằng đa thức bậc không

Mệnh đề 2.1. Cho f ∈ C[a,b], M := max
x∈[a,b]

f(x), m := min
x∈[a,b]

f(x)

Khi đó Q(x) =
M +m

2
là đa thức xấp xỉ đều tốt nhất bậc không của f(x)

trên [a, b].

Chứng minh. Vì m ≤ f(x) ≤M, ∀x ∈ [a, b] nên

−M −m
2

≤ f(x)−Q(x) ≤ M −m
2

hay

|f(x)−Q(x)| ≤ M −m
2

,∀x ∈ [a, b].
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Giả sử f(x1) = M, f(x2) = m ta có

f(x1)−Q(x1) =
M −m

2
; f(x2)−Q(x2) = −M −m

2
.

Vậy ‖f −Q‖ =
M −m

2
và x1, x2 là hai điểm Chebyshev.

2.4.2 Xấp xỉ bằng đa thức bậc nhất

Cho f(x) là hàm lồi trên [a, b]. Nếu f(x) là hàm tuyến tính thì đa thức

xấp xỉ đều tốt nhất bậc nhất Q(x) ≡ f(x).

Bây giờ giả sử f(x) không phải là hàm tuyến tính.

Khi đó gọi Q(x) = a0 + a1x là đa thức xấp xỉ đều tốt nhất của f trên

[a, b], ta có f(x)− (a0 +a1x) cũng là hàm lồi, nên đạt cực trị tại một điểm

trong duy nhất c ∈ [a, b]. Theo định lý Chebyshev, tồn tại 3 điểm luân

phiên Chebyshev, tại đó |f(x) − (a0 + a1x)| đạt cực đại. Do đó 2 điểm

Chebyshev còn lại phải là a và b. Ta có :

f(a)− (a0 + a1a) = αL

f(c)− (a0 + a1c) = −αL
f(b)− (a0 + a1b) = αL

trong đó L = ‖f −Q‖;α = ±1.

Từ hệ thức đầu và cuối, suy ra a1 =
f(b)− f(a)

b− a
Nếu f khả vi thì điểm c tìm từ điều kiện f ′(c) = a. Sử dụng hai hệ thức

đầu ta được:

a0 =
f(a) + f(c)

2
− a+ c

2

f(b)− f(a)

b− a

L = |f(a)− (a0 + a1a)| =
∣∣∣f(a)− f(c)

2
− c− a

2

f(b)− f(a)

b− a

∣∣∣
* Ý nghĩa hình học:

Nối hai điểm A(a, f(a)), B(b, f(b)) bằng đoạn thẳng AB:

y = a1(x− a) + f(a) = a1x+ f(a)− aa1

Kẻ tiếp tuyến song song với AB: y = a1(x− c) + f(c) = a1x+ f(c)− ca1

Đường cần tìm là đường trung bình của hai đường AB và C ′D:

y = a1x+ a0, a0 =
f(a) + f(c)

2
− a+ c

2

f(b)− f(a)

b− a
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Ví dụ 2.1. Tìm đa thức xấp xỉ đều tốt nhất bậc nhất của hàm f(x) = |x|
trên đoạn [−1, 5]

Ta có:

a1 =
5− 1

5− (−1)
=

2

3
; c = 0

Đường thẳng qua AB: y =
2

3
x+

5

3

Đường thẳng qua C(0, 0) song song với AB: y =
2

3
x

Đường trung bình của AB,CD là y =
2

3
x+

5

6

Ví dụ 2.2. Tìm đa thức xấp xỉ đều tốt nhất bậc 3 của hàm f(x) = ex
2

trên đoạn [−1, 1].

Vì f là hàm chẵn nên đa thức xấp xỉ đều tốt nhất Q3(x) cũng chẵn.

Do đó Q3(x) = a0 + a2x
2. Đặt t = x2; f1(t) = et, t ∈ [0, 1]

⇒ Q3(t) = a0 + a2t

Phương trình đường thẳng qua A(0, 1);B(1, e) có dạng y = (e− 1)t + 1.

Tìm = C(c, f1(c)) trong đó

f ′1(c) = a2 =
e− 1

1− 0
= e− 1

Ta có ec = e− 1 suy ra c = ln(e− 1). Phương trình tiếp tuyến với đường

cong f1(t) tại C có dạng

y = (e− 1)(t− c) + f1(c)

= (e− 1)(t− ln(e− 1)) + (e− 1)

= (e− 1)t+ [(e− 1)− (e− 1) ln(e− 1)]

Vậy phương trình đường trung bình của đường thẳng AB và tiếp tuyến có

dạng:

y = (e− 1)t+
e− (e− 1) ln(e− 1)

2

Trở lại biến x ta có:

Q3(x) = (e1)x
2 +

e− (e− 1) ln(e− 1)

2
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Chương 3

Một số ứng dụng của lý thuyết xấp
xỉ đều vào giải một lớp các bài toán
sơ cấp

Từ việc nghiên cứu lý thuyết xấp xỉ đều ở Chương 2 trong chương này

sẽ trình bày lời giải cho một lớp các bài toán sơ cấp dựa trên lý thuyết

xấp xỉ đều tốt nhất bằng đa thức bậc không và bậc nhất, cùng với lời giải

sơ cấp tương ứng. Chú ý rằng lời giải sơ cấp có nhiều cách giải, ở đây chỉ

trình bày lời giải tổng quát nhất cho các bài toán hay gặp.

3.1 Lời giải tổng quát

3.1.1 Ứng dụng xấp xỉ bằng đa thức bậc không cho lớp các
bài toán.

Bài toán: Cho hàm số f(x) liên tục trên [α, β]. Tìm a sao cho max
x∈[α,β]

|f(x)− a|

đạt giá trị nhỏ nhất.

* Lời giải dựa trên lý thuyết xấp xỉ đều tốt nhất.

+) Bước 1: Tìm giá trị lớn nhất (GTLN), giá trị nhỏ nhất (GTNN) của

f(x) trên [α, β].

Đặt M = max
x∈[α,β]

f(x),m = min
x[α,β]

f(x).

+) Bước 2: a =
M +m

2
là số cần tìm.

(Số cần tìm chính là đa thức xấp xỉ đều tốt nhất bậc không của

hàm số f(x) trên [α, β])
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*Lời giải sơ cấp:

+) Bước 1: Tìm GTLN, GTNN của f(x) trên [α, β].

Đặt M = max
x∈[α,β]

f(x),m = min
x[α,β]

f(x), (m < M)

+) Bước 2: Đặt X = f(x), ta có X ∈ [m,M ]

Đặt g(X) = X − a, khi đó g(m) = m− a, g(M) = M − a.
Đặt K = max

X∈[m,M ]
|g(X)|, hay K = max

x∈[α,β]
|f(x)− a|.

Ta có 2K ≥ |g(M)|+ |g(m)| ≥ |g(M)− g(m)| = |M −m| = M −m.

Suy ra K ≥ M −m
2

.

Từ đó ta thấy: K =
M −m

2
khi


|g(M)| = |g(m)| = M −m

2

g(M).g(m) ≤ 0

⇔ a =
M +m

2

+) Bước 3: Kiểm tra lại với a =
M +m

2
thì max

x∈[α,β]
|f(x)− a| = M −m

2
.

Kết luận: Với a =
M +m

2
thì max

x∈[α,β]
|f(x)−a| đạt min và giá trị nhỏ nhất

đạt được là
M −m

2
.

Chú ý:

+ Ở bước 1 có thế sử dụng tính chất đồng biến, nghịch biến (nếu có)

của hàm số f (x), sử dụng đồ thị (ví dụ như f (x) là đa thức bậc hai),hay

tổng quát là khảo sát hàm số.

+ Ở bước 2 đổi với học sinh phổ thông, có thể giải thích bằng việc

vẽ đồ thị một kết quả hiển nhiên của giải tích là : Ảnh liên tục của đoạn

[α, β] là 1 đoạn [m,M ]. Với M = max
x∈[α,β]

f (x) , m = min
x∈[α,β]

f (x).

( điều này học sinh được hiểu tương tự như việc đổi biến).

Vậy qua bước 2 ta chứng minh được : K = max
x[α,β]

|f (x)− a| ≥ M −m
2

.

Nếu K =
M −m

2
thì a =

M +m

2
.
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Cần kiểm tra lại với a =
M +m

2
thì : max

x∈[α,β]
|f(x)− a| = M −m

2
.

Điều này sẽ xảy ra nếu ta sử dụng kết quả sau:

|X − a| ≤ max
∀X∈[m,M ]

{|m− a|, |M − a|} (∗)

Điều (*) đúng với mọi a. Thật vậy, lấy X bất kỳ ∈ [m,M ].

Ta có : m ≤ X ≤M , suy ra m− a ≤ X − a ≤M − a.

+ Nếu X − a < 0. Khi đó :m− a ≤ X − a < 0, suy ra |X − a| ≤ |m− a|.

+ NếuX−a ≥ 0. Khi đó : 0 ≤ |X−a| ≤ |M−a|, suy ra |X−a| ≤ |M−a|.

Từ đó : max
X∈[m,M ]

g (X) = max {g (M) , g (m)}.

Khi mà a =
M +m

2
thì g (M) = g (m) =

M −m
2

.

Vậy max
X∈[m,M ]

|g (X) | = M −m
2

.

Bước kiểm tra lại cuối cùng là nhấn mạnh thêm mức độ chặt chẽ về mặt

lôgic, ta có thể chỉ ra rằng:

Bước 2 chỉ chứng tỏ rằng K ≥ M −m
2

.

K =
M −m

2
⇔


g (M) = g (m) = max

X∈[m,M ]
g (X) (1)

g (M) = g (m) =
M −m

2
(2)

g (M) .g (m) ≤ 0 (3)

Tuy nhiên chỉ với (2),(3) là ta tìm được a, do vậy với a tìm được thì

(2) và (3) được thỏa mãn. Vì lí do như vậy mà việc kiểm tra (1) là cần

thiết.
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3.1.2 Ứng dụng xấp xỉ bằng đa thức bậc nhất cho lớp các bài
toán dạng:

Bài toán: Cho hàm số f(x) liên tục, lồi (hoặc lõm) trên [α, β]. Tìm a,b

sao cho max
x∈[α,β]

|f (x)− (ax + b) | đạt GTNN. (Hình 3.1)

Hình 3.1:

*Lời giải dựa trên lý thuyết xấp xỉ đều tốt nhất:

+ Bước 1: Xác định 2 điểm A (α, f (α)) , B (β, f (β)), viết phương trình

đường thẳng AB: y = kx+m.

+ Bước 2: Tìm phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số y = f(x) và

song song AB (tiếp điểm là x = c), khi đó tiếp tuyến có dạng: y = kx+n.

+ Bước 3: Đường thẳng cần tìm là đường song song cách đều 2 đường

thẳng AB và tiếp tuyến trên là :y = kx+
1

2
(m+ n).

+ Bước 4: Kết luận a = k , b =
1

2
(m+ n). GTNN đạt được :

M0 =
∣∣∣f (α)−

(
kα +

1

2
(m+ n)

) ∣∣∣ =
∣∣∣f (β)−

(
kβ +

1

2
(m+ n)

) ∣∣∣.
Chú ý rằng:

* Cần kiểm tra f(x) có lồi (lõm) trên [α, β] hay không?

* Với giá trị a,b cần tìm thì |g (x0) | = |g (α) | = |g (β) | = M0. Đồng

thời ta có thể thấy chỉ có thể xảy ra một trong hai trường hợp:

+ g (x0) = M0, g (α) = g (β) = −M0 (Hình 3.2).

+ g (x0) = −M0, g (α) = g (β) = M0 (Hình 3.3).
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Nếu f là hàm lồi thì luôn có g (x0) = M0, g (α) = g (β) = −M0.

Hình 3.2: Hàm lồi

Nếu f là hàm lõm thì luôn có g (x0) = −M0, g (α) = g (β) = M0.

Hình 3.3: Hàm lõm

*Lời giải sơ cấp:

+ Bước 1: Đặt g (x) = f (x)− (ax + b) ,M = max
x∈[α,β]

|g (x) |.

Tính g (α) , g (β) , g (x0) (x0 và M0 tìm được nhờ lời giải theo phương

pháp xấp xỉ đều).
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+ Bước 2: Ta xét 2 trường hợp :

- Trường hợp 1 : a>k

- Trường hợp 2 : a<k.

Tại mỗi trường hợp ta đánh giá |g (α)− g (x0) | hoặc |g (β)− g (x0) | để
đưa ra kết luận M > M0.

+ Bước 3: Trường hợp 3: a = k.

Khi đó g (α) = g (β), ta vẫn đánh giá |g (α) − g (x0) | để đưa ra kết

luận M ≥M0,M = M0 khi mà b =
1

2
(m+ n).

+ Bước 4: Ta chứng minh : với a = k, b =
1

2
(m+ n) thì max

X∈[α,β]
|g (x) |

đúng bằng M0.

Chú ý : Ở trường hợp 3, ta có thể chia nhỏ làm 3 trường hợp:

+ b <
1

2
(m+ n)

+ b >
1

2
(m+ n)

, ta sẽ chứng minh M > M0

+ b =
1

2
(m+ n), ta chứng minh M = M0

Khi đó bỏ qua bước 4.

Nhận xét :

Như ở trên tôi đã đưa ra lời giải tổng quát, dựa trên lý thuyết xấp xỉ đều

tốt nhất, cùng lời giải sơ cấp tương ứng trong việc vận dụng một số ứng

dụng xấp xỉ bằng đa thức bậc không và bậc nhất. Từ đó giáo viên có định

hướng ra một lớp các bài toán sơ cấp cho học sinh khá giỏi THPT. Tuy

nhiên việc lựa chọn hàm số f(x) cũng như đoạn [α, β] là không đơn giản

chút nào. Cần ghi nhớ rằng : đối với xấp xỉ bằng đa thức bậc không thì

f(x) liên tục trên đoạn [α, β], còn đối với xấp xỉ bằng đa thức bậc nhất

thì f(x) liên tục, lồi (hoặc lõm) trên đoạn [α, β]. Khi đưa ra hàm số f(x)

tương ứng với đoạn [α, β] sao cho quá trình tính toán không nên quá cồng

kềnh, vì lời giải sơ cấp tương đối là kỹ thuật, các giá trị đưa ra để đánh

giá (ví dụ như a > k chẳng hạn) là không tự nhiên, nên giáo viên có thể

đưa ra gợi ý về các bước, hay các bài toán dẫn dắt. Sau đây là một số ví

dụ cụ thể:
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3.2 Lớp các bài toán cụ thể

Bài toán 1: Tìm a để max
x∈[−1,2]

| − 9x2 + 4x+ a| đạt min.

* Lời giải nhờ lý thuyết xấp xỉ đều tốt nhất:

Ta có hàm số f (x) = −9x2 + 4x liên tục trên đoạn [−1, 2].

Yêu cầu bài toán tương đương với :

Tìm a để max
x∈[−1,2]

| − 9x2 + 4x− (−a) | đạt min.

Tức là ta phải tìm đa thức xấp xỉ đều tốt nhất bậc không của hàm số

f (x) = −9x2 + 4x trên đoạn [−1, 2].

Trước hết ta tìm GTLN, GTNN của hàm số f (x) = −9x2 + 4x trên đoạn

[−1, 2]. Xét hàm số f (x) = −9x2 + 4x trên đoạn [−1, 2]

có f ′ (x) = −18x+ 4

Bảng biến thiên:

Từ đó ta có :M = max
x∈[−1,2]

f (x) =
4

9
, m = min

x∈[−1,2]
f (x) = −28

Suy ra đa thức xấp xỉ đều tốt nhất bậc không của hàm số

f (x) = −9x2 + 4x trên đoạn [−1, 2] là : P (x) =

4

9
− 28

2
= −124

9

Vậy : −a = −124

9
⇔ a =

124

9
.

Khi đó GTNN đạt được :
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max
x∈[−1,2]

∣∣∣− 9x2 + 4x+
124

9

∣∣∣ = max
x∈[−1,2]

∣∣∣128

9
−
(

3x− 2

3

)2∣∣∣ =
128

9
.

Hướng dẫn sơ cấp:

Căn cứ vào lời giải cao cấp của bài toán trên, ta có thể đưa ra một lớp các

bài toán sau với một số cách đặt câu hỏi như:

Bài tập 1: Tìm a để
∣∣−9x2 + 4x+ a

∣∣ ≤ 128

9
, ∀x ∈ [−1, 2].

Bài tập 2: Cho f(x) = −9x2 + 4x + a. Tìm a để GTLN của hàm số

y = |f(x)| trên [−1, 2] đạt nhỏ nhất.

Bài tập 3: Với giá trị nào của a thì max
x∈[−1,2]

∣∣−9x2 + 4x+ a
∣∣ đạt giá trị

nhỏ nhất là
128

9
.

Bài tập 4: Với giá trị nào của a thì GTLN của hàm số y =
∣∣−9x2 + 4x+ a

∣∣
trên [−1, 2] đạt GTNN.

Bài tập 5: Tìm a để : max
x∈[−1,2]

∣∣−9x2 + 4x+ a
∣∣ đạt GTNN.

Bài tập 6: CMR với a =
124

9
thì GTLN của hàm số y =

∣∣−9x2 + 4x+ a
∣∣

là nhỏ nhất trên [−1, 2].

Ở đây tùy theo từng đối tượng học sinh mà ta có thể đưa ra đề bài toán

cho thích hợp, bằng các lập luận cuối cùng phải tìm ra: a =
124

9
.

Cái hay của việc ứng dụng loại toán này là giáo viên có thể thấy ngay

được kết quả của bài toán nhờ cách giải cao cấp, mà từ đó có định hướng

để hướng dẫn học sinh tìm ra kết quả theo con đường sơ cấp.

* Lời giải sơ cấp như sau:

Đặt X = −9x2 + 4x. Khi đó ta có :
∣∣−9x2 + 4x+ a

∣∣ = |X + a| = y(X).

Ta dễ thấy: x ∈ [−1, 2]⇒ X ∈
[
−28, 4

9

]
.

(Có thể gợi ý cho học sinh thấy được qua bảng biến thiên như ở phần trên.

Nếu học sinh chưa học khảo sát hàm số thì dùng đồ thị hàm bậc hai để

tìm GTLN, GTNN).
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Khi đó bài toán có dạng: Tìm a sao cho max
X∈[−28, 49 ]

|X + a| đạt min.

Ta có y(−28) = |−28 + a| , y(
4

9
) =

∣∣∣∣49 + a

∣∣∣∣.
Suy ra : y(−28) + y(

4

9
) = |−28 + a|+

∣∣∣∣49 + a

∣∣∣∣
= |28− a|+

∣∣∣∣a+
4

9

∣∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣(28− a) +

(
a+

4

9

)∣∣∣∣ =
256

9
.

Đặt K = max
X∈[−28, 49 ]

y(X), từ ước lượng trên ta có:

K =
128

9
⇔


y(−28) = y(

4

9
) =

128

9

(28− a)

(
4

9
+ a

)
≥ 0

⇔


a =

124

9

−4

9
≤ a ≤ 28

⇔ a =
124

9

Việc còn lại là chứng minh: max
x∈[−1,2]

|g(x)| với a =
124

9
đúng bằng

128

9
.

Ta có g(x) = −9x2 + 4x+
124

9
⇒ g′(x) = −18x+ 4.

Bảng biến thiên:

Vậy với a =
124

9
thì giá trị lớn nhất của hàm số y = | − 9x2 + 4x+ a|

trên [−1, 2] đạt GTNN và giá trị đó là :
128

9
.
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Bài toán 2: Tìm m để max
[0,2]
|3x +m| đạt min.

* Lời giải nhờ lý thuyết xấp xỉ đều tốt nhất:

Đặt f (x) = 3x, dễ thấy hàm số f (x) = 3x liên tục trên [0, 2], khi đó:

|3x +m| = |f (x)− (−m) |

Yêu cầu bài toán tương ứng với :

Tìm đa thức xấp xỉ đều tốt nhất bậc không của f(x) trên [0, 2].

Ta có : min
x∈[0,2]

f (x) = 1 , max
x∈[0,2]

f (x) = 9.

Vậy đa thức xấp xỉ đều tốt nhất bậc không của hàm số f(x) = 3x trên

[0, 2] là P (x) = 5⇒−m = 5⇔ m = −5 và GTNN đạt được : |9−5| = 4.

* Hướng dẫn sơ cấp:

Đặt X = 3x. Khi đó : y (X) = |X +m|, ta thấy x ∈ [0, 2] ⇒ X ∈ [1, 9].

Ta có : y(1) = |1 +m| , y(9) = |9 +m|

y(1) + y(9) = |1 +m|+ |9 +m| = | − 1−m|+ |9 +m| ≥ 8

Đặt K = max
X∈[1,9]

y (X) , từ ước lượng ở trên ta có : 2K ≥ 8⇒ K ≥ 4.Vậy

K = 4⇔


y (1) = y (9) = 8

(−1−m) (9 +m) ≥ 0

max
X∈[1,9]

y (X) = 4

⇔
{
m = −5

−9 ≤ m ≤ −1
⇔ m = −5

Ta kiểm tra lại với m = −5 thì max
x∈[0,2]

|3x +m| = 4.

Thật vậy : với m = −5⇒ y = |3x − 5| = |g (x) |, x ∈ [0, 2].

Ta có g′ (x) = 3x. ln 3 > 0, ∀x
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Bảng biến thiên:

Từ bảng biến thiên ta thấy: max
x∈[0,2]

|g (x) | = 4.

Vậy max
x∈[0,2]

|3x +m| đạt min ⇔ m = −5 và giá trị đó bằng 4.

Nhận xét: Sau đây là một số bài tập mà học sinh có thể giải tương tự:

Bài tập 1: Chứng minh max
x∈[0,2]

|3x +m| ≥ 4 ∀m.

Bài tập 2 : Tìm m để max
x∈[0,2]

|3x +m| = 4.

Bài tập 3 : CMR : Với m = −5 thì max
x∈[0,2]

|3x +m| đạt GTNN.

Bài toán 3: Tìm m để max
x∈[0,π2 ]

| cosx+m| đạt min.

Lời giải nhờ lý thuyết xấp xỉ đều tốt nhất:

Ta thấy hàm số y = cosx liên tục trên
[
0,
π

2

]
.

Yêu cầu bài toán: Tìm m để max
x∈[0,π2 ]

| cosx− (−m) | đạt min.

Tức là tìm đa thức xấp xỉ đều tốt nhất bậc không của hàm số y = cos x

trên
[
0,
π

2

]
.

Ta có max
x∈[0,π2 ]

cosx = 1 , min
x∈[0,π2 ]

cosx = 0.

Từ đó có đa thức xấp xỉ đều tốt nhất bậc không của hàm số y = cos x

trên
[
0,
π

2

]
là P (x) =

1

2
⇒ m = −1

2
và GTNN đạt được là

1

2
.
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Hướng dẫn sơ cấp:

Ta thấy hàm số y = cosx nghịch biến trên
[
0,
π

2

]
.

Xét f (x) = | cosx+m| trên
[
0,
π

2

]
. Tính f

(π
2

)
= |m|, f (0) = |1 +m| .

Suy ra f (0)+f
(π

2

)
= |1+m|+ |m| = |1+m|+ |−m| ≥ |1+m−m| = 1.

Đặt M = max
x∈[0,π2 ]

f (x), từ ước lượng ở trên ta có : 2M ≥ 1⇔M ≥ 1

2
.

Vậy M =
1

2
⇔



f (0) = f
(π

2

)
=

1

2

f (0) + f
(π

2

)
= 1

max
x∈[0,π2 ]

f (x) =
1

2

⇔



|m| = 1

2

|m+ 1| = 1

2

−m (1 +m) ≥ 0

⇔


m = −1

2

−1 ≤ m ≤ 0

⇔ m = −1

2
.

Ta kiểm tra : m = −1

2
thì f (x) = | cosx− 1

2
| , x ∈

[
0,
π

2

]
Ta có : g (x) = cos x− 1

2
. khi đó g′ (x) = −sinx.

Bảng biến thiên :
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Từ bảng biến thiên ta thấy max
x∈[0,π2 ]

|g (x) | = 1

2
.

Kết luận : Với m = −1

2
, ta có max

x∈[0,π2 ]

∣∣∣ cosx− 1

2

∣∣∣ =
1

2
.

Bài toán 4: Tìm a để max
x∈[0,2]

∣∣∣x2 + 2x− 1

x+ 1
− a
∣∣∣ đạt min.

* Lời giải nhờ lý thuyết xấp xỉ đều tốt nhất:

Ta thấy hàm số y =
x2 + 2x− 1

x+ 1
liên tục trên [0, 2].

Yêu cầu bài toán tương đương với : Tìm đa thức xấp xỉ đều tốt nhất

bậc không của hàm số y =
x2 + 2x− 1

x+ 1
trên [0, 2].

Ta thấy hàm số y =
x2 + 2x− 1

x+ 1
đồng biến trên [0, 2].

Suy ra: max
x∈[0,2]

y =
7

3
, min

x∈[0,2]
y = −1.

Vậy đa thức xấp xỉ đều tôt nhất bậc không của hàm số: y =
x2 + 2x− 1

x+ 1

trên [0, 2] là P (x) =
2

3
⇒ a =

2

3
và GTNN đạt được là

5

3
.

* Hướng dẫn sơ cấp:

Xét f (x) = |x
2 + 2x− 1

x+ 1
− a| trên [0, 2] có

f (0) = | − 1− a|, f (2) = |7
3
− a|

Suy ra f (0) + f (2) = |1 + a|+ |7
3
− a| ≥ 10

3
.

Đặt K = max
x∈[0,2]

f (x), từ ước lượng ở trên ta có 2K ≥ 10

3
⇔ K ≥ 5

3
.
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Vậy K =
5

3
⇔



f (0) = f (2) =
5

3

(1 + a)

(
7

3
− a
)
≥ 0

max
x∈[0,2]

f (x) =
5

3

⇔


a =

2

3

−1 ≤ a ≤ 7

3

⇔ a =
2

3
.

Kiểm tra lại: Với a =
2

3
ta có g (x) =

x2 + 2x− 1

x+ 1
− 2

3
.

⇒ g′ (x) = 1 +
2

(x+ 1)2 > 0,∀x 6= −1.

Bảng biến thiên:

Từ bảng biến thiên ta thấy max
x∈[0,2]

|g (x) | = 5

3
.

Vậy với a =
2

3
thì max

x∈[0,2]
f (x) =

5

3
.

Nhận xét: Từ các bài toán trên ta có thể đưa ra một số bài tập có

cách giải tương tự:

Bài tập 1: Tìm a để max
x∈[1,2]

|
√
x+ a| đạt min.

Bài tập 2: Cho f (x) =
1

x
−m. Tìm m để GTLN của hàm số y = |f(x)|

trên [−2,−1] đạt nhỏ nhất.

Bài tập 3: Với giá trị nào của m thì GTLN của hàm số y = |log2x + m|
trên [1, 4] đạt GTNN.
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Bài toán 5: Tìm a, b : max
x∈[−1,4]

|x2 − (ax + b) | đạt min.

Ta dễ thấy hàm số f (x) = x2 là hàm lõm trên [−1, 4].

* Lời giải nhờ lý thuyết xấp xỉ đều tốt nhất:

Yêu cầu bài toán tương đương với :

Tìm đa thức xấp xỉ đều tốt nhất bậc nhất Q (x) = ax + b của hàm số

f (x) = x2 trên [−1, 4].

Xét hàm số: f (x) = x2 , khi đó ta có f(−1) = 1, f(4) = 16.

Vậy A(−1, 1),B(4, 16) thuộc đồ thị hàm số f (x) = x2.

Từ đó ta có phương trình AB là y = 3x+ 4, hệ số góc k = 3.

Ta tìm phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số f (x) = x2 và song song

với AB, ta có f ′(x) = 2x.

Vì tiếp tuyến song song AB nên 2x0 = 3⇔ x0 =
3

2
⇒ f (x0) =

9

4
.

Suy ra phương trình tiếp tuyến tại x0 =
3

2
là:

y = 3

(
x− 3

2

)
+

9

4
⇔ y = 3x− 9

4

Khi đó đường thẳng cần tìm là đường song song cách đều của hai đường

AB và tiếp tuyến trên, từ đó nó có phương trình :

y = 3x+
1

2
(4− 9

4
)⇔ y = 3x+

7

8

Vậy đa thức xấp xỉ đều tốt nhất bậc nhất của hàm số: f (x) = x2 trên

đoạn [−1, 4] là Q (x) = 3x+
7

8
. Từ đó suy ra a = 3, b =

7

8
.

Giá trị nhỏ nhất đạt được : max
x∈[−1,4]

|x2 −
(

3x +
7

8

)
| = 25

8
.

* Hướng dẫn sơ cấp:

Đặt g (x) = x2 − (ax + b) ,M = max
x∈[−1,4]

|g (x) |.
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Khi đó : g(−1) = 1 + a− b, g(4) = 16− 4a− b, g
(

3

2

)
=

9

4
− 3

2
a− b.

Trường hợp 1: a > 3. Ta có : 2M ≥
∣∣∣∣g(−1)− g

(3

2

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣52a− 5

4

∣∣∣∣
Vì a > 3 ⇒ 5

2
a >

15

2
⇔ 5

2
a− 5

4
>

15

2
− 5

4
=

25

4
, nên :

2M ≥
∣∣∣∣52a− 5

4

∣∣∣∣ ≥ 25

4
⇒M >

25

8
.

Trường hợp 2: a < 3. Ta có : 2M ≥
∣∣∣∣g(4)− g

(3

2

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣55

4
− 5

2
a

∣∣∣∣.
Vì a < 3 ⇒ −5

2
a > −15

2
⇔ 55

4
− 5

2
a >

55

4
− 15

2
=

25

4
, nên :

2M ≥
∣∣∣∣55

4
− 5

2
a

∣∣∣∣ > 25

4
⇒M >

25

8
.

Trường hợp 3: a = 3, Ta có :g (−1) = 4− b = g (4) , g

(
3

2

)
= −9

4
− b.

a) Nếu b >
7

8
⇔ −b < −7

8

⇔ −9

4
− b < −9

4
− 7

8
= −25

8
⇔
∣∣∣∣−9

4
− b
∣∣∣∣ > 25

8
.

Vậy M ≥
∣∣∣∣g(3

2

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣−9

4
− b
∣∣∣∣ > 25

8
⇒M >

25

8
.

b) Nếu b <
7

8
⇔ 4− b > 4− 7

8
=

25

8
⇔ |4− b| > 25

8
.

Vậy M ≥ |g (−1) | = |4− b| > 25

8
⇒M >

25

8
.

c) Nếu b =
7

8
⇒ g (x) = x2 − 3x− 7

8
⇒ g′ (x) = 2x− 3,

g′ (x) = 0⇔ x =
3

2
.
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Ta có bảng biến thiên.

Kết luận : Với a = 3, b =
7

8
thì max

x∈[−1,4]
|x2 − (ax + b) | = 25

8
.

Bài toán 6: Tìm a,b để max
|x|≤1
|x2+ax + b| đạt min.

* Lời giải nhờ lý thuyết xấp xỉ đều tốt nhất:

Ta thấy hàm số f(x) = x2 lõm trên [−1, 1].

Cách 1 : Yêu cầu bài toán tương đương với:

Tìm a, b để max
|x|≤1
|x2−(−ax− b)| đạt min.
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Tức là ta phải tìm đa thức xấp xỉ đều tốt nhất bậc nhất Q(x) = −ax− b

của hàm số f(x) = x2 trên [−1, 1]. Tính f(−1) = 1, f(1) = 1.

Vậy A(−1, 1), B(1, 1) thuộc đồ thị hàm số f(x) = x2.

Khi đó phương trình AB là: y = 1.

Suy ra phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số f(x) = x2 và song song

AB là y = 0, hoành độ tiếp điểm x0 = 0.

Phương trình đường thẳng cần tìm là : y =
1

2

Vậy đa thức xấp xỉ đều tốt nhất bậc nhất của hàm số f(x) = x2 trên trên

[−1, 1] là Q(x) =
1

2
. Khi đó a = 0, b = −1

2
.

GTNN đạt được : max
x∈[−1,1]

|x2−1

2
| = 1

2
.

Cách 2 : Vì hàm số f(x) = x2 là hàm số chẵn trên [−1, 1], nên đa thức

xấp xỉ đều tốt nhất của nó trên [−1, 1] cũng là hàm chẵn ⇒ a = 0. Do

đó đa thức xấp xỉ đều tốt nhất bậc nhất của f(x) = x2 cũng chính là đa

thức xấp xỉ đều tốt nhất bậc không trên [−1, 1].

Ta có min
|x|≤1

f(x) = 0, max
|x|≤1

f(x) = 1

Suy ra đa thức xấp xỉ đều tốt nhất bậc không trên [-1,1] là:

P (x) =
0 + 1

2
=

1

2
⇒ b = −1

2
.
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* Hướng dẫn sơ cấp:

Đặt g(x) = x2 + ax + b,M = max
|x|≤1
|g (x) |.

Ta có g(−1) = 1− a+ b , g(1) = 1 + a+ b , g(0) = b.

Trường hợp 1: a < 0. Ta có 2M ≥ |g(−1)− g(0)| = |1− a|.

Vì a < 0 ⇔ −a > 0⇔ 1− a > 1⇔ |1− a| > 1

⇒ 2M ≥ |1− a| > 1⇔M >
1

2

Trường hợp 2: a > 0. Ta có 2M ≥ |g(−1)−g(0)| = |1+a| > 1⇒M >
1

2
.

Trường hợp 3: a = 0. Ta có g(−1) = 1 + b = g(1), g(0) = b.

a) b > −1

2
⇔ b+ 1 >

1

2
⇔ |g(1)| > 1

2
⇒M >

1

2
.

b) b < −1

2
⇔ |b| > 1

2
⇔ |g(0)| > 1

2
⇒M >

1

2
.

c) b = −1

2
⇒ g(x) = x2 − 1

2
⇒ g′(x) = 2x, g′(0) = 0⇔ x = 0.

Ta có bảng biến thiên :

Kết luận: a = 0, b = −1

2
. GTNN đạt được : max

x∈[−1,1]
|x2−1

2
| = 1

2
.
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Bài toán 7: Tìm a, b để max
−2≤x≤3

|2x2 + (a+ 4)x+ (b+ 3)| đạt min.

* Lời giải nhờ lý thuyết xấp xỉ đều tốt nhất:

Yêu cầu bài toán tương đương với:

Tìm a, b để max
−2≤x≤3

|2x2 − [− (a+ 4)x− (b+ 3)]| đạt min.

Tức là ta đi tìm đa thức xấp xỉ đều tốt nhất bậc nhất:

Q(x) = −(a+ 4)x− (b+ 3) của hàm số f(x) = 2x2 trên đoạn [−2, 3].

Ta có : f(−2) = 8, f(3) = 18

Từ đó A(−2, 8), B(3, 18) là 2 điểm thuộc đồ thị hàm số f(x) = 2x2.

Suy ra phương trình AB : y = 2x+ 12, hệ số góc k = 2.

Có : f ′(x) = 4x. Vậy 4x0 = 2⇒ x0 =
1

2
⇒ f (x0) =

1

2
.

Suy ra phương trình tiếp tuyến tại x0 =
1

2
là y = 2x− 1

2
.

Phương trình đường thẳng cần tìm là : y = 2x+
23

4
.

Vậy đa thức xấp xỉ đều tốt nhất bậc nhất của hàm số f(x) = 2x2 trên

[−2, 3] là :

Q(x) = 2x+
23

4
⇒


−(a+ 4) = 2

−(b+ 3) =
23

4

⇔


a = −6

b = −35

4

.

GTNN đạt được : M0 = max
x∈[−2,3]

|2x2 − 2x− 23

4
| = 12− 23

4
=

25

4
.

* Hướng dẫn giải sơ cấp:

Đặt g(x) = 2x2 + (a+ 4)x+ (b+ 3),M = max
x∈[−2,3]

|g(x)|.

Ta có g(−2) = 3− 2a+ b, g(3) = 33 + 3a+ b, g(
1

2
) =

11

2
+
a

2
+ b.

Trường hợp 1: a > −6. Ta có:

2M ≥ |g(3)− g(
1

2
)| = |55

2
+

5

2
a| > 55

2
+

5

2
a(−6) =

25

2
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Suy ra M >
25

2
= M0.

Trường hợp 2: a < −6. Ta có:

2M ≥ |g(−2)− g(
1

2
)| = | − 5

2
− 5

2
a|.

Vì a < −6⇔ −a > 6⇔ −5

2
a >

5

2
.6⇔ −5

2
− 5

2
a > −5

2
+

30

2
=

25

2
.

Suy ra 2M >
25

2
⇒M >

25

4
= M0.

Trường hợp 3: a = −6 ⇒ g(−2) = 15 + b = g(3), g(
1

2
) =

5

2
+ b.

a) b > −35

4
⇔ 15 + b > 15− 35

4
=

25

4
⇒ |15 + b| > 25

4
.

Vậy M ≥ |g(−2)| = |15 + b| > 25

4
= M0.

b) b < −35

4
⇔ 5

2
+ b <

5

2
− 35

4
= −25

4
⇒ |5

2
+ b| > 25

4
.

Vậy M ≥ |g(
1

2
)| = |5

2
+ b| > 25

4
= M0.

c) b = −35

4
. Ta có g(x) = 2x2 − 2x− 23

4
.

Suy ra g′(x) = 4x− 2, g′(x) = 0⇔ x =
1

2
.

Bảng biến thiên:
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Bài toán 8: Tìm a,b để max
x∈[−1,1]

|x4 + ax2 + b| đạt min.

Đặt x2 = t⇒ t ∈ [0, 1].

* Lời giải nhờ lý thuyết xấp xỉ đều tốt nhất:

Ta thấy hàm số f(t) = t2 lõm trên [0, 1].

Yêu cầu bài toán tương đương với:

Tìm a,b để max
t∈[0,1]

|t2 + at + b| đạt min.

Tức là ta đi tìm đa thức xấp xỉ đều tốt nhất bậc nhất Q(t) = −at− b của
hàm số f(t) = t2 trên [0, 1].

Có f(0) = 0, f(1) = 1.

A(0, 0), B(1, 1) là 2 điểm thuộc đồ thị hàm số f(t) = t2 trên [0, 1].

Suy ra phương trình AB: y = t.

Có f ′(t) = 2t. Vậy 2t0 = 1⇔ t0 =
1

2
⇒ f(t0) =

1

4
.

Phương trình tiếp tuyến của f(t) tại t0 là: y = t− 1

2
+

1

4
⇔ y = t− 1

4
.

Phương trình tiếp tuyến cần tìm là: y = t+
1

2
.(−1

4
)⇔ y = t− 1

8
.

Đa thức xấp xỉ đều tốt nhất bậc nhất của f(t) = t2 trên đoạn [0, 1]

là: Q(t) = t− 1

8
.

Suy ra

{ −a = 1

−b = −1

8
⇒


a = −1

b =
1

8

và GTNN đạt được: M0 = max
t∈[0,1]

∣∣∣t2 − t+
1

8

∣∣∣ =
1

8
.

* Hướng dẫn sơ cấp:

Dựa trên lời giải của việc vận dụng lý thuyết xấp xỉ đều tốt nhất ở trên,

giáo viên có thể đưa ra lớp các bài toán mà học sinh PTTH có thể giải

được theo sơ cấp:

Bài tập 1: Tìm a, b để max
x∈[−1,1]

|x4 + ax2 + b| đạt GTNN.

Lời giải:
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Đặt g(t) = t2 + at+ b, M = max
t∈[0,1]

|g(t)|.

Ta có g(0) = b, g(1) = 1 + a+ b ,g(
1

2
) =

1

4
+
a

2
+ b.

Trường hợp 1: a > −1. Ta có:

2M ≥
∣∣∣g(1)− g(

1

2
)
∣∣∣ =

∣∣∣3
4

+
a

2

∣∣∣ > 3

4
− 1

2
=

1

4
⇒M >

1

8
= M0.

Trường hợp 2: a < −1. Ta có :

2M ≥
∣∣∣g(0)− g(

1

2
)
∣∣∣ =

∣∣∣− 1

4
− a

2

∣∣∣.
Vì a < −1⇔ −a > 1⇔ −1

4
− a

2
> −1

4
+

1

2
=

1

4
.

Suy ra 2M ≥
∣∣∣− 1

4
− a

2

∣∣∣ > 1

4
⇒M >

1

8
= M0.

Trường hợp 3: a = −1.

Ta có g(0) = b = g(1) , g(
1

2
) = b− 1

4
.

a) Nếu b >
1

8
⇔ |b| > 1

8
. Vậy M ≥ |g(0)| = |b| > 1

8
= M0.

b) Nếu b <
1

8
⇔ b− 1

4
<

1

8
− 1

4
= −1

8
⇔ |b− 1

4
| > 1

8
.

Vậy M ≥
∣∣∣g(

1

2
)
∣∣∣ =

∣∣∣b− 1

4

∣∣∣ > 1

8
= M0.

c) Nếu b =
1

8
⇒ g(t) = t2 − t+

1

8
.

Ta có g′(t) = 2t− 1, g′(t) = 0⇔ t =
1

2
.

Ta có bảng biến thiên:
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Từ bảng biến thiên ⇒ max
t∈[0,1]

∣∣∣t2 − t+
1

8

∣∣∣ = M0 =
1

8
với a = −1, b =

1

8
.

Bài tập 2: Tìm a, b để |x4 + ax2 + b| ≤ 1

8
, ∀x ∈ [−1, 1].

Lời giải:

Đặt x2 = t⇒ t ∈ [0, 1].

Yêu cầu bài toán: Tìm a, b để |t2 + at+ b| ≤ 1

8
, ∀t ∈ [0, 1].

Ta xét lại 3 điểm : t = 1, t = 0 ,t =
1

2
, đặt g(t) = t2 + at+ b.

Ta có g(0) = b, g(1) = 1 + a+ b, g(
1

2
) =

1

4
+

1

2
a+ b.

Từ đó suy ra |1 + at+ b| ≤ 1

8
, |b| ≤ 1

8
,
∣∣∣1
4

+
1

2
a+ b

∣∣∣ ≤ 1

8
.

Vậy −1

8
≤ −b ≤ 1

8
( vì |b| = | − b|), −1

8
≤ 1

4
+

1

2
a+ b ≤ 1

8
.

Cộng vế với vế ta có: −1

4
≤ 1

4
+

1

2
a ≤ 1

4
⇔ −1

2
≤ 1

2
a ≤ 0

⇔ −1 ≤ a ≤ 0 (1)

Ta lại có: −1

8
≤ 1 + a+ b ≤ 1

8
⇔ −1

8
≤ −1

4
− 1

2
a− b ≤ 1

8
.

Cộng vế với vế ta có: −1

4
≤ 3

4
+

1

2
a ≤ 1

4
⇔ −1 ≤ 1

2
a ≤ −1

2

⇔ −2 ≤ a ≤ −1 (2)

Từ (1) và (2) suy ra a = −1.

Khi đó ta có: |b| ≤ 1

8
và |1

4
− b| ≤ 1

8
.

Từ
∣∣∣1
4
− b
∣∣∣ ≤ 1

8
⇔ −1

8
≤ 1

4
− b ≤ 1

8
⇔ −3

8
≤ −b ≤ −1

8
⇔ 1

8
≤ b ≤ 3

8
.

Mà |b| ≤ 1

8
⇒ b =

1

8
.

Việc còn lại là chứng minh
∣∣∣t2 − t+

1

8

∣∣∣ ≤ 1

8
∀t ∈ [0, 1]
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Ta có
∣∣∣t2 − t+

1

8

∣∣∣ ≤ 1

8
⇔ −1

8
≤ t2 − t+

1

8
≤ 1

8
⇔ −1

4
≤ t2 − t ≤ 0

⇔


−1

4
≤ t2 − t

t2 − t ≤ 0

⇔


(t− 1

2
)2 ≥ 0

(t− 1)t ≤ 0

luôn đúng với mọi t ∈ [0, 1].

Như vậy ta chứng minh được:

Với a = −1 , b =
1

8
thì |t2 + at+ b| ≤ 1

8
∀t ∈ [0, 1].

Kết luận: a = −1 , b =
1

8
thì
∣∣∣x4 + ax2 + b

∣∣∣ ≤ 1

8
∀t ∈ [−1, 1].

* Chú ý: Nếu như ở bài trên không đặt ẩn phụ t = x2, t ∈ [0, 1], thì

sau khi đã tìm được a = −1 , b =
1

8
, phần còn lại là :

Phải chứng minh:
∣∣∣x4 − x2 +

1

8

∣∣∣ ≤ 1

8
∀x ∈ [−1, 1].

Có thể làm như sau:

Đặt x = cosα, α ∈ [0, π].

Từ đó
∣∣∣x4 − x2 +

1

8

∣∣∣ =
∣∣∣cos4α− cos2α +

1

8

∣∣∣ =
1

8
|8cos4α− 8cos2α + 1|

=
1

8

∣∣∣∣∣8.
(

1 + cos 2α

2

)2

− 8.
1 + cos 2α

2
+ 1

∣∣∣∣∣
=

1

8
|3 + 4 cos 2α + cos 4α− 4− 4 cos 2α + 1|

=
1

8
|cos 4α| ≤ 1

8
∀α ∈ [0, π]

Nhận xét: Vậy thực chất của lời giải này là gì? Tại sao lại xét g(
1

2
)

mà không phải vị trí nào khác? Số t =
1

2
chính là lấy từ kết quả ý nghĩa

hình học của xấp xỉ bậc nhất đã trình bày ở chương 1. Còn kỹ thuật xét

thực chất là xét g(
1

2
)− g (0) và g (1)− g(

1

2
).
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Bài tập 3: CMR với a = −1, b =
1

8
thì GTLN của y =

∣∣x4 + ax2 + b
∣∣ là

nhỏ nhất, tìm giá trị đó?

Bài tập 4: Với giá trị nào của a, b thì GTLN của hàm số y =
∣∣x4 + ax2 + b

∣∣
đạt GTNN trên [−1, 1].

Bài toán 9: Tìm a, b để max
x∈[1,2]

∣∣∣∣1x − (ax + b)

∣∣∣∣ đạt min.

* Lời giải nhờ lý thuyết xấp xỉ đều tốt nhất:

Yêu cầu bài toán tương đương với:

Tìm đa thức xấp xỉ đều tốt nhất bậc nhất Q(x) = ax + b của hàm số

f (x) =
1

x
trên [1, 2].

Xét hàm số: f (x) =
1

x
. Suy ra f(1) = 1, f (2) =

1

2
. Ta thấyA(1, 1), B(2,

1

2
)

là 2 điểm thuộc đồ thị hàm số f (x) =
1

x
trên [1, 2].

Khi đó phương trình đường thẳng AB là : y = −1

2
x+

3

2
.

Ta có : f ′(x) = − 1

x2
. Vì tiếp tuyến song song với AB nên : − 1

xo2
= −1

2
.

Suy ra x0 =
√

2⇒ f(x0) =
1√
2
.

Phương trình tiếp tuyến tại x0 =
√

2 là :

y = −1

2
(x−

√
2) +

1√
2
⇔ y = −1

2
x+
√

2
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Vậy đường thẳng cần tìm là đường song song cách đều của đường AB và

tiếp tuyến trên là : y = −1

2
x+

1

2

(
3

2
+
√

2

)
⇔ y = −1

2
x+

3

4
+

√
2

2
.

Từ đó ta có đa thức xấp xỉ đều tốt nhất bậc nhất của hàm số f(x) =
1

x

trên [1, 2] là Q(x) = −1

2
x+

3

4
+

√
2

2
⇒ a = −1

2
, b =

3

4
+

√
2

2
.

GTNN đạt được: M0 = max
x∈[1,2]

∣∣∣∣∣1x −
(
−1

2
x+

3

4
+

√
2

2

)∣∣∣∣∣ =
3

4
−
√

2

2
.

* Hướng dẫn sơ cấp:

Đặt g (x) =
1

x
− (ax + b), M = max

x∈[1,2]
|g(x)|.

Ta có g(1) = 1− a− b,g(2) =
1

2
− 2a− b, g

(√
2
)

=
1√
2
−
√

2a.

Trường hợp 1: a > −1

2
.

Ta có: 2M ≥
∣∣∣g(
√

2)− g(1)
∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1√
2
−
√

2a− 1 + a

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣(√2− 1)(
1√
2

+ a)

∣∣∣∣.
Vì a > −1

2
⇔ a+

1√
2
>

1√
2
− 1

2

⇔ (
√

2− 1)(
1√
2

+ a) > (
√

2− 1)(
1√
2
− 1

2
) =

3

2
−
√

2 > 0.

Vậy 2M ≥ 3

2
−
√

2⇒ 3

4
−
√

2

2
= M0.

Trường hợp 2: a < −1

2
.

Ta có 2M ≥
∣∣∣g(
√

2)− g(2)
∣∣∣ =

∣∣∣∣12(
√

2− 1) +
√

2a(
√

2− 1)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣(√2− 1)(
1

2
+ a
√

2)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣(1−√2)(−1

2
− a
√

2)

∣∣∣∣
> (
√

2− 1)(

√
2

2
− 1

2
) =

3

2
−
√

2.
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Suy ra M >
3

4
−
√

2

2
= M0.

( vì a < −1

2
⇒ −a > 1

2
⇒ −a

√
2 >

√
2

2
⇒ −1

2
− a
√

2 >

√
2

2
− 1

2
> 0).

Trường hợp 3: a = −1

2
.

Khi đó g(1) =
3

2
− b = g(2), g(

√
2) =

√
2− b.

a) Nếu b >
3

4
+

√
2

2
⇔ −b < −3

4
−
√

2

2

⇔
√

2− b <
√

2− 3

4
−
√

2

2
= −

(
3

4
−
√

2

2

)
⇔
∣∣∣√2− b

∣∣∣ > 3

4
−
√

2

2
.

Vậy M ≥
∣∣∣g (√2

)∣∣∣ =
∣∣∣√2− b

∣∣∣ > 3

4
−
√

2

2
= M0 ⇒M > M0.

b) Nếu b <
3

4
+

√
2

2
⇔ 3

2
− b > 3

2
− 3

4
−
√

2

2
=

3

4
−
√

2

2
.

Vậy M ≥ |g (1)| =
∣∣∣∣32 − b

∣∣∣∣ > 3

4
−
√

2

2
= M0 ⇒M > M0.

c) Nếu b =
3

4
+

√
2

2
⇒ g(x) =

1

x
+

1

2
x− (

3

4
+

√
2

2
).

Suy ra g′(x) = − 1

x2
+

1

2
, g′(x) = 0⇔ x =

√
2, x ∈ [1, 2].

Bảng biến thiên:
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Bài toán 10: Tìm a, b để max
x∈[1,n]

∣∣∣∣1x − (ax + b)

∣∣∣∣ đạt min.

* Lời giải nhờ lý thuyết xấp xỉ đều tốt nhất:

Yêu cầu bài toán tương đương với:

Tìm đa thức xấp xỉ đều tốt nhất bậc nhất Q(x) = ax + b của hàm số

f(x) =
1

x
trên [1, n], tính f(1) = 1, f(n) =

1

n
.

A(1, 1), B(n,
1

n
) là 2 điểm thuộc đồ thị hàm số f(x) = 1

x trên [1, n].

Phương trình đường thẳng AB: y = −1

n
x+

n+ 1

n
, hệ số góc k = −1

n
.

Xét f(x) =
1

x
⇒ f ′(x) = − 1

x2
.

Vì tiếp tuyến song song AB nên :− 1

x2
= −1

n
⇒ x0 =

√
n, x0 ∈ [1, n],

suy ra f(x0) =
1√
n
.

Khi đó phương trình tiếp tuyến tại x0 =
√
n là :

y = −1

n
(x−

√
n) +

1√
n
⇔ y = −1

n
+

2√
n
.

Ta có phương trình đường thẳng cần tìm là: y = −1

n
x+ (

1√
n

+
n+ 1

2n
).

Vậy đa thức xấp xỉ đều tốt nhất bậc nhất của hàm số f(x) =
1

x
trên

[1, n] là :

Q(x) = −1

n
x+ (

1√
n

+
n+ 1

2n
), suy ra a = −1

n
, b =

1√
n

+
n+ 1

2n
.

GTNN đạt được:M0 = max
x∈[1,n]

∣∣∣∣1x − (−1

n
x+

1√
n

+
n+ 1

2n
)

∣∣∣∣ =
n+ 1

2n
− 1√

n
.

* Hướng dẫn sơ cấp:

Đặt g(x) =
1

x
− (ax + b),M = max

x∈[1,n]
|g(x)|.

Ta có g(1) = 1− a− b, g(n) =
1

n
− na− b, g(

√
n) =

1√
n
− a
√
n− b.

Trường hợp 1: a > −1

n
.
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Ta có : 2M ≥ |g(
√
n)− g(1)| =

∣∣∣∣ 1√
n
− a
√
n− 1 + a

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣(1−√n)(
1√
n

+ a)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣(√n− 1)(a+
1√
n

)

∣∣∣∣.
Vì a > −1

n
⇒ 1√

n
+ a >

1√
n
− 1

n

⇔ (
√
n− 1)(a+

1√
n

) > (
√
n− 1)(

1√
n
− 1

n
)

Suy ra 2M > (
√
n− 1)(

1√
n
− 1

n
) =

n+ 1

n
− 2√

n
⇒M > M0

Trường hợp 2: a < −1

n
.

Ta có 2M ≥ |g(
√
n)− g(n)| =

∣∣∣∣(√n− 1)

(
a
√
n+

1

n

)∣∣∣∣ = (
√
n− 1)

∣∣∣∣−1

n
− a
√
n

∣∣∣∣.
Vì a < −1

n
⇔ −a > 1

n
⇔ −a

√
n >

1√
n

⇔ −1

n
− a
√
n > −1

n
+

1√
n
.

Vậy 2M > (
√
n− 1) (

1√
n
− 1

n
) =

n+ 1

n
− 2√

n
.

Suy ra M >
n+ 1

n
− 1√

n
= M0.

Trường hợp 3: a = −1

n
. Ta có g(1) =

n+ 1

n
− b = g(n), g(

√
n) =

2√
n
− b.

a) Nếu b > (
1√
n

+
n+ 1

2n
), khi đó:

−b < −n+ 1

2n
− 1√

n
⇔ 2√

n
−b < −n+ 1

2n
− 1√

n
+

2√
n

= −(
n+ 1

2n
− 1√

n
).

Suy ra

∣∣∣∣ 2√
n
− b
∣∣∣∣ > (

n+ 1

2n
− 1√

n
).

Vậy M ≥ |g(
√
n)| =

∣∣∣∣ 2√
n
− b
∣∣∣∣ > (

n+ 1

2n
− 1√

n
) = M0.

b, Nếu b <
1√
n

+
n+ 1

2n
⇔ −b > − 1√

n
− n+ 1

2n

⇔ n+ 1

n
−b > n+ 1

n
− 1√

n
−n+ 1

2n
=
n+ 1

2n
− 1√

n
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Vậy M ≥ |g(1)| =
∣∣∣∣n+ 1

n
− b
∣∣∣∣ > n+ 1

2n
− 1√

n
= M0.

c)Nếu b =
n+ 1

2n
− 1√

n
.

Ta có g(x) =
1

x
+

1

n
x− (

1√
n

+
n+ 1

2n
).

Khi đó : g′(x) = − 1

x2
+

1

n
, g′(x) = 0⇔ x =

√
n.

Bảng biến thiên:

Nhận xét:Qua bài toán 9, bài toán 10, ta có thể đưa ra một lớp các

bài toán có lời giải tương tự và đơn giản hơn với n = 4, 9, 25, ...

Bài toán 11: Tìm a, b để max
2≤x≤6

∣∣∣∣x+ 2

x− 1
+ ax + b

∣∣∣∣ đạt min.

* Lời giải nhờ lý thuyết xấp xỉ đều tốt nhất:

Yêu cầu bài toán tương đương với: Tìm đa thức xấp xỉ đều tốt nhất bậc

nhất Q(x) = −ax− b của hàm số f(x) =
x+ 2

x− 1
trên [2, 6].

Xét hàm số: f(x) =
x+ 2

x− 1
.Ta có f(2) = 4, f(6) =

8

5
.

A(2, 4), B(6,
8

5
) là 2 điểm thuộc đồ thị hàm số f(x) =

x+ 2

x− 1
trên [2, 6].

Khi đó phương trình AB: y = −3

5
x+

26

5
, hệ số góc k = −3

5
.

Ta có f ′(x) = − 3

(x− 1)2 .

50

50Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên                                http://www.lrc-tnu.edu.vn



f ′(x) = k ⇔ − 3

(xo − 1)2 = −3

5
⇔ xo = 1 +

√
5 ∈ [2, 6].

⇒ f(x0) =
3 +
√

5√
5

.

Phương trình tiếp tuyến tại x0 = 1 +
√

5 là : y = −3

5
x+

(
8

5
+

6√
5

)
.

Từ đó ta có phương trình đường thẳng cần tìm: y = −3

5
x+

17

5
+

3√
5

Vậy đa thức xấp xỉ đều tốt nhất bậc nhất của hàm số trên [1, 2] là:

Q(x) = −3

5
x+

17

5
+

3√
5
. Suy ra a =

3

5
, b = −

(
17

5
+

3√
5

)
.

GTNN đạt được : M0 = max
x∈[2,6]

∣∣∣∣x+ 2

x− 1
+

3

5
x− (

17

5
+

3√
5

)

∣∣∣∣ =
9

5
− 3√

5
.

* Hướng dẫn sơ cấp:

Đặt g(x) =
x+ 2

x− 1
+ ax + b , M = max

2≤x≤6
|g(x)|.

Ta có g(2) = 4 + 2a+ b, g(6) =
8

5
+ 6a+ b, g(1 +

√
5) = (1 +

√
5)a+ b.

Trường hợp 1: a >
3

5
. Ta có:

2M ≥
∣∣∣f(1 +

√
5)
∣∣∣+ |f(6)|

≥
∣∣∣f(1 +

√
5)− f(6)

∣∣∣ =

∣∣∣∣(√5− 5)a+ (
3√
5
− 3

5
)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣(5−√5)a+ (
3

5
− 3√

5
)

∣∣∣∣
> (5−

√
5)

3

5
+

3

5
− 3√

5
=

18

5
− 6√

5
.

Suy ra M > (
9

5
− 3√

5
) = M0.

Trường hợp 2: a <
3

5
.

Ta có 2M ≥
∣∣∣f(1 +

√
5)− f(2)

∣∣∣ =

∣∣∣∣(√5− 1)a+
3√
5
− 3

∣∣∣∣
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=

∣∣∣∣(1−
√

5
)
a+

(
3− 3√

5

)∣∣∣∣ > (1−
√

5
) 3

5
+

(
3− 3√

5

)
=

18

5
− 6√

5
.

Suy ra M > (
9

5
− 3√

5
) = M0.

Trường hợp 3: a =
3

5
.

Ta có: g(2) =
26

5
+ b = g(6) , g(1 +

√
5) =

8

5
+

6√
5

+ b.

a) b > −(
17

5
+

3√
5

)⇔ 26

5
+ b >

26

5
− 17

5
− 3√

5
=

9

5
− 3√

5
.

Suy ra

∣∣∣∣26

5
+ b

∣∣∣∣ > 9

5
− 3√

5
= M0.

Vậy M ≥ |g(2)| =
∣∣∣∣26

5
+ b

∣∣∣∣ > M0.

b) b < −(
17

5
+

3√
5

).

Ta có
8

5
+

6√
5

+ b <
8

5
+

6√
5
− 17

5
− 3√

5
= −(

9

5
− 3√

5
).

Suy ra

∣∣∣∣85 +
6√
5

+ b

∣∣∣∣ > 9

5
− 3√

5
= M0.

Vậy M ≥
∣∣∣g(1 +

√
5)
∣∣∣ =

∣∣∣∣85 +
6√
5

+ b

∣∣∣∣ > M0.

c) b = −(
17

5
+

3√
5

). Khi đó g(x) =
x+ 2

x− 1
+

3

5
x− (

17

5
+

3√
5

).

Ta có g′(x) = − 3

(x− 1)2 +
3

5
, g′(x) = 0⇔ x = 1 +

√
5 ∈ [2, 6].

Bảng biến thiên:
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Bài toán 12: Tìm a, b để max
x∈[0,1]

∣∣∣∣x2 + 2x− 1

x+ 1
− (ax + b)

∣∣∣∣ đạt min.

* Lời giải nhờ lý thuyết xấp xỉ đều tốt nhất:

Yêu cầu bài toán tương đương với :

Tìm đa thức xấp xỉ đều tốt nhất Q(x) = ax+ b của hàm số

f(x) =
x2 + 2x− 1

x+ 1
trên [0, 1]. Có f(0) = −1, f(1) = 1.

Ta thấy A(0,−1), B(1, 1) là 2 điểm thuộc đồ thị hàm số f(x) trên [0, 1].

Khi đó phương trình AB là: y = 2x− 1, hệ số góc k = 2.

Ta có: f ′(x) = 1 +
2

(x+ 1)2 .

f ′(x0) = k ⇔ 1 +
2

(x0 + 1)2 = 2⇔ x0 = −1 +
√

2 ∈ [0, 1].

f(x0) = 0.

Phương trình tiếp tuyến của f(x) tại x0 = −1 +
√

2 là:y = 2x+ 2− 2
√

2

Khi đó phương trình đường thẳng cần tìm là: y = 2x+
1

2
−
√

2.

Vậy đa thức xấp xỉ đều tốt nhất của hàm số trên [0, 1] là :

Q(x) = 2x+
1

2
−
√

2. Suy ra a = 2, b =
1

2
−
√

2.

GTNN đạt được: M0 = max
x∈[0,1]

∣∣∣∣x2 + 2x− 1

x+ 1
− 2x− 1

2
+
√

2

∣∣∣∣ =
√

2− 3

2
.

* Hướng dẫn sơ cấp:

Đặt g(x) =
x2 + 2x− 1

x+ 1
− (ax + b), M = max

x∈[0,1]
|g(x)|.

Ta có g(0) = −1− b, g(1) = 1− a− b , g(−1 +
√

2) = (1−
√

2)a− b.
Trường hợp 1: a > 2.

Ta có 2M ≥
∣∣∣g(0)− g(−1 +

√
2)
∣∣∣

=
∣∣∣−1 + (

√
2− 1)a

∣∣∣ > −1 + (
√

2− 1).2 = 2
√

2− 3

Suy ra M >
√

2− 3

2
= M0.
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Trường hợp 2: a < 2 .

Ta có: 2M ≥
∣∣∣g(1)− g(−1 +

√
2)
∣∣∣ =

∣∣∣1 + (
√

2− 2)a
∣∣∣

> 1 + (
√

2− 2).2 = 2
√

2− 3.

Suy ra M >
√

2− 3

2
= M0.

Trường hợp 3: a = 2.

Ta có g(0) = −1− b = g(1), g(−1 +
√

2) = 2− 2
√

2.

a) b >
1

2
−
√

2⇔ −b <
√

2− 1

2

⇔ (2− 2
√

2)− b <
√

2− 1

2
+ (2− 2

√
2) = −

(√
2− 3

2

)
.

Vậy M ≥
∣∣∣g(−1 +

√
2)
∣∣∣ =

∣∣∣(2− 2
√

2)− b
∣∣∣ > √2− 3

2
= M0.

b) b <
1

2
−
√

2⇔ −b >
√

2− 1

2
⇔ −1− b <

√
2− 1

2
− 1 =

(√
2− 3

2

)
⇔ |−1− b| >

√
2− 3

2
.

Vậy M ≥ |g(0)| = |−1− b| >
√

2− 3

2
= M0.

c) b =
1

2
−
√

2. Ta có g(x) =
x2 + 2x− 1

x+ 1
− 2x− 1

2
+
√

2.

Suy ra g′(x) = 1 +
2

(x+ 1)2 − 2 =
2

(x+ 1)2 − 1.

g′(x) = 0⇔ x = −1 +
√

2.

Bảng biến thiên:
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Bài toán 13: Tìm a, b sao cho max
x∈[0,1]

|
√
x− (ax + b)| đạt min.

* Lời giải nhờ lý thuyết xấp xỉ đều tốt nhất:

Yêu cầu bài toán tương đương với:

Tìm đa thức xấp xỉ đều tốt nhất bậc nhất Q(x) = ax + b của hàm số

f(x) =
√
x trên [0, 1]. Ta có f ′(x) =

1

2
√
x

f ′′(x) = −1

2
.

1

2x
√
x
< 0, x ∈ [0, 1] .

Khi đó f(x) lồi trên [0, 1] và O(0, 0), B(1, 1) là 2 điểm thuộc đồ thị hàm

số f(x) =
√
x. Nên phương trình OB là: y = x, hệ số góc k = 1.

Giả sử C là điểm thuộc đồ thị hàm số f(x) =
√
x, mà tiếp tuyến với đồ

thị C song song với OB, nên hoành độ điểm C là nghiệm phương trình:

f ′(x0) = k. Hay
1

2
√
x0

= 1⇔ x0 =
1

4
, f(x0) =

1

2
.

Phương trình tiếp tuyến tại C: y = (x− 1

4
) +

1

2
⇔ y = x+

1

4
.

Đường thẳng song song cách đều OB và tiếp tuyến tại C là: y = x+
1

8
.

Vậy đa thức xấp xỉ đều tốt nhất bậc nhất của f(x) trên [0, 1] là:

Q(x) = x+
1

8
. Suy ra a = 1, b =

1

8
.
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GTNN đạt được M0 = max
x∈[0,1]

∣∣∣∣√x− x− 1

8

∣∣∣∣ =
1

8
.

* Hướng dẫn sơ cấp:

Xét tại 3 điểm O,B,C với các hoành độ x = 0, x =
1

4
, x = 1.

Cách 1 : Đặt g(x) =
√
x− (ax + b),M = max

x∈[0,1]
|g(x)|.

Ta có g(0) = −b, g(1) = 1− a− b g(
1

4
) =

1

2
− a

4
− b.

Trường hợp 1: a > 1. Khi đó:

2M ≥
∣∣∣∣g(

1

4
)− g(1)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣3a4 − 1

2

∣∣∣∣ > 3

4
− 1

2
=

1

4
⇒M >

1

8
= M0

Trường hợp 2: a < 1. Khi đó 2M ≥
∣∣∣∣g(

1

4
)− g(0)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣12 − a

4

∣∣∣∣.
a < 1⇔ −a > −1⇔ 1

2
− a

4
>

1

2
− 1

4
=

1

4
.

Suy ra 2M ≥
∣∣∣∣12 − a

4

∣∣∣∣ > 1

4
⇒M >

1

8
= M0.

Trường hợp 3: a = 1⇒ g(0) = −b = g(1), g(
1

4
) =

1

4
− b.

a)b >
1

8
⇔ |b| > 1

8
.

Vậy M ≥ |g(0)| = |−b| = |b| > 1

8
= M0.

b) b <
1

8
⇔ −b < −1

8
⇔ 1

4
− b > 1

4
− 1

8
=

1

8
.

Vậy M ≥
∣∣∣∣g(

1

4
)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣14 − b
∣∣∣∣ > 1

8
= M0.

c) b =
1

8
, khi đó g(x) =

√
x− x− 1

8
.

Nên g′(x) =
1

2
√
x
− 1, g′(x) = 0⇔ x =

1

4
.

Bảng biến thiên:
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Cách 2 :

Xét tại x = 0, x =
1

4
, x = 1, đặt f(x) = |

√
x− (ax + b)|.

Ta có f(0) = |b|, f(1) = |1− a− b| = |a+ b− 1|, f(
1

4
) =

∣∣∣∣12 − a

4
− b
∣∣∣∣.

Suy ra f(1) + 4f(
1

4
) = |a+ b− 1|+ |2− a− 4b| ≥ |1− 3b|.

Dấu ′′ =′′ xảy ra ⇔ (2− a− 4b) (a+ b− 1) ≥ 0.

Ta lại suy ra được f(1) + 4f(
1

4
) + 3f(0) ≥ |1− 3b|+ 3 |b| ≥ 1.

Dấu ′′ =′′ xảy ra ⇔
{

(1− 3b) 3b ≥ 0

(2− a− 4b) (a+ b− 1) ≥ 0

Do đó nếu đặt M = max
x∈[0,1]

|f(x)| thì 8M ≥ 1⇒M ≥ 1

8
.

M =
1

8
⇔


f(1) = f(

1

4
) = f(0) =

1

8

(1− 3b).3b ≥ 0

(2− a− 4b)(a+ b− 1) ≥ 0

⇔


a = 1

b =
1

8

Vậy a = 1, b =
1

8
và M = max

x∈[0,1]

∣∣∣∣√x− x− 1

8

∣∣∣∣ =
1

8
= M0.
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Bài toán 14: Tìm a, b để max
x∈[0,1]

| 3
√
x− (ax+ b)| đạt min.

* Lời giải nhờ lý thuyết xấp xỉ đều tốt nhất:

Yêu cầu bài toán tương đương với:

Tìm đa thức xấp xỉ đều tốt nhất bậc nhất Q(x) = ax + b của hàm số

f(x) = 3
√
x trên [0, 1]. Ta có f(0) = 0, f(1) = 1.

Dễ thấy A(0, 0), B(1, 1) là 2 điểm thuộc đồ thị hàm số f(x) = 3
√
x.

Nên phương trình AB là : y = x, hệ số góc k = 1.

Ta có f ′(x) =
1

3
3
√
x2
, f ′(x0) = k ⇔ 1

3 3
√
x0

2
= 1.

Suy ra x0 =
1

3
√

3
∈ [0, 1] , f(x0) =

1√
3
.

Phương trình tiếp tuyến của f(x) tại x0 =
1

3
√

3
là y = x+

2

3
√

3
.

Khi đó phương trình đường thẳng cần tìm là: y = x+
1

3
√

3
.

GTNN đạt được M0 = max
x∈[0,1]

∣∣∣∣ 3
√
x− x− 1

3
√

3

∣∣∣∣ =
1

3
√

3
.

* Hướng dẫn sơ cấp:

Đặt g(x) = 3
√
x− (ax+ b),M = max

x∈[0,1]
|g(x)|.

Ta có g(0) = −b, g(1) = 1− a− b, g(
1

3
√

3
) =

1√
3
− a. 1

3
√

3
− b.

Trường hợp 1: a > 1.

2M ≥
∣∣∣∣g(

1

3
√

3
)− g(1)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣(a− 1)(3
√

3− 1) + 2

3
√

3

∣∣∣∣∣ > 2

3
√

3
.

Suy ra M >
1

3
√

3
= M0.
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Trường hợp 2: a < 1.

Ta có 2M ≥
∣∣∣∣g(

1

3
√

3
)− g(0)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣3− a3
√

3

∣∣∣∣ > 3− 1

3
√

3
=

2

3
√

3
.

Suy ra M >
1

3
√

3
= M0.

Trường hợp 3: a = 1. Ta có g(0) = −b = g(1), g(
1

3
√

3
) =

2

3
√

3
− b.

a) b >
1

3
√

3
⇔ |b| > 1

3
√

3
.

Khi M ≥ |g(0)| = |−b| = |b| > 1

3
√

3
= M 0.

b)b <
1

3
√

3
⇔ 2

3
√

3
− b > 2

3
√

3
− 1

3
√

3
=

1

3
√

3
.

Khi đó M ≥
∣∣∣∣g(

1

3
√

3
)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 2

3
√

3
− b
∣∣∣∣ > 1

3
√

3
= M 0.

c) b =
1

3
√

3
. Ta có g(x) = 3

√
x− x− 1

3
√

3
, Suy ra g′(x) =

1

3 3
√
x
− 1

g′(x) = 0⇔ 1− 3
3
√
x2 = 0⇔ 3

√
x2 =

1

3
⇔ x2 =

1

27
⇒ x =

1

3
√

3
∈ [0, 1].

Bảng biến thiên:

Chú ý: Ta có thể biến dạng bài toán như sau:

Tìm a, b để max
t∈[0,1]

∣∣at3 + t+ b
∣∣ đạt GTNN.

(Nếu đặt t3 = x thì quay về bài toán tương tự như trên).
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Bài toán 15:Tìm a,b để max
x∈[0,1]

| n
√
x− (ax + b)| đạt min.

* Lời giải nhờ lý thuyết xấp xỉ đều tốt nhất:

Yêu cầu bài toán tương đương với:

Tìm đa thức xấp xỉ đều tốt nhất bậc nhất Q(x) = ax + b của hàm số

f(x) = n
√
x trên [0, 1]. Ta có f(0) = 0, f(1) = 1.

Dễ thấy A(0, 0), B(1, 1) là 2 điểm thuộc đồ thị hàm số f(x) = n
√
x.

Khi đó phương trình AB là : y = x, hệ số góc k = 1.

Ta có f ′(x) =
1

n
x

1−n
n =

1

n
.

1

x
n−1
n

.

f ′(0) = k ⇔ 1

n
.

1

x0
n−1
n

= 1⇔ 1

n
= x0

n−1
n

⇔
(

1

n

)n
= x0

n−1 ⇔ x0 =

(
1

n

)n−1
n

.

Suy ra f(x0) =

((
1

n

)n−1
n

) 1
n

=

(
1

n

) 1
n−1

.

Từ đó ta có phương trình tiếp tuyến của f(x) tại x0 =

(
1

n

)n−1
n

là:

y = x−
(

1

n

) n
n−1

+

(
1

n

) 1
n−1

= x−
(

1

n

)1+ 1
n−1

+

(
1

n

) 1
n−1

= x+

(
1

n

) 1
n−1
(

1− 1

n

)
= x+

n− 1

n

(
1

n

) 1
n−1

.

Hay y = x+
n− 1

n
.

(
1

n

) 1
n−1

.

Suy ra phương trình đường thẳng cần tìm : y = x+
n− 1

2n
.

(
1

n

) 1
n−1

.

Vậy đa thức xấp xỉ đều tốt nhất bậc nhất của f(x) trên [0, 1] là

Q(x) = x+
n− 1

2n
.

(
1

n

) 1
n−1

, nên ta có a = 1, b =
n− 1

2n
.

(
1

n

) 1
n−1

.
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GTNN đạt được:M0 = max
x∈[0,1]

∣∣∣∣∣ n√x− x− n− 1

2n

(
1

n

) 1
n−1

∣∣∣∣∣ =
n− 1

2n
.

(
1

n

) 1
n−1

.

* Hướng dẫn sơ cấp:

Đặt g(x) = n
√
x− (ax + b),M = max

x∈[0,1]
|g(x)|.

Ta có g(0) = −b, g(1) = 1−a−b , g
((

1

n

) n
n−1

)
=

(
1

n

) 1
n−1

−a.1
n

(
1

n

) 1
n−1

.

Trường hợp 1: a > 1.

Ta có: 2M ≥

∣∣∣∣∣g
((

1

n

) n
n−1

)
− g (1)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
(

1

n

) 1
n−1

− a.1
n

(
1

n

) 1
n−1

− 1

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣n− a− n.n
1
n−1 + a.n.n

1
n−1

n.n
1

n−1

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣a.n.n
1

n−1n− a− n.n 1
n−1 + 1 + n− 1

n.n
1

n−1

∣∣∣∣∣
=
a
(
n.n

1
n−1 − 1

)
−
(
n.n

1
n−1 − 1

)
+ (n− 1)

n.n
1

n−1

=

∣∣∣∣∣∣
(a− 1)

(
n.n

1
n−1 − 1

)
+ (n− 1)

n.n
1

n−1

∣∣∣∣∣∣ > n− 1

n.n
1

n−1

.

Suy ra M >
n− 1

2n.n
1

n−1

= M0.

Trường hợp 2: a < 1

Ta có: 2M ≥

∣∣∣∣∣g
((

1

n

) n
n−1

)
− g (0)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
(

1

n

) n
n−1

− a.1
n

(
1

n

) 1
n−1

∣∣∣∣∣.
Vì a < 1⇔ −a > −1⇔ −a.1

n

(
1

n

) n
n−1

> −1

n

(
1

n

) n
n−1

⇔
(

1

n

) n
n−1

− a.1
n

(
1

n

) n
n−1

>

(
1

n

) n
n−1

− 1

n

(
1

n

) n
n−1

=
n− 1

n

(
1

n

) n
n−1

.
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Nên ta có 2M ≥

∣∣∣∣∣
(

1

n

) n
n−1

− a.1
n
.

(
1

n

) n
n−1

∣∣∣∣∣ > n− 1

n

(
1

n

) n
n−1

.

Hay M >
n− 1

2n

(
1

n

) 1
n−1

= M0.

Trường hợp 3: a = 1.

ta có g(0) = −b = g(1) , g

((
1

n

) 1
n−1

)
=
n− 1

n
.

(
1

n

) 1
n−1

− b.

a) Nếu b >
n− 1

2n
.

(
1

n

) 1
n−1

⇔ |b| > n− 1

2n
.

(
1

n

) 1
n−1

.

Vậy M ≥ |g (0)| = |−b| = |b| > n− 1

2n
.

(
1

n

) 1
n−1

= M0.

b) Nếu b <
n− 1

2n
.

(
1

n

) 1
n−1

⇔ −b > −n− 1

2n
.

(
1

n

) 1
n−1

.

Khi đó :
n− 1

n
.

(
1

n

) 1
n−1

− b >
(
n− 1

n

)(
1

n

) 1
n−1

−
(
n− 1

2n

)(
1

n

) 1
n−1

.

=

(
n− 1

2n

)(
1

n

) 1
n−1

= M0.

Vậy M ≥

∣∣∣∣∣g
((

1

n

) 1
n−1

)∣∣∣∣∣ > M0.

c) Nếu b =
n− 1

2n
.

(
1

n

) 1
n−1

.
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Ta có g (x) = n
√
x− x− n− 1

2n
.

(
1

n

) 1
n−1

.

g′(x) =
1

n
.

1

x
n−1
n

− 1.

g′(x) = 0⇔ x
n−1
n =

1

n
⇔ x =

(
1

n

) 1
n−1
n

=

(
1

n

) n
n−1

.

Bảng biến thiên:

Nhận xét: Qua các bài toán 13, 14, 15 ta có thể đưa ra một lớp các

bài tập có lời giải tương tự:

Bài tập 1: Tìm a, b để max
x∈[0,4]

|
√
x− (ax + b)| đạt min.

Bài tập 2: Tìm a, b để max
x∈[0,k2]

|
√
x− (ax + b)| đạt min với k ∈ N .

Bài tập 3: Tìm a, b để max
x∈[0,5]

|
√
x− (ax + b)| đạt min.

Bài tập 4: Tìm a, b để max
x∈[0,n]

|
√
x− (ax + b)| với n ∈ N .

Bài tập 5: a, b để max
x∈[0,n]

| 3
√
x− (ax + b)|, (với n là một số chính phương).

Bài tập 6: Tìm a, b để max
x∈[0,k]

| n
√
x− (ax + b)| đạt min, với k ∈ N .
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Kết luận

Trong luận văn này, tôi đã trình bầy về một số vấn đề về lý thuyết xấp

xỉ đều tốt nhất và ứng dụng trong toán sơ cấp. Các kết quả thu được cụ

thể là:

1) Nhắc lại một số khái niệm và ví dụ của giải tích về không gian Metric,

không gian Banach, không gian Hilbert.

2) Nhắc lại được định nghĩa, định lý của lý thuyết xấp xỉ đều tốt nhất,

trường hợp đặc biệt xấp xỉ bằng đa thức bậc không, xấp xỉ bằng đa thức

bậc nhất.

3) Sử dụng lý thuyết xấp xỉ đều tốt nhất để giải quyết một lớp các bài

toán sơ cấp với các hàm số thường gặp.

4) Áp dụng các bài tập đã làm được để đưa ra một số dạng bài tập

tương tự phục vụ cho quá trình ôn tập học sinh giỏi ở Trung học phổ

thông.

Trong luận văn này, tôi chưa xét đến việc tìm xấp xỉ đều tốt nhất bậc

cao hơn bậc nhất cho một lớp các hàm số phức tạp. Đó là những bài toán

tương đối phức tạp đòi hỏi nhiều kiến thức sâu rộng và tính toán tỉ mỉ. Tôi

rất mong nhận được sự góp ý của quý thầy cô và các bạn để hoàn thiện

hơn, mở rộng hơn luận văn này. Tôi xin trân trọng cảm ơn!
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