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MỞ ĐẦU 

Trong toán học, lý thuyết phân bố giá trị là một phân ngành của phân tích toán 

học. Lý thuyết phân bố giá trị được nhà toán học R. Nevanlinna đưa ra năm 

1926. Chính vì thế lý thuyết này còn được gọi là lý thuyết Nevanlinna. Mục 

đích chính của lý thuyết phân bố giá trị là thiết lập định lý cơ bản thứ nhất và 

định lý cơ bản thứ hai đối với các ánh xạ phân hình. Một trong những ứng 

dụng quan trọng bậc nhất của lý thuyết Nevanlinna chính là vấn đề duy nhất, 

tức là tìm điều kiện để hai ánh xạ phân hình f  và g  là trùng nhau. Như đã đề 

cập ở trên, năm 1926, Nevanlinna đã chứng minh được rằng: với hai hàm 

phân hình f  và g  trên mặt phẳng phức  , nếu chúng có cùng ảnh ngược 

(không tính bội) của năm điểm phân biệt thì f  trùng g . Có thể nói việc 

nghiên cứu vấn đề duy nhất đối với ánh xạ phân hình đòi hỏi cả hai phương 

diện: xây dựng Lý thuyết phân bố giá trị (mà cụ thể là định lý cơ bản thứ hai) 

và nghiên cứu ứng dụng của nó. Vấn đề duy nhất đối với ánh xạ phân hình 

còn được nghiên cứu dưới nhiều sắc thái nữa như đa thức duy nhất, tập duy 

nhất. 

Cũng nghiên cứu về ứng dụng của lý thuyết Nevanlinna dựa theo bài 

báo của đồng tác giả người Trung Quốc là Ping Li và Chung- Chun Yang nói 

về phân phối giá trị  của hàm nguyên và đạo hàm của nó trong [16], luận văn 

trình bày một số kết quả cơ bản của lý thuyết Nevanlinna và ứng dụng đối 

với phân phối giá trị  của hàm nguyên và đạo hàm của nó trong trường số 

phức. Đây là một hướng nghiên cứu thời sự, thu hút sự quan tâm của nhiều 

nhà toán học trong những năm gần đây. 

Nội dung luận văn gồm hai chương. 

Chương 1: Một số kiến thức cơ bản về lý thuyết Nevanlinna, được 

trình bày với mục đích cung cấp các kiến thức cần thiết để cho người đọc dễ 

theo dõi chứng minh các kết quả của chương sau. Trong chương này, các 

http://vi.wikipedia.org/wiki/To%C3%A1n_h%E1%BB%8Dc
http://vi.wikipedia.org/w/index.php?title=Ph%C3%A2n_t%C3%ADch_to%C3%A1n_h%E1%BB%8Dc&action=edit&redlink=1
http://vi.wikipedia.org/w/index.php?title=Ph%C3%A2n_t%C3%ADch_to%C3%A1n_h%E1%BB%8Dc&action=edit&redlink=1
http://vi.wikipedia.org/w/index.php?title=Ph%C3%A2n_t%C3%ADch_to%C3%A1n_h%E1%BB%8Dc&action=edit&redlink=1
http://vi.wikipedia.org/w/index.php?title=R._Nevanlinna&action=edit&redlink=1
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tính chất cơ bản của lý thuyết Nevanlinna được nhắc lại là: công thức 

Poisson-Jensen, các hàm đặc trưng Nevanlinna, hai định lý cơ bản, đồng 

nhất thức Cartan và tính lồi, quan hệ số khuyết, tập xác định duy nhất các 

hàm phân hình.  

Chương 2: Một số kết quả về phân phối giá trị của hàm nguyên và đạo 

hàm của nó. 

Kết quả chính được trình bày trong luận văn là hai định lý sau đây nói 

về sự xác định của hàm nguyên và tổ hợp tuyến tính của các đạo hàm của 

nó dựa vào tạo ảnh của hai điểm, sự xác định của hàm nguyên và đạo hàm 

của nó dựa vào tạo ảnh của một tập gồm hai điểm. 

 Định lý.2.1.7. Giả sử f  là một hàm nguyên khác hằng số và 

( )

1

0

( )
n

i

i

i

g L f b b f



   , 

trong đó, ( 1,0,1, , )ib i n    là các hàm phân hình nhỏ của f . Giả sử 1a  và 2a  

là hai hằng số phân biệt trong £ . Nếu f  và ( )g L f  cùng phân phối 1a CM  

và 2a IM  thì gf   hoặc f  và g  có biểu thức như sau: 

2

2 1 2( )(1 )f a a a e    , 

và 

2 1 1 22 ( )g a a a a e    , 

trong đó   là một hàm nguyên. 

 Định lý 2.2.3. Giả sử f  là một hàm nguyên khác hằng số và 1 2,a a  là 

hai số phức phân biệt. Nếu f  và 'f  cùng phân phối tập  1 2,a a CM  thì một 

và chỉ một trong các khẳng định sau là đúng. 

(i) 'f f . 

(ii) 1 2'f f a a   . 

(iii) 
1 2

cz czf c e c e  , với 1 2 0a a  , trong đó 1,c c  và 2c  là 

các hằng số khác không, thoả mãn 2 1c   và 2 2

1 2 1

1
(1 )

4
c c a c  . 

Để minh họa kết quả nêu trên, luận  văn cũng đưa ra một vài ví dụ cụ 
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thể. 
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Chƣơng 1. KIẾN THỨC CHUẨN BỊ 

 

1.1. Công thức Poisson-Jensen. 

Giả sử ( )f z  là hàm phân hình trong { }, (0) 0,z R f£ ¹ ¥ . Giả sử 1 2, , , Ma a aL  

là các 0 -điểm của ( )f z  trong { }z R£  (mỗi 0 -điểm được kể một số lần bằng bội 

của nó), 1 2, , , Nb b bL  là các cực điểm (mỗi cực điểm được kể một số lần bằng bội 

của nó). Khi đó: 

(0 )iz re r Rq" = £ £ , ta có: 

2 2 2

2 2

0

1
log ( ) log (Re )

2 2 cos( )

i i R r
f re f d

R Rr r

p

q j j
p j q

-
= +

- - +ò  

2 2
1 1

( ) ( )
log log

M NR z a R z b

R a z R b z

m u

m um u= =

- -
+ -

- -
å å  . 

Nhận xét: Hàm phân hình ( )f z  chỉ có hữu hạn 0 -điểm và cực điểm trong  

{ }z R£ . 

1.1.1. Hệ quả.  

Với các giả thiết như trong công thức  Poisson-Jensen, ta có:  

2

1 10

1
log (0) log (Re ) log log

2 R

M N
i

a b
f f d

R

p
m uj

m u

j
p = =

= + -å åò  . 

 Nếu (0) 0f =  hoặc ¥  thì  ( )f z  có khai triển tại  0z =  dạng: 

1

1( ) ( 0f z c z c zl l

l l l+

+= + + >L  nếu (0) 0f = , 0l <  nếu (0)f = ¥ ). 

 Xét hàm 1( ) ( ) / ( ), (0) 0,z R f z z R c c zl l l

l ly y+= = + + ¹ ¥L . 

1.1.2. Hệ quả. Với các giả thiết như trong công thức  Poisson-Jensen, ta có:  

2

1 10

1
log log log (Re ) log log

2

M N
i

a b
R c f d

R R

p
m uj

l

m u

l j
p = =

+ = + -å åò . 
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1.2.  Các hàm đặc trƣng Nevanlinna. 

1.2.1. Định nghĩa. Với mỗi số thực a , đặt  { }log max 0, loga a+ =  ( tức là, nếu 

1a £  thì log 0a+ = , nếu 1a ³  thì log loga a+ = ). 

Ta có: 1log log loga a
a

+ += - . 

1.2.2. Định nghĩa. 

 Giả sử ( )f z  là hàm phân hình ở trong { }z R£ , có các 0 -điểm là 

1 2, , , Ma a aL , các cực điểm 1 2, , , Nb b bL ( mỗi 0 -điểm, cực điểm được tính  một số 

lần bằng bội của nó). Hàm đếm của hàm f  được định nghĩa bởi công thức sau: 

1

R
( , ) log ( ( , ) 0)

b

N

N f R N f R
u u=

= ³å . 

1.2.3. Định nghĩa. Hàm xấp xỉ ( , )m f R  

2

0

1
( , ) log (Re )

2

im f R f d

p

j j
p

+= ò . 

Từ định nghĩa hàm xấp xỉ ( , )m f R ,ta có: 

2 2 2

0 0 0

1 1 1 1
log (Re ) log (Re ) log

2 2 2 (Re )

i i

i
f d f d d

f

p p p

j j

j
j j j

p p p

+ += -ò ò ò  

                              
1

( , ) ( , )m f R m R
f

= - . 

Hàm f  có 0 -điểm tại 1 2, , , Ma a aL  suy ra hàm 
1

f
 có cực điểm tại 1 2, , , Ma a aL . 

Từ định nghĩa hàm ( ),N f R , ta có 
1

1 R
( , ) log

a

M

N R
f m m=

= å . 

Hệ quả 1.1.1 có thể viết lại dưới dạng sau đây: 
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1 1
log (0) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

1 1
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

f m f R m R N R N f R
f f

m f R N f R m R N R
f f

= - - +

é ù
ê ú= + - +
ê ú
ë û

 

1.2.4. Định nghĩa.  

Hàm đặc trưng Nevanlinna  ( , ) ( , ) ( , )T f R m f R N f R= + . 

Hệ quả 1.1.1 được viết lại dạng: 
1

( , ) ( , ) log (0)T f R T R f
f

= + . 

Từ định nghĩa của các hàm ( , )m f R , ( ),N f R , ( , )T f R , ta có các tính chất 

sau: 

1.2.5. Định lý. Nếu , 1,jf j p là các hàm phân hình, r  là một số thực dương 

tuỳ ý, a  là số phức bất kỳ thì ta có các tính chất sau: 

1) 
1 1

( , ) ( , )
p p

j j
j j

m f r m f r
= =

Õ £ å . 

2) ( )
1 1

( , ) ,
p p

j j
j j

m f r m f r
= =

å £ å . 

3) 
1 1

( , ) ( , )
p p

j j
j j

N f r N f r
= =

Õ £ å . 

4) ( )
1 1

( , ) ,
p p

j j
j j

N f r N f r
= =

å £ å . 

5) 
1 1

( , ) ( , )
p p

j j
j j

T f r T f r
= =

Õ £ å . 

6)   ( )
1 1

( , ) ,
p p

j j
j j

T f r T f r
= =

å £ å . 

7)   ( , ) ( , ) log log 2T f a r T f r a+- - £ + . 

Chứng minh:  



  

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên                                               http://www.lrc-tnu.edu.vn 
 11 

7) Ta có : 

( )
1 1

log log max log log max log log
p p

j j j j

j j

a p a p a p a+ + + + + +

= =

£ £ + £ +å å . 

Suy ra 

1 1

( , ) ( , ) log
p p

j j

j j

m f r m f r p
= =

£ +å å , 

và 

1 1

( , ) ( , ) log
p p

j j

j j

T f r T f r p
= =

£ +å å . 

Xét 
1 2 2 2, , ( , ) 0, ( , ) logf f f a N f r m f r a+= = - = = . Ta có: 

( , ) ( , ) log log 2T f a r T f r a+- £ + + . 

Tức là, 

( , ) ( , ) log log 2T f a r T f r a+- - £ + .   (1) 

Mặt khác, 

( , ) ( , ) ( , ) log log 2T f r T f a a r T f a r a+= - + £ - + + . 

Do đó, 

( , ) ( , ) (log log 2)T f a r T f r a+- - ³ - + .                       (2) 

Từ (1) và (2) suy ra  

( , ) ( , ) log log 2T f a r T f r a+- - £ + .                 W 

1.2.6.Định lý cơ bản thứ nhất.  

Giả sử ( )f z  là hàm phân hình trong { },z R a£ Î £  tuỳ ý. Khi đó, ta có: 

1 1
( , ) ( , ) ( , ) log (0) ( , )m R N R T R f f a a R

f a f a
e+ = - - +

- -
, 

trong đó, 

( , ) log log 2a R ae +£ + . 
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Ý nghĩa của định lý cơ bản thứ nhất: 
2

0

1 1 1
( , ) log

2 (Re )i
m R d

f a f a

p

j
j

p

+=
- -

ò . 

1 R
( , ) log

b
N R

f a
= å

-
, trong đó b  là các cực điểm của hàm 

1

f a-
 . Như vậy, 

tổng trên lấy theo các 0 -điểm của hàm f a- , tức là, tổng lấy theo các nghiệm 

của phương trình 0f a- = . Do đó, 
1

( , )N R
f a-

 “đo độ lớn” của tập hợp nghiệm 

của phương trình 0 ( ( ) )f a f z a- = = . 

1
( , )m R

f a-
 lớn nếu (Re )if aj :   suy ra 

1
( , )m R

f a-
“đo độ lớn” tập hợp z  tại 

đó ( )f z a: . Do đó, 
1 1

( , ) ( , )m R N R
f a f a

+
- -

“đo độ lớn” tập hợp z  tại đó 

( )f z a=  hoặc ( )f z a: . Vế phải có thể xem là không phụ thuộc a  nên định lý cơ 

bản thứ nhất cho ta thấy hàm phân hình ( )f z  “nhận giá trị a  và giá trị gần a  một 

số lần như nhau với mọi a ”. (Tương tự, định lý cơ bản của đại số nói rằng đa 

thức f  “nhận mọi giá trị a  một số lần như nhau”). 

Trong sự tương tự này,  hàm đặc trưng Nevanlinna đóng vai trò như bậc của 

đa thức . 

Để thuận tiện, nếu f  là hàm cố định, ta dùng các kí hiệu sau: 

1
( , ) ( , )m R m R a

f a
=

-
. 

1
( , ) ( , )N R N R a

f a
=

-
. 

( , ) ( , )m R f m R= ¥  

( , ) ( , )N R f N R= ¥ . 
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R
( , ) log ,

b
N R a b= å  là 0 -điểm của f a- . 

Nhận xét: ( , )T R f  được định nghĩa cho các hàm phân hình. Tuy nhiên trong 

trường hợp f  chỉnh hình thì hàm ( , )T R f  vẫn cho nhiều thông tin hơn hàm 

max f . 

1.2.7.Định lý. Giả sử ( )f z  là hàm chỉnh hình trong { }z R£ . Khi đó, với 

r R" < , ta có: 

( , ) log ( , ) ( , )
R r

T r f M r f T R f
R r

+ +
£ £

-
, 

trong đó, ( , ) ( )
z r

M r f Max f z
£

= . 

1.2.8.Mệnh đề: Giả sử f  là hàm phân hình, 
( )

( )
( )

af z b
g z

cf z d

+
=

+
, 0ad bc- ¹ . Khi 

đó, ta có: 

( , ) ( , ) (1)T r g T r f= + O . 

Chứng minh: Xét 

af b
g

cf d

+
=

+
. 

 0c = . 

( , ) ( , ) ( , )
a b a b a

g f T r g T r f T r f
d d d d d

= + Þ = + = + O (1) ( , )T r f= + O (1) . 

 0, 0c a¹ ¹ . 

( )

(1 )

( )

b d b d
f f

af b a a a bc ada c a cg
d d dcf d c c c

f f ac f
c c c

+ + + -
+ -

= = = = +
+

+ + +

. 
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( , ) ( ,1 )

( )

bc ad
T r g T r

d
ac f

c

-
= + + O

+

(1) ( , )

( )

bc ad
T r

d
ac f

c

-
= + O

+

(1) 

          
( )

( , )

d
ac f

cT r
bc ad

+

= + O
-

(1) ( , )
d

T r f
c

= + + O (1) ( , )T r f= + O (1). 

 0, 0c a¹ = . 

( , ) ( , )
b cf d

g T r g T r
cf d b

+
= Þ = + O

+
(1) ( , )T r cf d= + + O (1) 

( , )T r cf= + O (1) ( , )T r f= + O (1).     W 

1.2.9. Bất đẳng thức cơ bản. Giả sử f  là hàm phân hình, 2q ³ , 
1 2, , , qa a aL  

là các số phức phân biệt. Khi đó, ta có: 

1

1

( , ) ( , ) 2 ( , ) ( ) ( )
q

m r m r a T r f N r S ru

u=

¥ + £ - +å , 

trong đó,  

1

1
( ) ( , ) 2 ( , ) ( , ')

'
N r N r N r f N r f

f
= + - .           

1

' ' 3 1
( ) ( , ) ( , ) log log 2 log , min

'(0)

qf f q
S r m r m r q a a

f f a f
u m

m u
u u

d
d

+

¹
=

= + + + + = -
-

å . 

Có thể chứng minh rằng  

1( ) 0N r ³ . 

( ) ( ( , '))S r T r fo= . 

1.2.9.1. Bổ đề. Với giả thiết như trong bất đẳng thức cơ bản, ta có: 

1

3
( , ) ( , ) log log 2

q q
m r f m r a qu

u d

+

=

³ - -å . 

1.2.9.2. Bổ đề. Với mọi hàm  phân hình g , ta luôn có: 



  

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên                                               http://www.lrc-tnu.edu.vn 
 15 

2

0

1 1 1
( , ) ( , ) log log (0)

2 ( )i
N r g N r d g

g g re

p

j
j

p
- = +ò . 

1.2.9.3. Mệnh đề.  Nếu ( )S r  có dạng như trong bất đẳng thức cơ bản thì 

( ) (log ( , )) (log )S r T r f ro o= + . 

1.2.9.4. Mệnh đề.  Nếu 1( )N r  có dạng như trong bất đẳng thức cơ bản thì 

1( ) 0N r ³ . 

1.2.10. Định lý cơ bản thứ hai của Nevanlinna. Giả sử ( )f z  là hàm phân 

hình trên £ ; 
1 2, , , ( 2)qa a a q ³L  là các số phức phân biệt. Khi đó, ta có: 

1

1

( 1) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( )
q

q T r f N r a N r N r S ru

u=

- £ + ¥ - +å , 

trong đó,  

1

1
( ) ( , ) 2 ( , ) ( , ')

'
N r N r N r f N r f

f
= + - , 

( ) (log ( , )) (log )S r T r f ro o= + . 

Chứng minh: Theo bất đẳng thức cơ bản: 

1

1

( , ) ( , ) 2 ( , ) ( ) ( )
q

m r m r a T r f N r S ru

u=

¥ + £ - +å . 

Cộng vào hai vế đại lượng 
1

( , ) ( , )
q

N r N r au

u=

¥ + å  

{ } { }
1

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
q

m r N r m r a N r au u

u=

¥ + ¥ + +å  

1

1

2 ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( )
q

T r f N r N r a N r S ru

u=

£ + ¥ + - +å . 

Theo định lý cơ bản thứ nhất, ta có: 

1

( , ) { ( , )
q

T r f T r f
u=

+ + Oå (1) 1

1

} 2 ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( )
q

T r f N r N r a N r S ru

u=

£ + ¥ + - +å . 



  

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên                                               http://www.lrc-tnu.edu.vn 
 16 

Suy ra 

1

1

( 1) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( )
q

q T r f N r a N r N r S ru

u=

- £ + ¥ - +å . (O (1) là đại lượng giới nội).

            W 

1.3. Đồng nhất thức Cartan và tính lồi. 

1.3.1. Bổ đề. Với mọi a Î £ , ta có: 

2

0

1
log log

2

ia e d a

p

q q
p

+- =ò . 

1.3.2. Định lý Cartan ( H. Cartan). Giả sử ( )f z  là hàm phân hình trong 

{ }z R£ . Khi đó, ta có: 

2

0

1
( , ) ( , ) log (0)

2

iT R f N R e d f

p

q q
p

+= +ò . 

1.3.3. Hệ quả. ( , )T R f  là hàm lồi, tăng của R . 

1.3.4. Hệ quả. Với giả thiết như trong định lý 1.3.2, ta có: 

2

0

1
( , ) log 2

2

im R e d

p

q q
p

£ò . 

2

0

1
( , )

2

im R e d

p

q q
p ò

 có thể xem như “trung bình” của giá trị ( , )m R a  khi a  chạy 

trên vòng tròn. 

Hệ quả 1.3.4 cho thấy trung bình của ( , )m R a  nói chung rất nhỏ. 

1.4. Quan hệ số khuyết. 

1.4.1. Định nghĩa. 

 ( , ) log
r

N r f
b

= å , trong đó, tổng lấy theo các cực điểm của f  trong 

{ }z r£ , mỗi cực điểm chỉ lấy một lần.  
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( , )

( ) ( , ) lim
( , )r

m r a
a a f

T r f
d d

® ¥

= = : Số khuyết của hàm f  tại giá trị a . 

r

( , )
( ) 1 lim

( , )

N r a
a

T r f
d

® ¥
= - . 

 
r

( , )
( ) ( , ) 1 lim

( , )

N r a
a a f

T r f® ¥
Q = Q = - . 

 
( , ) ( , )

( ) ( , ) lim
( , )r

N r a N r a
a a f

T r f
q q

® ¥

-
= = . 

Ý nghĩa: 

( , ) ( , )m r a N r a+  “ đo độ lớn” của tập hợp z , tại đó, ( )f z a=  hoặc ( )f z a: . 

Nếu ( )ad  càng lớn thì  phương trình ( )f z a=  càng “thiếu” nghiệm. Do đó, ( )ad  

gọi là “số khuyết”. 

( )aq : chỉ số bội của hàm tại giá trị a . ( )aq  lớn khi các nghiệm của ( )f z a=  

có bội cao. 

( , )N r a : “đo độ lớn” tập hợp nghiệm của phương trình ( )f z a= , mỗi nghiệm 

kể một số lần bằng bội của nó. 

( , )N r a : chỉ tính theo các nghiệm phân biệt( không tính bội). 

( ) ( ) ( )a a ad q+ £ Q . 

1.4.2. Định lý. Giả sử ( )f z  là hàm phân hình khác hằng số trên £ . Khi đó, 

ta có: 

{ }
{ } { }

( ) ( ) ( ) 2
a a

a a aq d
Î È ¥ Î È ¥

+ £ Q £å å
£ £

. 

Tổng trên chứng tỏ chỉ tồn tại không quá đếm được giá trị a  để ( ) 0aQ > , 

còn hầu hết là 0 , đồng thời tổng của chuỗi ( ) 2aQ £å . 

1.4.2.1. Bổ đề. Với giả thiết như trong định lý 1.4.2, ta có: 
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1 1

1
( , ) ( , ) ( , )

'

q q

N r a N r N r a
f

u u

u u= =

- £å å . 

1.4.2.2. Hệ quả  (định lý Picard).  Hàm phân hình khác hằng số nhận mọi 

giá trị trừ ra cùng lắm là hai giá trị. [Nếu f  là hàm phân hình không nhận ba 

giá trị thì f  là hằng số]. 

1.4.2.3. Hệ quả (bổ đề Borel). Giả sử 1 2 3, ,f f f  là các hàm chỉnh hình, khác 

không và thỏa mãn 1 2 3 0f f f+ + = . Khi đó, 1 2 3, ,f f f  chỉ sai khác một hằng số 

nhân. 

1.4.3. Mệnh đề. Nếu ,u v  là các hàm chỉnh hình không có 0- điểm và thoả 

mãn 1u v+ º  thì ,u v  là hằng số. 

Chứng minh: ,u v  là các hàm chỉnh hình ( ), ( ) ,u z v z zÞ ¹ ¥ " . Mặt khác, 

( ) 0, ( ) 0,u z v z z¹ ¹ " và 1u v+ º nên ( ), ( ) 1,u z v z z¹ " . 

Vậy, ta có: với mọi z Î £ , 

 

( ), ( ) 0

( ), ( ) 1

( ), ( )

u z v z

u z v z

u z v z

ü¹ ïïïï¹ ý
ïï¹ ¥ ïïþ

. Do đó, theo định lý Picard, ,u v const= .   W

 1.4.4. Mệnh đề. Giả sử ( )f z  là hàm phân hình khác hằng số. Khi đó, tồn 

tại không quá bốn giá trị a  sao cho mọi nghiệm của phương trình f a=  đều là 

nghiệm bội. 

Chứng minh: Giả sử mọi nghiệm của phương trình ( )f z a=  đều là nghiệm 

bội. Khi đó, 

( , ) 2 ( , )N r a N r a³ . 
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Suy ra 
( , ) ( , ) 1 1

( ) 1 lim 1 lim 1
( , ) ( . ) 2 2r r

N r a N r a
a

T r a N r a® ¥ ® ¥
Q = - ³ - ³ - = . Vậy, tồn tại không 

quá bốn giá trị 
ja  để mọi nghiệm của phương trình 

jf a=  đều là nghiệm bội. 

Nhận xét: Giả sử ( )f z  là hàm chỉnh hình. Khi đó, ( )f z = ¥  vô nghiệm. Suy 

ra ( ) 1Q ¥ = , do vậy, ( ) 1
a

a
Î

Q £å
£

 . Vậy, hàm chỉnh hình khác hằng nhận mọi giá trị 

, trừ ra cùng lắm là một giá trị. Tồn tại không quá hai giá trị a  sao cho mọi 

nghiệm của phương trình ( )f z a=  đều là nghiệm bội. 

1.4.5. Định nghĩa. Điểm a  được gọi là có bội ít nhất là m  nếu mọi nghiệm 

của phương trình ( )f z a=  đều có bội ít nhất là m . 

Nhận xét: Giả sử a  là điểm bội lớn hơn hoặc bằng m thì ( , ) ( , )mN r a N r a£ . 

Khi đó 
( , ) ( , ) 1

( , ) ( , )

N r a N r a

T r a N r a m
£ £  nên 

1
( ) 1a

m
Q ³ - . 

Nếu  f  là hàm phân hình,  khác hằng số thì tồn tại không quá bốn giá trị 

1 2 3 4, , ,a a a a  để ( ) jf z a=  gồm toàn nghiệm bội. 
1

( ) , 1,4
2

ja jQ = = . 

1.5. Tập xác định duy nhất các hàm phân hình. 

1.5.1. Định lý 5 điểm của Nevanlinna. 

Giả sử ,f g  là hai hàm phân hình và tồn tại năm giá trị , 1, ,5ja j = L  sao 

cho 1 1( ) ( )j jf a g a- -= . Khi đó, f gº  hoặc ,f g  là hằng số. 

 

Theo định lý 5 điểm, 1 1( ) ( ), 1,5j jf a g a j f g- -= = Þ º . 

{ }1 2 5, , ,S a a a= L . 
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 Nếu không xét nghịch ảnh từng điểm mà xét nghịch ảnh cả tập hợp, thì 

những tập hợp nào xác định duy nhất hàm phân hình, tức là, khi nào 

1 1( ) ( )f S g S f g- -= Þ = ?  

1.5.2. Định nghĩa. Giả sử { },S fÌ È ¥£  là hàm phân hình. 

( )S
a S

E f
Î

= U { ( , )z k Î ´£ ¥ | ( )f z a= bội k }. 

S( )
a S

E f
Î

= U { z Î £ | ( )f z a= } 1( )f S-= . 

1.5.3. Định nghĩa. Nếu với mọi hàm phân hình ,f g Î F  sao cho S S( ) ( )E f E g= , 

ta có f gº thì tập S được gọi là tập xác định duy nhất của họ hàm F . 

 1.5.4. Định lý. 

Giả sử 2, 4 10, ( , ) 1m n m m n³ > + = . Giả sử ,a b Î £  sao cho đa thức 

n n mz az b-+ +  không có nghiệm bội. Khi đó, tập { }| 0n n mS z z az b-= + + =  là tập 

xác định duy nhất các hàm phân hình. 

Giả sử { }1, , nS r r= L  gồm n  điểm phân biệt. Đa thức kết hợp với S : 

1( ) ( ) ( )S nP z z r z r= - -L . 

1.5.4.1. Bổ đề. Giả sử ,f g  là các hàm phân hình thoả mãn 1 1( ) ( )f S g S- -= , 

trong đó { }1, , nS a a= L , Khi đó, ta có: 

( , ) ( , ) ( , )
2

n
T r f T r g S r f

n
£ +

-
, 

( , ) ( , ) ( , )
2

n
T r g T r f S r g

n
£ +

-
. 

Chứng minh: Từ 1 1( ) ( )f S g S- -= , ta có: 
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Với mỗi { }1, ,i na a aÎ L ,  tồn tại { }1, ,j na a aÎ L để 1 1( ) ( )i jf a g a- -= , tức là 

( ) ( )i jf z a g z a= Û = . Hơn nữa, tương ứng trên là tương ứng 1-1. do đó, 

1 1
( , ) ( , )

i j

N r N r
f a g a

=
- -

 và 
1 1

1 1
( , ) ( , )

n n

i ii i

N r N r
f a g a= =

=
- -

å å .  (*) 

Theo bất đẳng thức cơ bản, áp dụng cho 1, , na aL , ta có: (đối với f ) 

1

1
( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , ') ( , )

'

n

m r m r a T r f N r N r f N r f S r f
f

u

u=

í üï ïï ï¥ + £ - + - +ì ý
ï ïï ïî þ

å . 

Cộng thêm hai vế đại lượng 
1

( , ) ( , )
n

N r N r au

u=

¥ + å : 

{ } { }
1

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
n

m r N r m r a N r au u

u=

¥ + ¥ + +å  

1

1
2 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , ') ( , )

'

n

T r f N r a N r N r N r f N r f S r f
f

u

u=

£ + + ¥ - - + +å . 

Dùng định lý cơ bản thứ nhất: 

1

1
( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ') ( , ) ( , )

'

n

T r f nT r f T r f N r a N r N r f N r f S r f
f

u

u=

+ £ + - + - +å  

Suy ra 

1

1
( 1) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ') ( , ) ( , )

'

n

n T r f N r a N r N r f N r f S r f
f

u

u=

- £ - + - +å . 

Ta có: 

1 1

1
( , ) ( , ) ( , )

'

n n

N r a N r N r a
f

u u

u u= =

- £å å , 

và 

( , ') ( , ) ( , )N r f N r f N r f- £ . 

Do đó 
1

1
( 1) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

n

n T r f N r N r f S r f
f au u=

- £ + +
-

å  
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1

1
( , ) ( , ) ( , )

n

N r T r f S r f
f au u=

£ + +
-

å  . 

                              
1

1
( , ) ( , ) ( , )

n

N r T r f S r f
g au u=

£ + +
-

å  

Suy ra 

1

1
( 2) ( , ) ( , ) ( , )

n

n T r f N r S r f
g au u=

- £ +
-

å . 

Do vậy 

1

1
( 2) ( , ) ( , ) ( , )

n

n T r f T r S r f
g au u=

- £ +
-

å . 

Dẫn đến, 

( 2) ( , ) ( , ) ( , )n T r f nT r g S r f- £ + . 

Vậy 

( , ) ( , ) ( , )
2

n
T r f T r g S r f

n
£ +

-
. 

Chứng minh tương tự, ta có: 

( , ) ( , ) ( , )
2

n
T r g T r f S r g

n
£ +

-
.                        W 

1.5.4.2. Bổ đề.  

Giả sử { }1, , nS r r= L  gồm n  điểm phân biệt, ,f g  là các hàm phân hình thoả 

mãn 1 1
S S

2 2

( ) ( ), ,
s l

E f E g f g
s l

= = = , trong đó, 1 2( , )s s ,  1 2,l l  là các cặp hàm chỉnh 

hình không có 0 - điểm chung). Khi đó, ta có: 

( ) 2

2

( )
.

( )

n
h zS

n

S

P f l
e

P g s
y = = , trong đó h là hàm chỉnh hình.  
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Chứng minh: 

1 1
1

1 2 2

1 11
1

2 2

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

n

S n

S n
n

s s
r r

P f f r f r s s

l lP g g r g r
r r

l l

y

- -
- -

= = =
- -

- -

L
L

L
L

 

1 2 1 1 2 2

1 2 1 1 2 2

( ) ( )

( ) ( )

n

n

n

n

s s r s s r l

l l r l l r s

- -
=

- -

L

L
. 

Xét hàm  

1 2 1 1 2

1 2 1 1 2

( ) ( )
( )

( ) ( )

n

n

s s r s s r
z

l l r l l r
j

- -
=

- -

L

L
. 

Nếu oz  là 0 -điểm bội k  của hàm ( )zj  thì 
1 0 2 0( ) ( )js z r s z=  với j  nào đó. Suy 

ra 
0( ) jf z r=  bội k . Vì S 0( ) ( ) ( )S mE f E g g z r= Þ =  nào đó, bội k . Suy ra 0( )z z-  bị 

giản ước nên ( )zj  không có 0 -điểm . 

Tương tự, hàm ( )zj  không có cực điểm nên ( )zj  chỉnh hình, không có 0 - 

điểm. Do đó, ( ) log ( )h z zj=  chỉnh hình, ( )( ) h zz ej =  

Vậy  

( ) 2

2

n
h z

n

l
e

s
y = × .      W 

1.5.4.3. Bổ đề. Nếu ,g  là các hàm phân hình có dạng như trên thì 

1
( , ) ( , ) ( , )N r N r g T r g

y
£ £ . 

1.5.4.4. Bổ đề. Nếu ,f  là các hàm phân hình có dạng như trên thì 

( , ) ( , )N r N r fy £ . 

1.5.4.5. Bổ đề. Nếu f là  hàm phân hình, , 0,ia i n  là các số phức, 0 0a    

và 

1

0 1( ) n n

nQ f a f a f a-= + + +L  

thì 

( , ( )) ( , ) ( , )T r Q f nT r f S r f= + . 
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1.5.4.6. Bổ đề.  

Nếu ,f g là các hàm phân hình khác hằng, 1 2 3, ,c c c  là các số phức khác 

không thỏa mãn: 1 2 3c f c g c+ =  thì  
1 1

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )T r f N r N r N r f S r f
f g

< + + + . 

1.5.4.7. Bổ đề.  

Nếu 1 2 3, ,f f f  là các hàm phân hình khác hằng và thỏa mãn 1 2 3( , , )f f f  độc lập 

tuyến tính và 1 2 3 1f f f+ + =  thì 
3 3

1 1

1
( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , )i i i

i ii

T r f N r N r f S r f
f= =

< + +å å . 

 Đặt { }n| z 0n mS z az b-= + + = , 2, 4 10,( , ) 1m n m n m³ > + = . 

 
( )

( )

n n m

S

n n m

S

P f f af b

P g g ag b
y

-

-

+ +
= =

+ +
. 1 2 3, ,f f f  định nghĩa như sau: 

1

1
( )n m mf f f a

b

-= - + , 

2

1
( )n m mf g g a

b
y -= + , 

3f y= . 

Ta có: 

1 2 3 1f f f+ + = . Giả sử y ¹ const( 3f ¹ const). Khi đó ta có hai bổ đề 1.5.4.8. 

và 1.5.4.10. sau đây: 

1.5.4.8. Bổ đề. 

Nếu 1 2,f f  là các hàm phân hình có dạng trên thì  1 2,f f  độc lập tuyến tính. 

1.5.4.9. Mệnh đề. 
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 Giả sử ,f g  là các hàm phân hình thoả mãn S S( ) ( )E f E g= , 

{ }| 0n n mS z z az b-= + + = , ( ) ( )S

c S

P z z c
Î

= -Õ ,
( )

( )

S

S

P f

P g
y = , ,a b const= , 

2

1
( )n m mf g g a

b
y -= + . Khi đó: 

2

1
( , ) ( 1) ( , )N r m T r g

f
£ + , 

2( , ) ( , )N r f T r f£ . 

Chứng minh: Giả sử ,f g  là các hàm phân hình có dạng 1 1

2 2

,
s l

f g
s l

= = , trong 

đó, 1 2( , )s s ,  1 2,l l  là các cặp hàm chỉnh hình không có 0 - điểm chung). Theo bổ 

đề 1.5.4.2, ta có: 

( ) 2

2

( )

( )

n
h zS

n

S

P f l
e

P g s
y = = , 

 trong đó, h  là hàm chỉnh hình. 

Khi đó 

2
2

2

1
( )

n
h n m m

n

l
f e g g a

b s

-= + .    (1) 

2

1
( , ) log

r
N r

f b
= å , trong đó b  là 0 -điểm của 2f , mỗi 0 -điểm tính một lần. 

Nếu 0z  là 0 -điểm của y  thì 0z  là 0 -điểm của 2l  1 0( ) 0l zÞ ¹ . Từ (1), ta có: 

2 1 1 2 2 0

2

1
( ) ( ) 0

h
n n m m

n

e
f l al l f z

b s

-= + Þ ¹ . 

Do đó, mọi 0 -điểm của 2f  đều là 0 -điểm của g  hoặc mg a+ . 
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2

1 1 1
( , ) ( , ) ( , )

m
N r N r N r

f g g a
£ +

+
 ( , ) ( , ) (1)mT r g T r g a£ + + + O   

( , ) ( , ) (1)T r g mT r g£ + + O ( 1) ( , )m T r g£ + . 

.    

2( , ) log
r

N r f
b

= å , trong đó b  là cực điểm của 2f , mỗi cực điểm tính một lần. 

Ta có: 
2 1 1 2

2

1
( )

h
n n m m

n

e
f l al l

b s

-= + . Giả sử 1z  là cực điểm của g . Khi đó, 

2 1 1 1( ) 0, ( ) 0l z l z= ¹ . Suy ra 2 2( ) ( ) 0f z s z= ¥ Û = . Do đó, mỗi cực điểm của 2f  đều 

là 0 -điểm của 2s  , do đó đều là cực điểm của hàm f  . 

Vậy 

2( , ) ( , ) ( , ) (1)N r f N r f T r f£ £ + O .    W 

1.5.4.10. Bổ đề. 

Nếu 1 2 3, ,f f f  là các hàm phân hình có dạng trên thì  1 2 3, ,f f f  phụ thuộc tuyến 

tính. 

Chứng minh: Giả sử 1 2 3, ,f f f  độc lập tuyến tính, 2f const¹ , 1 2 3 1f f f+ + = . 

Áp dụng bổ đề 1.5.4.7: 

1 1 2 3

1 2 3

1 1 1
( , ) 2 ( , ) 2 ( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( )T r f N r N r N r N r f N r f N r f S r

f f f
< + + + + + + . 

Ta có:  

1( , ) ( , ) (1)T r f nT r f= + O (theo bổ đề 1.5.4.5). 

1

1 1 1
( , ) ( , ) ( , )

m
N r N r N r

f f f a
£ +

+
 

            
1 1

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) (1)m

m
T r T r T r f T r f a

f f a
£ + = + + + O

+
  

             ( 1) ( , ) ( )m T r f S r= + + . 
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2

1 1 1
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( 1) ( , ) ( )

m
N r N r N r T r g mT r g S r m T r g S r

f g g a
£ + £ + + = + +

+
. 

3

1 1
( , ) ( , ) ( , ) ( , )N r N r N r g T r g

f y
= £ £ . 

( )1( , ) ( , ) ,N r f N r f T r f= £ . 

2( , ) ( , ) ( , ) ( , )N r f N r N r f T r fy£ = £ . 

3( , ) ( , ) ( , ) ( , )N r f N r N r f T r fy= = £ . 

Do đó, ( , ) (2 2) ( , ) (2 2) ( , ) 2 ( , )nT r f m T r f m T r g T r g< + + + +  

                 ( , ) ( , ) ( , ) ( )T r f T r f T r f S r+ + + + . 

    ( )(2 5) ( , ) 2 4 ( , ) ( )m T r f m T r g S r= + + + + . 

                         (2 5 (2 4)) ( , ) ( )
2

n
m m T r f S r

n
£ + + + +

-
.   (2) 

Mặt khác, 

4 10 2 4 8n m n m> + Þ - > +      (3) 

Suy ra 

 
4 8 4 8

(2 5 (2 4) 4 9 4 9 4 10
2 2 4 8

n m m
m m m m m n

n n m

+ +
+ + + = + + < + + = + <

- - +
, mâu 

thuẫn với (2). 

Suy ra giả sử trên là sai. Vậy 1 2 3, ,f f f  phụ thuộc tuyến tính.   W 

Nhận xét: 

Để chứng minh S  là một tập xác định duy nhất, ta thực hiện 3 bước: 

Đặt
( )

( )

S

S

P f

P g
y = . 

Chứng minh rằng y =  const. 

 1y = . 
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( ) ( )S SP f P g f g= Þ = . 

1.5.5. Định nghĩa.  

 Đa thức ( )P z  được gọi là đa thức xác định duy nhất các hàm phân 

hình nếu từ đẳng thức ( ) ( )P f P g f g= Þ = . 

( ,f g  phân hình, khác hằng số). 

 Đa thức ( )P z  được gọi là đa thức xác định duy nhất theo nghĩa 

rộng nếu từ ( ) ( ), 0P f cP g c f g= ¹ Þ = . 

( ,f g  là các hàm phân hình, khác hằng số). 

Để chứng minh S  xác định duy nhất: 

1 ( )SP z  là đa thức xác định duy nhất theo nghĩa rộng. 

2 Từ S S( ) ( ) ( ) ( )S SE f E g P f cP g= Þ = . 

 1.5.6. Mệnh đề. Cho ,f j  là các hàm nguyên, 0a ¹ , ,m n  là các số nguyên 

thoả mãn: 2, 2 , ( )n m m nm n m f f a j-³ > + = . Khi đó: 

,f constj = . 

Chứng minh: Giả sử 0z  là 0 -điểm của f . Khi đó 0 0 0( ) 0 ( ) 0f z z zj= Þ = Þ là 

nghiệm bội ít nhất là n  của nj  0zÞ  là nghiệm bội ít nhất là 2  của f . Do đó, 

mọi nghiệm của phương trình 0f =  đều có bội 2³  
1

(0)
2

Þ Q ³ . Xét 

, 1, ,m

j a j mx = - = L . Ta thấy phương trình ( ) jf z x=  có các nghiệm  đều với bội lớn 

hơn hoặc bằng n . Suy ra 
1

( ) 1j
n

xQ ³ - . Do đó,  

1 1 1
( ) (1 ) 2

2 2

m
a m m m

n n
Q ³ + - = + - > ³å , mâu thuẫn. 

Suy ra f  không có 0 -điểm. Do đó, f const= , vì vậy constj = .  W 
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1.5.7. Mệnh đề.  Không tồn tại hàm phân hình f const¹  thoả mãn: 

2' ( 1)f f f= - .     (1) 

Chứng minh: Nếu mọi nghiệm của phương trình f a=  đều là nghiệm bội 

thì 
1 1

( , ) ( , ) ( , )
2 2

N r a N r a T r f£ £ . Suy ra 
( , ) 1 1

( ) 1 lim 1
( , ) 2 2r

N r a
a

T r f® ¥
Q = - ³ - = . 

Ta có: f  không có cực điểm, vì nếu 0z  là cực điểm cấp k  của f  thì 0z  là 

cực điểm cấp 3k  của 2( 1)f f - , và 0z  là cực điểm cấp 1k +  của 'f , nhưng 

phương trình 1 3k k+ =  vô nghiệm, tức là k/$ Î ¥  để  1 3k k+ = . 

Do đó, f  là hàm chỉnh hình. 

Từ (1) ta thấy, với 0a =  hoặc 1a = ±  thì phương trình f a=  có mọi nghiệm 

đều là  nghiệm bội . Suy ra 
1

(0)
2

Q ³ , 
1

(1)
2

Q ³ , 
1

( 1)
2

Q - ³ . Do đó, ( ) 1,5
a

a
Î

Q ³å
£

, 

mâu thuẫn với f  chỉnh hình, tức là ( ) 1
a

a
Î

Q £å
£

.  

Vậy /$  hàm phân hình f const¹  thoả mãn: 2' ( 1)f f f= - .   W 

1.5.8. Mệnh đề.  Không tồn tại  hàm phân hình f const¹  thoả mãn: 

2 2' ( 1)( 1)f f f f= - + . 

Chứng minh: Với mỗi 0, 1,a i= ± ± , ta đều có từ phương trình ( )f z a=  dẫn 

đến '( ) 0f z = . Do đó, mọi nghiệm của phương trình ( )f z a=  đều là nghiệm bội. 

{ }

1 1
( ) 1 ( ) 2,5

2 2 a

a a
Î È ¥

Þ Q ³ - = Þ Q ³å
£

, mâu thuẫn. 

Vậy Không tồn tại  hàm phân hình f const¹  thoả mãn: 

2 2' ( 1)( 1)f f f f= - + .     W 

1.5.9. Mệnh đề. Nếu f  và g  là các hàm phân hình thoả mãn: 

n n m n n mf af g ag- -+ = + , 
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với * *, , , ( , ) 1a m n m nÎ Î =¢ ¥ , 3n m> ³ , 2n m- ³     (1) 

 thì ,f g const=  hoặc f gº . 

Chứng minh: 
1

1
n n m

n n m n n m

n n m

f f
f af g ag a a

g g g

-
- -+ = + Þ + = + .  (2)  

Nếu f gº/ , ta đặt: 

f
h

g
= . 

 Khi đó, 1h ¹ ,(2) có dạng 1
n m

n m n n m m

m m

h a
h a g h ah g a

g g

-
-+ = + Þ + = + . 

( 1) ( 1)m n n mg h a h -Þ - = - - . 

Gọi 1 , 1, , 1j j nx¹ = -L  là các căn bậc  n  của 1 , tức là 

1, 1 1, 1, , 1n n m

j j j j nx x x -= ¹ Þ ¹ = -L . 

Do ( , ) 1 ( , ) 1 1n m

jn m n n m x -= Þ - = Þ ¹ . 

0 0 0( ) ( ) 1 0 ( )n m

jh z h z g zx -= Þ - ¹ Þ = ¥ , 0z  là cực điểm cấp m³  của mg .  

Suy ra 

11

0 01

0 0

( ) ( ) ( )
( ) ( )

m m mmm
jm m

cc
g h z z z z z

z z z z
x ++

+
= + + Þ = + - + - +

- -
L L  

1, , 1j n" = -L  nghiệm tuỳ ý của phương trình ( ) jh z x=  có bội ít nhất là m . 

Suy ra   
1

1

1 1 8
( ) 1 ( ) ( 1)(1 )

3

n

j j

j

n
m m

x x
-

=

Q ³ - Þ Q ³ - - ³å (đối với hàm h ).  

8
( )

3
aÞ Q ³å , mâu thuẫn với ( ) 2aQ £å . 

Vậy 
1

1,
1

n m
m

n

h
h const g a

h

- -
= ¹ = -

-
. Suy ra  g const= , do đó f const= . W 
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Chƣơng II: PHÂN PHỐI GIÁ TRỊ CỦA HÀM NGUYÊN VÀ  

ĐẠO HÀM CỦA NÓ. 

 

Trong chương này, ta nghiên cứu hàm nguyên f  và tổ hợp tuyến tính của 

các đạo hàm của nó ( )L f  với  hệ số là các hàm nhỏ  thoả mãn điều kiện f  và 

( )L f  cùng  phân phối một giá trị CM  và giá trị khác là IM . Ta cũng giải quyết 

vấn đề tương tự khi hàm nguyên f  và đạo hàm 'f  của nó cùng phân phối đồng 

thời  hai giá trị CM . Một số kết quả vẫn đúng nếu f  là hàm phân hình và thoả 

mãn ( , ) ( ( , ))N r f o T r f  khi r   và những giá trị ,a b  được thay bởi các hàm 

nhỏ của ( )f z . 

Giả sử f và g  là hai hàm phân hình khác hằng số và b  là một số phức. Ta 

nói rằng f  và g   cùng phân phối giá trị b  CM  ( IM ) nếu ( )f z b  và ( )g z b    có 

cùng không điểm kể cả bội( không kể bội). Năm 1929, R.Nevanlinna chứng 

minh rằng:  

(i) nếu f  và g  cùng phân phối 5 giá trị IM  thì f g ,  

(ii) nếu f  và g  cùng phân phối bốn giá trị CM  thì f  là một phép ánh xạ 

Mobius của g .  

Đặc biệt, nếu f  và g  là các hàm nguyên thì f g , với điều kiện f  và g   

cùng phân phối bốn giá trị hữu hạn CM .  

Sau đó, các nghiên cứu về phân phối giá trị được mở rộng thành nghiên cứu 

về phân phối các hàm nhỏ của f , xem  [2], [3], [4], [5] và [6].  

Định nghĩa: Hàm phân hình ( )a z  được gọi là một hàm nhỏ của ( )f z  nếu  

( , ( )) ( ( , ))T r a z o T r f  khi r  , ngoài một tập hợp có độ đo hữu hạn của 

(0, )r  . 
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Ví dụ trong [7] chỉ ra rằng , tồn tại một tập đơn S  với 15 phần tử để 

1 1( ) ( )f S g S   suy ra f g . Để hiểu rõ hơn, chúng ta tham khảo trong Yi [4] và 

Mues – Reinders [8]. Năm 1976, trong [10] chỉ ra rằng: nếu một hàm nguyên f  

và đạo hàm 'f  của nó có cùng phân phối hai giá trị ,a b  CM  thì 'f f . Từ đó, 

lĩnh vực về phân phối giá trị giữa một hàm phân hình và các đạo hàm của nó đã 

được nhiều nhà toán học nghiên cứu. Ví dụ: G.Gundersen [10] chứng minh rằng, 

nếu f  là hàm nguyên và cùng phân phối hai giá trị hữu hạn khác không IM  với 

'f  thì 'f f . E. Mues và N.Steinmetz [17] chứng minh rằng, nếu f  là hàm 

phân hình và cùng phân phối ba giá trị hữu hạn IM  với 'f  thì 'f f . Kết quả 

này được Frank và Schwick mở rộng tới trường hợp f  cùng phân phối ba giá trị 

hữu hạn IM  với ( )kf . Câu hỏi tương tự khi f  cùng phân phối ba giá trị hữu hạn 

IM  với đa thức vi phân ( )L f  đã được nghiên cứu trong [11] và [12]. Khi một 

hàm phân hình f  cùng phân phối hai giá trị hữu hạn CM  với đa thức vi phân 

( )L f  mà các hệ số của nó là các đa thức, P. Russmann chứng minh rằng 

( )f L f ,  ngoại trừ sáu trường hợp riêng. 

Gần đây hơn, Bernstein-Chang-Li [13] đã nghiên cứu các câu hỏi tương tự 

về hàm phân hình của biến số phức. Trong trường hợp đặc biệt, họ chứng minh 

rằng: 

Định lí A: Giả sử f  là một hàm nguyên khác hằng số và 

( ) ( 1)

1 1 0( ) 'n n

n nL f b f b f b f b f

     , 

trong đó jb  là những hàm phân hình nhỏ của f . Nếu f  và ( )L f  cùng phân phối 

hai giá trị CM  thì ( )f L f .  
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Trong chương này, ta xét vấn đề khi điều kiện của định lý A được thay đổi 

bởi giả thiết rằng f  (nguyên) và ( )L f  có cùng phân phối một giá trị a1 CM và 

một giá trị khác a2 IM. Chúng ta cũng giải thích được vấn đề thú vị, đó là: 

Chuyện gì xảy ra nếu một hàm nguyên f  và đạo hàm 'f  của nó có cùng phân 

phối một tập gồm hai giá trị hữu hạn 1 2,a a  CM , tức là 1 2( ( ) )( ( ) ) 0f z a f z a    và 

1 2( '( ) )( '( ) ) 0f z a f z a    có cùng không điểm, kể cả bội?   

2.1. Sự xác định của hàm nguyên và tổ hợp tuyến tính của các đạo hàm 

của nó dựa vào tạo ảnh của hai điểm. 

Các bổ đề dưới đây được dùng để chứng minh định lý. Bổ đề 2.1.1 dễ dàng 

suy ra từ bổ đề về đạo hàm logarit vì: 
'

( , ) ( , )
f

m r S r f
f

 . Bổ đề 2.1.2 và bổ đề 

2.1.3 dễ dàng chứng minh. Bổ đề 2.1.4 có thể dễ dàng suy ra từ bổ đề 2.1.2. 

2.1.1. Bổ đề. Giả sử f  là một hàm phân hình siêu việt, ( )kP f  là một đa thức 

bậc k của f , và , 1, 2, ,ia i n   là các hằng số hữu hạn phân biệt trong £ . Giả sử 

1

( ) '

( ) ( )

k

n

P f f
g

f a f a


 
. 

Nếu k n  thì ( , ) ( , )m r g S r f , trong đó, từ nay về sau, ( , )S r f  sẽ được sử 

dụng để chỉ đại lượng ( ( , )),o T r f r  , ngoài một tập có độ đo hữu hạn của 

(0, )r  . 

2.1.2. Bổ đề.  Giả sử  ( )kP f  và ( )lP f  lần  lượt là hai đa thức bậc  k  và l . Cụ thể: 

1

0 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k

k kP f a z f z a z f z a z    , 

và 

1

0 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )l l

l lP f b z f z b z f z b z    , 
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trong đó, ( ), ( ), 0, , 0,i ja z b z i k j l   là các hàm nhỏ của f sao cho không có đa thức 

bậc lớn hơn một nào của f  có thể là nhân tử chung của ( )kP f  và ( )lP f . Giả sử 

( )
( )

( )

k

l

P f
R f

P f
 . 

Khi đó 

( , ( )) ( , ) ( , )T r R f dT r f S r f  , 

trong đó  max ,d k l . 

2.1.3. Bổ đề. Giả sử f  là một hàm phân hình siêu việt và , 0,1, ,ib i n   là 

các hàm phân hình nhỏ của f . Nếu 

1

1 0 0n n

n nb f b f b

    , 

thì 0, 0,1, ,ib i n   . 

2.1.4. Bổ đề. Giả sử: 

0

n
i

i

i

f b e 



 , 

trong đó   là một hàm nguyên khác hằng số và ib  ( 0,1, , )i n   là các hàm 

phân hình thoả mãn ( , ) ( , )iT r b S r e . Khi đó 

( )( , ) ( , ) ( , )kT r f T r f S r f  . 

2.1.5. Bổ đề. Giả sử f  là một hàm nguyên khác hằng số và 

( )

1

0

( )
n

i

i

i

g L f b b f



   ,                           (1) 

trong đó ib  ( 1,0,1, , )i n    là các hàm phân hình nhỏ của f . Giả sử 1a  và 2a  là 

hai hằng số phân biệt trong £ . Nếu f  và g  cùng phân phối 1a , 2a  IM , thì  

1 2

1 1
( , ) ( , ) ( , ) ( , )T r f N r N r S r f

f a f a
  

 
, 

và 

( , ) 2 ( , ) ( , )T r f T r g S r f   
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với điều kiện là f g . 

Chứng minh: Giả sử 

                        
1 2

'( )

( )( )

f f g

f a f a





 
.                                    (2) 

Từ bổ đề 2.1.1, dễ dàng thấy rằng ( , ) ( , )m r S r f  . Do f  và g  cùng   

phối 1a  và 2a , ta có: ( , ) ( , )N r S r f  , vì vậy       

                       ( , ) ( , )T r S r f  .                      (3) 

Nếu 0   thì f g . Giả sử rằng 0  , tức là f g . Từ (2) ta suy ra  

                       1 2( )( )
( , ) ( , )

'

f a f a
T r f g T r

f

  
   

 
1 2

'
( , ) ( , )

( )( )

f
T r S r f

f a f a
 

 
 

   
1 2

'
( , ) ( , )

( )( )

f
N r S r f

f a f a
 

 
. 

Ta có: 

1 2

1 1
( , ) ( , ) ( , ) ( , )T r f g N r N r S r f

f a f a
   

 
. 

 Từ biểu thức của g , ta có ( , ) ( , ) ( , )T r f g T r f S r f   . Vì vậy 

1 2

1 1
( , ) ( , ) ( , ) ( , ).N r N r T r f S r f

f a f a
  

   

Theo định lý cơ bản thứ hai của Nevanlinna và bất đẳng thức trên, ta có 

   
1 2

1 1
( , ) ( , ) ( , ) ( , )T r f N r N r S r f

f a f a
  

 
 

( , ) ( , ) ( , )T r g T r g S r f   , 

bởi vì f  và g  cùng phân phối 1a  và 2a .        

2.1.6. Bổ đề. Giả sử f  và g  như trong bổ đề 2.1.5. Hơn nữa, nếu f  và g  

cùng  phân phối 1a CM , 2a IM  và 
2

1
( , ) ( , )N r S r f

f a



. Khi đó  f g . 
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Chứng minh: Giả sử rằng f g . Khi đó, hàm   trong (2) không đồng nhất với 

không. Đặt 

    
2 2

' 'g f

g a f a
  

 
.    (4) 

Theo giả thiết của bổ đề 2.1.6, ta có ( , ) ( , )T r S r f  . Từ (2), ta có 

1 2

2

1
'

f a g a

f f a


 
 


. 

Lấy đạo hàm và sử dụng (4), ta có: 

1 1 1

2

( ) ''
' 1 ( 1)

' ( ') '

f a f a f f a

f f f
   

   
    

 
. 

Ta có: 

                  
1

' ''
( ) ' 0

'

f f

f a f
        


.                (5) 

Do 
2

1
( , ) ( , )N r S r f

f a



, từ bổ đề 2.1.5, ta có: 

1

1
( , ) ( , ) ( , ) ( , )N r T r f S r f S r f

f a
  


. 

Do f , g  cùng phân phối 1a CM , từ (2) ta thấy hầu hết các 1a - điểm của f  

đều là đơn. Và (5) suy ra rằng hầu hết các 1a -điểm đơn của f  là các 0 - điểm của 

  . Từ đó ta có 0   , và như vậy 

'' '
0

'

f

f





    . 

Ta có  

                         2 2( ) '( )f a cf g a    ,      (6) 

trong đó 0c   là một hằng số. Từ (2) và (6), ta có: 

1 2( )( )f g c f a g a    , 
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hay có thể được viết lại là 

 

 

Do f , g  cùng phân phối 1a CM , nên theo đồng nhất thức ở trên có: 

2

1
( , ) ( , )

(1 ) /
N r S r f

g ca c


 
. 

Do đó, theo định lý cơ bản thứ hai của Nevanlinna, 

2 2

1 1
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

(1 ) /
T r g N r N r S r g S r f

g a g ca c
   

  
. 

Như vậy, theo bổ đề 2.1.5, 

( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , )T r f T r g S r f S r f   , mâu thuẫn.       W 

2.1.7. Định lý. Giả sử f  là một hàm nguyên khác hằng số và 

( )

1

0

( )
n

i

i

i

g L f b b f



   , 

trong đó, ( 1,0,1, , )ib i n    là các hàm phân hình nhỏ của f . Giả sử 1a  và 2a  là 

hai hằng số phân biệt trong £ . Nếu f  và ( )g L f  cùng phân phối 1a CM  và 

2a IM  thì gf   hoặc f  và g  có biểu thức như sau: 

2

2 1 2( )(1 )f a a a e    , 

và 

2 1 1 22 ( )g a a a a e    , 

trong đó   là một hàm nguyên. 

Chứng minh: Giả sử rằng gf  . Đặt 

                      
1 1

' 'f g

f a g a
  

 
.                          (7) 

1
2 1 .

1

ca g a
c g

c f a

  
      



  

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên                                               http://www.lrc-tnu.edu.vn 
 38 

Do f  và g  cùng phân phối 1a CM , ta có ( , ) ( , )T r S r f  . Từ (2) 

2 1

1

1
'

f a g a

f f a


 
 


. 

Lấy đạo hàm hai vế đồng nhất thức trên và sử dụng nó lần nữa, ta suy ra 

2 2 1 2

2

1

( ) ''
' 1 1

' ( ') '

f a f a f g a f a

f f f a f
    

      
       

   
. 

Ta có  

                   
2

' ''
( ) ' 0

'

f f

f a f
        


.        (8) 

Nếu  0    thì  

1 1

'' ' ' '
0

'

f f g

f f a g a




    

 
. 

Từ (2) và phương trình trên, ta có: 

2 1( )( )

f g
c

f a g a




 
 ( hằng số khác không), 

dẫn đến kết quả f  và g  cùng phân phối 1 2,a a CM . Và vì vậy, theo định lý A, ta 

có f g , mâu thuẫn. 

Sau đây, ta giả thiết rằng 0   . Kí hiệu )

1
( , )kN r

f a
 là hàm đếm theo các 

a - điểm của f  mà số bội ít hơn hoặc bằng k  và kí hiệu ( 1

1
( , )kN r

f a



 là hàm 

đếm theo các a - điểm của f  mà số bội nhiều hơn k . 

Giả sử 0z  là một 2a - điểm của f , có số bội 1k  , nhưng không là 0 - điểm 

của    và không là cực điểm của '  . Khi đó từ công thức (8) suy ra rằng 

0 0( ) ( ) 0z k z   .  Nếu 0k    với mỗi 1k   thì 



  

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên                                               http://www.lrc-tnu.edu.vn 
 39 

)

2

1
( , ) ( , )kN r S r f

f a



. 

Giả sử 1z  là một 2a - điểm của f  với số bội 2k n  , nhưng không là   

0 - điểm của    và không là cực điểm của '   và ( 1,0,1, )ib i    . Khi đó từ 

(1), ta có 1 1 0 1 2 2( ) ( )b z b z a a   . Nếu 1 0 2 2b b a a   , thì ta có 
( 2

2

1
( , ) ( , )nN r S r f

f a
 


. 

Nếu 1 0 2 2b b a a   , thì từ (1) có: 

( )

0 2

1

( 1)( )
n

i

i

i

g f b f a b f


     . 

Do đó, 1z  là một 0 - điểm bội của g f  và vì vậy là một 0 - điểm của  . Do 

đó 
( 2

2

1
( , ) ( , )nN r S r f

f a
 


 vẫn đúng. Trong mỗi trường hợp, ta có thể kết luận 

rằng 
2

1
( , ) ( , )N r S r f

f a



. Do đó f g  theo bổ đề 2.1.6. 

Bây giờ, ta giả sử rằng tồn tại một số nguyên 1k   sao cho 0k    và 

0  . Khi đó theo (8) có: 

                   
2

1 ' '' '
(1 ) 0

'

f f

k f a f





    


                       (9) 

Lấy tích phân, ta thu được: 

k

1 1
2

1

'( )
( )

( )

k f g a
f a c

f a

  
   

 
, 

trong đó, 0c   là một hằng số. Từ đây và (2), bằng cách khử bỏ  , ta có: 

                                       
2

1
( 1)kf a h

c
   ,             (10) 

trong đó,                                       1

1

f a
h

g a





.                  (11) 
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Rõ ràng, 'h h  , từ (1) và (10) ta thấy tồn tại các hàm nhỏ ( 0,1, )id i k   

của f  để  

                                       
0

k
i

i

i

g d h


 .            (12) 

Từ (10), (11) và (12), ta có: 

1

1

2

( 1)k ik
ik i

k i k
i

d h d h
c

C








 
  

 
  1

0 1 1 2

( 1)
( 1) 0

k
k k

d a h a a
c c

  
        
 

   (13) 

Từ đây và bổ đề 2.1.3, ta nhận được: 

 
1 2

( 1)k

c
a a





, 

  0 1 1 2( )d a k a a   , 

  1 1 2( 1) ( ), 2, ,
ii

i k
d a a i kC      , 

  0kd  . 

Vì vậy, từ (10), (11) và (12) có: 

2 1 2( )(1 )kf a a a h    , 

1 2
1

( )[(1 ) 1]

h

ka a h
g a

  
  . 

Hai đồng nhất thức trên có thể viết lại là: 

   
2 1 2( )(1 )kf a a a h    ,    (14) 

 

   1

2 1 2

1
( ) 1 (1 )kh

g a a a h
h


       .   (15) 

Do f  và g  phân phối 1a CM , ta có ( , ) ( , )N r h S r f  và 
1

( , ) ( , )N r S r f
h

 . Mặt 

khác, từ (10) và bổ đề 2.1.2, ta có: 
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1

( , ) ( , ) ( , ) ( , )T r h T r f S r f S r f
k

   . 

Như vậy, h  có thể lấy mỗi giá trị hữu hạn 0,1b  . Vì vậy, khi 2k  , tồn tại 

một giá trị 0,1b   để 1(1 ) 1kb   . Để ý rằng f  và g  cùng phân phối 2a , từ (14) và 

(15) ta có thể kết luận rằng 2k  . Vì vậy, 2 1 1 22 ( )g a a a a h     là một hàm 

nguyên. Như vậy, 1

1

f a
h e

g a


 


, trong đó   là một hàm nguyên. Cuối cùng, từ 

đây, (14) và (15), ta thu được: 

   2

2 1 2( )(1 )f a a a e    , 

và 

      
2 1 1 22 ( )g a a a a e    . 

Định lý 2.1.7 được chứng minh.       W  

2.1.8. Hệ quả. Giả sử f  là một hàm nguyên và 1 2,a a  là hai số phân biệt 

trong £ . Nếu f  và ( )kf  phân phối 1a CM   và  2a IM  thì ( )kf f . 

Chứng minh: Nếu 2

2 1 2( )(1 )f a a a e     thì theo bổ đề 2.1.4, ( )kf  không thể 

có dạng 
2 1 1 22 ( )a a a a e   . Như vậy, hệ quả 2.1.8 có được từ định lý 2.1.7.  W 

Chú ý 1: (i) Có nhiều ví dụ cho thấy từ “hàm nguyên” trong định lý 2.1.7 

không thể được thay đổi bởi “hàm phân hình”. (ii) Giả thiết “ f  và ( )L f  cùng 

phân phối 1a CM ” trong định lý 2.1.7 không thể được thay đổi bởi “ f và ( )L f  

cùng phân phối 1a IM ”. 

Ví dụ 1: Giả sử 1 2,a a  £
1 2, 2 , wa a i   là một nghiệm khác hằng của 

phương trình Riccati sau: 

 

1 2' ( )( )w w a w a   . 
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Giả sử  

1 2

1
( )( )

3
f w a w a    . 

Khi đó w  và f  là các hàm phân hình siêu việt và ' 0w  . Dễ dàng thử lại 

rằng: 

21 1
'' 6 ' , '' 6( )

6 6
f w f f f    . 

Như vậy, f  và ''f  cùng phân phối 0 CM  và 
1

6
IM . Trong khi, 'f f  và f  

cũng không có dạng 2

2 1 2( )(1 )a a a e   . 

Ví dụ 2: Giả sử 21 1

2 2

z zf e a e   và ( ) '' ' zL f f f e   , trong đó a  là một 

hằng số khác không. Hiển nhiên là  

2( ( ) ) ( )( )L f f f a f a    . 

Như vậy, f  và ( )L f  cùng phân phối ,a a IM  mà không CM . Một lần nữa 

( )f L f  và f  cũng không  có dạng 2

2 1 2( )(1 )a a a e   . 

Bây giờ, ta mở rộng định lý 2.1.7. Đầu tiên, ta mở rộng định nghĩa của CM  

và IM  thành *CM  và *IM . 

Giả sử f  và g  là hai hàm phân hình. Ký hiệu 
1

( , )cN r
f a

 là hàm đếm theo 

các a -điểm của f , mà f  và g  có cùng số bội, mỗi a   điểm đó được đếm  một 

lần duy nhất không kể số bội, và 
1

( , )iN r
f a

 là hàm đếm theo các a -điểm của f , 

mà f  và g  không kể bội,  mỗi a   điểm đó được đếm duy nhất một lần. Ta nói 

rằng f  và g  phân phối giá trị *a CM  nếu  

1 1
( , ) ( , ) ( , ),cN r N r S r f

f a f a
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và 

1 1
( , ) ( , ) ( , ).cN r N r S r f

g a g a
 

 
 

Tương tự, ta nói rằng f  và g  phân phối giá trị *a IM nếu  

1 1
( , ) ( , ) ( , )iN r N r S r f

f a f a
 

 
, 

và 

1 1
( , ) ( , ) ( , ).iN r N r S r f

g a g a
 

 
 

Chú ý 2: Từ chứng minh của bổ đề 2.1.5, bổ đề 2.1.6 và định lý 2.1.7, ta có 

thể dễ dàng suy ra rằng: kết luận trong định lý 2.1.7 vẫn đúng cho một hàm phân 

hình khác hằng số f  thoả mãn ( , ) ( , )N r f S r f  và phân phối *

1a CM  và *

2a IM  

với ( )g L f . 

Khi 1 2,a a  là hai hàm nhỏ của f , ta có định lý sau: 

2.1.9. Định lý( mở rộng của định lý 2.1.7). Giả sử f  là một hàm phân hình 

khác hằng số thoả mãn ( , ) ( , )N r f S r f , và 

( )

1

0

( )
n

i

i

i

g L f b b f



   , 

trong đó ( 1,0,1, , )ib i n    là các hàm phân hình nhỏ của f . Giả sử 1a  và 2a  là 

hai hàm phân hình nhỏ phân biệt của f . Nếu f  và g  cùng phân phối *

1a CM  và 

*

2a IM  thì f g  hoặc  

2

2 1 2( )(1 )f a a a e    , 

và 

2 1 1 22 ( )g a a a a e    , 

trong đó,   là một hàm nguyên. 
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Chứng minh: Giả sử 

1

2 1

f a
F

a a





, và 1

2 1

g a
G

a a





. 

Khi đó F  và G  cùng  phân phối *0 CM  và *1 IM . Hiển nhiên, G  vẫn có 

dạng ( )

1

0

n
i

i

i

B B F



 , trong đó ( 1,0,1, , )iB i n    là các hàm nhỏ của F . Theo chú ý 

2, ta có thể kết luận rằng F G  hoặc 

21 (1 )F e   , 

và 

2G e  , 

trong đó   là một hàm nguyên. Như vậy, ta có f g  hoặc 

2

2 1 2( )(1 )f a a a e    , 

và 

    
2 1 1 22 ( )g a a a a e    .   W   

2.1.10. Hệ quả. Giả sử f  là một hàm phân hình thoả mãn ( , ) ( , )N r f S r f  

và 1 2,a a  là hai hàm phân hình nhỏ phân biệt của f . Nếu f  và ( )kf  cùng phân 

phối *

1a CM  và cùng phân phối *

2a IM , thì ( )kf f . 

Như vậy, ta có lời giải đầy đủ cho câu hỏi: Điều gì xảy ra khi một hàm 

nguyên f  và tổ hợp tuyến tính của các đạo hàm của nó ( )L f  cùng phân phối 

một hàm nhỏ 1a CM  và một hàm nhỏ khác 2a IM ? Tiếp theo, chúng ta hãy lý giải 

câu hỏi thú vị mới, đó là: Điều gì xảy ra khi một hàm nguyên f  và đạo hàm 

'f của nó cùng  phân phối đồng thời hai giá trị hữu hạn 1 2,a a CM , tức là 

   1 1

1 2 1 2, ( ') ,f a a f a a   kể cả bội?  
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2.2. Sự xác định của hàm nguyên và đạo hàm của nó dựa vào tạo ảnh 

của một tập gồm hai điểm. 

Trước hết, ta chứng minh hai bổ đề sau cần cho chứng minh của định lý. 

2.2.1. Bổ đề. Giả sử f  là một hàm nguyên khác hằng số và 1 2,a a  là hai giá trị 

hữu hạn phân biệt khác không. Nếu f  và 'f  cùng phân phối tập  1 2,a a IM  và 

( , ) ( , )T r h S r f , trong  đó 

                         1 2

1 2

( ' )( ' )

( )( )

f a f a
h

f a f a

 


 
,           (16) 

thì các kết luận dưới đây là đúng: 

(i) ( , ) ( , )T r S r f  , trong đó 

    
1 2

( ' '')( ' '')

( ' )( ' )

f h f f h f

f a f a


 


 
.           (17) 

(ii) 
1

( , ') ( , ) ( , ), 1,2
' i

T r f N r S r f i
f a

  


. 

(iii) 
1

( , ) ( , )m r S r f
f c




, trong đó 1 2,c a a  là một hằng số. 

(iv) 
1 2

1 1 1
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

'
T r h m r m r S r f m r S r f

f a f a f
    

 
. 

(v) 
1

2 ( , ) 2 ( , ') ( , ) ( , )T r f T r f m r S r f
h

   . 

Chứng minh: (i) Do , 'f f  cùng phân phối ( 1, 2)ia i  , mỗi ia - điểm của f  là 

đơn và vì vậy h  là một hàm nguyên. Từ giả thiết ( , ) ( , )T r h S r f , suy ra 0  . 

(16)  được viết lại là: 

           1 2 1 2( ' )( ' ) ( )( )f a f a f a f a h     ,              (18) 

Đạo hàm hai vế của (18), ta có: 

1 2 1 2 1 2(2 ' ) '' [(2 ) ' ( )( ) ']f a a f f a a f h f a f a h        .      (19) 
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Khi 0z z , 0 1 0 2( '( ) )( '( ) ) 0f z a f z a   , và  như vậy 0 1 0 2( ( ) )( ( ) ) 0f z a f z a   , ta có:  

0 1 2

0 1 2

2 '( )
1

2 ( )

f z a a

f z a a

 
 

 
. 

Suy ra  

0 0 0 0 0 0( '( ) ( ) ''( ))( '( ) ( ) ''( )) 0f z h z f z f z h z f z   . 

Như vậy, ta thấy rằng các ia - điểm đơn của 'f  không là cực điểm của  .  

Nếu 0z  là  một ia - điểm của 'f  với số bội 2m , vì vậy là một 0 - điểm của ''f  

với số bội 1m , thì từ (16), 0z  cũng là một 0 - điểm của h  với số bội 1m .  Như 

vậy, 0z  không là cực điểm của  . Ta kết luận rằng   là một hàm nguyên. Ngoài 

ra, do  

           
2

2

1 1 2 1

( ') '' '' ''

' ( )( ) '

f a ff h f f

f a f a f a f a


 

   
,                 (20) 

Theo bổ đề 2.1.1, ta có 
1

' ''
( , ) ( , )

'

f h f
m r S r f

f a





. Tương tự, ta có 

2

' ''
( , ) ( , )

'

f h f
m r S r f

f a





. Từ đây ( , ) ( , )m r S r f  , và vì vậy ( , ) ( , )T r S r f  .  

(ii) (17) được viết lại là :  

1 2 1 2

' ''

' '' ( )( ) ( ' )( ' )

f f

f h f f a f a f a f a


 

    
, 

và theo bổ đề 2.1.1, ta suy ra  
1

( , ) ( , )
' ''

m r S r f
f h f




. Tương tự, ta có 

1
( , ) ( , )

' ''
m r S r f

f h f



.  Do đó, theo (17) có 

1 2

1
( , ) ( , )

( ' )( ' )
m r S r f

f a f a


 
. Suy ra 

1
( , ') ( , ) ( , ), 1,2

' i

T r f N r S r f i
f a

  


. 

(iii) Từ (17) và (20), ta có: 



  

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên                                               http://www.lrc-tnu.edu.vn 
 47 

2

2

1 2 1 2

( ') ' ' '' ' ''

( )( )( ) '( ' ) '

f a f f f f h f

f c f c f a f a f c f f a f a

   
  

       
. 

Theo bổ đề 2.1.1, ta có 
1

( , ) ( , )m r S r f
f c




 với 1 2,c a a . 

(iv) Do hàm h  trong (16) là nguyên và  

1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

( ) '' '

( )( ) ( )( )

a a f a af f
h

f a f a f a f a f a f a


  

     
, 

sử dụng bổ đề 2.1.1, dễ dàng nhận được: 

 
1 2

1
( , ) ( , ) ( , )

( )( )
T r h m r S r f

f a f a
 

 
 

                     
1 2

1 1
( , ) ( , ) ( , )m r m r S r f

f a f a
  

 
 

                      
1

( , ) ( , )
'

m r S r f
f

  . 

Mặt khác, từ (16) và (17) khử bỏ h , ta có: 

3 2 2

1 2 1 2

2 2

1 2 1 2 1 2 1 2

( ') ( )( ') '( '') 1

' ( ) ( ) '( ' )( ' ) ( )( ) ( )( )

f a a f a a ff

f f a f a f f a f a f a f a f a f a

  
  

       
,      

vì vậy, theo bổ đề 2.1.1, ta có: 

1 2

1 1 1
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

'
m r m r m r S r f

f f a f a
  

 
. 

Như vậy, ta thu được:  

 

1 2

1 1 1
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

'
T r h m r m r S r f m r S r f

f a f a f
    

 
. 

(v) Sử dụng kết luận trong (ii), ta có: 

1 2

1
2 ( , ') , ( , )

( ' )( ' )
T r f N r S r f

f a f a

 
  

  
. 
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Từ (18) và kết luận trong (iv), ta có: 

1 2

1
2 ( , ') , ( , )

( )( )
T r f N r S r f

f a f a h

 
  

  
 

1 2

1 1
, ( , ) ( , )
( )( )

N r N r S r f
f a f a h

 
   

  
 

1 2

1 1 1
2 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )T r f m r m r N r S r f

f a f a h
    

 
 

1
2 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )T r f T r h N r S r f

h
    . 

Ta có 
1

2 ( , ) 2 ( , ') ( , ) ( , )T r f T r f m r S r f
h

   . Bổ đề 2.2.1 được chứng minh. W 

2.2.2. Bổ đề. Giả sử f  là một hàm nguyên khác hằng số và 1 2,a a  là hai giá 

trị hữu hạn phân biệt. Nếu f  và 'f  cùng phân phối tập  1 2,a a CM  thì 

( , ) ( , )T r h S r f , trong đó h  như trong bổ đề 2.2.1. 

Chứng minh: Để tiện lợi, ta viết 1 2', ''f f f f  , và 3 '''f f . Vì f  và 1f  cùng 

phân phối tập  1 2,a a CM , nên tồn tại một hàm nguyên   để h e . Nếu 1 2 0a a   thì 

từ (16) 

2

1 1 2 1

1 2 1 2

( )

( )( ) ( )( )

f a a f
h

f a f a f a f a


 

   
. 

Từ đây, theo bổ đề 2.1.1, ta có ( , ) ( , )T r h S r f . Không mất tính tổng quát, ta 

có thể giả thiết rằng 1 2 0a a  . Giả sử ( , ) ( , )T r h S r f . 

 Từ (17), (18) và (19), bằng cách khử bỏ h , ta có: 

 1 2 1 1 2 1 1 1 2 2

1 2 1 2 1 1 1 2

( ) ( ) (2 ) (2 )

( )( ) ( )( ) ( )( )

f a f a f f a a f f a a f

f a f a f a f a f a f a


      
  

     
,   (21) 

trong đó, và trong đoạn tiếp '  , và 
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2 2

1 2

2 2 2 2

1 2 1 1 1 2 1 1 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

f f

f a f a f a f a f a f a


 

     
.    (22) 

Bình phương hai vế của (21), ta có: 

 
2 2 2

1 1 1

2 2

1 1 2 2

2

( ) ( )( ) ( )

f f f

f a f a f a f a
 

   
 

 
2 2

21 1 2 2 1 1 2 2

2 2

1 1 1 2 1 1 1 2

(2 ) 2 (2 )

( ) ( ) ( )( )

f a a f f a a f

f a f a f a f a




   
  

   
.     (23) 

Bây giờ (22) có thể được viết: 

 
2 2 2

1 1 1

2 2

1 1 2 2

2
[ ]

( ) ( )( ) ( )

f f f

f a f a f a f a
 

   
 

 
2 2 2

1 2 1 1 1 2 1 2 2

2 2

1 1 1 2

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

a a f a f a a a f

f a f a

    


 
.     (24) 

Lấy hiệu số của (23) và (24), ta có: 

2 2 2 2

1 2 1 1 2 2 1 1 1 2 1 2

1 2 1 1 1 2 1 1 1 2

4 4 2 (2 ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

f f f a a f f a f a a a

f a f a f a f a f a f a

        
 

     
.  

                                                                                                    (25) 

Khử bỏ f  từ (22) và (25), ta có: 

2 2
22 2 1 1 2 2

2 2

1 1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 1 2

16 4 2 (2 )16
[ ]

( )( ) ( ) ( ) ( )( )

f f f a a f
H

f a f a f a f a f f a f a

   
  

     
,    (26) 

trong đó,  

2 2

1 1 1 2 1 2

1 1 1 1 2

( )( ) ( )

( )( )

f a f a a a
H

f f a f a

    


 
. 

Từ bổ đề 2.2.1, 
1 1 1 2

1 1
( , ) ( , ) ( , )m r m r S r f

f a f a
 

 
. Như vậy, từ (26) và sử 

dụng bổ đề 2.1.1, ta có: 

                             ( , ) ( , )m r H S r f .                        (27) 
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Xét hai trường hợp: 2 2

1 2 1 2( ) 0a a a a     và 2 2

1 2 1 2( ) 0a a a a    . 

Nếu 2 2

1 2 1 2( ) 0a a a a     thì từ (27) và bổ đề 2.1.2, ta có thể suy ra rằng 

1

1 1 1 1 2

1 1 1
3 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )T r f N r N r N r S r f

f f a f a
   

 
 

Theo (ii) của bổ đề 2.2.1 và công thức trên, ta có: 

                                
1

1
( , ) ( , )m r S r f

f
 .                     (28) 

Do đó, theo (iv) của bổ đề 2.2.1, ta có ( , ) ( , )T r h S r f . 

Bây giờ, ta xét trường hợp: 

    2 2

1 2 1 2( ) 0a a a a    ,                (29) 

và viết lại (17) là: 

               2 2 2

1 1 1 2 1 2( )( )f a f a f e f     .         (30) 

Lấy đạo hàm hai vế của (30), ta có: 

1 1 1 2 1 1 2 2'( )( ) (2 )f a f a f a a f      2 2 2

1 1 2 2 32 ' 2 2f e f f e f f    .   (31) 

Giả sử 0z  là một 0 - điểm của 1f . Từ (17), (18), (19) và (31), ta có thể thấy 

rằng 

2

2 0
0

1 2

( )
( )

f z
z

a a
   , 1 2 2 0

0

1 2

( ) ( )
( )

a a f z
z

a a



  , 

2 2
2 1 2 2 0

0 2 2

1 2

( ) ( )
( )

a a f z
z

a a



   

và  

1 2 0 1 2 0 2 0 2 0 3 0'( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( )a a z a a z f z f z f z     . 

Vì vậy, sử dụng (29), ta có: 

   0 0
2 0 3 0

0

'( ) ( )
( ) ( ) 0

( ) 2

z z
f z f z

z

 



 
   

 
. 

Lại từ (17), ta thấy rằng mỗi 0 - điểm của 1f  và 2f  phải là 0 - điểm của  , vì 

vậy, hầu như các 0 - điểm của 1f  là đơn. Giả sử 
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                     32

1 1

'

2

ff

f f

 




 
   
 

.                      (32) 

Khi đó, ta có ( , ) ( , )T r S r f  . Nó cũng đúng khi 1f  khác không. 

Nếu 0   thì ta có thể suy ra rằng 2

2

' ' '

2

f

f

 


  , và vì thế, lấy tích phân, ta 

có:  2 2 2
expf c

  , và do đó  1 2
exp( )f c d  , trong đó 0c   và d  là các hằng số. 

Từ đó suy ra 

1 2

1 1 1
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

exp( ) 2
m r m r T r h S r f

f d
  


, 

đưa đến kết quả ( , ) ( , )T r h S r f , theo bổ đề 2.2.1. 

Sau đây, ta giả thiết rằng 0  . Từ (30), (31), khử bỏ 2e  ,ta có: 

1 1 1 1 2 1 1 2 1 2( ' 2 ' ) ( )( ) (2 )f f a f a f a a f f          

 2 3

1 2 1 1 1 2 2 2 1 2 32 ' 2 ( )( ) 2 2f f f a f a f f f f f       .  (33) 

Nếu ' 2 ' 0     thì ta có 2e c  , trong đó c  là một hằng số. Từ đây 

( , ) ( , ) ( , )T r h T r e S r f  . Không mất tính tổng quát, ta có thể giả thiết rằng 

' 2 ' 0    . Do mỗi 1a - điểm và mỗi 2a - điểm của 1f  là đơn, từ (33) mỗi 0 - điểm 

của 2f  nhưng không là 0 - điểm của 1f  phải cũng là một 0 - điểm của ' 2 '   . 

Như vậy, ta có thể kết luận rằng 3

2

( , ) ( , )
f

T r S r f
f

 . Từ (32), ta có: 

   3 2

2 1

'

2

f f

f f

 




 
   
 

. 

Vì vậy 

      2

1

( , ) ( , )
f

T r S r f
f

 .                   (34) 

Bây giờ, do (29) đúng, (26) có thể được viết lại là: 
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                           2

0 1 1 1 2 0b f b f b   .         (35) 

Trong đó, 

     4 3 2 2 3 42 2 2 2
0

1 1 1 1

16( ) 32( ) (16 24 )( ) 8 ( ) 16
f f f f

b
f f f f

           , 

     3 2 2 32 2 2
1 1 2 1 2 1 2

1 1 1

16( ) ( ) 24( ) ( ) 12( ) ( )
f f f

b a a a a a a
f f f

          

            4

1 2 1 22( ) 16( )a a a a     , 

     2 2 2 2 3 2 42 2
2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 1

4( ) ( ) 4( ) ( ) 16 ( )
f f

b a a a a a a a a
f f

           . 

Hiển nhiên là ( , ) ( , ), 0,1,2iT r b S r f i  . Do 

        
1 2

1 1
( , ) ( , ) ( , ) ( , )T r f N r N r S r f

f a f a
  

 
 

                      
1 1 1 2

1 1
( , ) ( , ) ( , )N r N r S r f

f a f a
  

 
 

                       12 ( , ) ( , )T r f S r f  , 

Ta có 1( , ) ( , ), 0,1,2iT r b S r f i  . Vì vậy, theo bổ đề 2.1.3, ta có: 

                      0, 0,1, 2ib i  .                          (36) 

Từ đây, (29) và (36), dễ dàng thấy rằng 2 1/f f   là một hằng số. Do đó 

                  1 2' ( )f c f c  ,                                              (37) 

trong đó, 1 0c  , và 2 1 2,c a a  là các hằng số. Từ (30) và (37), ta có: 

2

1
( , ) ( , )N r S r f

f c



. Mặt khác, từ (21), bổ đề 2.2.1 và bổ đề 2.1.1, ta có thể kết 

luận rằng 
2

( , ) ( , )m r S r f
f c





. Vì vậy, 

2

1
( , ) ( , )m r S r f

f c



. Do đó, 

( , ) ( , )T r f S r f , mâu  thuẫn.         W  
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2.2.3. Định lý. Giả sử f  là một hàm nguyên khác hằng số và 1 2,a a  là hai số 

phức phân biệt. Nếu f  và 'f  cùng phân phối tập  1 2,a a CM  thì một và chỉ một 

trong các khẳng định sau là đúng. 

(i) 'f f . 

(ii) 1 2'f f a a   . 

(iii) 
1 2

cz czf c e c e  , với 1 2 0a a  , 

trong đó 1,c c  và 2c  là các hằng số khác không, thoả mãn 2 1c   và 

2 2

1 2 1

1
(1 )

4
c c a c  . 

Chứng minh: Theo giả thiết của định lý 2.2.3, tồn tại một hàm nguyên   

thoả mãn ( , ) ( , )T r e S r f   để 
1 2 1 2( ' )( ' ) ( )( )f a f a f a f a e     , điều này có thể 

được biểu thị là: 

1 2 1 2 1 2 1 22 2 2 2( ' )( ' )
2 2 2 2

a a a a a a a a
e f e f e f e f
   

   
       

21 2( ) ( 1)
2

a a
e


  .                  (38) 

 

Đặt 

                  1 2 1 22 2 '
2 2

a a a a
G e f e f

 
 

    ,      (39) 

và 

  1 2 1 22 2 '
2 2

a a a a
H e f e f

 
 

    .      (40) 

Khi đó, G  và H  là các hàm nguyên, và nếu . 0G H  ,  

               
1 1

( , ) ( , ) ( , )N r N r S r f
G H

  .                 (41) 
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Vì vậy, 

       
' '

( , ) ( , ) ( , )
G H

T r T r S r f
G H

  .                         (42) 

Từ (38), (39) và (40), ta có: 

           2
1 2(2 )G H e f a a



    ,                          (43) 

    1 22 'G H f a a    ,       (44) 

           21 2. ( ) ( 1)
2

a a
G H e


  .        (45) 

Từ ba phương trình trên, ta dễ dàng suy ra  

 2 2 2
1 2

' ' ' '
( ) ( ) ( ) 0

2 2

G H
e G e H a a e

G H

  
 

        .     (46) 

Nhân G  vào hai vế của (46), ta có: 

                   2

1 2 3 0G G     ,                  (47) 

trong đó, 

   2
1

' '

2

G
e

G




    , 

   2
2 1 2( )a a e



   , 

   21 2 2
3

' '
( ) ( 1)( )

2 2

a a H
e e

H


 




    . 

Từ (42), ta thấy 

             ( , ) ( , ), 1, 2,3iT r S r f i   .                    (48) 

Khi 1e h   , từ (16), ta dễ dàng thấy rằng: 

hoặc 'f f  hoặc 1 2'f f a a   . 
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Bây giờ, ta giả thiết rằng 1e  . Nếu ( , ) ( , )T r G S r f , thì từ (45) ta có 

( , ) ( , )T r H S r f . Vì vậy, từ (43) suy ra ( , ) ( , )T r f S r f . Điều này không thể được. 

Do đó, ( , ) ( , )T r G S r f . Nếu 1 0   thì từ (47) và (48), ta có: 

2
3

1

2 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )T r G T r G T r G S r f





    , 

Và vì vậy, ( , ) ( , )T r G S r f , mâu thuẫn. Do đó, 1 0  . Tương tự, ta có 

0, 2,3i i   , tức là: 

                   2
' '

0
2

G
e

G




   ,                            (49) 

                   2
' '

0
2

H
e

H




   ,                   (50) 

                    1 2 0a a  .                     (51) 

Công thức (49) và (50) dẫn tới 
' '

'
G H

G H
  . Do đó, 

      
0GH c e ,                    (52) 

trong đó, 0c  là một hằng số khác không. Kết hợp (45), (51) và (52) ta thấy 

rằng e  và vì vậy   là một hằng số. Như vậy, (49) và (50) tương ứng trở thành 

2'G e G


  và 2'H e H


  . Từ đây và (45) suy đến kết quả 

1 2,cz czG c e H c e  ,                (53) 

trong đó, 2 1c e


   , với 1 2,c c  là các hằng số thoả mãn 

                 2 2 21 2 1 2
1 2 ( ) ( 1) ( ) ( 1)

2 2

a a a a
c c e c 

    .     (54) 

Do đó, từ (43), (53) và (54), ta có: 

   1 22 2

2 2

cz czc c
f e e e e

 
 

  . 
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Biểu thức trên cũng có thể được viết lại là: 

   1 2
cz czf c e c e   , 

trong đó,  1 2
1

2

c
c e




 , và  2 2
2

2

c
c e




  thoả mãn  

   2 21 2
1 2

1
( ) (1 )

4 2

a a
c c c

   . 

Định lý 2.2.3 được chứng minh.       W 

Chú ý 3: chúng ta nghi ngờ rằng điều kiện “ f  và 'f  cùng phân phối tập 

 1 2,a a CM ” trong định lý 2.2.3 có thể được thay thế  bằng “ f  và 'f  cùng phân 

phối tập  1 2,a a IM ”. Nhưng ta có thể chứng tỏ rằng  đối với một hàm phân hình f , 

từ “CM ” trong định lý 2.2.3 không thể được thay thế bởi “ IM ”. Ví dụ, nếu 

2

2

1

1

z

z

e
f

e

-
=

+
 thì f  và 'f  cùng lúc phân phối 0,1 IM . Dưới đây là một ví dụ phức tạp 

hơn. 

Ví dụ 3: Lấy một hằng số 
27

, 0,
32

a a ¹ - . Thế thì phương trình 

3 2 2 3 2 0z az a z a a- - + + =  không có nghiệm bội. Giả sử f  là  hàm  elliptic thoả  mãn: 

2 3 2 2 3 2( ')f f af a f a a= - - + + . 

Khi đó 

2( ' )( ' ) ( ) ( )f a f a f a f a- + = - + , 

và , 'f f  cùng lúc phân phối ,a a IM- . 
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KẾT LUẬN 

 

Như vậy, luận văn đã trình bày lại các khái niệm, các tính chất, các định lý 

cơ bản của lý thuyết Nevanlinna cho hàm phân hình và ứng dụng đối với phân 

phối giá trị của hàm nguyên và đạo hàm của nó trong trường số phức một cách hệ 

thống. Phân tích và chứng minh lại tỉ mỉ, cụ thể các bổ đề và kết quả trong bài 

báo của Ping Li và Chung-Chun Yang [16] về phân phối giá trị của hàm nguyên 

và đạo hàm của nó. Kết quả chính của luận văn là hai định lý: định lí 2.1.7 về sự 

xác định của hàm nguyên và tổ hợp tuyến tính của các đạo hàm của nó dựa vào 

tạo ảnh của hai điểm và định lý 2.2.3. nói về sự xác định của hàm nguyên và đạo 

hàm của nó dựa vào tạo ảnh của một tập gồm hai điểm. 
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