DAI HOC THAI NGUYEN
TRUONG DPAI HOC SU PHAM

NGUYEN THI THU PHUONG

PHEP BIEN HINH BAO GIAC
VA MOT SO BAI TOAN CO HOC

LUAN VAN THAC ST KHOA HQC TOAN HOC

THAI NGUYEN - 2012

S6 héa boi Trung tam Hoc liéu — Pai hoc Thai Nguyén http://www.Irc-tnu.edu.vn



DAI HOC THAI NGUYEN
TRUONG PAI HOC SU PHAM

NGUYEN THI THU PHUONG

PHEP BIEN HINH BAO GIAC
VA MOT SO BAI TOAN CO HQC

Chuyén nganh: TOAN GIAI TiCH
M s6: 60.46.01.02

LUAN VAN THAC SI KHOA HQC TOAN HOC

Nguoi huong dan khoa hoc: GS. TSKH Ha Huy Khoai

THAI NGUYEN - 2012

S6 héa boi Trung tam Hoc liéu — Pai hoc Thai Nguyén http://www.Irc-tnu.edu.vn



Muc luc

Mé diu iii
1. PHEP BIEN HINH BAO GIAC VA MOQT SO HAM SO CAP CO BAN. . .1

1.1. Khai niém vé phép bién hinh bao gidc. .. ..................... 1
1.1.1. Binhnghia. . ...t 1
1.1.2. Phép bién hinh thyc hién béi ham giai tich. .. ........... 1
1.1.3. BOAESChWAIZ. . ..\ e 2
1.1.4. Nguyen i doi XUNG. . ..o oottt e 2

1.2. Phép bién hinh bao gidc qua mot sb hamsoclp. . .............. 3
1.2.1. Phép bién hinh tuyéntinh. . .......................... 3
1.2.2. Phép bién hinh nghich dao w = % ..................... 5
1.2.3. Phép bién hinh GIUCOVSKi. . . ........oveinein .., 6

2. BAITOANTHAMPHANG. .. ...ttt 11

2.1. Phuong trinh chuyén dong nuéc thim. . ..................... 11
2.1.1. Khainiém v nudcthim. . ..., 11
2.1.2. VANtOC thAm. . . o oo 11
2.1.3. PmhluatDarcy.......... ... i, 13
2.1.4. Phuongtrinhthdm. ............................... 14

2.2. Baitoan thim phang dong chat. . .......................... 15
221, ThEVIPhUC. ..ottt 15

2.2.2. Puongdongvaduongthé.......................... 17
223, PiGuKIBODION. . .\ v ettt 18
2.2.3.1. Biénkhongthdm. ......................... 18

2232 BiénthAm.................cooiiiii... 18

S6 héa boi Trung tam Hoc liéu — Pai hoc Thdi Nguyén http://www.Irc-tnu.edu.vn



2233, BibNnri. ... 19
2234, Puongbaohoa............. ... .. ... ... ... 20

3. PHUONG PHAP BIEN HINH BAO GIAC VA BAI TOAN THAM CO AP
DUOI CACCONG TRINHTHUY LOi. ... ..o, 21
3.1. Bién hinh da gidc thanh nta mat phang. .. ................... 21
301 MOGAU ..ottt 21
3.1.2. Cong thitc Schwart — Christoffel. .. .................. 22
3.1.3. Bién hinh chir nhat thanh nira mat phang. . .. ........... 23
3.1.4. CachamlJacobi............... ... .. ... ... .. .. ... 26
3.2. Tham dudi cong trinh thay 1o, .. ..., 28
3.2.1. Hinh chit nhat co s& ctia bai toan thAm co ap. .. ... .. ... 28
3.2.2. HO @@ phang trén lop thAmsauvé han. . ............... 30
3.2.3. HO d@ phang trén lop thAmhuu han. . ................. 33
3.2.4. HO dé phang trén lop tham huu han co vachcu. .. .. ... .. 37

4. PHUONG PHAP BIEN HINH BAO GIAC TRONG BAI TOAN THAM

KHONG AP. . ... 43
4.1. Ham GIUuCOVSKI.. . . v oo oo e e e e 43
4.2. Vachctr GIUuCOVSKI.. . . ..ot e e 44
4.3. Tham qua mang luoi co loc d6i Xung.. .. .........ovennn.... 47
Két luan 52
TAI LIEU THAM KHAO 53

S6 héa boi Trung tam Hoc liéu — Pai hoc Thdi Nguyén http://www.Irc-tnu.edu.vn



MO DAU

1. Ly do chon dé tai

Khai niém anh xa bao giac 1a mot trong nhitng khéi niém quan trong nhat
ctia toan hoc va 1a mot trong nhitng phan 1y thu cua 1y thuyét ham bién phurc.
Bai toan co ban va khé nhat cta 1y thuyét anh xa bao giac 13 tim ham chinh
hinh thuc hién anh xa bao giac mién cho trude 1én mién cho trude. Bai toan
nay c6 y nghia thuc hanh rat 16n, tuy nhién cho dén ngay nay ngudi ta chua
c6 nhitng phuong phap du hiéu lyc dé giai nd, nhung trong nhiéu trudong hop
don gian nhat (nhung cling day tha vi) bai toan c6 thé giai nho cac ham so so

cap bién phtrc.

bac biét nam 2005, GS. Darren Crowdy da c6 mot cong trinh dot pha vé
viéc anh xa bao gidc mién da giac da lién 1én nira mat phang phirc (cong thirc
Schwart-Christoffel cho truong hop da lién), mot cong cu v cung quan trong
cho tat ca cac nha toan hoc, k¥ su ciing nhu cac nha khoa hoc khi muén chiéu
cac thong tin vé hinh khéi phtic tap thanh cac hinh dang don gian nhu hinh
tron dé d& dang hon trong viéc phan tich. Két qua trén con duoc sir dung trong
nhiéu linh vuc khac, chang han trong mo hinh héa va truc quan héa céac cu
tric phuc tap cta hé than kinh. Trong luan vin ndy, ching ta méi str dung

cong thirc Schwart-Christoffel cho mién don lién.

Va néu nhu trudc day mot sd cac ki thuat giai tich dugc gi6i sinh vién
toan tmg dung dung dén nhiéu hon so véi phuong phap chiéu bao giac, vi du
nhu cac phuong phép co dién dé giai cac bai toan co hoc continuum, tinh
dién, hay cac linh vuc st dung phuong trinh Laplace va Poission hai chiéu,

nhung véi nhitng gi ma tinh chat phép bién hinh bao giac va nho cic ham sb
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so cdp bién phurc thi chung ta di giai quyét duoc nhiéu bai toan tng dung

trong trudng tinh dién va co hoc chat long, ...

Xuat phat tir thyc té d6, sau khi tién hanh nghién ctru vé mot vai ung
dung cua phép bién hinh bao gidc, t6i da chon dé tai véi mot vai bai toan tng
dung phép bién hinh bao giac di duoc md rong, md phong 1én phan nao cac
chuyén dong ctia dong nudc trong co hoc chat 1ong.

2. Phuong phap nghién ctru

Suu tam va doc tai liéu tir cc tap chi, gido trinh trong nudc va qubc té co
lién quan dén phép bién hinh bao giac va cac tng dung cta phép bién hinh
bao giac trong chuyén dong co hoc. Tir d6, tim hiéu mo rong dé nghién ctru
van dé cua dé tai nay
3. Muc dich ciaa luan van

Muc dich cta luan van nay 14 trinh bay mot sé tng dung cua phép bién
hinh bao giac trong mot sd 16p bai toan quan trong ctia co hoc, cu thé 13 bai
toan chuyén dong cua nudc ngam dudi cic cong trinh thuy loi. Tir d6 c6 thé
gitip cac nha nghién ctru, 1am thé nao dé xay dung duoc mot cong trinh thiy
loi dat chat lugng t6t nhat.

4. Noi dung cia lugn vin

Luan vin gém bén chuong

Chuong I: Trinh bay khai niém phép bién hinh bao giac va mot s phép
bién hinh bao gidc quan trong trong giai tich phirec.

Chuwong 2: Gi6i thiéu vé phuong trinh chuyén dong nudc thim va cac
van dé lién quan nhu véan tdc thim, quy luat thim. Tir d6 dua ra bai toan tham
phang dong chat.

Chuwong 3: Trinh bay tmg dung phép bién hinh bao giac vao giai quyét
bai toan thdm co ap dudi cac cong trinh thuy loi bang cach tim ham bién hinh

bao giac mién thé vi phirc 1én mién tham.
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Chwong 4: Trinh bay tmg dung phép bién hinh bao giac vao giai quyét
bai toan thim khong ap dudi cac cong trinh thuy loi. Trong bai toan nay do
mién thAm chua x4c dinh nén phai str dung ham Giucbpxki sao cho mién gia
tri cia n6 13 xac dinh. Sau do ta tim ham bién hinh bao giac mién thé vi phtic
1én mién x4c dinh d6. Tir d6 ta tim duoc quan hé giita mién thadm va ham thé
vi phuec.

Pé hoan thanh dwoc ludn van nay, tdc gia xin bay té long kinh trong va
biét on sau sdc dén GS. TSKH Ha Huy Khodi, nguoi thdy da huwdng dan va
tdn tinh chi bdo tac gia trong sudt qud trinh hoc tdp va nghién civu dé tai.

Tdc gid xin giri 107 cdm on sdu sdc tdi cdc thdy cé gido trong triong Pai
hoc Su pham Thai Nguyén, Vién Toan hoc, Dai hoc Sw pham Ha Noi da giang
day va giup do tac gia hoan thanh khoa hoc.

Pong thoi tac gid ciing xin chdn thanh cam on S¢ Gido duc va Pao tao
tinh Tuyén Quang, trwong phé théng Ddn téc néi trii — THPT tinh Tuyén
Quang, cdc ban trong I6p cao hoc KI18B, gia dinh va cdc ban dong nghiép da
tao diéu kién vé moi mat dé giip dé tac gid trong sudt thoi gian hoc tdp va

hoan thanh luan van.
Thai Nguyén thang 08 nam 2012

Tac gia

Nguyén Thi Thu Phuong
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Chuwong 1

PHEP BIEN HINH BAO GIAC VA MOT SO HAM SO
CAP CO BAN

1.1 KHAI NIEM VE PHEP BIEN HINH BAO GIAC
1.1.1. Pinh nghia:

Mot phep bién hinh duoc goi la bao giac néu no co cac tinh chat sau:

- Bao toan goc gitta hai dudng cong bat ki di qua z (ké ca d6 lon va
huong)

- C6 hé sb co dan khong d6i tai diém d6, nghia 1a moi duong cong di qua
z déu c¢6 hé s6 co dan nhu nhau qua phép bién hinh.

Néu phép bién hinh 13 bao gic tai moi diém ctia mién G thi né dugc goi
1a bao giac trong mién G.

1.1.2. Phép bién hinh thuc hién béi ham giai tich:

Cho ham w = f(z) don diép, giai tich trong mién G. Do ¥ nghia hinh hoc
cua f'(z) ta thay rang phép bién hinh dugc thuc hién bai ham w = f(z) 13 bao
giac tai moi diém ma f'(z) # 0.

Néu chi xét trong mot 1an can nho ciia diém z, thi phép bién hinh bao
giac 1a mot phép dong dang do tinh chat bao toan goc. Cac gdc twong tng
trong hai hinh 1a bang nhau. Mit khac néu xem hé sé co dan la khong d6i thi
ti s gitta hai canh twong mg 1a khong doi.

Nguoc lai nguoi ta chirng minh duge rang phép bién hinh w = f(z) don
diép 1a bao giac trong mién G thi ham w = f(z) giai tich trong G va c6 dao

ham f'(z) # 0.
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1.1.3. Bo dé Schwarz:
Gia str ham f(z) giai tich trong hinh tron | z| < Rva f(0) = 0. Néu | z | <
M véi moi zma | z | <R thi ta co:

M
f(2)|< E\z\, zZ|<R

io

trong d6 dang thirc xay ra tai z; vdi 0 < |z | <R chi khi f(2) = Z, o thuc.

1.1.4. Nguyén li d6i xirng:

Trude hét ta thira nhan mot tinh chét dac biét ciia ham bién phirc ma ham
bién sb thuc khong co, d6 1a tinh duy nhat, duoc phat biéu nhu sau: Gid si
hai ham f{z) va g(z) cing gidi tich trong mién D va thod mdn f(z) = g(z) trén
mét cung L ndo dé nam trong D, khi dé f{z) = g(z) trén toan mién D.

Gia sir D; va D, nam ké nhau va c6 bién chung la L
¥

Hinh 1.1

Gia str fy(z) giai tich trong D, va f,(z) giai tich trong D,. Néu f1(z) = f»(2)
trén L thi ta goi f5(z) 1a thac trién giai tich cta fi(z) qua L sang mién D,. Theo
tinh duy nhat cia ham giai tich néu f3(z) ciing 1a thac trién giai tich cia f1(2)
qua L sang mién D, thi ta phai co f3(z) = f,(z) trong D,. Cach nhanh nhét dé
tim thac trién giai tich ctia mot ham cho trudce 1a 4p dung nguyén li ddi xtng
sau day:

Gid st bién ciia mién Dy chita mét doan thang L va fi(z) bién bdo gidc

D, Ién B, trong do L chuyén thanh doan thcfng T thuoc bién cua By. Khi do
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ton tai thdc trién gidi tich f(z) ciia fi(z) qua L sang mién D, nam doi xing véi

D, déi véi L. Ham f(z) bién bao gidc D, 18n B, nam doi ximg véi By déi véi T

va ham:
f.(2) trong D,
fz)=+ f(2)= f,(2)trén L
f,(2) trong D,
bién bdo gidc D thanh B.

Nguyén li d6i xtng thudng dung dé tim phép bién hinh bao giac hai
mién d6i xtimg cho trudc.
1.2. PHEP BIEN HINH BAO GIAC QUA MOT SO HAM SO CAP
1.2.1. Phép bién hinh tuyén tinh

Xét ham tuyén tinh w = az + b trong do a, b la cac hang s phtrc, a 0.
Néu a=|ale™ thi w = [a|e*z + b. Phép bién hinh tuyén tinh 1a béo gidc trong
toan mit phang phuc vi f'(z)=a=0voi moi z e[l . Ham tuyén tinh c6 thé
coi la hop ctia 3 ham sau:

{=kz (k=[a|>0)

o= (a=Arga)

w=wm+b W ‘y
Néu biéu dién cac diém C, o, w trong cung £
mot mat phang thi dya vao y nghia hinh hoc cua
phép nhan va phép cong cac sd phirc ta suy ra rang: < -
- Piém ¢ nhan duoc tir diém z bang phép co O X
dan véi hé s6 k Hinh 1.2

- Piém ® nhan duoc tr diém ¢ bang phép quay tam O, goc quay o.
- Piém w nhan duoc tir diém o bang phép tinh tién xac dinh bai vecto

biéu dién s6 phirc b.
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Nhu vay muén dugc anh w ctia z ta phai thue hién lién tiép mot phép co
dan, mot phép quay va mot phép tinh tién. Tich ctia 3 phép bién hinh trén 1a
mot phép dong dang. Vay phép bién hinh tuyén tinh 1a mot phép dong dang.
N6 bién mot hinh bat ki thanh mét hinh déng dang vé6i hinh ay. Dic biét, anh
cua mot duong tron la mot duong tron, anh ciia mot duong th:fmg la mot
duong thang.

Vi du: Tim ham w = f(z) bién hinh tam giac vuéng can A(3 + 2i), B(7 + 2i),
C(5 + 4i) thanh tam giac vuong can c6 dinh tai Oy, B(—2i) va C1(1 — 2i)

A A
y y
O, .
mfﬂ]ﬁ]]]m <
2 """ ' ,B %Cl
o) 3 7 X Bs
Hinh 1.3

Vi céc tam giac ABC va tam giac O ;B,C; dong dang nén phep bién hinh
nay duogc thuc hién bﬁng mot ham bac nhatw = az + b. Phép bién hinh nay co
thé phan tich thanh cac phép bién hinh lién tiép sau day:

- Phép tinh tién tir A vé gdc, xac dinh bang vec to (—3 — 2i). Phép tinh

tién nay duoc xac dinh bai ham £ =z — (3 - 2i)

- Phép quay quanh gdc mot goc —g , ung voi ham o = C;e_lz

- Phép co din tim O, hé sd k = OB, _2
AB 4

= % , duoc thuc hién béng ham

wW==0n
2

1 N\ i i ) i 3.
Viyw=—(z-3-21)e 2=——(z2-3-21)=——z2+—-1-1
[y 2( ) 2( ) Ak
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1.2.2. Phép bién hinh nghich dio w = 1:
z

Phép bién hinh nay don diép, bién mit phang
phttc mé rong z (t&c mit phang phirc c6 bd sung

thém diém z = ) 1én mit phang phic mé rong w.

Anh cta diém z = 0 1a diém w = oo, Nguoc lai anh

92 '/: N ';{ N\ 1 1
cua diém z = o la diem w = 0. VI w =—— néen
V4

Hinh 1.4

phép bién hinh bao gidc taiz = 0 VA z # oo.

Ta se n€u ra cach tim anh cua mot diém z bat ki . Chu y 1a hai diém z va

1 =w doi xtrng nhau qua duong tron don vivi  Arg 1 = —Argz = Argz.. Mit
z z

. 1 A z = A . \ .
khac |Z|H =1. Vay mudn dugc w, ta dung w doi xirng véi z qua dudong tron
z

don vi 161 lay doi xung qua truc thuc. Noi khac di, phép bién hinh w=- la
z

tich ctia hai phép d6i xtng:
- Phép ddi xtmg qua duong tron don vi

- Phép d6i xtmg qua truc thuec.

4 4 1 .7
Tinh chat : Phép bién hinh W =— bién:
y

- Mot duong tron di qua géc toa do thanh mgt duong théng.

- Mot duong tron khong di qua géc toa do thanh mdt duong tron

- Mot dudng thang di qua goc toa dd thanh mot duong thang

- Mot duong thang khong di qua gdc toa d6 thanh mot dudng tron di qua
géc toa do.

Néu coi dudng thang 1a mot dudng tron c6 ban kinh vo han thi tinh chat
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A 4 '/‘7\ . \ 4 '/( by l '/( A hY by
trén dugc phat biéu gon lai la: Phép bién hinhw =— bién mot duong tron
z

thanh mét duong tron.
Chirng minh: Xét duong cong C’ c6 phuong trinh:
AQGC+Yy) +2Bx+2Cy+D=0
trong do A, B, C, D 1a nhiing hﬁng s6 thuc.
Viét phuong trinh 4y dudi dang phirc ta co:
AzZ +Ez+Ez+D=0
trong d6 E=B —iC
Néu A =0, D =0 thi C’ 1a dudng tron di qua gdc toa do.
Néu A =0 thi C’ 1a dudng thang.
Néu A =D =0 thi C’ 1a dudng thing di qua gdc toa do.

9 4 1 N
Anh cua C’ qua phép bién hinh w == la duong cong L c¢6 phuong trinh:
z

1

Al.=+E+E+D:O
Ww W w

hay: Dww + Ew + Ew +A =0

Néu D = 0 thi L 13 dudng thang. Néu D = A = 0 thi L 13 dudng thang di
qua gbc toa d0. Néu A =0 thi L 1a dudng tron di qua gdc toa do.
1.2.3. Phép bién hinh Giucovski:

Lo , 1 1 : : T
Ta goi ham phuc w = E(Z + —j la ham Giucovski. Ham nay c6 rat nhiéu
z

g dung trong ki thuat ma chuong sau ta s& biét mot phan ung dung cta no.
Ham Giucovski ¢c6 mot diém bat thuong hitu hanlaz = 0. Dao ham cua
214 ' 1 1 1 1 s < A A ’ on .
n6la w 25 > 2 ) w'=0 taicacdiemz = * 1. Vay phep bién hinh

Giucovski bao giac tai moi di€ém z huu han khac voi diém 0 va £ 1,
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Ta di tim mi€n don diép cua ham. Gia st z; # Z, nhung

1 1 1 1 1
—lz.+—|==|z,+— | hay(z,—-z, )| 1-— |=0 1.1
2( ' le 2( ’ ZZJ y( ' 2)( 2122] ( )

Ta thay dang thuc (1.1) xay ra khi z 12, = 1. Vay phep bién hinh se don
diép trong moi mién khong chua hai diém nghich dao nhau . Ching han mién
|z| <1 1a mién don diép ctia ham s6 ; mién [z|>1 ciing la mdt mién don diép
khac.

Vi du : Tim anh ctia phép bién hinh Giucovski cua

I, Puong tron ‘Z‘ =h,0<h<1

Ta dat z = re'®. Ham Giucovski duoc viét thanh:

W:u+iv:1 re“"+i. 1 r(coscp+isin(p)+1(c05(p—isin(p)
2 re) 2 r

Tach phan thyc va phan 4o ta co

1)
U=={r+=|cose
2 r
v—l(r—ljsin
2 r P

Tu do suy ra anh cua duong tron |z|=r =h c6 phuong trinh tham s6 1a

u —l(h +£)cos
2\ TH )

v—i(h—ljsin ——l(l—hjsin
U TSP 2l ?

Polamételip  (y), cotim O va cac ban truc a= %(h + %J va

b:—lil—hj, titucue 2c=+a’—b*=2 1(h+1j—1(h—£j:2. Cac
2\ h 4 h) 4 h

, 12 tham s6
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tiéu diém cua elip la F1(— 1; 0) va F,(1; 0). Khi ¢ bién thién tu 0 dén 27, diém
z chay doc du’b’ng tron |Z| = htheo hu:b’ng duong trong khi anh w tuong {mg
ctia nd chay trén elip theo huéng 4m ctia mat phang.

Vikhi 0 < @ <mthiv <0 vakhi © < <2n thiv >0 nén anh cua ntra
duong tron trén la nuwa elip  duoi, anh cua ntra dudng tron dudi la  nua elip
trén.

Cht y lakhih — O thi cac ban truc a, b cua elip din ra oo, nghia la néu
duong tron |z|=h cang nhé thi anh ctia n6 ¢6 céc ban truc cang 1én . Khi h —
1thia— 1vab — 0, nghia la néu duong tron |Z| =h cang dan vao duong tron
don vi thi elip anh det dan va tién toi doan kep F ;F, (so di goi la doan kep vi
FiF> dbng thoi la anh nua cung tron don V1 trén va la anh nua cung tron don
vi dudi). Ta quy uoc bo trén cua doan thiang la anh nura cung tron don vi nim
trong nura mit phang duoi ; bo duoi cua doan thing la anh nwa cung tron  don
vi nam trong nira mit phang trén.

il, Poan th:c“mg Argz =a., |Z| <1

Néu goi L la anh cua doan thing;

Argz=a
foe

thi phwong trinh tham s6 cua L la:

1)
U=—|r+-|cosa
2 r

1.2
1( 1} | (1.2)
V==|r—=|sina
2 r
Khu r trong cac phuong trinh cua (1.2) ta co
2 2
" Y (1.3)

cos’a. sino
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Day la phuong trinh cua mot hyperbol co cac tiéu diém trung voi F 1 va

\ ‘V 4
F. \ )
N NP I g
. P SEatn 4-..._”“' P
,,<>’_,‘._\-—--7._7_/‘ et
P4 /f \\—_\ J"_-_,I_.A /""'\ \\
/ ~
AN R SN
Tt ' T -
7 IR /
NNl Sl 10, v L S
A T SR
~ P /_‘L — N
A e ol MERNUPL
wo L w
e 7= \ N
P \
N\
/
; N,

Hinh 1.5
Néu O<a < g thi anh L 1a nhanh hyperbol (1.3) nam trong goc phan tu

thu tu. Khi diém z chay trén doan ban kinh tu gdc toa d6  tdi dudng tron don
vi thi anh w cta né chay trén nhanh hyperbol nim trong goc phan tu thir tu tir
oo t01 truc thuc OqU.

iii, Hinh tron don vi ‘Z‘ <1

Khi cho h bién thién tir 0 dén 1 thi duong tron |z| = h s& quét nén hinh
tron |z| < 1. Anh (y) cta L trong mat phang w s& quét nén mit phing w, bo di
1at cat doc doan F1F,. Bd dudi cua 1t cat 1a anh cia cung tron don vi trén. Bo
trén cua lat cit 1a anh cta cung tron don vi dudi. Ntra hinh tron don vi trén co
anh 13 nra mat phang duéi. Nguoc lai ntra hinh tron don vi dudi ¢6 anh 1a
nira mat phang trén

iv, Nua mét phang trén, nim ngoai hinh tron don vi tam O.

Tuong tu nhu o'y i, anh cta nira duong tron trén:

r=h(h>1),0<¢p <=

c6 phuong trinh tham sb 1a:

u —l(h +1jcos
1R

v—i(h—ljsin
U TR)ST?
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Day la mét cung elip nim trong nura mét phing trén , c¢6 cac ban truc 1a

VO | DU
2 h 2 h

Khi nua duong tron trén tam O, ban kinh h quét nén phan nira méat phang
trén nam ngoai duong tron don vi thi anh cua no quet nén nua mat phang trén

Imz > 0 (hinh 1.6)

N W
S
[ = X 1 O U

Hinh 1.6
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Chuong 2

BAl TOAN THAM PHANG

2.1. PHUONG TRINH CHUYEN PONG NUOC THAM
2.1.1. Khai niém vé nwéc tham

Hién tuong thAm c6 lién quan véi tinh xOp cua dat. Tinh chat xdp nay
duoc dic trung bai dd xop. Ta xét mot mau dat xdp co thé tich V va goi V, 1a
tong thé tich cta cac 16 hong. Ti sb gitta V; va V goi 1a do xbp cua maiu dat.
Ta ki hiéu do Xép lac:

o= v (2.1)

Nudc ¢o6 thé ton tai trong dat xbp dudi nhiéu trang thai nhu hoi nudc,
nudc bam chat vao mdt ngoai cac hat, nuéc dinh vao dat do luc phan tr
\V.v..., nhung quan trong dbi voi van dé ¢ day l1a trang thai nudc tu do,
chuyén dong dudi tac dung cia trong luc va 4p suat thuy dong. Hién tuong
tham 13 hién twong nudce tu do chay trong dat xop.
2.1.2. Van toc tham

Van toc thdm 13 hién tuong nudc chdy qua mot don vi dién tich cia méi
truong x0p trong mot don vi thoi gian.

Gia thiét co mot dong chat 1ong chay qua mot dién tich S clia moi truong
xbp. Goi S; 1a dién tich phan 156 héng trong S, U 14 van tdc trung binh ctia chét
1ong qua phan 16 hong, U, 1a phan chiéu cta T 18n phap tuyén cta S va goi ti

~

1€
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S
m=- 2.2
5 (2.2)
1a d6 x6p mat. Luu luong qua S trong mot don vi thoi gian bang
Q =S,U,=S.mU, (2.3)

T d6 ta suy ra réng luu lvong qua mot don vi dién tich trong mét don vi

thoi gian 1a mU, d6 1a van tdc tham va vecto van toc thim 1a:
V=muU (2.4)
Lay mot mau dat hinh tru c6 d6 cao h, goi S1(z) 13 dién tich 16 hong trén

tiét dién S ctia mau dat ¢ do cao z. PO x0p ciia mat tiet dién ay s€ 1a

Gia tri trung binh cua d6 x6p mit trong mau dat duoc tinh theo cong

thuec:

1 h
m :Hlm(z)dz
Biéu thtrc nay c6 thé viét
m= ijls.m(z)dz = lJh‘Sl(z)dz
hs? v

0

h
O day V Ia thé tich cia mAu dét, con [S, (2)dz chinh 1a thé tich 15 hong

0

trong mau 4y, tirc 13 Vy. Vay ta co

m=—=c
V

Vay do xop mit bang do xbp (thé tich) va van téc thaim & (2.4) co thé
viét 1a

V=cU (2.5)
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2.1.3. Dinh luat Darcy

Ta xé4c dinh mdi diém M cta moi truong thadm b::ing batoadox,y,z:
M = M, y, z) va goi u, v, w la cdc thanh ph:‘?ln cia van tdc tham:
V=(u,v,w), p=p(x,y,z) la ap sudt nudc tai M.

Ta ki hiéu:

h=h(x,y,z)=£+z (2.6)
PY

trong d6 pla ti trong cua nudc (hay chét 16ng tham noi chung), g 1a gia toc
trong truong va goi h 1a ap sudt thity luc tai diém M. Ta hay lay mot cung con
As theo hudng cua van tdc tham, 2161 han

dh . Ah
[ m

ds As—0 AS
g0i 14 dg doc thity e tai M (hinh 2.1)

J=

Hinh 2.1

Pinh luat Darcy: T bc dé tham V chi phu thuoc vao do déc thuy luc J. Péi véi
nhitng triwong hop thwong gdp, sw phu thudc dy la tuyén tinh:

V:sz—k@ (2.7)
ds

trong d6 k duoc goi 1a hé so thdm, cong thirc (2.7) dugce goi 1a cong thire
Dupuy.
Tir cong thire (2.7) ta rit ra cac phan chiéu cia vecto van téc thAm 1én

cac truc toa do:
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V, =u:—k@, V, :v:—k@, V=W=—k@ (2.8)
g OX Y oy ’ 0z

Pinh luat Darcy phu hop voéi thuc té khi tich V.d cua tdc do thim va
duong kinh trung binh cua hat d4t 14 kha bé, cu thé 13 ndm dudi mot gi61 han
nao do (ching 0,7cm?/gidy). Khi d6 hé sb thim k c6 nhiing gia trj tir 1 dén 10°
? d6i voi cat, tir 5.10™ dén 5.10° dbi véi dat sét. Hé sb tham ddi véi cac loai
dat sét pha cat nam giira hai khoang do.

Trong mdi truong tham, hé s k co thé thay doi theo timg diém, tirc 1a
mot ham sb cua x,y, z2 K=K (X, Y, 2)

Trong truong hop k 1a mot hang sb thi moi truong tham dugc goi 1a dong
chat.
2.1.4. Phuwong trinh thim

Ta ldy mot khoéi nudc tham hinh 1ap phuong véi kich thude dx, dy, dz, co
cac mit song song véi cac mit toa do. Luu luong chat 16ng qua cac mit thang
goc véi truc Ox cach gde mot khoang x 1a:

udydz = u (X, y, z) dydz

Luu lugng qua mat nhu thé cach gdc mot khoang x + dx la:
(u + au dx} dydz
OX
Vay hiéu s6 gitta luu luong nude chay vao va luu lugng nudc chay ra la:

au dxdydz .

OX
Ciing vay hiéu sb 4y ddi v6i hai huéng y va z la:
au dydzdx va au dzdxdy
oy oz
Vay gia thiét 1a chat 1ong khong nén dugc, thi lugng nudc chay vao khoi

1ap phuong bang luong nude chay ra, cho nén ta c6
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%+% % =0, hay divV =0 (2.9)
Phuong trinh (2.9) goi 1a phuwong trinh lién tuc.
Lay biéu thuc cua Vo (2.8) dat vao phuong trinh lién tuc (2.9) ta s€ dugc
phurong trinh tham:

div(k grad h):@%{k%}%{k%}%{kg—:]w (2.10)

Trong trudng hop méi trudng thim 13 dong chat, nghia 1 k 1a mot hang
s6, thi ta co thé rut k ra ngoai va gian udc, khi 6 phuwong trinh tham sé& tro
thanh

o°h 82h 82h

divgradh = Ah = -+
ox* oy’ 82

(2.11)

Vay trong truong hop dong chat, ap luc thuy luc 1a mot ham diéu hoa cia

cac bién x, y, z dong thoi van téc thAm c6 mot thé vi, tic 1a V =grad g, véi

(p:—kh:—k(£+zj (2.12)
pg
2.2. BAI TOAN THAM PHANG DONG CHAT

2.2.1. Thé vi phic

Ta néi bai toan thim la phéng néu cac dai luong thadm (ap luc, van tdc
thdm v.v.. .) khong phu thudc vao mot chiéu nao déy, Oz ch?mg han. Thi du
trong su thAm qua mot dap dat dai, thi hién tuong thdm déu hau nhu nhau &
mdi tiét dién cia dap thang goc véi chiu dai va bai toan thim qua dap la
phang. Mdi tiét dién nhu thé cua dap duoc goi 1a mdat phang tham.

Trong mit phang thdm ta chon hai truc toa d6 Ox ngang va Oy doc

hudng 1én trén. Luc 4y phuong trinh chuyén dong thim phang sé c6 dang
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u=—t=-k—, v=—-=—k— (2.13)
OX X oy oy
voil
h=" 1y, (p=—kh:—k££+yj (2.14)
pY pY
trong d6 k 13 hiang s6. Him ¢ = ¢ (x, y) goi 1a ham thé. Theo (2.11), ta c¢6
2 2
ap=29,29 _g (2.15)
oxX° oy

Ham thé 1a mot ham diéu hoa cta hai bién x, y.
Phuong trinh lién tuc tr¢ thanh

ou ov

a_x+5:0 (2.16)

Theo d6 thi —vdx + udy la mét vi phan dung dy ctia mot ham y = (X, y)

goi 1a ham dong:

dy = — vdx + udy (2.17)
Taco
u:éﬂ,v=—§£ (2.18)
oy OX
Tir (2.13) va (2.18) ta rat ra
O _ov. oo _oy (2.19)
oX oy oy ox

Tic 14 hai ham ¢(X, y) va y(x, y) théa man diéu kién Cauchy — Riemann.
Viy chung 1a cac ham diéu hoa lién hop va 13 phan thuc va phan 4o cia mot
ham phire, giai tich w(z) ctia bién phirc z = x + iy:
0= +iy

Ham o = w(z) goi la thé vi phirc clia su thdm. Pao ham cia nd béng
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d_°°:@+ia_‘|’:u_ivzvv(z) (2.20)
dz ox ox

trong ay W(z) = u + iv 1a van tdc tham.

Vay dao ham cua thé vi phirc bang lién hop cua van téc thim. Va nhu thé
lién hop cua van tdc W(z) 1a mot ham giai tich va ban than véan téc W(z) 1a
mot ham nghich giai tich.

2.2.2. Puong dong va dwong thé
Puong dong tham 1a dudng tiép xtc véi vecto van téc thAm tai mdi diém

cua no. Phuong trinh cia mdt duong nhu vay la

dx _dy
u Y,
oy oy
ha O=vdX —udy =———dx ——dy =-d
y y X oy y %

Viy trén duong dong ta co: w = hang sb. D6 1 1i do vi sao ta goi ham
y(X, y) la ham dong.
Quy dao truc giao cua duong dong ro rang la
nhitng dudng ¢ = hing s, ma ta goi 1a duwong thé.
Gia str ta c6 hai duong dong C; va C, (hinh 2.2)
Ciiy= wlhéng 5O

Cry=y, hang s6

Hinh 2.2

Ta hay xét y nghia cua hiéu vy, —y,. Ta nbi mot
diém M, trén C, v&i mot diém M, trén C, bang mot duong L kha vi. Ta co:
VY, -y, = JL‘d\p = .[g—;'(ldx + g—‘;jdy = jL‘(—vdx +udy)
Néu ta goi V, 1 phan chiéu cta véan toc thdm 1én phap tuyén cta L va ds
1a vi phan cling cua L thi ta co

—vdx + udy =V, ds=dQ
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trong d6 dQ 1a luu luong nudc thAm qua cung vi phan ds. Lay tich phan, ta c6

v~y =V, ds=Qf (2.21)
L

Nhu vay hiéu , —, chinh bang luu lugng Q? nudc tham giita hai
duong dong y=wy,va y =y, trén mot bé day don vi.
2.2.3. Piéu kién bién

Mién thdm duoc gidi han boi nhitng dudng goi 13 bién hay dudng vién
(hinh 2.3). Thé vi phitc ®(z) 1a mot ham giai tich trong mién 4y. N6 thoa min
mot s6 diéu kién trén cac dudng vién goi 13 diéu kién bién. Nhing diéu kién

nay tuy thudc vao loai bién ma sau day ta s€ lan luogt xét.

77777777777

Hinh 2.3

2.2.3.1. Bién khong thim

D6 1 bién gidi han nhimg khéi khong tham nudc, nhu cong trinh bang
bé — tong hay nén d4 ran (vi du FNF ¢ hinh 2.3)

Bién nhu thé rd rang phai 1a mot duong dong, tic 1a doc theo dudng bién
khong tham ta ¢ diéu kién

Wy = const (2.22)

2.2.3.2. Bién thim

Do 1a bién gidi han mot khdi nuée (vi du cac bién FA, AB, DE, EF trong
hinh 2.3)
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Ap suét trong khdi nude duge phan bd theo quy luat thuy dong hoc. Tai
mot diém M bat ki trén bién thAm AB chang han, ap suét s& 1a
p=p,+pg(H,-y)
trong do p,la ap suat trén mat nude (ap suat khong khi), H; va y 1a d6 cao cua
mit nude va ciia diém M tinh tir mot truc ngang chung. Do d6 gia tri ciia mot
ham thé ¢ tai M 1a
(p:—k(£+yJ:—k(&+ Hlj:const (2.23)
PY PY
Nhu vay bién thim nudc 13 mot dudng thé, trén d6 ta co diéu kién bién:
@ = const

A A A ‘A A r < r rt 1t AL A 3 a
Van toc trén bién tham nudc thang goc voi bién ay, vi V, = a—(p =0.
S

2.2.3.3. Bién ri
D6 1a bién tiép xuc véi khong khi (vi du bién CD trong hinh 2.3). Ap

suat trén bién ri bang ap suat khong khi

P=P,
Vay ta co:
(p:—k(&+yj hay +ky=—Ps (2.24)
PY pY
va diéu kién trén bién ri 1a
¢ + Ky = const

Pbi v6i ba loai bién trén, ngoai diéu kién vat 1y (2.22), (2.23) hay (2.24),
ta con diéu kién hinh hoc, tic 1a phuong trinh xac dinh céac bién éy da cho
trudc dang

f(x,y)=0

Trong céac truong hop thudng gip, cac bién dy 1a duong thang va phuong
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trinh s& c6 dang
ax+by+c=0 (2.25)
2.2.3.4. Duong bao hoa
D6 1a duong phan chia dat thim va dat khong tham (vi du duong BPC
trong hinh 2.3). S& di & d6 nudc khong thim 1én duge nita 1a vi ap suat da
bang ap suét cua khong khi p = P,
Do d6 mot diéu kién trén dudng bio hoa 1a:
¢ + Ky = const (2.26)
Néu khong co6 sy tham xubng hay su boc hoi thi duong bio hoa ciing 1a
duong dong, cho nén mot diéu kién vat 1y khac trén duong bao hoa 1a
¢ = const (2.27)
Ngoai hai diéu kién (2.26) va (2.27), trén dudng bio hoa khong con diéu

kién nao khac. N6 1a mgt bién khong biét trudce.
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Chuong 3

PHUONG PHAP BIEN HINH BAO GIAC VA BAI
TOAN THAM CO AP DUOI CAC CONG TRINH
THUY LOI

3.1. BIEN HINH PA GIAC THANH NUA MAT PHANG
3.1.1. M¢ dau:

Gia st ta bién dugc mién thAm z va mién thé vi phtirc ® 1&én nira mat
phang trén Im¢& > 0 ctia mat phang ¢, sao cho cac diém tuong tng z va o(z)
c6 cing mot anh ¢ (mudn thé chi can 3 diém ( twong Ung trung nhau trén
bién Im¢ = 0). Ta s& c6 hai ham z = z(&) va © = o({) dé giai quyét bai toan
tham. Chang han van tdc s& cho boi:

Wou-jy=do_do & (3.1)
dz df d¢

Bai toan thdm c6 ap dudi cac cong trinh thiy loi ¢ hai dic diém (hinh

3.1)

] ’
oo S B
e i
e 11 @“—(—“—D
| I ¥ iege -.....'.. E-’-.“-'.' _.' “
" 'F : {E
P (R [0)
A (P—_—(PZ F : 4 . ..'.© p
II777777777777777777777777777777777777777777777 F l; ]) I\/I C B g
Hinh 3.1
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a) O déy ta chi c6 bién khong tham trén d6 y = const va bién thim nudc
@ = const, cho nén mién thé vi phic o 1a mot da gidc co cac canh doc hay 1a
ngang.

b) Mién thim thudng ciing duoc gidi han boi nhitng doan thing, tirc
cling 1a mot da giac, hodc 1a x4p xi mot da giac.

Nhu vay, viéc tim cac ham z( &) va (&) duge quy vé viée tim phép bién
hinh da giac 1én nira mat phang. D6 1a co sd ciia phuong phap ma vao khoang
nam 1920 N.N.Paolopxki di dung dé giai rat nhiéu bai toan thim co ap.

3.1.2. Cong thirc Schwart — Christoffel

Gia su trong mat phang cta bién so phtc z

>

YOLATG *

= x + 1y, chung ta ¢6 m{t da giac kin AA; ...

A,

A,; nhiing gbéc tuong tng biang o, 7T, O, T, ...,

o 1 trong d6 o,0,,... 1a nhing s6 thuc théa

man
o, +o,+..+0o, =n-2 (3.2)
Theo ly thuyét cac ham giai tich don tri, da g
giac nay s& duoc bién hinh béo gidc 1én nira e
mit phang trén § =& +in boi cong thirc: Hinh 3.2

4
z=M[(-a)"".((-a,)""dC+ N (3.3)

Go1 la cong thuc Schwart — Christoffel, trong do a,,...,a la toa do cua
nhimg diém trén truc thyc cta nira mit phang ¢ Gng voi cac dinh cua da giéc,
M va N 1a nhitng hang sb phirc. Ta c6 thé chon tuy ¥ 3 diém a., Sau do thi cac
) a,va cac hang s6 M, N dugc xac dinh duy nhat.

Néu mot diém a, ra vo tan, chéng han a_ =0, thi cong thirc cling nhu trén
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nhung bo di nhan thic tuong tng:
¢
z=M[(¢-a)*"..((-a,,) " "d{+N
0
Khi ay thi s6 o, dugc tinh bang cong thuc (3.2):

o, =n—-2—(a,+0o,+...+0,,)

Néu mot dinh Ay ra vo tan, thi cong thuc cling

nhu trén, nhung phai lay o, la goc gitra hai canh ra vo
tan d6i dau:
-
z=M[(¢-a)""..((-a, ) (¢C-a)* ((-a,) ™ ..(—a,)" "d+ N
0

3.1.3. Bién hinh chir nhat thanh nira méit phing:

Ta hay bién bao giac chit nhat c6 canh

la ®,va o,nhu trong hinh 3.3 1én nira mat _ LI
r\‘_ ..."....:.. .....:.'.:..r\; 2 =+ 5
phfmg trén C. @
A me :..A‘:
Ta co thé cho truée a,=1l,a,=-1 va 0 [N
2
£(0)=0. Khi 4y vi li do doi ximg, céc diém A e gl T
\ ~ 1y 3Ke s . X £ ’/\" i
a, va a, s€ la do1 xung nhau qua diém goc a,= {_\ a,=-1 0 a=1 %=}
. < 1 < . 5
va ta dat aZ:E’aSZ_E’ k s€& dugc xac Hinh 3.3

dinh sau (k < 1). O day o, = % (i=1,2,3,4). Ham thyc hién phép bién hinh co

dang

Z:M'i a6 +N'

T

Viz(0)=0nén N'=0.Goi M=M"'k, ta cd thé viét
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¢ dC
z=M| (3.4)
o\(1-87) (1K)
Tich phan & (3.4) goi la tich phan elliptic loai 1 va khong thé biéu dién
dugc qua cac ham so cip.
Pé xac dinh dugc cac hang s6 M va k, ta st dung cac tuwong Ung

a, >Ava a, > A,. Trudc hét ta co:

o _ Mj ds (3.5)

2 o J-0)a-Ke)

Tiép do 1a

(3.6)

(& day ta ldy 1-C% =—iJ{? =1 vi ta phai vong diém ¢ =1 theo chiéu am
nhu chi & hinh 3.3). So sanh (3.5) va (3.6) ta co:

i (3.7)

& -1)(a-K¢)

Chia (3.5) cho (3.7), hing s6 M s& duoc gian udc va ta nhan dugc

o, =M

2

e— x|

\ ‘A A fe oo A O A ) A \ g2 A e
phuong trinh lién hé k véi ti s0 —. Nhu vay k chi phu thudc vao ti so gitta

®,

cac canh, biét ti s6 d6 ta co thé dung bang tinh dé tinh k. Néu da biét k ta s&
tinh M tr (3.5):

M=t 3.8)

Vi K 1a tich phan xéac dinh

K =K(K) = | e (3.9)

o \1-¢) k)
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K duoc goi 1a tich phan elliptic dﬁy du, né phu thude vao s6 k duoc goi
la modun cua tich phan elliptic. Vi k luén luon bé thua 1, nén bao gio cling cd
mot goc adé cho K=sina va thuong ngudi ta cho bang tinh K theoo. S&
k'=+1—k? =cosa duoc goi 1a mddun bu. Tich phan & (3.7) duoc ki hiéu la

K'va vé1 phép bién doi bién so

1
T=
1_ k2c2
s¢ thanh
K h dt
I :J' —— = K(k") (3.10)
o\¢ —1)(1 k7)o y(1-v) (1K)
K'duogc goi 1a tich phan elliptic bu day du. Ta co:
o, K’
o, 2K (3.11)

1

Thuong nguoi ta cho bang lién hé gitraccva logq = —TcK?. Khi biét ti sd
cac canh cta hinh chit nhat, ta c6 thé tim K va do do co logq. Voi gia tri
logq da biét, tir bang ta tim duoc o twong Gng, va sau d6 ciing tir bang ta tim
gia trj ciia K. Biét K va m, ta tinh duoc M theo (3.8).

Vé6i nhimg ki hiéu d3 dua vao, phép bién hinh dang xét (3.4) dugc viét
la:

s :j dg
2K 1= g) -k

Néu bay gid ta lam phép thay doi bién sd tich phén:

7=

(3.12)

£ =sin@ = @ =arcsin’, thi tich phan cudi cing sé& tré thanh
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(3.13)

¢ d([)
F(o,k) =
(@) !Jl—kzsinch

D6 1a dang luong giac cta tich phan elliptic. i véi tich phan ay ngudi

ta thanh 14p bang chi tiét. Pai luong ¢ duoc goi 1a bién d6 cua F(o, k).

Khi ¢ = g , ta c6 tich phan day du:

2 d
K=FCE k)= i
(2 ) L/l—kzsinch

Vi ki hiéu (3.13), phép bién hinh (3.12) tré thanh
. .
z=—2=F(arcsinl,k 3.14
1 = Flarcsing K (3.14)

Néu ta goi ham nguoc cua ham u=F(arcsin ¢, k) 1a ¢=sn(u, k) thi
(3.12) ciing co thé viét

§=sn(%z,kj (3.15)

®,

3.1.4. Cac ham Jacobi
Nhu trén da nd1, ham nguogc cua tich phan elliptic
4
z =F(arcsing, k) = | 96

o J21-0)(1-KC)

la ham ¢ =sn(z, k) duogc goi 1a ham Jacobi voi modun k, va cling dugc viét

tat 1a ¢ =snz, néu k 1a c6 dinh. N6 tng véi (3.12) khi o, = 2K, va theo (3.11)
o, =K". Vay no bién 1én nira mit phéng trén C hinh chir nhat c6 canh 2K va
K', vata co:

sn(K)=sn(K,k) =1, sn(K+iK") :%, sin(iK") =0 (3.16)

S6 héa boi Trung tam Hoc liéu — Pai hoc Thdi Nguyén http://www.Irc-tnu.edu.vn



27

Theo nguyén ly ddi xtrng ham snz c6 thé thac trién va c6 thé tiép tuc ra
toan mat phang z dé trd thanh mot ham phén hinh trén toan mit phang  (hinh
3.4):

¢ =sn(g,k) =snz

SV LN Vet U Ut 3
D 10 Rl . stee ¥’

K

Hinh 3.4
Ham phan hinh nay 1 ham tudn hoan kép c6 hai chu ky: 4K va 2iK'.
Vi ng va n, nguyén, ta co
sn(z +4n,K +2n,iK") =snz (3.17)
Pong thoi né ciing 1a mot ham 1&: sn(-z) = —snz

Ham snz c6 khai trién lugng gidc

o0

T sin(2m +1)7T—Z
snz=—>" 2K

KK 5% ghom +1) ™
2K

(3.18)

Cung v61 ham sn nguoi ta con xét cac ham
cnz =+/1-sin*z,dnz =v1-k’sn?z (3.19)

cling c6 nhiing tinh chit trong tu va goi 1a cac ham elliptic cta Jacobi. Néu k

= 0 thi snz trd thanh sinz, cnz thanh cosz va dnz thanh hang sb 1.
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D061 véi cac ham Jacobi, ta con c6 cac cong thirc sau day:

—snz =cnzdnz, —cnz=-snzdnz,
dz d

—dnz =-k’snzcnz  (3.20)
z dz

snzcnwdnw + snwcnzdnw
sn(z + w) = ————
1-k°sn“zsn“w

cnzenw — snzsnwdnzdnw
cn(z+w): OO, (3.21)

q _dnzdnw — k*snzsnwcnzenw
n (Z + W) o 202 2
1-k’sn“zsn‘w

bac biét

chz
sn(z+K)=— 3.22
( ) dnz (3:22)
3.2. THAM DUOI CONG TRINH THUY LOI

3.2.1. Hinh chir nhit co s& ctia bai toan thim c6 ap

Chung ta hiy xét bai toan thadm dudi cong trinh thity loi nhu hinh vé& dudi
day (hinh 3.5a)

- XH (S
B -.:.. o -:.: ..:.:.'. C >
A . D =-Q
b)
N
B K .
s -IC >
o i -
E <1 ‘ - : -
TIA T 1 DE R . *
i ol @ w5 :C Rt A D
c)
Hinh 3.5
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O day dé khoi 1an v6i modun k, ta goi hé s6 1a x. Ta goi H=H, —H,la
hiéu s6 cac muc nude Hy, H, & thuong luu va ha luu, Q 1a téng luu luong
nudc tham (tinh theo don vi bé day), tir thuong luu sang ha luu ma ta s& phai
tinh. Ham thé ¢ 1 hang s trén AB va CD, ham dong vy 1a hang s trén BC va
AD. Ta co

Ve =W =Q
Pro — Pep =% (H, —H, ) =—H

Vi cac ham ¢ va y c6 thé chon sai kém mot hr?mg s6, cho nén ta co thé
lay diéu kién bién nhu sau:

Otrén CD Otrén BC
) {-XH trén AD V= { Q trén AD

Vi su lya chon éy mién thé vi da dugc v& trén mit phéng ®: do 1a hinh
chir nhat c6 cac canh bﬁng yH va Q, dugc goi 1a hinh chitr nhat co s¢ ctua bai
toan tham (hinh 3.5b).

Gia st ta da bién bao gidc mién tham z 1én nira mat phang dudi &, voi su
tuong tng nhu trong hinh 3.5¢c. Tham s6 k dugc xac dinh bai kich thudce cua
mién tham. Véi sd k Ay 1am modun, ta s& 1ap ham sd o'= F(arcsinq,k). Ham
nay s& bién nira mat phang duéi 1én hinh chit nhat ®' ¢ canh bang 2K va

K" nhu trong hinh 3.5d. Quan h¢ gitra ® va ®' 1a bao giac nén hai hinh chir

nhat la déng dang: % = £ Tu do rat ra
= 1HK'() (3.23)
2K (k)

Vay la ta tinh duoc luu lugng néu da tinh duoc moédun k

Theo nhu hinh 3.5, quan hé gita ® va ' |a:
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m':%awK

yH

Cho nén quan hé gitra {va o la

yH )
==—| F(arcsin{,k)—K 3.24
o=2 [ Farcsing k) - K] (3.24)

va nguoc lai
2Kw
=sn| —— 2
¢ sn( H +K] (3.25)
Hay
g=sn(u+K)= yoi g = 2K (3.26)
dnu yH

Néu day twa khong co, tuc la coi nhu day o vo tan thi hinh chu nhét co so
~ Y \ , A \ T , \ \ . \
s& trd thanh nura gidi, so k =0vaK = > ham sn tré thanh ham sin va (3.25)

sé tro thanh

C= cos X2 (3.27)
yH
3.2.2. HO6 dé phing trén lop thim siu vo han
Gia str cho trudc hiéu ap luc thuy dong la H va @ dai BC = 2/ (hinh
3.6a)
Ta co thé cho
il trén AB
Q= H2 ; w=0trén BC
X? trén CA

Thé thi mién o 1 nira giai nhu trong hinh 3.6b, ¢6 bé rong 1a yH . Truoc
hét ta hay bién mién z va mién ® 1én nua mat phang ¢ (hinh 3.6¢). Ta co:

z=/0(
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va theo (3.27):

w:—marccosq

T

Loai € rata co ham thé vi ph{l’c duoi dang:

H z
o=—""arccosZ (3.28) )
T l
’ ’ . ~_ . A ? A A 4
Van toc tham tai moi di€ém cua mién tham B 6
& duge cho boi it bhal
— . do  yH¢ 1 A ik
W=u-iv=—=_%X (3.29) AlF#E e vl A
dz 2 \/[2 —7?
. b)
Van toc tham triét tiéu tai vo tan . Z=o0 va
;s . L 1 1
tro thanh vo6 cung tai B va C: ey WYV
Z=%/ c)
D¢ tim cac duong dong va duong thé ta Hinh 3.6

viet
. 7T . T T .. 7T 7T
Z=X+1y=/C0S—(@+ iy )=/Cc0S— @Ch——y +i/sin— psh—
y xH((p ) el A aY
Tach phan thyuc va phan ao:

X = Kcosi(pch i\y

H' " o H
e (3.30)

y =/sin i(psh i\y
xH  xH

Céac duong dong ing vo1 y =y, hang s6. Mubn co phuong trinh duong

dong tng véi y =y, thi ta loai ¢ ¢ hai phuong trinh (3.30). Ta duoc

2 2
Xn + yn -1 (3.31)
EZChsz\VO fZShle_l\Ilo
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4 A . ? A . 4 J4 \ n A
Do la phuong trinh cua mot elip , cocactrucla a=/ch —H\|10 va

b =€shiw0. Ta co:
xH

a’ — b= (?
Vay do la mot elip co tiéu diémtai AvaB: z==+/. Thay doi Y, ta se co
mot ho elip dong tiéu (hinh 3.6).
Ciing vy dudng thé Gmg véi @ = @, ta se co phuong trinh

2 2
X — - y -1 (3.32)
Ezcosszcpo EzsinZXH(pO

Do la phuong trinh cua mot hypebol , ¢6 cactrucla a=/ Cosl(p0 va

b =/sin iH(po. O day via® + b? = ¢? ta co nhung hypebol dong tiéu voi cac

elip trén. RO rang hai ho elip va hypebol nay 1a truc giao vdi nhau.
Bay gio ta hay tinh ap luc trén day cong trinh AB. Ta co:
x,0
h(x,O):—M+C, —l<x</
X
nhung trén AB ta co y =0 cho nén o=, tuc la ¢(x,0)=(x,0). Do do
hi

Hinh 3.7
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h(x,0)= ﬂarccos% +C= Marccos% +C
T T

Tai x=—/ thi h(-¢,0)=H
Do do

B arecos(-1) + C = H,
T

hay H;-H,+C=H;,, hayC = H,. Vﬁy

h(x,O):Marccos§+ H, (3.33)
T

Biéu do cua ap luc trén day duoc ve o hinh 3.7
3.2.3. Ho dé phing trén lop thim hwu han
Truoc hét ta hay bién mién thim z 1én nua mat phang
Muon thé ta coi no nhu la mét tu giac co cac dinh A, B, C, D voi cac goc

0,mmO

a)
o 5
E k -]
O
b)
Hinh 3.8

Cong thuc Schwart — Christoffel cho
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4 - & 12
Z=M1I(C2—%j dg:Mjll_(sziz

Voi M = - M. Cudi cung ta co:

2=Mlog1+k€ (3.34)
2k T1-kE
Tai { =1 thi z=/, trong do 2/ 14 bé rong BC, cho nén ta co
M, 1+k
z=—1Iog—— 3.35
2k J 1-k (3:35)
Bay gio ta quay quanh diém D (C = %) theo chiéu duwong tu doan CD

sang doan DE (hinh 3.8), thi log(1 + k) khong doi,
log(L— k&) = Iog(c - %j +log(—k) s&tanglén i, trong luc do thi z se

bién thién —Ti, trong do T la d6 sau cua mién tham. Vay ta co

. M, 2KT
—Ti=—(-ni)hay M =——
2k( ) hay T
Do do, tu (3.35) ta rut ra gia tri can biét cua k:

1+k

T
{=—log——
T gl—k

1194
hay k = th— 3.36
y T (3.36)
Phép bién hinh dang tim sé& 1a

T, 1+kg 1. nz
z=—1lo hay { =—th— 3.37
AT, (3.3

Mit khac theo (3.26), giua thé vi phuc ® va £ ta co quan hé

Q:sn(u+K):Cn—u voi u:zﬁ
dnu yH

cho nén cudi cung ta co

T, dnu+kcnu 2K
z=—log———, u=——-

, (3.38)
n  dnu—kcnu yH
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Hoac nguoc lai (3.24)

H . 1, nz
®=)2(—K[F(ar03|nC,k)],C=EthE (3.39)
Luu lyong trén don vi bé day theo (3.23) 1a
Q:XHK (k)’k:thnﬁ (3.40)
2K (k) 2T
Ap lyc theo cong trinh 14;
th ™
h:—gzi K —F| arcsin—2T1 K (3.41)
r 2K thﬂl
2T
Van toc la:
— 1252
W:u—iv:d—w:d—w:%:TEXI_I ! k% (3.42)
dz df d¢ 4KTY\ 1-¢
hay theo (3.37):
chn—f
W= Z’ﬂ 2T (3.43)
\/Ch (¢ +2) sh n(l—2)
2T 2T
Dic biét doc theo day ha luu: z=x>7,
chn—f
W= Z’é’: 21 (3.44)
\/ch (X +0) o T(X—1)
2T 2T
va doc theo nén khong tham: z = x — Ti,
chn—g
u= Zﬁ': 21 (3.45)
\/5h m(x+0) o w(X—1)
2T 2T

Pé tim phuong trinh duwong dong va dwong thé, ta chu y rang theo (3.18):
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d ., dnu+kecnu op sin(2m +1)ﬂ
— =-2ksnu =——z 2'5
K m=0sh(2m +1)L

du 9 dnu —kcnu

cho nén theo (3.38)
: T
iz __Eism(Zm +1)R
du K no sh(2m+1) K
2K
Do do
mu
w cos(2m+1)—
il 2K __ (3.46)
T m=0(2m+1)sh(2m +1
(2m +1)sh(2m +1) %
Ta thay u bang gia tri o (3.38) va dit
Q) _ ([)+|\|I :_h+iq :_(H_ia) OLZTC—K|
xH  xH H 2K
Roi dung khai trién z = X + iy va
coscosw(ﬁ— |a) = costh chng —isin thshrq
Ta se co
AT ( coswh chnq cos3rh ch3ng
X=— + +...
T sha 3sh3a
L _ _ (3.47)
__AT[sinzhshrq N sin3xh sh3nq N
T sha 3sh3a
Tu nhung cong thuc Ay ta co thé ve cac duong thé h=———const va

yH

dwong dong q = _iH = const (hinh 3.9).
X
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== = S ===,

i o P T T E IO IIEETEIITI I D
Hinh 3.9
3.2.4. Ho d¢ phing trén lop thim hwu han co vach cu
Ta gia thiét vach cu cach hai daula ¢, va £,: £, +/¢, =20 vacé do dai la

S, 46 sau cua mién tham la T (hinh 3.10)

Tt
Hinh 3.10

Gia st ta dd bién mién thAm z 1én nira mat phang ¢, sao cho cac diém: 2,

6, 7 chuyén thanh cac diém:
£, =0GC=L¢,=-1

Vi li do ddi xting cac diém 1, 3 s& chuyén vé nhitng diém doi xung doi

voi goc:
§=-0, =0
Sau do ta goi anh nhung diém 4 va 5 1a

c,=PB, ©5=—P
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‘A 14 \' 4 Tc ’ ."\
Vé goc thi ta co 0c6zoc7=O,oc4=oc5:n,oc1:oc3:§,oc2=n. Phép bién

hinh c6 dang
GG +Si

¢
! (1-¢)o? - C?
Ta thay doi bién sb t=1/c? —(? vadit o'=1-c? va duge

Z=A

2 2
Z= —é{arctan "—,C —arctan EJ +Si
&) (&) 0)

Tai C,IG,taCbZZO, nén

O:élarctangl+8i (3.48)
() (&)
do do
2 2
Z= —élarctan G—F (3.49)
(&) 6)

Néu ta chuyén sang doan =& >0 bang cach quay quanh diém (=0

mét goc mthi /o> —¢® chuyén thanh i /2 —o° , tirc 1a dbi voi doan &> o ta

co:

: 2 2
z:—ifarcthg
c c
hay duoi dang loga
¢ -0 :
Z__ﬂlogl—i_ oy ~ Ai | g(\/l—(yz +\/C2_52)
2c' _\/QZ_GZ 2c' (1—@)(1+C)
Gl
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Pén diém ( = Cs =1, ta lai quay quanh diém day mot goc 0, log % sé
bién thién —i, tuc la z se bién thién
_AL (—mi) = _An
2c' 2c'

Mat khac xet trén mién tham thi z bién thién —Ti, nén ta co

AT Tihay -2 _2T (3.50)
20 (o 17
Nhu vay (3.49) sé thanh
2 2
z :Z—Tarcthc—lc (3.51)
T c

Giai theo £ ta co

C= i\/csz 1o th? 2
2T
trong do ta 1ay dau + hay —, tiiy theo z & bén phai hay bén trai cta truc 4o.

Thay gia tri cua ﬁl tu (3.50) vao (3.48) ta se co
(0)

(3.52)
va d6i voi ¢ taco
Q:J_rcosn—S th? 72 | tan? &> (3.53)
2T 2T 2T
Cho z=—/¢, va z=+/,, voi quy luat diu nhu trén ta se co
B, = cos;c—S thzz—ﬁ} +tan’ g—_?
(3.54)
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Theo muc 3.1 cta chuong ndy, bai toan thim s& dugc giai quyét néu ta
bién duoc hinh chu nhat co ban cua mién thé vi ® 1én nua mit phang £, sao
cho cac dinh ung voi cac diem ¢,,&, &, &, . Ta hay viét cong thue Schwart —

Christoffel duoi dang vi phan
d y d

E-C)(E-C)E-C)(E-6)  Jc-B)(c+B)(¢* )

A

do=M

XH+Q

XH =
il =2 g £
Prae sy SB
Hinh 3.11

Thay ¢ ta dua vao bién sé6 moi u xac dinh boi

1+, 6-1 k_\/ 2(B, +P,) (3.55)

2u=sn’(u,k)= . ' -
sSn-u=sn (U ) 2 C_Bz (1+[31)(1+Bz)
Ta co:
anu:cnz(u,k)zl—snzu=1_ZBZ-£;_+[;L
1-B, C+B,;

dn®u=dn?(u,k)=1-k’sn’u= .
1"‘[31 C_Bz

LAy vi phan cua sn’u, theo (3.55) ta co
1+, 1-B
2 2 ) 2 > dc
(c-B.)

2snucnudnudu =

do do
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qu_JAB)(+B,) a6 _ M 4o (3.56)
2 J(E=B)(C+B)(E7-1)
voi u:%\/(u B,)(1+B,) (3.57)

theo mién thé vi da chon nhur trong hinh  2.11, thikhi =, =1 thi ® = 0,
dong thoi theo (3.55) snu = 0, tuc lau = 0. Vay tu (3.56) ta rut ra

1)
u=-— 3.58
Zo (358)
va tir (3.55)
sn? 1P 61 (3.59)
2 C_Bz
u u

Tai {={, =P, thi mot mit theo (3.55), SN o=, tuc la M(o:—iK',
mit khac @=Qi (hinh 3.11). Vay

Q=-——2K' (3.60)
v

iad

Tai (=, =-P, thi motmattheo (3.55), san:%, tuc la

ﬁw: K —iK', mit khac ®=—yH + Qi. Vay:
Y- (3.61)
K
Quan hé gitta » va ¢ & (3.59) tro thanh
on? Kco:1+[32. -1
xH 2 C-B,
Pdng thoi tir (3.60) va (3.61) ta suy ra cong thuc tinh luu luyong:

(3.62)

_ xHK’
Q K
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trong y K va K' tmg véi modun k & (3.55).
Trong trwong hop do6i xung la: ¢, =¢, = ¢ (hinh 3.12), thi ta cé:

S
=B, =P =c0s—,[th® — + tan®* —
Pi=P. =P 2T\ 2T 2T

==

.

TITTTTTITTTTT T TTTTT 77T T T T T 77777777
Hinh 3.12
Voi quan hé nhu thé giwa k va B, thi ta c6 dang thuc Landen

K'(K) _ K'()
K(K) ~ 2K(p)

cho nén luu lyong co thé viét

_ xHK'(B)
Q‘zK@)

Dicu ma ta co thé thay duoc bang cach bién mién tham Ién nua mat

phang duoi bang phep bién doi (3.53)
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Chuong 4

PHUONG PHAP BIEN HINH BAO GIAC TRONG BAI
TOAN THAM KHONG AP

Dic trung cta chuyén dong tham khong ap 13 c6 mit ty do  (hay con goi
1a miat bdo hoa). So voi chuyén dong co ap, viéc nghién cuu cac bai toan thim
khong ap phuc tap hon nhi éu vi trong truong hgp nay c6 mot phan bién gisi
ctia mién tham chua biét . Po chinh la mit tw do . Phuong phap giai cac bai
toan c6 ap 1a tim ham bién hinh bao giac mién thé vi phuc 1én mién tham
Trong cac bai toan t him khong ap phuong phap bién hinh bao giac truc tiép
nhu thé khong con dung duoc nua vi mién thim chua xac dinh . Dé khéc phuc
kho khin d6 nguoi ta dua ra cac ham phu sao cho mién gié tri ctia nd hoan
toan xac dinh. Sau do ta tim ham bién hinh bao gidc mién nay 1én mién thé vi
ph{rc. Thong qua moi lién hé do ta tim duoc quan hé giua ham thé vi phirc va
mién thim. Hon thé nua ta xac dinh duoc phuong trinh mat tu do.

Duoi déy la phwong phdp ham Giucovski cho bai toan nay
4.1. Ham Giucovski

Ta thay giua thé van toc va ap suat co moi lién hé nhu sau:
P
¢= —X[— Ty
P9

~Lp=g+yy
Pg

Tu do suy ra

Ta dat
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0, =p+xy (4.1)
Ham 0, chi sai khac 4p suat mot hang s6 nhan . Vi (p(X,y) vay la cac

ham diéu hoa cho nén ham 0, ciing 1a mot ham diéu hoa (theo cac bién x, y).

RO rang ham

0, =y —xx (4.2)
12 ham diéu hoa lién hop v6i 6. Do do ham
0=0,+10,=0—Iiyz (4.3)

la mgt ham giai tich.

Ham 6 va cac ham sai khdc ® mét hang s6 nhan goi la ham Giucovski

Ta xem xet dua ra ham Giucovski duoc loi gi?

Van dé ta dang quan tdm la cac mit tr do . Nhu da biét diéu kién trén
bién mit tu do co dang

¢+ 7y =const
Boi vay diéu kién trén bién cua ham Giucovski trén mit tu do co dang
Re =0, =const (4.4)

Nho hé thuc  (4.4) ma trong nhiéu truong hop mién gia tri ciia ham
Giucovski hoan toan xac dinh.

Duoi déy ta dwa mét vai thi du vé ham Giucovski.
4.2. Vach cir Giucovski

Gia st vach bé tong thang dimg ngp sau trong dat voi chidu sdu /. Phia
thiong lwu co nuoc voi chiéu sdu H . Nuoc thim quanh coc cu va dang 1én
sau coc cu dén do cao cach miat dat mot khoang bang d va tao thanh mit tu do
(hinh 4.1). Truoc hét ta xet cu thé diéu kién bién trén mat tw do . Trén do ap
suat bang ap suat khong khi va thuong xem bang khong . Néu co ap luc mao
dan thi ap suat do ban g —pghy, voi hy 14 d6 cao nudc nang trong dat do mao

dan. Khi do diéu kién bién trén mat tu do la
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0, =¢+yxy=xhy (4.5)

v

Hinh 4.1
Trén bién AB la bién tham ta co

¢=—xH (4.6)
Trén bién BC la bién khong tham ta dat y =0 (4.7)

Trén doan ABtaco @=—yH vay = 0, nén diéu kién d6i voi ham

Giucovski trén AB co dang

0, =0 +xy=—H (4.8)
Vi doc theo BCD thi y =0, X =0 nén trén do ta co
0,=y —x=0 (4.9)

Nho cac diéu kién bién (4.5), (4.8) va (4.9) mién cua ham Giucovski trén

mat phang 0 14 hoan toan xéac dinh. Po la nua giai trén hinh ve 4.2,

Hinh 4.2
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Phép bién hinh bao gidc mién 0 1én nwa mat phu ¢ (nhu trén hinh ve 4.2)
co dang

—h,,
2

ezm—iz:XH+hMarcsinC—xH (4.10)
T

Mién thé vi phuc o 1a mot goc vudng nhu trong hinh 4.2. Phép bién hinh

bao giac mién nay la nra mat phang phu c6 dang

H+X(H+hM\/J%d)«/Q+1 (4.11)

Viéc tim ra cac biéu thuc  (4.10) va (4.11) dua vao cac phep bién hinh

0=-Y

bao giac ctia cac ham so cap . Khu o tu (4.10) va (4.11) ta co phuong trinh
xac dinh z nhu sau:
iz = i
J2
Lay dao ham cac phuong trinh (4.10) va (4.11) theo ¢ ta co
do . dz  H+h, 1
— ==X
dg dg T 1-¢2
do _x(H+hy,+d)
dg  2,/2(¢+1)
Chia tung vé cac phuong trinh ta co:
dz 242  H+h,

1-ipZ = . 413
Pdo myl¢ Hxhy,+d @13)

(H+h, +d)Jor1-" +2hM B aresine (4.12)
7T

Hé thuc (4.13) cho phep ta xac dinh duoc véan tdc tham:

— ixt(H+h J1-
W :d_oa _ Ixn( +h,, +d) C (4.14)
dz m(H+h,+d)J1-C-2v2(H+h,,)
Tuy nhién trong biéu thuc (4.14) c¢6 tham sb d can xéac dinh . Pé xa dinh
dz

no6 ta cha y ran g tai diém C la ddu mut coc cu thi W = oo, tucla —| =0,
)
C=Co
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¢, 1a diém ciia ¢ tmg véi C. Thay diéu kién do vao (4.13) ta xac dinh duoc &,

nhu sau:
2
8 H+h
-]-—| — M 4.15
S nz[H+hM+dj (4.15)
Miat khac, tai diém C ta c6 z=—i/. Vi vay tir (4.15) va (4.12) ta suy ra
4(H+h,)
f=J<H+hM+d>2<;2M)<H+hM)+
T
2(H+h 2(H+h
+ (H+ "")arcsin (H+hy) (4.16)
i n(H+h, +d)

Hé thuc (4.16) cho phep ta xac dinh duoc d qua cac dai lvong da biét.
Bay gio ta di tim phuong trinh xac dinh mit tu do . Tu (4.10) va (4.11) ta
co

w=—y| H-(H+h,, +d)cos w0 )

2(H+h,) 0

Doc theo mat tu do ta co
@+xy =xhy, W=0,0=—(ixx+xhy ), @=—xy +xhy,.
Thay nhung diéu kién trén vao (4.17) ta tim duoc phuong tri nh xac dinh
mat tu do nhu sau:

X

=H+h,-(H+h,+d)ch———
y=H = (H Dy ) S )

(4.18)

Po la phuong trinh cua mot duong déy xich ¢ dinh tai diém z = —id.
4.3. ThAm qua mang lwoi co loc ddi xung g

Gid st mang c6 dang don  gian la mot doan

thing nam ngang dai BG. No6i mot cach khac 1a do
cao muc nuoc trong kénh khong dang ké . C6 hai

ranh thodt nudc nam ngang doi ximg do1 va1 mang
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va khoang cach tir rinh thoat nudc dén mang 1a T (hinh 4.3)

Bay gio ta xet cac diéu kién bién . Vi ABC la bién tham nén trén d6

(¢ =const.
Ta dat ¢ =0 trén ABC. (4.19)
Vi CD la duong bao hoa (mat tu do ) nén trén do co hai diéu

kiény =const va ¢ +yy=const. Ta dat

W =—% va @+yy=0 trén DC (4.20)

Bién DE la bién thAm nén trén do ¢ =const. Theo (4.20), tai diém D ta
c6 @+yT=0.Vaytaco
¢@=—yT trén DE (4.21)

Bién EF la duong bao hoa, vay W =const va ¢+yy =const. Vi trén DC

ta da dat = —% va hiéu s6 ciia ham dong  giua EF va CD phai bang Q

nén trén DC vy = % Vitai Etacd @+yy=0 (suy tu (4.21)) thi trén toan EF

ta co @+ yy =0. Vay cac diéu kién trén bién EF la

Wz%vé o+yy=0 (4.22)

Do FGH la bién thAm va trén do y = O thi theo (4.22) tai diém F ¢=0.
Do do ta co
¢=0 trén FGH (4.23)
Do cac diéu kién bién tir (4.19) dén (4.23) dé thay mién thé vi phuc la
mot hinh chur nhat , con mién ctia ham Giu covski la nua mat phang  (vi trén
moi bién ta déu cd 0, =p+yy=0) Cac mién cua ®, O va nira mit pha ng phu

¢ duoc chi ro trén hinh 4.4.
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H/Pe
G . el o
Bl =, ° o> & e 2
o5 e 4G
ORI ol i AvB . € D K E.F G
Baron s B¢ k©k
a1 P 5
ct: D o
By
INE
Hinh 4.4

Trudc hét ta im quan hé giita © va £. D6 1a phép bién hinh nira mat
phang 1én nira mat phang giit nguyén diém vo tan. Cho nén ham bién hinh c6
dang

0=al+b (4.24)

Cac hé so trong (4.24) ta s& xac dinh nhu sau. Vi mién o 1a mot hinh chix
nhat, cho nén theo két qua da biét & chwong 3, ham bién hinh c6 dang quen
biét

o= Qi Jg. a6 —xT (4.25)
25 1-¢) (- k)

trong do so k s€ dugc xac dinh sau.

Tuong ty nhu & chuong 3, ta ¢6 méi quan hé sau day ddi voi luu luong

tham:
0= 2xTK _ 24 TK(K) (4.26)
K' K'(k)
Do biéu thirc ctia ham Giucovski ta c6 thé viét (4.24) dudi dang
o—iyz=al+Db (4.27)

Tai diém K ta ¢6 £ = 0 vd z = Ti, o=—yT. Thay cac gia tri ndy vao

(4.27)tacob=0.
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Tai diém E ta co Czl,z:%+T|,oo=—xT+% v6i B 1a chiéu rong cua

kénh. Thay cac gia tri nay vao (4.27)tacd a= %(Q — xB)
Tém lai ta co
: I
w—le:E(Q—xB)Q (4.28)

1

a2 L : : :
Tai diém F ta c6 C = ,Zzg,ngl,vc’nLlékhoémg cach gitra C va

F. Thay cac gia tri trén vao (4.28) ta dé dang tim dugc hé thirc
X
= B-kL 4.29
Q=7L-(B-KL) (4.29)
So sanh (4.29) voi (4.26) ta O
B , L K
——k==2(1-k)— 4.30
T kgp=20-k) (4.30)

Tir d6 ta xac dinh dugc moédun k néu da biét B, T va L (cho L tuc 1a da
dinh trudc bé mat rong phai tudi) va do d6 xac dinh Q theo (4.26). Bay gio tir
(4.25) va (4.26) ta co

K' T
C=Sn—((.°+x ) (4.31)
Iy T
Thay (4.31) vao (4.28) ta s& c6 quan hé can tim giita ® Va z:
. i K'(o+xT)
—NZ=—0+— —yB)sh————~= 4.32
e 5(Q-1B) T (4.32)

Cubi cung dé thiét ké céi loc, ta hay tinh khoang cach BG = | . Tai diém
, | : A g o in e a s
Gtaco z= > o =1y, trong do y, can xac dinh. Thay cic gid tr1 nay vao

(4.32) ta thu duoc

o K'(i\-uo +xT)
Iy T

%z—i\uo +%(Q—xB) (4.33)
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Mit khac dao ham hai vé caa (4.32) theo o ta co

. dz i d K'(o+xT)
—Ily—=-1+—-(Q—-yB)—sn—————= 4.34
Xdco Z(Q X )doo iyT ( )
Vi tai diém G van tc bang vo han nén tir (4.34) suy ra
' K'(i T) , K'(i T
0=—1+ - (Q-yB)en (o +xT) 4 Kiyo +4T) (4.35)
2T Iy T Iy T

Phuong trinh (4.35) xac dinh cho ta y, va tir (4.33) ta s€ tinh duoc I.
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Két luan

Luan van da trinh bay dugc cac van dé sau:

1. Khai niém phép bién hinh bao giac va mot sé phép bién hinh bao giac
quan trong trong giai tich phuec.

2. Bai toan tham phang dong chat va phuong trinh chuyén dong nudc
tham

3. Ung dung phép bién hinh bao gidc vao giai quyét bai toan tham cé ap
dudi cac cong trinh thuy loi bang cach tim ham bién hinh bao gidc mién thé vi

4. Ung dyung phép bién hinh bao giac vao giai quyét bai toan tham khong
ap dudi cac cong trinh thuy loi. Trong bai toan ndy do mién thim chua xéc
dinh nén da s dung ham Giucovski sao cho mién gia tri cua no la xac dinh.
Sau d6 ta tim ham bién hinh bao giac mién thé vi phtic 1én mién xac dinh do.
Tir @6 ta tim duoc quan hé gitta mién thdm va ham thé vi phirc. Hon thé nita
ta con ¢ thé xac dinh dugc phuong trinh mit tu do (phan bién gidi ctia mién

tham chua biét).
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