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LỜI CẢM ƠN 

Luận văn được thực hiện và hoàn thành tại trường Đại học khoa học- Đại 

học Thái Nguyên dưới sự hướng dẫn của TS. Vũ Vinh Quang. Qua đây tác 

giả xin chân thành cảm ơn sâu sắc đến thầy Vũ Vinh Quang, người đã đưa đề 

tài và tận tình hướng dẫn trong suất quá trình nghiên cứu của tôi. 

Đồng thời tác giả xin được gửi lời cảm ơn đến các thầy cô trong Khoa 

Toán - Tin trường Đại học Khoa học - Đại học Thái nguyên đã tạo mọi điều 

kiện thuận lợi để tác giả hoàn thành bản luận văn này. Tác giả cũng gửi lời 

cảm ơn đến gia đình, các bạn bè trong lớp Cao học K4C đã động viên giúp đỡ  

tác giả trong suốt quá trình học tập và làm luận văn.  

 

                           Tác giả 
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LỜI NÓI ĐẦU 

Trong trường hợp tổng quát, việc tìm nghiệm đúng của lớp các bài toán 

biên mà chủ yếu là phương trình elliptic cấp hai trong trường hợp điều kiện 

biên hỗn hợp hoặc hỗn hợp mạnh là không thực hiện được. Việc nghiên cứu 

giải gần đúng các bài toán biên mà tiêu biểu là các bài toán được biểu diễn 

bằng các phương trình cấp hai đã và đang là một lĩnh vực rất quan tâm của 

các nhà toán học. Trong nhiều năm qua đã có nhiều công trình nghiên cứu về 

lĩnh vực này, mục đích chính của các phương pháp là đưa các bài toán vi phân 

về các bài toán sai phân để tìm nghiệm xấp xỉ thông qua các thuật toán giải 

các hệ phương trình đại số. Tuy nhiên khi bài toán biên elliptic với các điều 

kiện biên phức tạp hoặc hàm nghiệm hoặc đạo hàm của nghiệm gián đoạn 

trong miền đang xét thì các phương pháp truyền thống sẽ gặp khó khăn. Để 

giải quyết bài toán trong các trường hợp này thì một trong những phương 

pháp được biết đến là phương pháp lặp với độ phức tạp tính toán thấp trên tư 

tưởng của phương pháp chia miền và dựa trên phương pháp này, hướng 

nghiên cứu hiện nay đang rất phát triển đó là nghiên cứu các sơ đồ tính toán 

song song giải quyết các mô hình bài toán phức tạp. 

Luận văn đặt vấn đề tìm hiểu một số phương pháp lặp giải bài toán  

elliptic cấp hai trên tư tưởng của thuật toán chia miền. Trên cơ sở các thuật 

toán chia miền, luận văn đề xuất việc xây dựng một số sơ đồ tính toán song 

song. Luận văn cấu trúc gồm 2 chương. 

Chƣơng 1: Đưa ra các kiến thức cơ bản về lý thuyết tính toán song song, 

phương pháp sai phân và thuật toán thu gọn khối lượng tính toán và hệ thống 

thư viện TK2004 giải số các bài toán biên elliptic. 

Chƣơng 2: Trình bày tóm tắt cơ sở của phương pháp chia miền. Trên cơ sơ 

các phương pháp đã biết, luận văn đưa ra một số sơ đồ tính toán song song 
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dựa trên tư tưởng chia miền giải bài toán biên elliptic cấp hai. Tiến hành đánh 

giá độ phức tạp của thuật toán, cài đặt thử nghiệm trên máy tính điện tử để 

kiểm tra sự hội tụ của các sơ đồ. 

Các kết quả thực nghiệm trong luận văn được cài đặt bằng ngôn ngữ 

Matlab trên máy tính tuần tự PC. 
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Chƣơng1 

CÁC KIẾN THỨC CƠ BẢN VỀ XỬ LÝ SONG SONG  

VÀ GIẢI SỐ PHƢƠNG TRÌNH ĐẠO HÀM RIÊNG 

Trong chương này, luận văn sẽ trình bày một số kiến thức cơ bản về lý 

thuyết xử lý song song, phương pháp sai phân và thư viện TK2004. Đây là 

các kiến thức quan trọng sẽ được sử dụng trong các chương sau của luận văn. 

Các kiến thức này được tham khảo từ các tài liệu [1, 3, 4, 5, 6, 9, 10, 11]. 

1.1.  Các kiến thức cơ bản về lý thuyết xử lý song song 

1.1.1 Định nghĩa: Xử lý song song là quá trình xử lý gồm nhiều tiến trình 

được kích hoạt đồng thời và cùng tham gia giải quyết một vấn đề, nói chung 

là thực hiện trên những đa bộ xử lý. 

Hiện nay vấn đề xử lý song song đã được hiện thực hóa nhờ những ưu 

điểm vượt trội của nó. 

1. Hiện nay giá thành của phần cứng (CPU) giảm mạnh, tạo điều kiện để 

xây dựng những hệ thống có nhiều BXL với giá thành hợp lý. 

2. Sự phát triển của công nghệ mạch tích hợp VLSI cho phép tạo ra 

những hệ phức hợp có hàng triệu transistor trên một chip. 

3. Tốc độ xử lý của các BXL theo kiểu Von Neumann đã dần tiến tới 

giới hạn, không thể cải tiến thêm được do vậy dẫn tới đòi hỏi phải thực hiện 

xử lý song song . 

Một trong các mục đích chính của xử lý song song là nghiên cứu và xây 

dựng những thuật toán thích hợp để cài đặt trên các máy tính song song, nghĩa 

là phát triển các thuật toán song song.  Câu hỏi tự nhiên là đánh giá một thuật 

toán song song như thế nào được gọi là thích hợp cho xử lý song song? Đối 

với thuật toán tuần tự thì chúng ta có thể thống nhất cách đánh giá dựa vào 
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thời gian thực hiện thuật toán, không gian bộ nhớ và khả năng lập trình, v.v.  

Đánh giá thuật toán song song thì phức tạp hơn nhiều, ngoài những tiêu chuẩn 

trên còn phải bổ sung thêm những tham số về số BXL, khả năng của các bộ 

nhớ cục bộ, sơ đồ truyền thông, và các giao thức đồng bộ hoá, v.v. 

Để cài đặt các thuật toán song song trên các máy tính song song chúng ta 

phải sử dụng những ngôn ngữ lập trình song song. Nhiều ngôn ngữ lập trình 

song song đang được sử dụng như: Fortran 90, nCUBE C, Occam, C-Linda, 

PVM với C/C++, CDC 6600, v.v.  

1.1.2 Đánh giá các chƣơng trình song song  

Sau đây chúng ta đưa ra cơ sở của phương pháp đánh giá độ phức tạp 

của thuật toán song song. 

Thời gian thực hiện song song  

Để đánh giá được độ phức tạp tính toán của các thuật toán song song, 

ngoài số bước tính toán chúng ta còn cần  đánh giá thời gian truyền thông của 

các tiến trình. Trong một hệ thống truyền thông, thời gian truyền thông cũng 

phải được xem trong thời gian thực hiện của thuật toán. 

Thời gian thực hiện song song, ký hiệu là tp gồm hai phần tcomp và tcomm 

tp = tcomp + tcomm 

trong đó, tcomp là thời gian tính toán và tcomm - thời gian truyền thông dữ liệu. 

Thời gian tính toán tcomp được xác định giống như thuật toán tuần tự. Khi 

có nhiều tiến trình tiến trình thực hiện đồng thời thì tính thời gian thực hiện 

của tiến trình phức tạp nhất (thực hiện lâu nhất). Trong phân tích độ phức tạp 

tính toán, chúng ta luôn giả thiết rằng, tất cả các bộ xử lý là giống nhau và 

thao tác cùng một tốc độ như nhau. Đối với những cụm máy tính không thuần 

nhất thì điều này không đảm bảo do vậy, việc đánh giá thời gian tính toán của 

những hệ như thế là rất phức tạp.   
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Thời gian truyền thông tcomm lại phụ thuộc vào kích cỡ của các thông 

điệp, vào cấu hình kết nối mạng đường truyền và cả cách thức truyền tải 

thông điệp, v.v.  Công thức ước lượng thời gian truyền thông được xác định 

như sau: 

tcomm = tstartup + n * tdata 

trong đó 

+ tstartup là thời gian cần thiết để gửi những thông điệp không phải là dữ 

liệu. Nó bao gồm cả thời gian để đóng gói thông điệp ở nơi gửi và thời gian 

mở gói ở nơi nhận. Để đơn giản chúng ta giả thiết thời gian này là hằng số. 

+ tdata là thời gian cần thiết để chuyển một từ dữ liệu (một mục dữ liệu) 

từ nơi gửi tới nơi nhận, được giả thiết là hằng số và n là số từ dữ liệu được 

trao đổi trong hệ thống.    

Ví dụ: Giả sử cần thực hiện cộng n số trên hai máy tính, trong đó mỗi máy 

cộng n/2 số với nhau và tất cả các số đó được lưu ở máy tính thứ nhất. Kết 

quả của máy tính thứ hai khi được tính xong sẽ được chuyển về máy tính thứ 

nhất để nó cộng hai kết quả bộ phận với nhau. Bài toán này được phát biểu 

như sau: 

1. Máy tính thứ nhất gửi n/2 số cho máy tính thứ hai 

2. Cả hai máy tính cộng n/2 số một cách đồng thời 

3. Máy tính thứ hai chuyển kết quả tính được về máy tính thứ nhất 

4. Máy tính thứ nhất cộng hai kết quả để có kết quả cuối cùng. 

Thời gian tính toán (ở bước 2 và 4): 

   tcomp = n/2 + 1 

Thời gian truyền thông (ở bước 1 và 3): 
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   tcomm = (tstartup + n/2 * tdata) + (tstartup + tdata)  

            = 2*tstartup + (n/2 + 1) * tdata 

Độ phức tạp tính toán là O(n) và độ phức tạp truyền thông cũng là O(n), 

do vậy độ phức tạp nói chung của thuật toán trên cũng là O(n). 

1.1.3 Thuật toán song song 

Thuật toán song song là một tập các tiến trình hoặc các tác vụ có thể 

thực hiện đồng thời và có thể trao đổi dữ liệu với nhau để kết hợp cùng giải 

một bài toán đặt ra. Thuật toán song song có thể xem như là một tập hợp các 

đơn thể độc lập, một số trong số chúng có thể thực hiện tương tranh trên máy 

tính song song. 

Để thiết kế được các thuật toán song song cần phải trả lời các câu 

hỏi sau: 

 Việc phân chia dữ liệu cho các tác vụ như thế nào? 

    Dữ liệu được truy cập như thế nào, những dữ liệu nào cần phải 

chia sẻ? 

 Phân các tác vụ cho các tiến trình (bộ xử lý) như thế nào? 

 Các tiến trình được đồng bộ ra sao? 

Các nguyên lý chính trong thiết kế thuật toán song song: 

1. Các nguyên lý lập lịch: Sử dụng các thuật toán lập lịch cho các bộ xử 

lý để giảm tối thiểu thời gian tính toán.  

2. Nguyên lý hình ống: Nguyên lý này được áp dụng khi bài toán xuất 

hiện một dãy các thao tác {T1, T2, . . ., Tn}, trong đó Ti+1 thực hiện sau khi Ti 

kết thúc. 

3. Nguyên lý chia để trị: Chia bài toán thành những phần nhỏ hơn tương 

đối độc lập với nhau và giải quyết chúng một cách song song. 
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1.1.4  Các cách tiếp cận trong thiết kế   

Có ba cách tiếp cận để thiết kế thuật toán song song: 

1. Thực hiện song song hoá những thuật toán tuần tự, biến đổi những cấu 

trúc tuần tự để tận dụng được những khả năng song song tự nhiên của tất cả 

các thành phần trong hệ thống xử lý.  

2. Thiết kế những thuật toán song song mới phù hợp với kiến trúc 

song song. 

3. Xây dựng những thuật toán song song từ những thuật toán song song 

đã được xây dựng cho phù hợp với cấu hình tôpô và môi trường song song 

thực tế.  

Như vậy, cách làm thông dụng là biến đổi các thuật toán tuần tự về song 

song, hay chuyển từ một dạng song song về dạng song song phù hợp hơn sao 

vẫn bảo toàn được tính tương đương trong tính toán. Do đó, khi biến đổi 

chúng ta cần trả lời hai câu hỏi: 

1. Kiến trúc nào phù hợp cho bài toán? 

2. Những bài toán loại nào sẽ xử lý hiệu quả trong kiến trúc song song 

cho trước? 

1.1.5  Phân tích và đánh giá thuật toán song song  

Đánh giá thuật toán tuần tự có thể căn cứ chủ yếu vào thời gian thực hiện 

được tính theo hàm của kích cỡ dữ liệu vào (input). Hàm này được gọi là độ 

phức tạp tính toán thời gian f(n) của thuật toán và được ký hiệu là O(f(n)). 

Một cách hình thức  O(g(x)) được định nghĩa như sau: 

Định nghĩa: Một thuật toán có độ phức tạp tính toán f(x) = O(g(x))  

Tồn tại số C dương và số nguyên x0 sao cho 0 ≤ f(x) ≤ C * g(x), với mọi số 

lượng dữ liệu vào x ≥ x0. 
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Hiển nhiên g(x), f(x) là hai hàm có giá trị dương. O(1) ký hiệu cho một 

hằng số bất kỳ. 

Độ phức tạp tính toán của thuật toán song song không chỉ phụ thuộc vào 

kích cỡ của dữ liệu đầu vào mà còn phụ thuộc vào kiến trúc máy tính song 

song và số lượng các bộ xử lý được phép sử dụng trong hệ thống. 

Độ phức tạp thời gian là thước đo quan trọng nhất đánh giá mức độ hiệu 

quả của thuật toán song song. Chúng ta giả thiết rằng mô hình tính toán có p 

bộ xử lý.  Nghĩa là mức độ song song là có giới hạn. Ngược lại, mức độ song 

song không bị giới hạn khi số các bộ xử lý là không bị chặn. 

Độ phức tạp thời gian của thuật toán song song sử dụng p bộ xử lý để 

giải một bài toán có kích cỡ n là hàm f(n,p) xác định thời gian cực đại trôi qua 

giữa thời điểm bắt đầu thực hiện thuật toán bởi một bộ xử lý và thời điểm kết 

thúc của các bộ xử lý đối với bộ dữ liệu vào bất kỳ. Có hai loại thao tác khác 

nhau trong các thuật toán song song: 

1. Các phép toán cơ sở như +, -, *, /, AND, OR, v.v. 

2. Các phép toán truyền dữ liệu trên các kênh truyền. 

Độ phức tạp thời gian của thuật toán song song được xác định bởi số các 

phép toán cơ sở và số các bước truyền tải dữ liệu giữa các bộ xử lý với nhau. 

Từ đó suy ra, độ phức tạp thời gian của thuật toán song song không chỉ phụ 

thuộc vào mô hình tính toán mà còn phụ thuộc vào số bộ xử lý được sử dụng. 

Nói chung, chương trình tính toán song song thường bắt đầu bằng việc 

nhập dữ liệu vào bộ nhớ và kích hoạt một phần tử xử lý. Mỗi bước tính toán, 

phần tử xử lý này có thể đọc một số dữ liệu từ bộ nhớ, thực hiện một số phép 

toán cơ sở và ghi kết quả vào bộ nhớ riêng hoặc bộ nhớ chung. Đồng thời mỗi 

bước tính toán, một phần tử xử lý có thể kích hoạt một hay một số phần tử xử 

lý khác. Thực tế thì các máy tính đều có số bộ xử lý là hữu hạn, nên những 
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thuật toán song song không bị giới hạn chỉ có nghĩa sử dụng khi chúng có thể 

chuyển đổi về thuật toán song song bị giới hạn.   

Có ba cách định nghĩa khái niệm liên quan đến độ phức tạp của thuật 

toán song song: 

Định nghĩa 1: Một thuật toán song song có độ phức tạp tính toán O(T) với P bộ 

xử lý khi nó thực hiện nhiều nhất là O(T* P) phép toán cơ sở (định lý Brent).    

 Định nghĩa 2: Một thuật toán song song có độ phức tạp tính toán O(T) 

sử dụng rất nhiều bộ xử lý  để thực hiện O(e) phép toán cơ sở khi cài đặt với P 

bộ xử lý thì sẽ có độ phức tạp thời gian là O(e/P + T). 

Định nghĩa 3: Một thuật toán song song có độ phức tạp tính toán O(T) 

với P bộ xử lý có thể cài đặt với P/p , 1≤ p ≤ P bộ xử lý thì sẽ có độ phức 

tạp thời gian là O(p*T).  

Định nghĩa 2 chỉ ra rằng khi số bộ xử lý được sử dụng giảm xuống trong 

một phạm vi nhất định thì thuật toán tiếp tục làm việc nhưng thời gian thực 

hiện sẽ tăng lên. 

Định nghĩa 3 khẳng định rằng có cách để cài đặt thuật toán song song khi 

số các bộ xử lý được sử dụng bị giảm xuống. 

Mức độ hiệu quả của thuật toán được thể hiện ở mức độ song song của 

thuật toán. 

Mức độ song song của thuật toán là số lượng cực đại các phép toán độc 

lập có thể thực hiện đồng thời ở mỗi thời điểm thực hiện của thuật toán.  

Ký hiệu P(W) là độ song song của thuật toán, thì thuật toán hiệu quả giải 

để giải bài toán có cỡ W là những thuật toán chỉ cần sử dụng nhiều nhất P(W) 

bộ xử lý. 

Ngoài ra, để đánh giá được thuật toán song song chúng ta còn phải xét 

tới hệ số gia tốc của nó. 
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Hệ số gia tốc của thuật toán song song sử dụng p bộ xử lý được xác định 

như sau:  

Sp = TS / Tp 

trong đó 

+ TS là thời gian thực hiện tính toán trên một bộ xử lý. 

+ Tp là thời gian thực hiện tính toán trên p bộ xử lý. 

Với giả thiết là bộ xử lý tuần tự và bộ xử lý song song là như nhau. 

1.2 Các kiến thức cơ bản về giải số phƣơng trình đạo hàm riêng 

Trong mục này, luận văn trình bày một số kiến thức liên quan đến việc 

giải số phương trình đạo hàm riêng bao gồm cơ sở của phương pháp lưới, 

thuật toán thu gọn khối lượng tính toán của Samarskij-Nicolaev.  

1.2.1 Phƣơng pháp sai phân 

Lƣới sai phân:   

Xét bài toán        
,

,

u f x

u g x

      
            (1.1)                                       

trong đó 2{( , ) , , }x y R a x b c y d       , chọn 2 số nguyên N >1 và 

M > 1, đặt h = (b - a)/N gọi là bước lưới theo x, k = (d - c)/ M  gọi là bước 

lưới theo y. Đặt , , 0.. , 0..
i j
x a ih y c jk i N j M      . Mỗi điểm 

( , )
i j
x y  gọi là một nút lưới ký hiệu là ( , )i j . Tập tất cả các nút trong ký hiệu 

là
hk

 . Nút ở trên biên   gọi là nút biên. Tập tất cả các nút biên ký hiệu là 


hk , tập hk hk hk

      gọi là một lưới sai phân trên  .   
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Hàm lƣới: Mỗi hàm xác định tại các nút của lưới gọi là một hàm lưới, 

giá trị của hàm lưới u(x, y) tại nút lưới (i,j) viết tắt là 
,i j
u . Mỗi hàm    u(x, y) 

xác định tại mọi ( , ) .x y    tạo ra hàm lưới u xác định bởi 
,i j
u  

Bài toán sai phân: Ký hiệu Lu f  là phương trình mà nghiệm là tập 

các hàm số hai biến x,y  có các đạo hàm riêng đến cấp m liên tục trong 

  giả sử bài toán có nghiệm 4( )u C  , khi đó:                                                                                                                 

4 4

1 24 4( , ) ( , )
( , ) ons , ( , ) ons .

x y x y

u u
max x y C c t max x y C c t

x y 

 
   

 
 

Do đó theo công thức Taylor ta có: 

2 2 3 3
4

1 2 3
( , ) ( ) , ( , ) ( )

2! 3!i j i j i j

u h u h u
u x y u x h y u x y h o h

x x x

  
      

  
 

hay 

2
1 1 2

2 2

( , ) 2 ( , ) ( , )
( )i j i j i j

u x y u x y u x y u
o h

h x
 

  
 


 

Một cách tương tự 

2 2 3 3
4

1 2 3
( , ) ( , ) ( , ) ( )

2! 3!i j i j i j

u k u k u
u x y u x y k u x y k o k

y y y

  
      

  
 

2 2 3 3
4

1 2 3
( , ) ( , ) ( , ) ( )

2! 3!i j i j i j

u k u k u
u x y u x y k u x y k o k

y y y

  
      

  
 

Do đó:   

                
2

1 1 2

2 2

( , ) 2 ( , ) ( , )
( )i j i j i j

u x y u x y u x y u
o k

k y
 

  
 


 

Vậy ta có: 
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1 1 1 1

2 2

( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , )
i j i j i j i j i j i j

u x y u x y u x y u x y u x y u x y

h k
   

   
 = 

2 2( )u o h k   . 

Ta đặt:         

            
1, , 1, , 1 , , 1

2 2

2 2
i j i j i j i j i j i j

hk

u u u u u u
u

h k
   

   
    

Khi đó chứng tỏ: 

2 2( )
kh
u u h k     

Số hạng 2 2( )o h k  là một số vô cùng bé bậc hai. Ta nói toán tử 
kh

  

xấp xỉ toán tử, điều đó cho phép thay phương trình vi phân bằng phương 

trình sai phân: 

ij ij
, ( , ),( , )

hk hk
f f f x y x y      

Tức là:                                      

1, , 1, , 1 , , 1

2 2

2 2
( , ),( , )i j i j i j i j i j i j

i j i j hk

u u u u u u
f x y x y

h k
   

   
          (1.2) 

đồng thời thay điều kiện biên bằng điều kiện: 

   ij
( , ),( , )
i j i j hk

u g x y x y                                               (1.3) 

Ta được bài toán sai phân hoàn chỉnh: tìm hàm lưới 
ij
u  tại các nút (i,j) 

thoả mãn hệ phương trình sai phân (1.2) và điều kiện biên (1.3). Như vậy 

việc tìm nghiệm xấp xỉ của bài toán vi phân (1.1) với độ chính xác cấp hai 

được đưa về giải bài toán sai phân (1.2) với điều kiện (1.3) bằng phương 

pháp đại số. 
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1.2.2 Thuật toán thu gọn khối lƣợng tính toán 

Được đề xuất bởi Samarski-Nicolaev. 

Bằng các phép biến đổi đơn giản về vec tơ và ma trận, các bài toán sai 

phân luôn luôn được đưa về hệ phương trình vec tơ 3 điểm thuộc một trong 

các dạng sau đây:  

1. Bài toán biên thứ nhất 

Xét bài toán biên thứ nhất đối với phương trình vec tơ ba điểm 

1 1 0 0
,1 1, ,

j j j j N N
Y CY Y F j N Y F Y F

 
              (1.4) 

Trong đó 
j

Y  là véc tơ cần tìm, C là ma trận vuông,  
j

F là vec tơ cho trước. 

Khi đó (1.4) được viết dưới dạng  

            0 (0)

1 1 0 0
,1 1, ,

j j j j N N
Y C Y Y F j N Y F Y F

 
            (1.5) 

  Bước khử thứ nhất:  

Từ các phương trình đầu của (1.5) ta khử các
j

Y  với j lẻ. Muốn vậy ta 

viết 3 phương trình liên tiếp:  

                                      

(0) (0)

2 1 1
(0) (0)

1 1 1
(0) (0)

1 2 1

.

.

.

j j j j

j j j

j j j j

Y C Y Y F

Y C Y Y F

Y C Y Y F

  

 

  

   

   

   

 

Nhân 2 vế của phương trình thứ hai với 
(0)

C  vào bên trái rồi cộng cả 3 

phương trình lại ta được 

(1) (1)

2 2 1 0 0
, 2, 4,..., 2, ,

j j j j N N
Y C Y Y F j N Y F Y F

  
         (1.6)  

Trong đó:  

(1) (0) 2 (1) (0) (0) (0) (0)

1 1
( ) 2 , , 2, 4,... 2.

j j j j
C C F F F C F F j N
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Nhận xét rằng hệ (1.6) chỉ chứa các 
j
Y với j chẵn, số véctơ ẩn 

j
Y  là 

1
2

N
 . Do đó nếu giải được hệ này thì các với  j lẻ sẽ tìm được từ 

phương trình  

 
(0) (0)

1 1
, 1,3,..., 1

j j j j
C Y F Y Y j N

 
                      (1.7) 

Như vậy hệ (1.5) tương đương với hệ (1.6) và (1.7) 

Bước khử thứ hai:  

Ở bước khử này ta sẽ tiến hành khử các 
j

Y hệ (1.6) với j là bội của 2 

nhưng không là bội của 4. Muốn vậy ta viết 3 phương trình liên tiếp của (1.6) 

(1) (1)

4 2 2
(1) (1)

2 2
(1) (1)

2 4 2

,( 4,8,..., 4)
j j j j

j j j j

j j j j

Y C Y Y F

Y C Y Y F j N

Y C Y Y F

  

 

  

   

     

   

 

Nhân 2 vế của phương trình thứ hai với 
(1)

C vào bên trái rồi cộng cả 3 vế 

phương trình lại ta được 

(2) (2)

4 4 0 0
, 4,8,..., 4, ,

j j j j N N
Y C Y Y F j N Y F Y F

 
           (1.8) 

Trong đó:  

(2) (1) 2 (2) (1) (1) (1) (1)

2 2
( ) 2 , , 2, 4,... 2.

j j j j
C C F F F C F F j N

 
        

Hệ (1.8)  chỉ chứa 1
2

N
  vec tơ ẩn

 j
Y , trong đó j là bội của 4. Nếu giải 

được hệ này thì các 
j
Y  với j là bội của 4 sẽ tìm được từ phương trình 2 nhưng 

không là bội của 4 sẽ tìm được từ phương trình:  

(1) (1)

2 2
, 2,6,10,..., 2

j j j j
C Y F Y F j N
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Cứ tiếp tục quá trình khử này. Kết quả là sau bước khử thứ l ta nhận được một  

hệ gồm 
(1)
1

N

C
  ẩn 

j
Y , trong đó j là bội của 2 l

.                                                                                                                                      

(1) (1)

0 02 2
, 2 ,2.2 ,3.2 ,..., 2 , ,l l

l l l l

j j N Nj j
Y C Y Y F j N Y F Y F

 
                   (1.9) 

và nhóm các phương trình: 

1 1

( 1) ( 1) 1 1

2 2
, 2 ,3.2 ,..., 2, , 1...1k k

k k k k

j j j j
C Y F Y Y j N k l l 

   

 
          (1.10) 

trong đó các ma trận  ( )k
C và các vec tơ vế phải  

( )k

j
F được tính theo các công 

thức truy toán: 

 
1 1

( ) ( 1) 2 ( ) ( 1) ( 1) ( 1)

2 2
( ) 2 , ,

2 ,2.2 ,3.2 ,...., 2 , 1,2,3...

k k

k k k k k k

j jj j
k k k k

C C E F F C F F

j N k

 

   

 
    

         (1.11) 

Từ các bước khử trên suy ra rằng sau 1n   bước khử( 1)l n   ta thu 

được hệ gồm một phương trình đối với biến  

2 /2
1N

N
Y Y 

1 1

( 1) ( 1) ( 1)

0 0 02 2
,n n

n n n

j j j N N Nj j
C Y F Y Y F Y Y Y FY F

 

  

 
          (1.12) 

Với vế phải đã biết. Vì vậy từ (1.12) ta có thể tìm được 
/2N

Y  và tất cả các ẩn 

còn lại được tìm liên tiếp từ các phương trình  

1 1

( 1) 1

2 2

0 0

1 1 1 12 ,3.2 ,5.2 ,..., 2 ,

, 1,...,1

k k

k k
j j j j

N N
k k k k

C Y F Y Y

Y F

Y F

j N

k n n

 

 

 

   

  





 

 

                 (1.13)
 

Các công thức trên đã mô tả phương pháp rút gọn hoàn toàn giải. việc 

tính các ( )k

j
F  theo công thức truy toán có thể dẫn đến việc tích lũy sai số nếu 

như chuẩn của ma trận 
( 1)k

C


 lớn hơn 1. Ngoài ra các ma trận 
( )k

C  nói chung 
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là các ma trận đầy đủ, thậm chí cả ma trận ban đầu là 
(0)

C C  là ma trận 3 

đường chéo. Điều này dẫn đến tăng khối lượng tính toán khi tính các ( )k

j
F  

theo (1.13). Để khắc phục những khó khăn trên, thay cho ( )k

j
F  ta sẽ tính các 

vec tơ ( )k

j
p và ( )k

j
q  liên hệ với nhau theo công thức sau: 

( ) ( ) ( ), 2 ,2.2 ,3.2 ,..., 2 , 0,1,2,..., 1k k k k k k k k

j j j
F C p q j N k n         (1.14) 

trong đó ta chọn (0)

j
p  và (0) , 1,2,..., 1

j j
q F j N   . Bằng các công thức 

toán học, có thể thấy mối quan hệ mà  ( )k

j
p và ( )k

j
q  phải thỏa mãn như sau. 

1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

2 2 2 2
[ ]+ ,

2 ,2.2 ,3.2 ,..., 2 , 1,2,...

k k k k

k k k k k k k k k k k

j j j jj j j j
k k k k

C p q C q p C p p q q

j N k

   

       

   
     

  
 

Ta sẽ chọn ( )k

j
p và ( )k

j
q  thỏa mãn 1 1

( ) ( ) ( 1) ( 1)

2 2
2 k k

k k k k

j j j j
q p q q 

 

 
    khi đó kết hợp 

với công thức ( ) 1 22E [C ]k kC    ta có:  

                          1 1

( ) ( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

2 2k k

k k k k k k k

j j jj j
C p q p C p p 

    

 
     

Đặt  

( 1) ( ) ( 1)k k k

j j j
S p p   , 

suy ra ( 1)k

j
S

  phải thỏa mãn 

1 1

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

2 2k k

k k k k k

j j j j
C S q p p 

    

 
    

Như vậy ta thu được thuật toán sau đây để xác định các vec tơ ( )k

j
p và

( )k

j
q  

1 1

1 1

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( ) ( 1)

2 2
( ) ( ) ( 1) ( 1)

2 2
(0) (0)

, ,

2

, 0, 2 ,2.2 , 3.2 ,..., 2 , 0,1,2, 3,..., 1.

k k

k k

k k k k k k k k

j j j j jj j
k k k k

j j j j
k k k k

j j j

C S q p p S p p

q q p p

q F p j N k n

 

 

      

 
 

 

    

  

     

 (1.15) 
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Ký hiệu ( 1) ( 1)k k

j j j
t Y p   , ta sẽ thấy rằng 

j
Y  có thể được tính từ các 

công thức sau:   

1 1

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

2 2
, ,k k

k k k k k

j j j j jj j
C t q Y Y Y p t 

    

 
      

0 0
; , 2 ,2.2 ,3.2 ,..., 2 , , 1,...,1k k k k

N N
Y F Y F j N k n n               (1.16) 

Nhận xét rằng các quá trình (1.15)  và (1.16) luôn cần tính ma trận 

nghịch đảo ( 1) 1[ ]k
C

  . Bằng các phép biến đổi sơ cấp từ các mối quan hệ của 

ma trận 
( )k

C  và đa thức Chebysev ( )

2

1
2
2

k

k
C T C , ta có

12( 1)

, 11

k
k

l kl
C C





  

trong đó   

   
, 1

(2 1)
2cos .

2l k k

l
C C E





   

Như vậy chẳng hạn ta có phương trình 

    1kC v   ,      (1.17) 

thì với việc giải lần lượt các phương trình 

    
1

, 1 1 0
, 1,2,...,2 ,k

l k l l
C v v l v 

 
  

 

sẽ cho ta nghiệm của (1.17) là 12k
v v    

Tóm lại qua các bước phân tích trên đây ta có thuật toán rút gọn hoàn 

toàn  giải bài toán biên thứ nhất như sau 

 Quá trình xuôi           

Bươc 1.1 Cho các giá trị ban đầu  

(0) (0), , 1,2,3,..., 1
j j j
p q F j N    
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Bước 1.2 Với 1k   giải phương trình  

(1) (0)

j j
Cp q  và tính  

(1) (1) (0) (0)

1 1
2 , 2, 4,6,..., 2

j j j j
q p q q j N

 
      

Bước 1.3 Với 2,3,..., 1k n   xác định các vec tơ 

     1 1

(0) ( 1) ( 1) ( 1)

2 2
, 2 ,2.2 , 3.2 ,..., 2 .k k

k k k k k k k

j j j j
v q p p j N 

  

 
      

 Sau đó với mỗi 11,2,...,2kl   và với mỗi 2 ,2.2 ,3.2 ,..., 2k k k kj N   , giải 

phương trình  

                     
( 1)

, 1

l l

l k j j
C v v 


       

Khi đó  

      

1

1 1

( ) ( 1) (2 ) ( 1) ( 1)

2 2
, 2 , 2 ,2.2 ,3.2 ,..., 2

k

k k

k k k k k k k k k k

j j j j j j j
p p v q p q q j N



 

  

 
        

 Quá trình ngƣợc 

Bước 2.1 Cho các giá trị ban đầu 
0 0

,
N N

Y F Y F 
 

Bước 2.2 Với , 1,...,2k n n   tính 

  1 1

(0) ( 1) 1 1 1

2 2
, 2 , 3.2 ,..., 2 .k k

k k k k

j j j j
v q Y Y j N 

   

 
      

Sau đó, với mỗi 11,2,...,2kl   và với mỗi 1 1 12 ,3.2 ,..., 2k k kj N     , giải 

phương trình  

   
( 1)

, 1

l l

l k j j
C v v 


    

Khi đó:  
1( 1) (2 ), 2 ,2.2 , 3.2 ,..., 2

kk k k k k

j j j
Y p v j N
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Bước 2.3 Với 1k  , giải phương trình 

  (0)

1 1
, 1,3,5,..., 1

j j j j
CY q Y Y j N

 
      

 

2. Bài toán biên thứ hai 

Xét bài toán thứ hai 

  

0 0

1 1

1

, 0

,1 1

2
j j j j

N N N

Y F j

Y CY Y F j N

Y CY F
 



          

               (1.18) 

 trong đó 2 , 0n
N n   để giải bài toán (1.18) ta cũng thực hiện các bước khử 

lần lượt như đã được trình bày ở bài toán biên thứ nhất. Sau n phép khử ta 

nhận được phương trình 

           

( )

0 0
( ) ( )

0

,

2

n

n n

N N

Y F

Y C Y F



  
                            (1.19) 

Và nhóm các phương trình 

       

1 1

( 1) ( 1)

2 2
1 1 1

,

2 ,3.2 ,..., 2 , , 1,...,1

k k

k k

j j j j
k k k

C Y F Y Y

j N k n n

 

 

 
  

  

   
 

Trong đó ( )k

j
F  và  

( )k
C  được xác định bởi công thức truy toán sau đây 

1 1

1

( )

0 0
( ) ( 1) ( 1) ( 1)

11 2

( ) 1 ( 1) ( 1)

2
( 1) 2

2 ,2.2 ,..., 2

2

[C ] 2E

k k

k

k

k k k k

j jj j
k k k

k k k k

N NN
k

F F

F F C F F

j N

F F C F

C
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Kí hiệu:  

( ) ( ) ( ) ( ), 2 ,2.2 ,..., 2 , 0,1,2,...,k k k k k k k

j j j
F C p q j N k n      

Bằng các phép biến đổi đơn giản  và cách chọn ( )k

j
p và ( )k

j
q  thích hợp, ta 

nhận được quá trình sau để xác định các vec tơ ( )k

j
p và ( )k

j
q

 
với j N

   

1 1

1 1

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

2 2
( ) ( 1) ( 1)

( ) ( ) ( 1) ( 1)

2 2

(0) (0)

2

2 ,3.2 ,..., 2 , 0,1,2,..., 1

, 0

k k

k k

k k k k k

j j j j
k k k

j j j
k k k k

j j j j
k k k

j j j

C S q p q

p p S

q p q q

j N k n

q F p

 

 

    

 
 

 

 

  

 

  

   

 

 

Tương tự, với j=N, ta có: 

1

1

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

2
( ) ( 1) ( 1)

( ) ( ) ( 1)

2
(0) (0)

2

2 2

, 0

k

k

k k k k

N N N
k k k

N N N
k k k

N N N

N N N

C S q p

p p S

q p q

q F p





   


 





 

 

 

 

 

Trong đó  

( 1) ( 1) 1 1 1, 2 ,3.2 ,..., 2 , , 1,...,1k k k k k

j j j
Y p t j N k n n           

Trong đó ( 1)k

j
t

  là nghiệm của phương trình. 

( 1)

1 1

( 1) ( 1)

2 2

k
j

k k

k t k
j j j

C q Y Y


 

 

 
    

Tóm lại, ta có thuật toán sau đây giải bài toán biên thứ hai. 
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 Quá trình xuôi 

Bước 1.1 Xác định các giá trị ban đầu  

(0) (0)0, , 1,2,...,
j j j
p q F j N    

Bước 1.2 Với 1,2,..., 1k n   xác định các vec tơ: 

1 1

(0) ( 1) ( 1) ( 1)

2 2
, 2 ,2.2 , 3.2 ,..., 2 .k k

k k k k k k k

j j j j
v q p p j N 

  

 
    

 

Sau đó, với 11,2,...,2kl   và với mỗi 2 ,2.2 ,3.2 ,..., 2k k k kj N   , giải 

phương trình  

                     
( 1)

, 1

l l

l k j j
C v v 


       

Khi đó:    

1

1 1

( ) ( 1) (2 ) ( 1) ( 1)

2 2
, 2 , 2 ,2.2 ,3.2 ,..., 2

k

k k

k k k k k k k k k k

j j j j j j j
p p v q p q q j N



 

  

 
        

Bước 1.3 Với 1,2,..., 1k n   xác định các vec tơ: 

    1

(0) ( 1) ( 1)

2
2 k

k k

N N N
v q p 

 


 

 

Sau đó, với 11,2,...,2kl  , giải phương trình  

                     
( 1)

, 1

l l

l k N N
C v v




       

Khi đó  

         
1

1

( ) ( 1) (2 ) ( ) ( ) ( 1)

2
, 2 2

k

k

k k k k k

N N N N N N
p p v q p q
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 Quá trình ngƣợc 

Bước 2.1 Xác định N
Y .  Xác định vec tơ 

     (0) ( )

0
2n

N N
v q Y   

Sau đó, với 1,2,...,l n , giải phương trình  

                     
( 1)

,

l l

l n N N
C v v        

Khi đó:        

                            
( ) ( )n n

N N N
Y p v   

Bước 2.2 Xác định , 1,2,..., 1
j
Y j N   

Với , 1,...,1k n n  ,  xác định các vec tơ: 

1 1

(0) ( 1) 1 1 1

2 2
, 2 , 3.2 ,..., 2 .k k

k k k k

j j j j
v q Y Y j N 

   

 
    

 

Sau đó, với 11,2,...,2kl   và với mỗi 1 1 12 ,2.2 ,..., 2k k kj N     , giải 

phương trình  

                     
( 1)

, 1

l l

l k j j
C v v 


       

Khi đó:  

1( 1) (2 ), 2 ,2.2 , 3.2 ,..., 2
kk k k k k

j j j
Y p v j N

   
 

Trong các tài liệu của Samaski-Nicolaev đã chứng minh được độ phức 

tạp của các thuật toán là O(M×NlogN).  
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1.3 Giới thiệu thƣ viện TK2004 

Trên cơ sở của thuật toán thu gọn khối lượng tính toán của Samarski-

Nicolaev, sau đây luận văn sẽ giới thiệu các kết quả xây dựng thư viện 

TK2004 giải số các bài toán biên elliptic. Các kết quả đã được tham khảo 

trong tài liệu [ 1 ]. 

1.3.1 Bài toán biên Diricchlet 

Cho Ω là hình chữ nhật  2

1 2 1 1 2 2
( , ) : 0 , 0x x x R x l x l         

Xét bài toán    

   

, ,

,

u cu f x

u x

                          (1.20) 

trong đó 2 2( ); ( )f L L     

Rời rạc hóa miền   bằng lưới h
  

    1 2 1 1 2 2
( , ) ( , ); , ;

h i j i i
x i j x x x ih x jh       

   1 1
1 2

; , 0,1,..., ; 0,1,...,
l l

h h i M j N
M N

     

Bằng cách biến đổi đơn giản ta có thể đưa bài toán sai phân tương ứng 

về hệ phương trình vec tơ 3 điểm có dạng như sau:    

1 1

0 0

1, 2, 1,

0 1,0 2,0 1,0

1, 2, 1,

, 1,2,..., 1

,

( ; ;...; )

( ; ;...; )

( ; ;...; )

j j j j

N N
T

j j j M j
T

M
T

N N N M N

Y CY Y F j N

Y F Y F

Y y y y

F g g g

Y g g g

 







          

             (1.21)  
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Ma trận C có dạng 

2( 1) 0 0 0 0

2( 1) 0 0 0

0 2( 1) 0 0 0

0 0 0 2( 1) 0

0 0 0 2( 1)

0 0 0 0 2( 1)

r r

r r r

r r

C

r r

r r r

r r

   
    
   
   
   
 

   
 

   







      






                      

2

2 1, 0,
2

2 2,

2

2 2,
2

2 1, ,

j j

j

j

M j

M j M j

h rg

h

F

h

h rg












  
 
 
   
 
 
 
 
 

         , Với 

2

2
2

1

h
r
h

  

Trên cơ sở của thuật toán thu gọn khối lượng tính toán của Samarski-

Nicolaev, sử dụng ngôn ngữ Matlab giải hệ phương trình (1.21). 

Xây dựng hàm 
1 2 3 4 1 2 1 2 1 2

0000( , , , , , , , , , , , , , )u b b b b L L c M N p p q q  trả lại 

nghiệm bằng số của bài toán trong đó 

 + M×N là lưới trên hình chữ nhật  

 + φ là ma trận giá trị số của hàm vế phải 

 + 1 2 3 4
, , ,b b b b là vec tơ giá trị của điều kiện biên trên các cạnh 

 + 1 2
,L L  là kích thước hình chữ nhật 

 + 1 2 1 2
, , ,p p q q  là tọa độ của hình chữ nhật trong không gian lưới 
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1.3.2 Bài toán biên hỗn hợp 

Cho miền  2

1 2 1 1 2 2
( , ) : 0 , 0x x x R x l x l         

Xét bài toán biên hỗn hợp    

1

2

( ); ,

( );

( );

u x x

u g x x

u
x x

x





         

                                     (1.22) 

trong đó 2 2 2

1 2
( ); ( ); ( )L g L L        

 
   
1 1 1 1

1 2 2 2 2 2 2

( ,0);0

( , );0 (0, );0

x x x l

x l x x l x x x l

     

      
 

 2 1 2 1 1
( , );0x x l x l      

Tương tự, ta đưa bài toán sai phân về hệ phương trình vec tơ 3 điểm 

  

0 0

1 1 1

1

,

,1 1

2 ,
j j j j

N N N

Y F

Y CY Y F j N

Y CY F j N
  



          

           (1.23) 

 Trong đó  

0 1,0 2,0 1,0 1, 2, 1,
( , ,..., ) ; ( , ,..., ) ; 1,...,T T

M j j j M j
F y y y Y y y y j N

 
    

2( 1) 0 0 0 0

2( 1) 0 0 0

0 2( 1) 0 0 0

0 0 0 2( 1) 0

0 0 0 2( 1)

0 0 0 0 2( 1)

r r

r r r

r r

C

r r

r r r

r r
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2

2 1, 0,
2

2 2,

2

2 2,
2

2 1, ,

j j

j

j

M j

M j M j

h rg

h

F

h

h rg












  
 
 
   
 
 
 
 
 

  

2

2 1, 2 1, 0,
2

2 2, 2 2,

2

2 2, 2 2,
2

2 1, 2 1, ,

2

2

2

2

N N N

N N

N

M N M N

M N M N M N

h h rg

h h

F

h h

h h rg

 

 

 

 
 

 

   
  
   
 

 
 
  
 

  

Trên cơ sở của thuật toán thu gọn khối lượng tính toán của Samarski-

Nicolaev, sử dụng ngôn ngữ Matlab giải hệ phương trình (1.23). 

Xây dựng hàm 
1 2 3 4 1 2 1 2 1 2

0001( , , , , , , , , , , , , , )u b b b b L L c M N p p q q  trả lại 

nghiệm bằng số của bài toán, trong đó 

+ M×N là lưới trên hình chữ nhật  

+ φ là ma trận giá trị số của hàm vế phải 

+ 1 2 3 4
, , ,b b b b là vec tơ giá trị của điều kiện biên trên các cạnh 

+ 1 2
,L L  là kích thước hình chữ nhật 

+ 1 2 1 2
, , ,p p q q  là tọa độ của hình chữ nhật trong không gian lưới 

Hoàn toàn tương tự, trong các trường hợp khi điều kiện biên Neumann 

trên 2 cạnh, 3 cạnh hoặc 4 cạnh của hình chữ nhật, sử dụng phương pháp sai 

phân, chúng ta cũng đưa bài toán elliptic về các hệ phương trình vec tơ  3 

điểm và sử dụng thuật toán thu  gọn khối lượng tính toán xác định nghiệm 

bằng số trên từng điểm lưới. các hàm được thiết lập tương tự là 
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0010(...)u , 0100(...), 1000(...), 1100(...),..., 1111(...)u u u u , sẽ cho phép xác định 

nghiệm số với các bài toán tương ứng. Trong các kí hiệu hàm trên, kí hiệu 0 

tương ứng với biên Dirichlet, kí hiêu 1 tương ứng với biên Neumann. Các hệ 

thống hàm trên đã được xây dựng thành thư viện TK2004 cho phép giải số tất 

cả các bài toán biên elliptic với điều kiện biên hỗn hợp. 

Kết luận: Trong chương 1, luận văn đã đưa ra một số kiến thức cơ bản 

về vấn đề tính toán song song, cơ sở của việc đánh giá độ phức tạp của thuật 

toán song song và đặc biệt là đưa ra hệ thống thư viện TK2004 giải số bài 

toán biên elliptic trên miền chữ nhật. Các kết quả này là nền tảng cho việc 

nghiên cứu các nội dung trong chương 2 của luận văn. 
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Chƣơng 2 

PHƢƠNG PHÁP LẶP SONG SONG  

DỰA TRÊN TƢ TƢỞNG CHIA MIỀN 

Trong chương này, luận văn sẽ trình bày các kiến thức cơ bản của 

phương pháp chia miền cùng các sơ đồ lặp cơ bản của một số tác giả trên thế 

giới. Trên cơ sở các phương pháp cơ bản, luận văn sẽ đưa ra một số thuật toán 

song song giải bài toán biên elliptic, đánh giá độ phức tạp thuật toán và thử 

nghiệm tính toán số trên máy tính tuần tự. Các kết quả lý thuyết được tham 

khảo từ các tài liệu [2, 3, 5, 7, 8].  

2.1 Cơ sở của phƣơng pháp chia miền 

Xét bài toán   

, ,

, ,

u f x

u x

      
         (2.1) 

Trong đó Ω là miền d chiều với biên Lipschitz  , kí hiệu n là vec tơ pháp 

tuyến ngoài của miền Ω, f  là hàm đã được cho thuộc không gian 2( )L  . Giả 

sử miền   được chia thành hai miền con không giao nhau 
1

   và 
2

 , kí hiệu 

1 2
     (hình 1) 

 

Hình 1 
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Khi đó việc giải bài toán (2.1) trong miền   được đưa về việc giải bài 

toán trên hai miền con  
1

   và 
2

 . Kí hiệu 
1
u  là nghiệm của bài toán trong 

miền 
1

 , 2
u  là nghiệm của bài toán trong miền

 2
 , khi đó 

1
u   và 

2
u  phải thỏa 

mãn các điều kiện đảm bảo tính liên tục của hàm và đạo hàm khi chuyển tiếp 

qua biên   như sau: 

    
1 2

1 2

, ,

,

u u x

u u
x

u u

           

 

Dễ dàng thấy rằng để giải được các bài toán trong  
1

   và 
2

 , chúng ta 

cần phải xác định được điều kiện biên của hai bài toán tương ứng trên đường 

phân chia  . Trong những năm qua, trên thế giới đã xuất hiện một số phương 

pháp chia miền như sau. 

2.2 Một số thuật toán chia miền 

Trên cơ sở của lý thuyết chia miền tổng quát, trên thế giới đã xuất hiện 

một số thuật toán chia miền của các tác giả áp dụng đối với trường hợp cụ thể. 

2.2.1 Thuật toán chia miền Patrick le Talle. 

Xét mô hình đơn giản 

   
, ,

0, ,

u f x

u x

      
                        (2.2) 

Chia miền 
1 2

     bởi biên chung S. Kí hiệu λ là giá trị hàm u trên 

S, khi đó ta có thể tiến hành giải song song hai bài toán trong miền 

, 1,2
i
i  . 
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, ,

0, ,

,

i i

i i

i

u f x

u x

u x S

         

     (2.3) 

Trong đó λ phải thỏa mãn điều kiện tổng đạo hàm pháp tuyến trên biên chung 

phải triệt tiêu tức là 

 1 2

1 2

0,
u u

x S
n n

 
  

 
    (2.4) 

Như vậy vấn đề quan trọng nhất là phải xác định giá trị λ. 

Để tìm lời giải của bài toán, xuất phát từ giá trị  ,  tiến hành giải song 

song hai bài toán Dirichlet 

   

, ,

0, ,

,

i i

i i

i

u f x

u x

u x S

         

    (2.5) 

Tiếp theo giải song song hai bài toán Neumann 

   

1 2

1 2

0, ,

0, ,

1
( ),
2

i i

i i

i

i

x

x

u u
x S

n n n

              

   (2.6) 

Cập nhật lại 
1 1

( )/ 2      , quá trình lặp lại cho đến khi hội tụ. 

Thuật toán chia miền Patrick le Talle ở trên mới được trình bày dưới 

mức vi phân, trong các tài liệu đã biết đã trình bày phương pháp rời rạc hóa 

thuật toán vi phân trên cơ sở sử dụng sơ đồ lặp Seidel co giãn đưa các kết quả 

thực nghiệm trên máy tính điện tử với một số bài toán cụ thể. kết quả chứng 
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tở thuật toán là đúng đắn và độ chính xác phụ thuộc vào việc sai phân các đạo 

hàm để nhằm xác định giá trị λ trên mỗi bước lặp. 

Nhận xét:  

+ Xuất phát từ thuật toán cơ sở, chúng ta có thể thấy: do sơ đồ lặp với 

mục tiêu là xác định gần đúng giá trị hàm λ trên biên chung đối với cả hai bài 

toán trong hai miền nên đối với bài toán biên hỗn hợp trong miền hình học 

phức tạp thì chúng ta phải thực hiện phép chia thành nhiều miền con mới 

tránh được bài toán biên hỗn hợp mạnh. Điều này sẽ tăng khối lượng tính toán 

trong các sơ đồ lặp. 

+ Đối với thuật toán Patrick le Talle đã đưa ra tư tưởng chuyển bài toán 

trên biên   về việc giải song song hai bài toán trên hai miền 
1

  và 
2

 . Tuy 

nhiên mô hình chỉ dựng lại ở mức độ đơn giản và việc chứng minh sự hội tụ 

của thuật toán là khó khăn. Đồng thời chúng ta phải giải song song hai bài 

toán phụ là hai bài toán Neumann, điều này sẽ làm tăng khối lượng tính toán. 

2.2.2 Thuật chia miền J.R.Rice, E.A. Vavalis, Daopi Yang. 

Xét   là đa giác lồi thuộc R , 1,2,....d d  Với biên    , xét bài toán: 

Cho 2 1/2( ); ( )f L g H    , hãy tìm 1( )u H   

, ,

,

Lu f x

u g x

      
                         (2.7) 

trong đó  

 
, 0

, 1

( ( ) ) ( ) .
d

u i j
i j i

u
L a x a x u

x x

 
  

               (2.8) 

Chia miền   thành hai miền con 
1

  và 
2

  như sau: 
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1 12 2

1 2

, ,

, . 

     

       
 

kí hiệu 
1 2

     là biên phân chia giữa hai miền. Khi đó bài toán 

(2.7), (2.8) là tương đương với hai bài toán sau: 

   

1 1

1 1

1 2

1 2

1 2

, ,

, ,

, ,

0, .

Lu f x

u g x

u u x

u u
x

 

                 

    (2.9) 

   

2 2

2 2

2 1

2 1

2 1

, ,

, ,

, ,

0, .

Lu f x

u g x

u u x

u u
x

 

                 

    (2.10) 

Trong đó 
1 2
,u u  lần lượt là nghiệm trong 

1 2
,   và 

1 2
,   là các vec tơ pháp 

tuyến ngoài của   ứng với 
1 2
,  .  

Định nghĩa thuật toán chia miền như sau 

Chọn (0) 1( )
n n
u H   với 

1

(0) , 1,2.
n
u g n

 
    

Xây dựng dãy lặp ( 1) 1( )k

n
u H    với 

( 1) , 1,2,...
n

k

n
u g k

 
  Thỏa mãn

 
(2 1) (2 1) (2 ) (2 )

1 1 1 1 2
(2 1) (2 1) (2 ) (2 )

2 2 2 2 1
(2 2) (2 1) (2 1)

(2 2) 1 1 2
1 1

1 1 2
(2 2) (2

(2 2) 2 2
2 2

2

, , (1 ) ,

, , (1 ) ,

, , (1 ) , ,

, ,

k k k k

k k k k

k k k
k

k
k

Lu f x u u u x

Lu f x u u u x

u u u
Lu f x x

u u
Lu f x

 

 

 
  




 

 

  







      

      

  
      

  

 
  



1) (2 1)

1

2 1

(1 ) , .
k ku

x
 

 







 

   
 

(2.11) 
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Với , (0,1)    là các tham số lặp được chọn để đẩy nhanh tốc độ hội 

tự của sơ đồ lặp, việc chọn các tham số này phụ thuộc vào cách chia miền và 

bài toán gốc. Về mặt lý thuyết thì khó xác định các giá trị tối ưu, tuy nhiên 

qua phân tích lý thuyết và thực nghiệm đã chỉ ra rằng trong nhiều trường hợp 

nên chọn 
1

2
   . Khi phép lặp hội tụ, giới hạn của dãy ( )knu  sẽ là 

nghiệm của bài toán ban đầu. 

Nhận xét 

+ Xuất phát từ sơ đồ lặp, chúng ta có thể thấy rằng do các bài toán ứng 

với chỉ số lẻ là nhằm hiệu chỉnh giá trị hàm, các bài toán ứng với chỉ số chẵn 

là hiệu chỉnh giá trị đạo hàm nên trong trường hợp bài toán biên hỗn hợp trên 

miền hình học phức tạp thì để tránh gặp phải những bài toán biên hỗn hợp 

mạnh thì phải sử dụng phép chia thành nhiều miền con. Điều này làm tăng 

khối lượng tính toán trong các bước lặp. 

+ Do việc phân chia thành các bước lặp chẵn và lẻ độc lập nên điều này 

cũng dẫn tới việc thiết kế thuật toán song song giải bài toán trong trường hợp 

chia thành nhiều miền con, tuy nhiên chúng ta cũng gặp phải 2 cặp bài toán 

Dirichlet và Neumann do đó độ phức tạp thuật toán cũng tăng. 

+ Việc chứng minh sự hội tụ của dãy lặp bằng lý thuyết là khó khăn. Tuy 

nhiên sự hội tụ có thể kiểm tra bằng các chương trình thực nghiệm. 

2.2.3. Thuật toán chia miền Saito – Fujita 

Với tư tưởng hiệu chỉnh giá trị hàm trên biên phân chia, năm 2001, hai 

nhà toán học Nhật Bản là Saito – Fujita dựa trên cơ sở sơ đồ lặp Dirichlet-

Neumann đã đề xuất một phương pháp chia miền giải bài toán biên Elliptic 

với điều kiện biên Dirichlet. 
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Cho   là miền trong 
2R  với biên Lipschitz.  

Xét bài toán:  

, ,

, ,

u f x

u x

      
                              (2.12) 

trong đó 2 1/2( ); ( )f L H    . Chia miền 
1 2

     bởi biên chung 

 . 

Kí hiệu    ( ) ( )

1 2
,k ku u  là các dãy hàm hội tụ đến 

1 2
,u u

 
một cách tương ứng . 

Tư tưởng của phương pháp Saito – Fujita là tìm ra xấp xỉ g u


  nhận 

được bởi sơ đồ lặp sau: 

1. Cho trước (0)g  xác định trên  . 

2. Với ( )kg  xác định trên ( 0)k  , tiến hành giải lần lượt hai bài toán  

  

( )

1 1
( )

1 1
( ) ( )

1

, ,

, ,

,

k

k

k k

u f x

u x

u g x



         

                        (2.13)  

 

( )

2 2
( )

2 2
( ) ( )

2 1
2 1

, ,

, ,

,

k

k

k k

u f x

u x

u u
x

n n



             

                        (2.14) 

3. Hiệu chỉnh lại giá trị của ( )kg  theo công thức 

( 1) ( ) ( )

2
(1 ) ,k k kg g u x                           (2.15)  

trong đó
 
  là tham số cần lựa chọn để dãy lặp hội tụ, 0 1  . 
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Ta thấy rằng, điều kiện liên tục của đạo hàm qua biên phân chia   đã 

thỏa mãn, còn điều kiện liên tục của hàm qua biên phân chia   phụ thuộc vào 

sự hội tụ của dãy lặp (2.15). 

Sự hội tụ của phương pháp lặp đã được các tác giả chứng minh chặt chẽ 

bằng lý thuyết các sơ đồ lặp trên các không gian hàm. Tham số lặp tối ưu 

được xác định trên các mô hình đơn giản. 

Nhận xét 

+ Sơ đồ lặp trên chỉ cần giải một bài toán Dirichlet và một bài toán 

Neumann tại mỗi bước lặp nên khối lượng tính toán là đơn giản hơn các 

phương pháp trên. 

+ Do việc giải lần lượt hai bài toán kế tiếp tại mỗi bước lặp nên cũng có 

thể xây dựng thuật toán song song trong trường hợp phép chia thành nhiều 

miền con. 

2.3 Các sơ đồ lặp song song dựa trên chia miền 

Trên cơ sở các phương pháp lặp cơ bản, sau đây luận văn sẽ đưa ra một 

số thuật toán song song giải bài toán biên elliptic cấp hai. 

2.3.1 Phƣơng pháp lặp chẵn lẻ QD1. 

Xét bài toán
   

, ,

, ,

u f x

u x

                              (2.16)  

Giả sử miền Ω được chia thành 2n+1 miền con bởi các biên
1 2 3 2
, , ,...,

n
    .   

1
  

 

2
  

1
  

3
  

2
  

… 

3
  

2 1k
  

2 1k
  

2k
  

2k
  

2 1k
  

2 1k
  

... 

 
2 1n

  

2n
  

Hình 2 
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Trên cơ sở của phương pháp chia miền Saito – Fujita chúng ta xác định 

nghiệm của bài toán theo sơ đồ lặp sau đây. 

Kí hiệu k
g  là giá trị hàm trên đường biên 

k
 . Khi đó việc giải bài toán 

được thực hiện như sau: 

Thuật toán: 

Bước 1: Xuất phát từ (0) 0
k
g  , trên biên 

k
  

Bước 2: Giải các bài toán trên các miền lẻ 
1 3 2 1

( , ,..., )
n

    

  

( )

1 1
( )

1 1 1
( ) ( )

1 1 1

, ,

, \ ,

,

m

m

m m

u f x

u x

u g x



          

     (2.17) 

  

( )

2 1
( )

2 1 2 1 2 1 2
( ) ( )

2 1 2 1 2 1
( ) ( )

2 2 2

,

, \ ( ),

,

,

m

k
m

k k k k
m m

k k k
m m

k k k

u f

u x

u g x

u g x




  

  

             

  (2.18) 

  

( )

2 1
( )

2 1 2 1 2
( ) ( )

2 1 2 2

,

, \ ,

,

m

n
m

n n n
m m

n n n

u f

u x

u g x




 



        

    (2.19) 

Bước 3: Giải các bài toán trên các miền chẵn 
2 4 2

( , ,..., )
n

    

  

( )

2
( )

2 2 2 2 1
( ) ( )

2 2 1
2

( )( )
2 12

2 1

,

, \ ( ),

,

,

m

k
m

k k k k
m m

k k
k

mm
kk

k

u f

u x

u u
x

uu
x



 

 








                   

   (2.20) 

  1,2,3,...,k n  . 
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Bước 4: Hiệu chỉnh các giá trị ( )m

k
g  theo công thức. 

 

( 1) ( ) ( )

2 1 2 1 2 1 2 1
( 1) ( ) ( )

2 2 2 2

(1 ) ,

(1 ) ,

1,2,...,

m m m

k k k k
m m m

k k k k

g g u x

g g u x

k n

 

 


   


           

   (2.21) 

Nhận xét:  

+ Sự hội tụ của phương pháp phụ thuộc hoàn toàn vào sự hội tụ của sơ 

đồ lặp (2.21). Các sơ đồ lặp này có thể chứng minh sự hội tụ tương tự như 

phương pháp chia miền Saito – Fujita. 

+ Theo các bước của thuật toán chúng ta thấy rằng trong bước 2, việc 

giải n+1 bài toán trên các miền lẻ được thực hiện độc lập. Do đó ta có thể sủ 

dụng n+1 bộ xử lý độc lập giải n+1 bài toán một cách song song. Tương tự 

trong bước 3, việc giải n bài toán trên các miền chẵn cũng được thực hiện độc 

lập. Do đó ta có thể sử dụng n bộ xử lý độc lập giải n  bài toán một cách song 

song. Do đó, thuật toán giải trên 2n+1 miền luôn được thực hiện song song 

bởi (n+1) bộ xử lý. 

+ Cũng theo thuật toán, chúng ta thấy để thực hiện được bước 3 ta 

cần có dữ liệu của bước 2, nên giữa bước 2 và bước 3 phải được thực hiện 

tuần tự nên thuật toán trên là thuật toán song song nhưng chưa được thực 

hiện triệt để. 

+ Việc giải các bài toán trên các miền con là các miền đơn giản (hình 

chữ nhật) nên luôn luôn sử dụng các hàm trong thư viện TK2004. 

Đánh giá độ phức tạp của thuật toán 

Giả sử chúng ta cần thực hiện K bước lặp để nhận được nghiệm xấp xỉ 

của bài toán với độ chính xác cấp hai. Khi đó hiển nhiên tại mỗi bước lặp 

chúng ta cần phải giải song song n+1 bài toán Dirichlet sau đó giải song song 

n bài toán Neumann. Với mỗi bài toán trên theo thuật toán thu gọn khối lượng 
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tính toán có độ phức tạp ( log )O MN N  do đó độ phức tạp thời gian đối với 

thuật toán là 

1
2 ( log )

comp
t K O MN N   

Tại mỗi bước lặp, Các bộ xử lý chẵn cần phải gửi N số liệu cho các bộ 

xử lý lẻ để hiệu chỉnh giá trị trên các biên chung do đó độ phức tạp truyền 

thông được tính theo công thức 

2
comm staup data
t Nt Nt   

Tại bước hiệu chỉnh, N+1 bộ xử lý lẻ phải tính toán các công thức hiệu 

chỉnh trên các vectơ N chiều. Do đó số lượng tính toán tại bước này là  

2
8

comp
t KN  

Như vậy độ phức tạp của toàn bộ thuật toán được xác định bằng 

công thức 

( ) 2 ( log ) 2 8 ( log )
staup data

OT K O MN N Nt Nt KN O KMN N       

Trong đó M N  là lưới chia hình chữ nhật cơ sở. 

Một số kết quả thực nghiệm đối với QD1 

Để kiểm tra tính đúng đắn của sơ đồ lặp song song dạng chẵn lẻ, chúng 

tôi sử dụng phương pháp lưới chuyển bài toán vi phân về bài toán dạng sai 

phân với lưới chia hình chữ nhật là 64 64  lưới điểm, sau đó tiến hành thực 

hiện sơ đồ lặp song song trên cơ sở các hàm trong thư viện TK2004. 

Trong các ví dụ, kí hiệu ( , )u x y  là nghiệm đúng của bài toán, ( )( , )mu x y  

là nghiệm xấp xỉ sau bước lặp thứ m, điều kiện dừng lặp là 

( ) *ax ( , ) ( , )mm u x y u x y   . Ngôn ngữ sử dụng lập trình là Matlab trên 

máy tính PC. Kích thước các hình chữ nhật cơ sở luôn lấy là 1; 1a b  .  

Các kết quả thực nghiệm thu được như sau (Số miền chia là 19) 
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Bảng 1:  *( , ) log( 5) sin log( 6)xu x y e y y x     

Tham số Số bước lặp Sai số 

0.2 40 41.10  

0.3 27 56.10  

0.4 21 53.10  

0.5 17 55.10  

0.6 11 57.10  

0.7 13 59.10  

0.8 30 59.10  

 

 

Hình 3: Đồ thị nghiệm xấp xỉ 
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Bảng 2:  * 3 3( , ) x yu x y x ye y xe     

Tham số Số bước lặp Sai số 

0.2 40 48.10  

0.3 36 42.10  

0.4 21 58.10  

0.5 15 55.10  

0.6 10 57.10  

0.7 17 57.10  

0.8 32 58.10  

 

 

Hình 4: Đồ thị nghiệm xấp xỉ 
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Bảng 3:  *( , ) sin sinu x y x y  

Tham số Số bước lặp Sai số 

0.2 40 42.10  

0.3 25 42.10  

0.4 20 42.10  

0.5 17 42.10  

0.6 10 42.10  

0.7 15 42.10  

0.8 35 42.10  

 

Hình 5: Đồ thị nghiệm xấp xỉ 
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Nhận xét:  

Qua thực nghiệm có thể thấy sơ đồ lặp song song dạng chẵn lẻ QD1 là 

hội tụ với tham số lặp   được chọn trong khoảng (0.1 – 0.9). Tham số tối ưu 

được chọn trong khoảng (0.5-0.7). 

2.3.2 Phƣơng pháp song song QD2 

Xét bài toán 
   

, ,

, ,

u f x

u x

                              (2.22)  

Giả sử miền Ω được chia thành n  miền con bởi các biên
1 2 1
, ,...,

n
   .  

1
  

 

2
  

1
  

…
 

2
  

k
  

1k
  

…
 

k
  

n
  

k
  

     Hình 6 

Trên cơ sở của phương pháp chia miền Patrick le Talle, chúng ta xác 

định nghiệm của bài toán theo sơ đồ lặp sau đây. 

Kí hiệu 
k
g  là giá trị hàm trên đường biên 

k
 , k = 1,2,3,…,n – 1. 

Thuật toán: 

Bước 1: Xuất phát từ (0) 0
k
g  , trên biên 

k
  

Bước 2: Giải song song các bài toán trên các miền  

  

( )

1 1
( )

1 1 1
( ) ( )

1 1 1

, ,

, \ ,

,

m

m

m m

u f x

u x

u g x



          

     (2.23) 
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( )

( )

1
( ) ( )

1 1
( ) ( )

,

, \ { , },

,

,

m

k k
m

k k k k
m m

k k k
m m

k k k

u f x

u x

u g x

u g x




 

              

   (2.24) 

  

( )

( )

1
( ) ( )

1 1

,

, \ ,

,

m

n n
m

n n n
m m

n n n

u f x

u x

u g x




 

          

    (2.25) 

Bước 3: Hiệu chỉnh trên 
k

  

 

( )( )
( 1) ( ) 1(1 ) ( )

1,2,...,

mm
m m kk
k k

uu
g g

k n

 
 

 
        

   (2.26) 

Nhận xét:  

+ Sự hội tụ của phương pháp phụ thuộc hoàn toàn vào sự hội tụ của 

sơ đồ lặp (2.26). Việc chứng minh sơ đồ lặp này hội tụ bằng lý thuyết là 

khó khăn, tuy nhiên chúng ta có thể khẳng định thông qua các kết quả 

thực nghiệm. 

+ Theo các bước của thuật toán chúng ta thấy rằng trong bước 2, việc 

giải n bài toán trên các miền con được thực hiện độc lập. Do đó ta có thể sủ 

dụng n bộ xử lý độc lập giải n  bài toán một cách song song.  Do đó đây chính 

là quá trình xử lý song song được thực hiện bằng n bộ xử lý độc lập. 

+ Cũng theo thuật toán, chúng ta thấy để thực hiện được bước 3 ta 

cần có dữ liệu của bước 2, nên giữa bước 2 và bước 3 phải được thực hiện 

tuần tự nên thuật toán trên là thuật toán song song nhưng chưa được thực 

hiện triệt để. 
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+ Việc giải các bài toán trên các miền con là các miền đơn giản (hình 

chữ nhật) nên luôn luôn sử dụng các hàm trong thư viện TK2004. 

Đánh giá độ phức tạp của thuật toán 

Giả sử chúng ta cần thực hiện K bước lặp để nhận được nghiệm xấp xỉ 

của bài toán với độ chính xác cấp hai. Khi đó hiển nhiên tại mỗi bước lặp 

chúng ta cần phải giải song song n  bài toán Dirichlet. Với mỗi bài toán trên 

theo thuật toán thu gọn khối lượng tính toán có độ phức tạp ( log )O MN N  do 

đó độ phức tạp thời gian đối với thuật toán là 

1
( log )

comp
t K O MN N   

Tại mỗi bước lặp, Các bộ xử lý cần phải gửi N số liệu cho các bộ xử lý 

tổng để hiệu chỉnh giá trị trên các biên chung do đó độ phức tạp truyền thông 

được tính theo công thức 

2
comm staup data
t Nt Nt   

Tại bước hiệu chỉnh, bộ xử lý tổng phải tính toán các công thức hiệu 

chỉnh trên các vectơ N chiều. Do đó số lượng tính toán tại bước này là  

2
8

comp
t KN  

Như vậy độ phức tạp của toàn bộ thuật toán được xác định bằng 

công thức: 

( ) ( log ) 2 8 ( log )
staup data

OT K O MN N Nt Nt KN O KMN N       

Trong đó M N  là lưới chia hình chữ nhật cơ sở. 

Một số kết quả thực nghiệm QD2 

Để kiểm tra tính đúng đắn của sơ đồ lặp song song QD2, chúng tôi sử 

dụng phương pháp lưới chuyển bài toán vi phân về bài toán dạng sai phân với 

lưới chia hình chữ nhật là 64 64  lưới điểm, sau đó tiến hành thực hiện sơ đồ 

lặp song song trên cơ sở các hàm trong thư viện TK2004. 
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Trong các ví dụ, kí hiệu ( , )u x y  là nghiệm đúng của bài toán, ( )( , )mu x y  

là nghiệm xấp xỉ sau bước lặp thứ m, điều kiện dừng lặp là 

( ) *ax ( , ) ( , )mm u x y u x y   . Kích thước các hình chữ nhật cơ sở luôn lấy là 

1; 1a b  . Các kết quả thực nghiệm thu được như sau (Số miền chia là 19): 

Bảng 4:  *( , ) log( 5) sin log( 6)xu x y e y y x     

Tham số Số bước lặp Sai số 

0.2 80 41.10  

0.3 67 56.10  

0.4 40 57.10  

0.5 25 55.10  

0.6 18 58.10  

0.7 17 58.10  

0.8 77 42.10  

 

Bảng 5:  * 3 3( , ) x yu x y x ye y xe     

Tham số Số bước lặp Sai số 

0.2 80 0.003 

0.3 66 42.10  

0.4 39 57.10  

0.5 25 55.10  

0.6 20 56.10  

0.7 25 58.10  

0.8 73 42.10  
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Nhận xét:  

+ Qua thực nghiệm có thể thấy sơ đồ lặp song song QD2 là hội tụ với 

tham số lặp   được chọn trong khoảng (0.1 – 0.9). Tham số tối ưu trong 

khoảng (0.5-0.7). 

+ So với phương pháp lặp QD1 thì số lần lặp đối với QD2 để đạt đến 

cùng một mức sai số là nhiều hơn. Điều này được giải thích vì trong phương 

pháp QD2, việc xác định nghiệm của các bài toán lẻ không tận dụng được giá 

trị nghiệm của các bài toán chẵn do hai bài toán giải song song với nhau. Tuy 

nhiên ưu điểm của phương pháp là sơ đồ lặp là tính toán theo hệ thống song 

song hoàn toàn.  

2.4 Mô hình bài toán biên gián đoạn 

Xét mô hình bài toán 

  

, ,

, ,

u f x

u x

      
                                 (2.27) 

Trong đó 
2R  , giả sử hàm và đạo hàm của nghiệm phương trình bị gián 

đoạn qua đường   tức là: 

 

 

1 2 1

1 2
2

( ), ,

( ), .

u u x x

u u
x x

n n

             

             (2.28) 

Mô hình này thường được xuất hiện trong các bài toán cơ học và vật lý 

khi môi trường được chế tạo bởi 2 loại vật liệu khác nhau. Nhiệt lượng và 

thông lượng nhiệt sẽ bị gián đoạn khi qua một mặt phân cách nào đó trong 

môi trường. Đây cũng là một mô hình hiện nay đang được các nhà khoa học 

quan tâm.  
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2.4.1 Phƣơng pháp lặp tuần tự 

Xuất phát từ phương pháp chia miền Saito-Fujita việc giải bài toán trên 

được giải bằng các phương pháp sau đây. 

Kí hiệu g  là giá trị của hàm 
1
u  trên biên

 
 . Khi đó việc giải bài toán 

được thực hiện bằng sơ đồ lặp sau đây. 

Bước 1: Xuất phát từ (0)g , trên biên   

Bước 2: 1,2,...,m   thực hiện giải các bài toán   

 

( )

1 1
( )

1 1
( )

1

, ,

, ,

,

m

m

m m

u f x

u x

u g x



         

     (2.29) 

            

( )

2 2
( )

2 2
( ) ( )

2 2
2

,

, ,

( ),

m

m

m m

u f x

u x

u u
x x

n n



              

   (2.30) 

Bước 3: Hiệu chỉnh trên   

 

( 1) ( ) ( )

2 1
(1 ) ( ( ))m m mg g u x

x

        
  (2.31) 

Việc chứng minh sự hội tụ của sơ đồ lặp đưa ra là chưa thực hiện được. 

Tuy nhiên chúng ta có thể kiểm tra được bằng thực nghiệm. 

Trong các kết quả thực nghiệm sau đây, chúng tôi cho trước các bước 

nhảy  
1 2
( ), ( )x x  , điều kiện biên ( )x  và hàm vế phải  ( , ).f x y   

Điều kiện dừng lặp là ( 1) ( )ax ( , ) ( , )m mm u x y u x y    , miền 

 0,2 0,1 , 1,0 1x y                 .
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Ví dụ 1. 
 

4 2

1

2
3

( , )

( , ) 4 s inx log( 2)

( , ) 4 s inx

4 sin( )

x y

x y

x y x y

x y x y

x y y e

f xy e

 



  

    

  

   

Các kết quả thực nghiệm thu được như sau: 

Bảng 6: Kết quả thực nghiệm của ví dụ 1   

Tham số Số bước lặp Sai số 

0.1 40 0.0035 

0.2 40 57.10  

0.3 40 75.10  

0.4 40 92.10  

0.5 36 115.10  

0.6 28 115.10  

0.7 30 115.10  

0.8 40 82.10  

0.9 40 0.0015 

 

Hình 7: Đồ thị nghiệm xấp xỉ trong ví dụ 1 
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Ví dụ 2. 
 

1

2
3

( , ) 5

( , ) 9

( , ) 4 s inx+

4 sin( )

x y

x y

x y

x y

x y y e

f xy e

 



 

 

 

   

Các kết quả thực nghiệm thu được như sau 

Bảng 7: Kết quả thực nghiệm của ví dụ 2  

Tham số Số bước lặp Sai số 

0.1 40 0.0031 

0.2 40 56.10  

0.3 40 76.10  

0.4 40 92.10  

0.5 35 119.10  

0.6 28 114.10  

0.7 31 115.10  

0.8 40 87.10  

0.9 40 0.0045 

 

Hình 8: Đồ thị nghiệm xấp xỉ trong ví dụ 2 
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Qua thực nghiệm có thể khẳng định phương pháp lặp đối với bài toán 

biên gián đoạn qua mặt phân cách là hội tụ. Xuất phát từ phương pháp trên, 

chúng ta có thể đề xuất sơ đồ lặp song song như sau: 

2.4.2 Phƣơng pháp lặp chẵn lẻ QD3 

Xét bài toán
    

, ,

, ,

u f x

u x

                                (2.32)  

Giả sử miền Ω được chia thành 2n+1 miền con 
1 2 1
,...,

n
 

 
bởi các biên 

1 2 3 2
, , ,...,

n
     và đồng thời giá trị hàm và đạo hàm gián đoạn khi chuyển 

tiếp qua các đường biên phân chia tức là
 

1

2

( ),

( ),

k

k

k k

k k

u x x

u
x x

n





       
        

 

Xuất từ sơ đồ lặp trên, chúng ta xây dựng sơ đồ lặp sơ đồ lặp dạng chẵn lẻ 

giải bài toán trên như sau. 

Kí hiệu ( )
k
g x  là giá trị hàm 

k
u

 
trên đường biên 

k
 , với 1,2,...,2k n  

Thuật toán: 

Bước 1: Xuất phát từ (0) 0
k
g  , trên 

k
  

Bước 2: 1,2,...,m  tiến hành giải các bài toán miền lẻ 

1
,

3
, …,

2 1
,

n
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( )

1 1
( )

1 1 1
( ) ( )

1 1 1

, ,

, \ ,

,

m

m

m m

u f x

u x

u g x
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Bước 3:Với mọi 0,1,2,...m  tiến hành giải các bài toán trên miền chẵn 
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Bước 4: Hiệu chỉnh  
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Nhận xét:  

+ Sự hội tụ của phương pháp phụ thuộc hoàn toàn vào sự hội tụ của 

sơ đồ lặp (2.26). Việc chứng minh sơ đồ lặp này hội ttụ bằng lý thuyết là 

khó khăn, tuy nhiên chúng ta có thể khẳng định thông qua các kết quả 

thực nghiệm. 

+ Theo các bước của thuật toán chúng ta thấy rằng trong bước 2, việc 

giải n bài toán trên các miền con được thực hiện độc lập. Do đó ta có thể sử 

dụng n bộ xử lý độc lập giải n  bài toán một cách song song.  Do đó đây chính 

là quá trình xử lý song song được thực hiện bằng n bộ xử lý độc lập. 

+ Cũng theo thuật toán, chúng ta thấy để thực hiện được bước 3 ta 

cần có dữ liệu của bước 2, nên giữa bước 2 và bước 3 phải được thực hiện 

tuần tự nên thuật toán trên là thuật toán song song nhưng chưa được thực 

hiện triệt để. 

+ Việc giải các bài toán trên các miền con là các miền đơn giản (hình 

chữ nhật) nên luôn luôn sử dụng các hàm trong thư viện TK2004. 

Đánh giá độ phức tạp của thuật toán 

Giả sử chúng ta cần thực hiện K bước lặp để nhận được nghiệm xấp xỉ 

của bài toán với độ chính xác cấp hai. Khi đó hiển nhiên tại mỗi bước lặp 

chúng ta cần phải giải song song n  bài toán Dirichlet. Với mỗi bài toán trên 

theo thuật toán thu gọn khối lượng tính toán có độ phức tạp ( log )O MN N  do 

đó độ phức tạp thời gian đối với thuật toán là 

1
( log )

comp
t K O MN N   

Tại mỗi bước lặp, các bộ xử lý cần phải gửi N số liệu cho các bộ xử lý 

tổng để hiệu chỉnh giá trị trên các biên chung do đó độ phức tạp truyền thông 

được tính theo công thức 

2
comm staup data
t Nt Nt   
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Tại bước hiệu chỉnh, bộ xử lý tổng phải tính toán các công thức hiệu 

chỉnh trên các vectơ N chiều. Do đó số lượng tính toán tại bước này là  

2
8

comp
t KN  

Như vậy độ phức tạp của toàn bộ thuật toán được xác định bằng 

công thức 

( ) ( log ) 2 8 ( log )
staup data

OT K O MN N Nt Nt KN O KMN N       

Trong đó M N  là lưới chia hình chữ nhật cơ sở. 

Thuật toán song song QD3 cũng có thể kiểm tra sự hội tụ thông qua các 

chương trình thực nghiệm tương tự như thuật toán QD2. Các kết quả thực 

nghiệm khẳng định tham số lựa chọn tối ưu cũng trong khoảng (0.5-0.7). 

Kết luận: Trong chương 2, luận văn đã dưa ra một số sơ đồ tính toán 

song song giải bài toán biên elliptic dựa trên tư tưởng chia miền. Các sơ đồ 

này đã được kiểm tra bằng các chương trình thực nghiệm thông qua nhiều ví 

dụ khẳng định sự hội tụ của các sơ đồ.  
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PHẦN KẾT LUẬN 

Nội dung chính của luận văn đã đề cập đến các sơ đồ tính toán song song 

giải bài toán biên elliptic dựa trên tư tưởng chia miền của các tác giả trên thế 

giới. Các kết quả chính của luận văn đạt được bao gồm: 

1. Luận văn đã tìm hiểu các kiến thức cơ bản về lý thuyết tính toán song 

song, phương pháp sai phân và thư viện TK2004 giải số bài toán biên elliptic 

với hệ số hằng trên miền chữ nhật. 

2. Tìm hiểu về cơ sở phương pháp chia miền và đặc biệt là phương pháp 

chia miền của các tác giả Saito-Fujita dựa trên tư tưởng hiệu chỉnh hàm trên 

biên phân chia. 

3. Trên cơ sở của phương pháp Saito-Fujita, Luận văn đưa ra 2 sơ đồ 

lặp song song QD1 và QD2 giải bài toán biên elliptic với số miền chia là 

tùy ý, đối với mỗi phương pháp đã đánh giá độ phức tạp của quá trình xử lý 

song song, tính toán thử nghiệm trên nhiều ví dụ khác nhau. Các kết quả 

thực nghiệm đã khẳng định sự hội tụ của các sơ đồ tính toán song song  

QD1 và QD2. 

4. Luận văn nghiên cứu mô hình bài toán biên gián đoạn qua mặt phân 

cách. Trên cơ sở của phương pháp Saito-Fuijta, luận văn đưa ra sơ đồ lặp 

song song dạng chẵn lẻ QD3 giải bài toán biên elliptic với số miền chia là tùy 

ý, đánh giá độ phức tạp của quá trình xử lý song song, thử nghiệm trên máy 

tính điện tử. Các kết quả thực nghiệm đã khẳng định sự hội tụ của sơ đồ tính 

toán song song QD3.  

Hướng nghiên cứu tiếp theo của luận văn là nghiên cứu đề thuật các 

thuật toán song song khác dựa trên các tư tưởng chia miền khác nhau áp dụng 

vào các bài toán phức tạp hơn, đồng thời tiến hành thực nghiệm áp dụng mô 

hình tính toán song song đối với các bài toán trong thực tế. 
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