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van 1a hoan toan trung thuyc va chua ting dudc cong bod trong cac cong
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Tac gia
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Tac gid cling xin gii 16i cAm on chan thanh dén Ban giam hiéu, Khoa
Sau dai hoc, Khoa Toan truong Dai hoc su pham- Dai hoc Thai Nguyén,
Trung tam hoc liéu - Dai hoc Thai Nguyeén da tao diéu kién thuan 1gi trong
suot qua trinh tac gid hoc tap tai truong.

Tic gid xin chan thanh cdm on gia dinh, ban beé dong nghiép va cac
thanh vién trong 16p cao hoc toan K19 da luén quan tam, dong vién, giap
d6 tac gid trong sudt thoi gian hoc tap va qua trinh lam luan van gitp tac

gia hoan thanh luan van nay.
Tuy c6 nhiéu c6 gang, song thoi gian va nang lic clia ban than c6 han
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Tac gia
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MG DAU

1. Lich st phat trién va Iy do chon dé tai

Cac phuong trinh dao ham riéng tién héa phi tuyén xuat hién nhiéu
trong cac qua trinh ctia vat 1i, héa hoc va sinh hoc, chang han céc qua
trinh truyén nhiet va khuéch tan, qué trinh truyén séng trong co hoc chat
16ng, cac phan tng hoa hoc, cac md hinh quan thé trong sinh hoc,...Viéc
nghién citu nhitng 16p phuong trinh nay cé ¥ nghia quan trong trong khoa
hoc va cong nghé. Chinh vi vy n6 da va dang thu hat duge sy quan tam
ctia nhiéu nha khoa hoc trén thé giéi. Cac van dé dit ra 1a nghién citu tinh
dit dung ciia bai toan (su ton tai duy nhat nghiém, sy phu thudc lién tuc
ctia nghiém theo dit kieén da cho) va cac tinh chat dinh tinh ctia nghiem
(tinh tron, dang diéu tiém can ctia nghiém,...).

Sau khi nghién cttu tinh dat ding cta bai toan, viéc nghién cttu dang
diéu tiém can ctia nghiém khi thoi gian ra vo cling rat quan trong vi né cho
phép ta hicéu va du doan xu thé phat trién ctia hé dong luc trong tuong lai,
tit d6 ta c6 thé c6 nhiing diéu chinh thich hop dé dat dugc két qua mong
muoén. Vé mat toan hoc, diéu nay lam ndy sinh mot huéng nghién cttu mdi,
dugce phat trién manh mé trong khoang ba thap ki gan day 1a Li thuyét cac
he dong Iuc tieu hao vo han chiéu. Li thuyét nay ndm & giao clia 3 chuyén
nganh 1a Li thuyét he dong lyc, Li thuyét phuong trinh vi phan dao ham
rieng va Li thuyét phuong trinh vi phan thuong (xem Bang phan loai toan
hoc nam 2010). Bai todn co ban ctia li thuyét nay la nghien cttu sy ton tai
va cac tinh chat co ban cia tap hit, chang han danh gia s6 chiéu fractal

hoac s6 chiéu Hausdorff, sut phu thudc lién tuc ctia tap hat theo tham bién,



tinh tron ctia tap hut, xac dinh cac modes,... Tap hit toan cuc co dién la
mot tap compact, bat bién, hut tat cd cac quy dao ctia hé va chia dung
nhiéu thong tin vé dang diéu tiém can ctia he. Cu thé véi mdi qui dao cho
trude ctia hé va mot khoang thoi gian T tly ¥, ta déu tim duge mot quy
dao nam trén tap hat toan cuc ma dang diéu khi thoi gian di 16n ctia hai
quy dao nay sai khac di nho trén mot khoang ¢6 do dai T'. Tuy nhién, tap
hit toan cuc chi 4p dung cho cac trusng hop 6tonom, trong khi rat nhieu
qué trinh c6 ngoai lie phu thuoc vao thoi gian. Do d6 can phai mé rong
khai niém tap hat cho cac hé dong liuc khong 6tondom. Viéc mé rong nghién
cttu vé tap hut da dan dén khai niem tap hit déu cho truong hop quy dao
nghiém bi chan khi thoi gian t tién ra vo han, va sau d6 1a khai niem tap
hat 1ui cho truong hop qui dao nghieém bat ki khi thoi gian t tién ra vo han.

Trong ba thap ki gan day, nhiéu nha toan hoc da nghién ctu va thu
dugc nhieu két qua veé 1i thuyét tap hut déi véi nhiéu 16p phuong trinh
vi phan dao ham riéng (xem,chang han, cuén chuyén khao [3] va bai tong
quan [2]). Mot trong nhiing 16p phuong trinh dao ham riéng duge nghién
cttu nhiéu nhat 14 16p phuong trinh parabolic. Lép phuong trinh nay mo
ta nhiéu qua trinh trong vat li, hoéa hoc va sinh hoc nhu qua trinh truyén
nhiét, qua trinh phan tng khuéch tan, mo6 hinh toan hoc trong sinh hoc

quan thé, ...

Sy ton tai tap hat toan cuc déi v6i phuong trinh va hé phuong trinh
parabolic nita tuyén tinh khong suy bién da dugc nghién cttu béi nhiéu tac
gi4, trong c& mién bi chin va khong bi chan (xem [7], [11]). Tinh lién tuc
clia tap hit toan cuc doéi véi cac bai toan parabolic duge nghién citu trong
cac cong trinh [2], [6], [7], [10]. Trong nhiing nam gan day, sy ton tai tap
hat i da duge chitng minh cho phuong trinh parabolic vé6i diéu kién bién
phi tuyén ([4], [5], [12]), phuong trinh parabolic v6i diéu kién bien dong lyc
[13]. Cho dén nay, cac két qua ve Ii thuyét tap hat lui déi v6i phuong trinh
parabolic khong suy bién rat phong pht va kha hoan thién. Tuy nhién, cac
két qua tuong tng trong truong hop phuong trinh phi tuyén van con rat it.



Viéc nghién cttu sy ton tai va tinh chat cta tap hat déi véi nhitng 16p
phuong trinh parabolic phi tuyén 1 nhitng van deé thoi su, ¢6 ¥ nghia khoa
hoc va hia hen c6 nhiéu ting dung trong cac bai toan thuc té.

Véi nhitng 1 do & trén, ching to6i Iua chon van dé ching minh sy ton
tai duy nhat nghiém yéu va ching minh si ton tai tap hat lui déi véi mot
16p phuong trinh parabolic phi tuyén lam noi dung nghién citu ctia Luan
van véi tén goi 1a "Tap hit lui doi véi mot lop phuong trinh parabolic phi
tuyén”.

2. Phuong phap nghién ciu

e Chiing minh syt ton tai va duy nhat nghiém yéu: sit dung phuong phap
xap xi Galerkin két hop véi cac bo dé compact (thuong dude goi 1a phuong
phép compact trong tai licu).

e Chitng minh sy ton tai tap hat: st dung cac phuong phap cta li thuyét
he dong luyc vo han chiéu, néi riéng 14 phuong phap danh gia tien nghiém

tiém can.
3. Muc dich cua luan van

Trong luan van ndy, tic gid nghién ctu sy ton tai duy nhat nghiem yéu
va sy ton tai tap hiat 1ui déi véi mot 16p phuong trinh parabolic phi tuyén
chita toan tt Grushin trong mién bi chan.

- Nghién cttu bai toan:

Uy — G5u+ f(U) — g(t7$)7 (t7$) S QT,T - (T7T] X Qa
u(z,t) =0, =€, te(r,T],
u(x,7) = u-(x), =€,



trong do
_ 28 _ N1 NQ
Gsu = Ay u+ 21| Au, = (21,29) € QCR™ xR™ 5 >0,

I3 toan t1t Grushin, u, € L?(Q).

Déi v6i bai toan nay, ching toi nghién ctu:

e Chitng minh sy ton tai vd duy nhéat nghiém yéu ctia bai toan (2.1).

e Chitng minh st ton tai tap hut i trong khong gian S3(Q) N L*~2().
4. B6 cuc ctia Luan vian

Luan van bao gom: Md dau, ba chuong noi dung chinh, Két luan va Tai

liéu tham khéo.

Chuong 1. Trinh bay céc khai niem va két qua tong quat veé tap hit
i toan cuc, tap hit déu va tap hiat 1ui, cac két qua vé khong gian ham
va toan tit duge st dung trong luan vin v mot s6 kién thitc bo trg khac.

Chuong 2. Nghién citu sy ton tai va duy nhat nghiém yéu ctia bai toan.

Chuong 3. Chitng minh sy ton tai tap hat 1ui trong S3(Q) N L#P~2(0).



Chuong 1

KIEN THUC CHUAN BI

1.1 Cac khong gian ham

Trong luan van nay ta st dung mot sé6 khong gian ham sau:

e [/(Q) 1a khong gian Banach bao gom tat ca cac ham kha tich Lebesgue
cap p tren Q véi chuan duge dinh nghia nhu sau

1/p
fulloyi= ([ tapaz)
Q

Cha y rang LP(2) 1a khong gian Banach phén xa khi 1 < p < 400.

o 1°(Q) la khong gian Banach bao gom tat cd cac ham do dugc va bi
chan hau khip trén Q véi chuan

||ul| () := esssup |u(z)].
xe

e Gia su: 0 : 2 — R 1a ham do dugc Lebesgue, khong am va thdéa méan
cac dieu kién sau:
Khi mién Q bi chin,
(Ho ) 0 € Li, () va véi a € (0;2), },}Ei inf |z — 2| %0 (z) > 0Vz € Q,
Khi mién Q khong bi chin,
(H2%5) o thoa man diéu kien (Hq ) va lim inf 2] Po(x) > 0véi f > 2.

|x|—2



Khi d6 ta dinh nghia khong gian S}(Q) nhu 14 bo sung di ctia CP(Q)
v6i chuan

1/2
[lullsye) = (/(IVI1UI2+ \wllzslvxzulz)dl‘) ,
Q
va tich vo6 huéng

1/2
((u,v)) := (/ (Vi uVav + \xl\QSVmuvx?v)de) :

Q
Nhing Bo dé dudi day xem trong [14].
Bo dé 1.1.1. Gid st Q la mien dong bi chan trong RN x RN (Ny, Ny >

0). Khi dé cdc dnh za nhing sau
(i) SL(Q) — L%(Q) lién tuc,
(ii) S§(Q) — LP(Q) compact néu p € [1,2%),

trong do 28 = ————, N(s) = Ny + (s + 1)Ns.

e Ta dinh nghia khong gian S3(2) nhu bao déng ctia C3°(Q) véi chuan

1/2 1/2
lullsgor = ([ (8auP + P lanaPiis) - = ( [(Gapyar)
Q Q

Bo dé sau dugc suy ra tit dinh nghia ctia S(2) va SZ(Q):

Bé dé 1.1.2. Gid st ) la mién déng bi chan trong RN x RNV (N1, Ny > 0)
vdi bién tron 0Q. Khi dé SZ(2) C SL(Q) lien tuc.

Ta da biét (xem [6]) v6i toan tit A = —G,, ton tai {e;};>1 sao cho:
(ej,ek) = 5j]€a Aej = )\jej, j,k = 1, 2, ceey
O< A< <<, )\j—>+OOkhij—>OO,

va {e;};>1 1 he truc chuan trong L?(£2).



1.2 Khong gian ham phu thudc thoi gian

Trong luan van nay ta st dung cac khong gian ham phu thudc thoi gian
sau:

Gia sit X la khong gian Banach.
e C'([a,b]; X) 1a khong gian Banach bao gom tat ca cac ham u : [a, b] —
X lien tuc tit [a, b] vio X véi chuan

[lulleqasx) = sup [fu(t)]|x
t€[0,T)

e [”(a,b; X) la khong gian Banach bao gom tat ci cac ham u : (a,b)

X sao cho
/p
[l sy = (/Hu det) < +oo.

1.3 Tap hut toan cuc

1.3.1 Mot sé khai niém

Gia st X 1a mot khong gian Banach, ta c6 cac dinh nghia sau:

Dinh nghia 1.3.1. Mot niéa nhom (lién tuc) trén X la mot ho cdc anh
za S(t) : X — X,t > 0 théa man

(i) S(0) = I,1 la phép dong nhit,
(1) S(t)S(s) = S(s)S(t) = S(t + s),

(iii) S(t)ug lien tuc doi vdi (t,ug) € [0;+00) X X.

Dinh nghia 1.3.2. Tap Y C X dugc goi la bat bién duong néu S(t)
Y.Vt > 0.

Tap Y C X dugc goi la bat bién am néu S(t)Y D Y,Vt > 0.
Tap Y C X dugc goi la bat bien néu S(t)Y =Y,Vt > 0.

Ta gidi thiéu cac khai niém vé tinh tiéu hao clia nita nhém



Dinh nghia 1.3.3. Nia nhém S(t) goi la tiéu hao diém (t.a., tieu hao bj
chan) néu ton tai mot tap bi chan By C X hit cic diém (t.., hit cdc tap
bi chan) cia X.

Néu S(t) 1a tieu hao bi chan thi ton tai mot tap By C X sao cho véi moi
tap bi chan B C X, ton tai T'= T(B) > 0 sao cho S(t)B C By, vVt > T.
Tap By nhu vay goi la mot tdp hap thu d6i véi he dong lue (X, S(t)).

Dé thay mot hé dong lue tidu hao bi chan thi tieu hao diem. Diéu nguge
lai n6i chung khong ding, nhung né ding déi véi cac hé dong Iyc hitu han
chiéu.

Bay gio ta dinh nghia tinh compact tiém can.

Dinh nghia 1.3.4. Gid st X la mot khong gian Banach. Nita nhém S(t)

goi la compact tiém cin néu vdéi moit > 0,S(t) c6 bieu dién dudi dang

S(t) = SW(t) + 5@ (1), (1.1)
¢ do SV(t) va SP(t) théa man cic tinh chit sau:

1.vdi bat ki tap bi chin B C X

rp(t) = sup HSl(t)yHX — 0khit — +o0;
yeB

2. vdi bat ki tap bi chan B trong X ton tai ty sao cho tap hop

ROLEIVERE (12)

t>1o

la compact trong X, ¢ day [y] la bao déng cia tap .

Mot hé dong luc goi 14 compact néu né 1a compact tiém can va ta co
thé 1ay SM(¢) = 0 trong biéu dién (1.1). R6 rang riing bat ki he dong luc
tieu hao httu han chiéu nao ciing 1a compact.

Dé dang thay rang dicu kien (1.2) dugc théa man néu ton tai mot tap
compact K trong X sao cho vé6i bat ki tap bi chian B C X, ton tai to(B)



sao cho S®(t)B C K,Vt > ty(B). Néi rieng, mot heé tieu hao la compact
néu né c6 mot tap hap thu compact.

Boé dé sau day rat hitu ich khi chiing minh tinh compact tiém can.

Bo6 dé 1.3.5. Niia nhém S(t) la compact tiém can néu ton tai mot tap

compact K sao cho

lim dist(S(t)B, K) =0,

t—-+o00
vdr moi tap B bi chan trong X.

Chitng minh. Vi K 1a tap compact nén véi moi ¢t > 0 vi v € X, ton tai
phan tit v := S®(t)u € K sao cho

dist(S(t)u, K) = ||S(t)u — S@ (t)ul|.

Do d6 néu dat SW (t)u = S(t)u— S (t)u, dé thay sy phan tich (1.1) thoa
man tat cd cac yéu cau trong dinh nghia ctia tinh compact tiém can. [

Chu y: Néu X 1a khong gian Banach 161 déu va nita nhom S(¢) ¢6 mot
tap hap thu bi chan B, thi ba diéu kién sau la tuong duong:
a) Nita nhém S(t) 1a compact tiém can,
b) Nita nhom S(t) la thuge 16p AK, tiic 1a v6i moi day bi chan{xy} trong
X va moi day t — oo, {S(tr)zk 7 1a compact tuong doi trong X,
¢) Ton tai mot tap compact K C X sao cho

dist(S(t)B,K) — 0 khi t — oo.

1.3.2 Tap hat toan cuc

Tap hat toan cuc 1a déi tuong trung tam ciia 1f thuyét cac he dong luc
tieu hao vo han chiéu.

Dinh nghia 1.3.6. Mot tap con khdc rong A cia X goi la mot tap hit
toan cuc doi vdi niia nhém S(t) néu:

1. A la mot tap dong va bi chan;
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2. A la bat bién, tic la S(t)A = A véi moit > 0;
3. A hit moi tap con bi chin B cia X tic la
tlim dist(S(t)A, B) =0,
— 00
d dé dist(E, F) = supinf d(a,b) la nia khodng cich Hausdorff gita hai

i
ack belF
tap con 2 va F cua X.

Cac tinh chat sau day ctia tap hit toan cuc 1a hé qua tryc tiép cia dinh
nghia.

Meénh dé 1.3.7. Gid st S(t) c6 mot tap hit toan cuc A. Khi dé:

1. Néu B la mot tap con bi chan bat bién cia X thy B C A (tinh cuc dai);
2. Néu B la mot tap con déng hit cac tap bi chan cia X thi A C B (tinh
cuc tz’éu);

3. A la duy nhat.

Két qua sau day néi vé cau tric ctia tap hut toan cuc.

Dinh 1y 1.3.8. (zem [9]) Gid st hé dong luc (X, S(t)) cd tap hit toan cuc
A. Khi dé moi qui dao day di b chan (ndi riéng la cdc diém dimg va cdc
quy dao tuan hoan, néu cé) déu nam trén A. Hon nia, néu S(t) la don
anh tren A thi A la hop ciia tat cd cic qui dao day di bi chdn.

Cac két qua duéi day chi ra rang cac he dong luc “trén tap hat toan
cuc” sé quyét dinh cac dang diéu tiem can cé thé co ciia cac qui dao riéng
18, nghia 1a sau mot khodng thoi gian du 16n, bat ki mot qui dao nado cta
phuong trinh goc trong sé giong nhu mot qui dao nao do trén tap hut
trong mot khoang thoi gian du dai.

Dinh 1y 1.3.9. (zem [9]) Gid si hé dong luc (X, S(t)) cd tap hit toan cuc
A. Cho trudc mot qui dao u(t) = S(t)ug, mot sai s6 € > 0 va mot khodng
thoi gian T > 0. Khi dé ton tai mot thoi diem T = 7(e,T) va mot diem
vg € A sao cho

u(r+1t) = S(t)vol| <€ vdi moi 0 <t <T.
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Dé xap xi qui dao da chon u(t) trong mot khodng thoi gian dai hon, ta
phai diing nhiéu qui dao trén tap hut toan cuc A. Ménh dé sau day 1a he
qué truc tiép ctia Dinh 1f 1.3.9

Hé qua 1.3.10. (zem [9]) Cho trudc mot qii dao u(t), ton tai mot day
cac sai s6 {€,}°2, vdi
€n — 0,

mot day tang cdc thoi diem {t,}°°, vdi
thi1 —t, = 00 khin — oo,
va mot day cac diem {v,}°°, vdiv, € A sao cho
u(t) — St —tn)vn|| < €, vdi moit, <t <t,.

Hon nita, budc nhay ||vny1 — S(tpe1 — tn)va|| dan téi 0 khi n — oo,

1.3.3 Su ton tai tap hat toan cuc
Két qua sau day 1a dinh 1f co ban vé su ton tai tap hat toan cuc.

Dinh ly 1.3.11. (zem [17] chuong 1) Gid si S(t) la nida nhom lién tuc
trén khong gian Banach X. Gid st S(t) la tieu hao va compact tieém can.
Néu B la mot tap hap thu bi chin cia S(t) thi A = w(B) la mot tap
compact khdc rong va la tap hit toan cuc déi véi S(t). Hon niia, tap hit
toan cuc A la lién thong trong X.

Heé qua sau day thuong duge ding dé chitng minh sy ton tai tap hit
toan cuc do6i v6i phuong trinh parabolic trong mién bi chan.

Hé qua 1.3.12. (zem [9]) Néu nita nhém S(t) la tiéu hao va B la mot
tap hap thu compact thy S(t) c6 mot tap hit toan cuc compact lién thong
A =w(B).

Bay gio ta nhic lai mot vai khai niem va két qua trong [4] sé duge st
dung trong chuong sau dé chitng minh tinh tron ctia tap hit toan cuc bing

phuong phap danh gia tién nghiém tiém can.
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Meénh dé 1.3.13. Gid s {S(t)}s>0 la mot nita nhém trén L"(Q) va gid
stt rang {S(t) }i>0 ¢6 mot tap hap thu bi chan trong L™ (). Khi dé vdi bat
ki e > 0 va bat ki tap con bi chan B C L"(Q), ton tai hai hing so duong
T =T(B) va M = M(e) sao cho

mes(QS(t)ug| > M)) <€,

vdi moiug € B vat > T, trong dé mes(e) ki hiéu cho do do Lebesgue cia
e C Qwva QS(t)ug| > M) :={x € Q/|S(t)ug(x)| > M}.

Dinh nghia 1.3.14. Gia s X la mot khong gian Banach. Nia nhom
{S(t) }i>o tréen X dugc goi la lién tuc manh-yéu trén X néu vdi bat ki
{zp )00, € X, — x, vat, > 0,t, > t, ta co S(t,)x, — S(t)x trong X.

Két qua sau thuong ding dé ching minh mot nita nhém la lién tuc

manh-yéu.

Bé dé 1.3.15. Gid st X, Y la hai khong gian Banach va X*, Y* la cdc
khong gian doi ngau tuong ing. Ta ciing gid s rang X la mot khong gian
con trt mat cia Y, phép chiéu i : X — Y la lién tuc va lien hop clia no
i*Y* — X* la phép chiéu tru mat. Gid s {S(t)}i>o la mot nia nhém
tren X va Y tuong tng, va gid thiét thém S(t) la lién tuc hodc lien tuc
yéu tréen Y. Khi dé {S(t)}i>0 la lien tuc manh - yéu tréen X néu va chi
néu {S(t) }1>o bién cdc tap con compact ciia X x Rt thanh cdc tap con bi
chan cua X .

Dinh nghia 1.3.16. Nia nhém {S(t) }i>o duge goi la théa man Diéu kién
(C) trong X néu va chi néu vdi bat ki tap bi chian B ciia X va bat ki e > 0,
ton tai mot hang so duong tg va mot khong gian con hitu han chieu X
cia X, sao cho tap {PS(t)x/x € B,t > tg} bi chan va

(I — P)S(t)z| <€ vdibat ki t > tp va x € B,

trong dé P : X — X la phép chiéu chinh tdc.

Cac dinh 1f sau thudng ding dé ching minh tinh tron ctia tap hit toan
cuc, tic 1a chitng minh sy ton tai clia tap hat toan cuc trong cac khong

gian “tron hon” khong gian chita diéu kién ban dau.
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Dinh ly 1.3.17. (zem [/]) Gid si {S(t)}i>0 (& mot nia nhom lien tuc

manh-yéu tréen LY(Q), va la lién tuc hodc lien tuc yéu trén L"(2) vdi moi

r < q, va c6 mot tap hit toan cuc trong L"(Q2). Khi dé {S(t)}+>0 o tap

hait toan cuc trong LY(Q) néu va chi néu

(i) {S(t) }i=0 c6 mot tap hap thu bi chan trong LI(Q),

(ii) vdi bat ki € > 0 va bat ki mot tap con bi chan B cia LI(QY), ton tai
cac hang so duong M = M (e, B) va T = T(e, B) sao cho

/ 1S(unl? < e (13)
QIS () uo|>M)

vdi bat ki ug € B vat>T.

Dinh 1y 1.3.18. (zem [4]) Gid si X la khong gian Banach va {S(t)}>0
la mot mita nhém lien tuc manh-yéu trén X . Khi d6 {S(t)}i>0 c6 mot tap

hit toan cuc trong X néu cac dieu kién sau théa man:
(i) {S(t)}i=0 c6 mot tap hap thu bi chin trong X,
(i) {S(t) }i>0 théa man Diéu kién (C) trong X.

1.4 Tap hat déu cia qua trinh don tri

Dinh nghia 1.4.1. Gid st E la mot khong gian Banach phdn za.
1. Mot ham ¢ € L2 (R; E) duogc goi la bi chdn tinh tién néu

loc

t+1

HW%ﬂMmWNﬁ£/W%%<m
t

2. Mot ham ¢ € L7 (R; E) duge goi la compact tinh tién néu bao dong

loc

cia {o(. + h)/h € R} la compact trong L2, (R; E).

loc

8. Mot ham ¢ € L2 (R; E) dudc goi la chuan tdc tinh tién néu vdi bt ki

e >0, ton tain > 0 sao cho
t+n

sup/ HapHZEds < €.
teR
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Ki hieu L(R; F), L2(R; F) va L2(R; E) tuong tng la tap tat ci cac
ham bi chin tinh tién, compact tinh tién v chuan tic tinh tién trong
L} (R;E). Ta co:

loc
L’(R;E) C L?(R;E) C L}(R; E).
Goi H,(g) 1a bao dong ctia tap {g(. + h)/h € R} trong LI (R; L*(Q))
véi topo yéu. Két qua sau duge chiing minh trong [18]
Bo dé 1.4.2. [18, chuong 5, Ménh dé 4.2]
1. Vi moi o € Hu(g), lloll72 < lgll7s:
2. Nhom chuyén dich {T'(h)} la lien tuc yéu trén H(g);
3. T(h)Hy(g9) = Hu(g) vdi h € R;
4. Ho(g) la compact yéu.

Ta sé st dung li thuyét tap hat déu trong khong gian kép ddi véi qua
trinh lién tuc yéu vd phuong phap uéc luong tien nghiém tiem can dé
nghién ctu tinh tron ctia tap hut déu trong truong hop nay.

Bo dé 1.4.3. Néu g € L2(R; E) thi vdi moi T € R;

t
lim sup/e’y(tT)H@H%dS = 0 vdi moi ¢ € Hy,(g).

Y0 t>r
T

Gia st Y 1a mot tap tham s6 va X, Y 1a hai khong gian Banach va Y
nhing lién tuc vao X. Ho {U,(t,7)/t > 7,7 € R}, 0 € > dudc goi 1a ho
cac qué trinh trong X, néu véi moi o € Y, {U,(t,7)/t > 7,7 € R} la mot
qué trinh, nghia 14, mot ho cac 4nh xa hai bién tit X vao X thoéa man

1. Uy(t,s)Uy(s,7) = Uy(t,7) v6imoi t > s > 1,7 € R,
2. U,(1,7) = Id, 1a 4nh xa dong nhat véi 7 € R.

trong d6 > duge goi 1a khong gian bicu trung, o € Y dudc goi 1a bicu
trung. Ki hieu B(X) la tap tat ca cac tap con bi chin cla X.
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Dinh nghia 1.4.4. Mot tap By € B(Y') dugc goi la tap (X,Y)-hdp thu deu
cla ho cic qud trinh Uy(t, T)pess néu vdi moi 7 € R va moi B € B(X),

ton tai tg = to(7, B) > 7 sao cho () Uy(t,7)B C By vdi moi t > to.
ogEY.
Mot tap P C 'Y dugc goi la tap (X,Y)-hit déu néu vdi moi 7 € R cho

trudc va B € B(X), lim sup disty (U, (t,7)B, P) = 0.

t—+o00 ey
Dinh 1y 1.4.5. (zem [8]) Gid sit {U,(t,T)}sex la ho cdc qud trinh trén
X thoa man :

1. Us(t +h, 7+ h) = Upp,(t,7), trong d6 {T'(h)/h > 0} la mot ho cic
todn ti trén Y va théa man T'(h) > = > vdi moi h € RY,

2. %~ la tap compact yéu va {Uy(t,7)}oey la (X x >0, Y)-lien tuc yéu,
nghia la, vdi moi t > T cho trude, T € R, danh za (u,r) — U, (t,T)u
la lien tuc yéu ta X X > vao Y,

8. {Us(t,T) }oex la (X,Y)-compact tiém cin déu, nghia la, né cé mot
tap (X,Y)-compact déu Khi dé ho {Uy(t,7T)}res c6 mot tap (X,Y)
- hat deu AZ compact trong Y wva hat mot tap bi chan trong X theo
topo trong Y. Hon nia

As = wro(Bo) =) U JUs(s.7) By,

o€y s>t

trong dé By la tap (X,Y)- hap thu bi chin cia {U,(t, )} ex .

1.5 Tap hat lui (Pullback attractors)

1.5.1 Tap hat lui déi véi cac tap bi chin cé dinh
Ta sé& ki hieu Z(X) 1a ho tat ca cac tap con khong rong ctia X va xét
mot ho cac tap khong réng Dy = {Dy(t) : t € R} € 2(X).

Dinh nghia 1.5.1. Ta néi rang qud trinh U la ﬁo— compact tiém can néu
vdi bat ki t € R va bat ki day 7, — —o0 va x, € Do(1,), day U(t, )z,
vdi T, < t, la compact tuong doi trong X.
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Ki hiéu

A(Do,t) = U(t,T)Do(T)X, Vt € R. (1.4)

Meénh dé 1.5.2. (zem [1]) Néu qud trinh U(t,7) la Dy- compact tiém can,
thy tap A(Dy,t) zdc dinh bdi (1.4) la tap con khong réng compact ciia X
vdi moi t € R.

Chitng minh. C6 dinh mot gia tri ¢ € R.

Lay mot day tuy y 7, — —o0o va véi méi 7, < t chon x, € Dy(7,), thi
tur day U(t, 7n)x, ta c6 the trich ra mot day con hoi tu U(t, 7)) 2, — ¥y
trong X. Do d6, ta c6 y € A(Dy,t) va tap A(Dy,t) 1a khong rong.

Ta biét rang A(ﬁo, t) 1a tap dong va dé chitng minh né 1a compact ta
chi cAn chiing minh ring v6i bat ki mot day cho trude {y,} C A(Dy,t), ta
¢6 thé trich ra mot day con hoi tu. Dau tién, quan sét ring y, € A(Dy, t)

thi ton tai 7, <t —n va , € Do(7,) sao cho

d(yna U(t, Tn)xn) <

S|

Do U la Dy - compact tiém can, nén ta c6 thé trich tit {U (¢, 7,,)x, } mot
day con hoi tu trong X. Do d6, rd rang day con tuong tng cta {y,} cling
sé hoi tu trong X t6i cing mot diem.

[]

Dinh nghia sau cé chita yéu cau t6i thiéu vé tinh lien tuc déi véi mot
quéa trinh trong khi nghién cttu dang diéu tiém can cua noé.

Dinh nghia 1.5.3. Ta néi rang qud trinh U la lién tuc manh-yéu néu vdi
bat ki cgp t > 7 € R, danh za U(t,7) la lien tuc ta X vdi topo manh vao
X vdi topo yéu.

Meénh dé 1.5.4. (zem [1]) Gid sit ring qud trinh U la Dy- compact tiem
can va lien tuc manh-yéu. Khi dé ho cdc tap {A(DO, t): t € R}, zdc dinh
bdi (1.4), la bat bién doi véi U, nghia la,

U(t, 7)A(Dy, 7) = A(Dy,t) V1 < t.
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Chitng minh. C6 dinh cap gia tri 7 < ¢.
Néu y € A(DO, 7), thi ton tai cac day 7, = —oo va x, € Dy(7,), sao cho
U(r, )z, — y trong X khi n — +o0. Khi d6

Ut,mm)x, = U, 7)U (T, Tp)xn — U(t, T)y yéu trong X.

Mit khac, ti day {U(¢, 7,)z,} ta c6 thé trich ra mot day con hoi tu
manh trong X, vi tinh duy nhat ctia giéi han nén giéi han d6 phai 1a
U(t,7)y. Ditu nay suy ra U(t,7)y € A(Dy, t)

Vay U(t,7)A(Dy, 7) C A(Dy, t).

Dé chitng minh bao ham thitc ngugc lai, ta xét mot phan tit z € A(Dy, t).
Khi d6 ton tai hai day 7,, = —o0 va x,, € Dy(7,), sao cho U(t, 7,)x, — 2
trong X khi n — +oo. V6i mbi 7, < t, dang thiic sau 1a ding

U(t, )z, =U(t, T)U(T, 7)) xn. (1.5)

Do U 1a Dy - compact tiem can, ta ¢6 thé trich ra mot day con {U (7, T, )T, }

hoi tu trong X dén mot diém y va hién nhien y € A(Dy, 7). Theo (1.5) va

U la lien tuc manh-yéu, ta c6 U(t, 7,,,)x,, — U(t,T)y, vivay z = U(t, 7)y.

Diéu nay chitng minh bao ham thitc nguoe lai, A(Dy, t) C U(t, 7)A(Dy, 7).
[]

Dinh nghia 1.5.5. Ta ndi ring ho cic tgp Dy = {Dy(t) : t € R} la tap

hap thu lui doi véi qud trinh U néu vdi moit € R va moi tap con bi chan

B ciia X, ton tai mot 7(t, B) <t sao cho

U(t,7)B C Dy(t) vdi moi 7 < 7(t, B).
Ménh dé 1.5.6. (zem [1]) Néu ho cic tap Dy = {Dy(t) : t € R} la hép
thu lui doi voi qud trinh U va qud trinh U la ZA?O - compact tiém can, thi

vdi mot t € R moi tap bi chan B cua X, ta co

lim dist(U(t, 7)B, A(Dy,t)) = 0. (1.6)

T——00

Chitng minh. Ta chiing minh bang phan ching. Gii si ton tai t € R
sao cho (1.6) khong ding. Khi do, ton tai € > 0 va hai day 7, = —o0 va
{z,} C B sao cho

d(U(t,7)xn, A(Dg, 1)) > € ¥n > 1. (1.7)
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V6i mdi s6 nguyén k > 1, dinh nghia t, =t — k. Do Dy hap thu lui, nén

v6i mdi k > 1, ton tai mot gia tri 7, trong day {7,} sao cho
Thy, < {pva U(tk, Tnk)B C Do(tk).
Dac biét

lim 7, = —ocovayy := Ul(t, Tn,)Tn, € Do(tr).
k—4o00

Do d6, day
U(t, tk)yk = U(t, Tnk)xnk
la compact twong doi va ton tai mot day con (7, x,,) lay tit day (7,,, 2p,)

va mot diem z € X sao cho

lim U(t,t;)y; = lim U(t, 7,)2,, = 2.

J—+o0 Jj—+o0
Do U(t,t;)y; hoi tu dén z nen z € A(Dy,t)) va vi vay Ul(t, Ty, ), hoi tu
dén z. Diéu nay mau thuan véi (1.7)
[]

Nhu mot hé qua clia cac két qua néu trén, ta thiét lap mot diéu kien du
dé khang dinh sy ton tai tap hit toan cuc “opr(t).
Dinh 1y 1.5.7. (zem [1]) Gid st rang U(t,s) : X — X la lién tuc vdi
s <t. Vdit € R cho trudc, gid si rang ton tai mot tap hit compact K(t).
Khi do tap

X

B bi chdn
la tap con khong rong compact ciia K (t). N6 hat tat cd cac tap bi chan ti
—00 vdi moi B C X :

lim dist(U(t,s)B, Zopr(t)) =0.

S§——00
Hon nita, né la tap déng nhé nhat théa man tinh chét nay: néu A(t) la
tap dong ma hit tat cé cdc tap bi chin tit —oo thy epp(t) C A(t). Cudi
cung opp(T) cing hoan toan xdc dinh vdi moi T > t va théa man tinh
chat bat bién

U(T,T)%CDF(T) = JZfCDF(T), V1 Z r Z t.



19

Vi li do nay, ta néi rang Dopr(t) la tap hit toan cuc cia hé dong lic
Ul(t,s) tai thoi diem t.

Didu thi vi & day 1 didu kien clia chiing ta trén ho Dy khong yeu cau
tinh compact hay tinh bi chin ma chi yéu cau trén ho {K(¢)}.
Nhan xét 1.5.8. Dinh i 1.5.7 cing co thé dat duoc dudi gid thiét tinh
lien tuc manh-yéu ciia qud trinh thay cho tinh lién tuc, néu yéu cau su ton
tai ctia ho {K(t)} vdi moi K(t) la tap hit (lui) compact tai thoi diem t.
That vay, su t(fng quat nay co thé chitng minh tuong tu nhu cdc Ménh dé
1.5.2,1.5.4 va 1.5.6.

Chi c6 mot su khdc biét ¢ day la gid thiét vé sy ton tai tap kit compact
K (t) tai mot thoi diem don t la di - két hop vdi tinh lien tuc cla cd qud
trinh - dé khcfng dinh vé su ton tai cia cdc tap hit compact vdi tat cd tuong
lai: dé la lay K(r) = U(r,t)K(t) véi r > t. Véi mot qud trinh lien tuc
manh-yéu thi dieu nay khong con ding. Nhung thuc té ta da cé mot ho cdc
tap hit compact 16i: {A(Dy, ) : 7 € R}.
He qua 1.5.9. Xét mot ho Dy = {Dy(t) : t € R} la tap con khong réng
cua X wva mot qua trinh U la bo—compact tiem can va lién tuc manh-
yéu va gid s rang Dy la hap thu lui doi véi U. Khi do, ton tai tap hiit
opr(t) = {Fopr(t) : t € R}. Hon nia, moi quan hé sau la ding:

Hepr(t) € A(Dy,t), YVt € R. (1.9)

Nhan xét 1.5.10. Tinh chat cia A(ﬁo, t) chiing minh trong cac Ménh dé
1.5.2,1.5.4 va 1.5.6 chi ra rang no la mot tap hit. Tuy nhién, do tinh chat
cia tap hap thu i chi ding cho cdc tap bi chan nén nhiéu nhat ta cé thé
mong cho {A(Do,t)} la mot tap hait cia cdc tap bi chan co dinh. Nhung
opr dd la ho nhé nhat cé tinh chat nhu vay. Do dé, dieu tot nhat cé thé
mong cho ¢ (1.9) la ta khong chi cé bao ham thiic ma cé mot dang thite.
Meénh dé 1.5.11. (vem [1]) Dudi cdic gid thiét cia Hé qud 1.5.9, néu
ton tai mot gid tri T € R sao cho Ui<rDy(t) la bi chan, thy opp(t) =
A(Dy, t) vdi moit <T.

Chitng minh. Co6 dinh ¢ < T bat ki. Theo Hé qua 1.5.9 ta chi can ching
minh bao ham thic “opp(t) D A(Dg, t).
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Theo dinh nghia ctia A(Dy,t), cong thitc (1.4):

A(Dy,t) = (Y J Ut 7)Do(7) cﬂUU = A(By,1),

s<tT<s s<tt<s

§ day ta ki hieu By = U, <7 Dy(7) 1& bi chan theo gia thiét. St dung (1.8)
ta c6 dieu phai chitng minh. ]

1.5.2 Tap hiat lui dbi véi ho cac tap phu thudc thai gian

Cho trude 2 1a mot 16p khong rong cic tap hop duge tham sé hoa theo
thoi gian D = {D(t) : t € R} ¢ 2(X).

Dinh nghia 1.5.12. Qud trinh U duoc goi la P-compact tiém can lwi
néu vdi bit kit € R,bat kv D € D, bt ki diy 1, — —oo va bat ki day
x, € D(7,) day {U(t, m)xn} la compact tuong doi trong X.

Nhan xét 1.5.13. Khdi niém Z-compact tiem can lui theo nghia trong
dinh nghia néu trén ing vdi mot ho (2), trong khi khdi niém Dy tiem cin
compact theo nghia cia dinh nghia ¢ Muc 1.5.1 1ing vdi mot ho don (150).

Dinh nghia 1.5.14. Ta ndi ring Dy = {Dy(t) : t € R} € 2 la tap 2-
hép thu lui déi véi qud trinh U néu vdi bit kit € R va bat ki D € 9, ton
tai mot o(t, 15) < t sao cho

U(t,7)D(1) C Do(t) vdi moi T < 19(t, D).
Dé chitng minh su ton tai cia Z-hit i, ta can két qua sau

Ménh dé 1.5.15. Gid st rang qud trinh U la lién tuc manh-yéu, 9-
compact tiém can lui. Vi moi Deg tap A(ﬁ,t) zdc dinh boi (1.4) la
tap con khong rong compact cia X, bat bién doi véi U. Hon nia, néu gid
thiét them Dy = {Dy(t) : t € R} € D la mot ho cdc tap D-hép thu lii dbi
vdi U thi A(Dy, t) hit D theo nghia lui, nghia la

lim dist(U(t,7)D(r),(Do,t)) =0, VD € D. (1.10)

T—+—00

Chitng minh. C6 dinh D € 2 va t € R. Néu ta xét mot diy 7, — —oo
va mot day x, € D(7,) thi tit day U(t, 7,,)z, ta c6 thé trich ra mot day
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con hoi tu U(t, 7,,)xn, — y. Do d6, ta co y € A(D,t) va tap A(D,t) 1a
khong rong.

Ta biét ring A(D, t) la déng va dé chiing minh n6 la compact ta chi can
chiing minh ring véi bat ki mot day cho trude {y,} C A(D,t), ta c6 thé
trich ra mot day con hoi tu. Dau tién, quan sat rang v, € A(f), t) thi ton
tai 7, <t —mn vax, € D(7,) sao cho
1
d(Yn, U(t, m)2n) < e
Do U 13 Z-compact tiém can Iui, nén ta c6 thé trich tit {U (¢, 7,)x,} mot
day con hoi tu trong X. Do d6, rd rang day con tuong tng cta {y,} cing
sé hoi tu trong X t6i ciing mot diém.

Dé chitng minh A(D,t) 1a bat bién d6i véi U, nghia 1a

U(t,7)A(D,7) = A(D,t), V1 <t,

ta c¢o dinh cap gia tri 7 < t va De 9.
Néu y € A(D,7) thi ton tai céc day 7, — —oo va x, € D(,), sao cho
U(T, Tn)xn, — y trong X khi n — +oo. Khi do,

Ut, )z, = U(t, 7)U (7T, T)xn — U(t, 7))y yéu trong X.

Mit khéc, tit day {U(t, 7))z, } c6 thé trich ra mot day con hoi tu manh
trong X, vi tinh duy nhat clia giéi han nén giéi han dé phai 1a U(t, 7)y.
Diéu nay suy ra U(t, 7)y € A(D,t). Ta da chiing minh xong bao ham thitc
U(t,7)A(D,7) C A(D, 7).

Dé chiing minh bao ham thitc ngude lai, xét mot phan ti z € A(lj, t).
Khi d6 ton tai hai day 7, — —oo va x, € D(7,), sao cho U(t, 7,)x, — 2
trong X khi n — +oo. V6i mbi 7, < t, dang thiic sau 1a ding

U(t, )z, =U(t, T)U(T, 7))y, (1.11)

Do U la Z-compact tiem can lui, ta c6 the trich ra mot day con {U(7, 7, ) zn, }
hoi tu trong X dén mot diém y € A(D,t). Theo (1.11) va U 1a lien tuc
manh-yéu, ta c6 U(t,7,, )z, — U(t,7)y, vi vay z = U(t,7)y. Dieu nay
chtiing minh bao ham thic nguge lai, A(D,t) C U(t, 7)A(D,t).
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Ta chitng minh tinh hit 1 bang phan chitng. Gid st ton tai D € D.te

R sao cho (1.10) khong dung. Khi d6, ton tai € > 0 va hai day 7, — —o0
va {z,} C D(7) sao cho

d(U(t, 7)xn, A(Do, ) > ¢, Vn > 1. (1.12)

V6i méi s6 nguyen k > 1, dinh nghia ¢, = t — k. Do Dy 1a tap 2-hap thu
li, nén v6i mdi k > 1, ton tai mot gid tri rieng 7, trong day {7, } sao cho
T, < T va U(tk, Tnk)D(Tnk) C Do(tk).

Dic biet,

lim 7, = —ocovayy := Ul(tk, Tn,)Tn, € Do(ty).
k——+o00

Do do, day
Ult,tr)ye = U(t, T, )20,
la compact tuong doi va ton tai mot day con (7, , z,,) lay tit day (7, ©,,)

va mot diém z € X sao cho

lim =U(t,t;)y; = lim U(t, 7))z, = 2.

Jj—r+oo Jj—r+oo
Do U(t,t;)y; hoi tu dén z nén z € A(Dy, t), vi vay U(t, Tn,)Zn, ol tu dén
z. Diéu nay mau thuan véi (1.12).
[
Két qua dudi day 1a noi dung chinh ciia phan nay.
Dinh ly 1.5.16. (zem [1]) Gid sit U la qud trinh lien tuc manh-yéu, P-
compact tiém can lu, Dy = {Dy(t) : t € R} € D la mot ho cac tap D-hap
thu lui doi voi U. Khi d6, ho oy = {dy(t) : t € R} C P(X) xdc dinh
bdi
Ao(t) = AN(Dy,t), VteR (1.13)
c6 cac tinh chat sau:
a) Tap Ay (t) la compact vdi bat kit € R,
b) g la - hit lui, nghia la

lim dist(U(t, 7)D(7), #5(t)) = 0, véi moi D € 2,

T—+—00
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c) Aoy la bat bién, nghia la

U(t, 7)y(T) = y(t), véi moi T < t,

d)
— X
dy(t) = | AMD,t) woiteR.
Deg
Ho oy, dude goi la tap D-hit lui toan cuc doi vdi qud trinh U va la nhé
nhit theo nghia néu C = {C(t) : t € R} € P(X) la mot ho cic tap dong
sao cho

lim dist(U(t,7)B(1),C(t)) =0,

T—+—00

thi Qf@(t) C C(t)

Nhan xét 1.5.17. Néu ta gid si rang Do(t) la déng vdi moi t € R
va ho 2 la déng déi véi quan hé bao ham (nghia la néu D € 9 va
D' ={D'(t):t € R} € P(X) vdi D'(t) C D(t) vdi moi t, th D' € D),
khi do tap Z-hit lui <y thudc vao & va noé chi la mot ho trong & théa
man cdc tinh chat (a)-(c) néi tréen.

Cac tinh chat sau day cho ta sy so sanh gitta hai tap hat 1 duge gidi
thiéu & trén.
Hé qua 1.5.18. Dudi gid thiét ciia Dinh li 1.5.16, néu &/ chiia tat cd cdc
tap bi chan cia X, thi cd hai tap hit Aopp va g deu ton tai va théa

man quan hé sau
Gepr(t) C dy(t), vdi moi teR.

Hé qua 1.5.19. Dudi gid thiét ciia Dinh Ii 1.5.16, néu &/ chiia tat cd cdc
tap bi chin cia X va ho 150 théa man véi T € R nao dé ma Ui<pDy(t) bi
chan, thi Aopr(t) = Ag(t) véi moi t < T.
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Nhan xét 1.5.20. Khi & gom tdt cd cdc tap con bi chan hang cia X, thi
su ton tai clia Ay suy ra sy ton tai cia Dopr va cd hai la trang nhau:
Sopr(t) = dy(t) vdi moi t € R.

Tuy nhién, ti sy ton tai clia Yopr khong nhat thiét suy ra su ton tai
clia 2y xzdc dinh bdi (1.13), bdi vi né cé thé zdy ra truong hop Dy ¢ 9.
Day chinh la tinh hudng xdy ra nhiéu trong ting dung, ¢ dé cdc tap Dy(t)

phu thuoc vao t.

1.6 Mot sb bat dang thitc thuong dung
Chiing ta nhic lai mot s6 bat dang thitc thuong diing: (xem [1])

N PR . 1 1
Bo6 de 1.6.1. (Bat dang thic Holder) Gid thiet 1 < p,q < oo,—+ — = 1.
p q
Khi d6 néu u € LP(Q),v € LI(Q) thi ta c6 :

/\UUWSU < |ullzr@)- ||| La()-
0

R P 1 1
Bo de 1.6.2. (Bat dang thic Young) Cho 1 < p,q < 0o,— 4+ — = 1. Khi
P q

X
ab< "+, (ab>0).
p q

Bo6 dé 1.6.3. (Bt ding thitc Cauchy)
2 b2

a
b< — + —.
a_2—|—2

Trong luan vin thudng xuyeén sit dung cac bat ding thiic Gronwall sau

day:

Bo6 dé 1.6.4. (vem [1]) (Bat ding thicc Gronwall) Gid s x(t) la mot ham

lien tuc tuyét doi trén [0;T] va théa man

d . )
d—i < g(t)x + h(t), vdi hau khap t,
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trong do g(t) va h(t) la cdic ham khd tich tréen [0;T]. Khi do

2(8) < 2(0)eC + / CO-CE b5 ds,

0
vor 0 <t <T, trong do
/t
0
Néi riéng, néu a va b la cic hang s6 va
de <ar+b
— < ax
dt — ’
thi
b b
t) < (x(0) + =)e” — =,
#(t) < (2(0) + e

B6 dé 1.6.5. (Bat dang thic Gronwall déu) Gid st x,a va b la cdc ham
duong thoa man

L < ar+b
—_— axr
a =

V01

t+r t+r tdr

/x(s)ds < X, / a(s)ds < A va /b(s)ds <B

t t t
voir r > 0 nao doé va vdi mor t > ty. Khi do

z(t) < (% + B)e?

voL moit >ty + 1.

B6 dé 1.6.6. (Bdt dang thicc Poincare) Gid sit Q la mot tap md, bi chin
trong RN Julpq = 0, t > 7.
Khi dé, ta cé bat dang thic sau:

[lull, < ClIVullp.
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Chuong 2

SU TON TAI DUY NHAT
NGHIEM YEU

2.1 Dat bai toan

Trong chuong nay ta xét sy ton tai duy nhat nghiém yéu ctia bai toan

da néu trong phan mé dau:

u — Geu+ f(u) = g(t,z), (t,x)€ Qrr=(1,T] x Q,
u(z,t) =0, z€0Q, te(r,T], (2.1)
u(x,7) =u-(x), x €,
trong do
Gou = Ay u+ |22 Apu, o = (21,15) € Q C RM x R 5 >0,

I3 toan tit Grushin, u, € L*(Q).

2.1.1 Céc gia thiét ctia bai toan
Ham f 1a phi tuyén, ngoai lyc g théa man nhitng diéu kién sau:
(H1) Ham phi tuyén f € C'(R,R) théa man

fwu > Cifulf = Cy, p > 2, (2.2)
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()| < CslulP™ + Cy, (2.3)
f,(u) > _la (2'4)

trong do6 I, C;, (i = 1,2,3,4) la nhitng hang s6 duong. He thiic (2.2)
va (2.3) kéo theo:

at|ul? — as < F(u) < aslul’ + ay,
trong d6 F(s) = [ f(7)dr va a;(i = 1,2, 3,4) 1a nhiing hang s6 duong.
0

(H2) g € W-*(R, L*(R2)) théa man

loc

t
[ (1190 + ) s < oo, e R, (23

—00
trong d6 A 1a gia tri rieng dau tién cla toan tt —G trong  véi dieu
kién bién thuan nhat Dirichlet.

2.1.2 Pinh nghia nghiém yéu ctia bai toan
Ta ki hiéu:
X = L*(7,T; Sg() (LP (7, T; L 72(€0)).
X* = L3(1,T;S7%(Q)) + LV (1, T; L* ~(Q)).

) 1 1

Véi p 1a s6 lien hop cua p/ (— +— = 1>.
p p

Dinh nghia 2.1.1. Mot ham u dugc goi la mot nghiém yéu cia bai todn

) ) 0
(2.1) trén (1,T) néu va chi néu u € X; ou

Y € X" uli=r = u; vdi x € )

hav khdp noi trong Q va

T
0
// (a—;&go + V,,uVa, 0+ |x1\25vx2u + Vo, + f(u)go) dxdt
T

T
://ggpda:dt vdi moi ham thi ¢ € X.
T Q
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2.2 Su ton tai duy nhat nghiém yéu ctia bai toan

Trong luan van nay tac gid ki hieu |.|2, (., .) 1an lugt 1a chuan va tich vo
huéng trong L?(2); |.|, 1a chuan trong LP(Q); ||.]], ((-,.)) 1an lugt 1a chuan
va tich vo hudng trong SE(Q); ||.||g 14 chuan trong khong gian Banach E
va C'1a hang so6 tuy §.

AN ) 0
Bo de 2.2.1. Néu u € X;a—q; € X* thhu e C([r,T); L*(Q)).

Chiing minh. Gia st day u, € C*([r,T]; S3(Q) N L*7%(2)) théa man:

Uy, — u trong X

ou,, ou
— t X*
5 — 5 rong

Khi do V t,ty € [, T], ta co:

[ (t) — um(t)]3

t
= |up(to) — wm(to)|3 + 2/ < (s) —u (5), un(s) — um(s) > ds.

to

Chon t( sao cho:
T
n(te) = 003 = - [ Jun(t) = (0t

n\t0 m\t0/|2 T _ + n m UL,

T

X(tl, tg) == L2 (tl, tg; SS(Q) M L2p72(Q)) .
X*(ty, ta) = L*(t1,12; ST2(Q) + L* 72(Q)).

Ta co:

/\un(t) (1) = TL_T//TM(LL) — (1) Pdtda
Q Q 7

49 / /t (. (5) =t (5)) (tn(5) — um(s)) dsda
Q

to
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< T_T//|un (t)|*dtdx

+ 2 |uy, — umHX* (to.t)| |10 = Win| | 10.0)

< T_T//|un (t)|*dtdx

+ 2 gy = | L+ 1) Jm = | x(07)-

Do d6 {u,} la day Cauchy trong C([r, T]; L*(€2)). Suy ra day {u,} hoi
tu trong C'([7, T]; L*(?)) t6i mot ham v € C'([r, T); L*(€2)). Mat khéc, tit
u, — u trong X, u,(t) — u(t) € L*(Q) v6i hau khip t € [r,T]. Do dé
ta thu dugc u = v hau khip noi. Didu dé chimg t6 u € C([r,T]; L*(2))
(néu can c6 thé chinh sita gia tri trén mot tap c¢6 do do 0).

Tit Bo dé trén, suy ra diéu kién ban dau ctia (2.1) 1a ¢6 nghia.

[]

Dinh 1y 2.2.2. Gia st f va g théa man (H1) — (H2), VT € R, T > T va
u, cho trudc bai todn (2.1) c6 duy nhat mot nghiem yéu u trén (1,7T).

Ching minh. (i) Sy ton tai nghiem.
Ta xay dung day nghiem xap xi u,(t) trong khong gian hitu han chiéu
sinh bdi n véc to rieng dau tién {ey, €9, ...,e,} clia toan ti A = —Gy :

n
Un(t) = 3 uy,(t)e; sao cho u, théa man dieu kién sau

ou
< a—tn,ej >4 < Aup,e; >+ < f(uy),e; >= (g, ¢;)

(un(7),€5) = (ur,€5) j=1,.n

Theo Dinh i Penao, ta nhan dugc sy ton tai ciia day nghiém xap xi u,(t).
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Bay gic ta sé xay dung cac uéc lugng tién nghiém cia u,. Ta ¢

d

d
2d —Up Uy, + Aupty, + f(ug, t)u, = g(t, z)u,

1d
_—— A —
:xmu + Auz + f(un, t)u, = g(t, z)u,

2dt‘un‘2+ ||| + /f Up, ) updr = /g(t,x)undx.
QO

Mat khéc, do diéu kién (H;), ta c6

f(un, )up > Crlug[P —Cy p>2

j/f(unat)undx Z /Cl|un|pd$—/02d$
Q Q

Q

= Chunl? — |9 < / i, Dunda

d
=5 lual3 + [l + Cilunl - Gl

1d

< 5l lual P+ [ e

Do do, ta co

1d

L P + it~ 191 < [ gty

Q
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Mat khac, theo bat dang thitc Cauchy, ta c6

/g(t)und:c :/\/%_1 gV A1 w, do
Q

Q

1
5 19OFX

S/ dx
2

1 1
A—I/\g(t)|2dx+§>\1\un\2dx
Q

DO | =

1 A
— (D)2 + 2Ly, 2.
2)\1‘9( )|z + 5 |unl3
Suy ra:
Ld 2 1 2 AL
3l + [l P+ Cilunl? = Colfl < 1o + S
d 1
= Elunlg + 2| [ug|[* + 2C1 [un[h) — 2C5|Q] < )\—llg(t)\g + A3

d 1
= @lun@ + 2[Junl[* + 2C1|unl) < 2C|Qf + A—l\g(t)@ + Al

Do bat dang thiic Poincare: ||u,||* > Ai|u,|3, nén ta co:
d 2 P 1 2 2
gtz 27+ 20y < 265192 + =g (B2 + |lun|

d 1
= gplwnl + el + 2G|y < 2C51Q0 + =gl (26)

Tit day nghiem dia phuong c6 thé thac trién len [, +00).
That vay tur (2.6), suy ra:

d 1
T lwnls + [[ua* < 2C510] + A—llg(t)@-

Lay tich phan (2.6) tréen [7,t] 7 <t < T, ta co:

t t t t t
1
/|un|§ds+/Hun\|2ds+201/\un\gds < /QC’gdS—f—)\—/\g(s) 205
1
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t t
= (O ~ [wn (D + [ lualds +2C1 [ lg(o)as

t t
1
< 2/01d3+)\—/|g(s)|%ds
1
t t
= Jun(OF + [ llualPds + 20 [ ua s
t 1 t
< lun(r)+2 [ Cuds+ - [ lg(o)ds
1

t t
<C+ 2/Clds + )\il / lg(s)|5ds < C. (2.7)
Tit bat dang thic (2.7), t; suy ra T
{u,} bi chan trong L (7, T; L*(12)),
{u,}bi chan trong L*(7, T; L*(2)),
{u,} bi chan trong L= (7, T; L*(1)).

Do diéu kien (Hy) f(uw)u > CilulP — Cy p > 2, nén néu u < M < 0,
thi:

F (s tyu <Cifup! — 2
u

C

<Ciful”™" — M2
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p

:/ F ()Y dr < C/ (uf? + 1) de = 0/ (!u!p‘l + 1)p ~las
{ Q

0
= [ |f(un, t)|Pde < C (|u|p + 1) dx
[ /

|, D de < C / (Iulp . 1>dx

Q
T T
:»T/f(un,t)g < 0/9/ <\uyp+1)dx.

= f(up,t) bi chan trong L” (7, T; LPI(Q)) va do d6 f(uy,t) hoi tu yéu dén
n trong LY (1, T; LPI(Q))

Do do, ta co

u, — u trong L> (7’, T, Sg(Q)),
f(up,t) — n trong L (7’, T; Lp/(Q)),
Au, — Au trong L*(7,T; S7%(2)).

Bang cach viét lai:
d
dt
vl Au,, = —Gu,,.

Uy = —Auy, — flug, t) + g(t, ) (2.8)

. [du du
Ta thay {d_tn} bi chan trong X* nén suy ra {d_tn} cling bi chan trong

LV (7, T; S74(Q) + LY ().

Chi y riing S2(Q) cC L*Q) C S%(Q) + L¥(Q), nén ap dung BS
dé compact hoa [16] ta c6 thé gia st rang u, — u (hdi tu manh) trong
L*(7,T; L*(Q)). Do d6, u, — u hau khéap noi trong Q x [r, T).
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Vi f lien tuc, nén suy ra f(un,t) — f(u,t) hau khap noi trong Q x [, T].
Mat khac, f(u,,t) — n trong LY (7,T;LP(Q)), nén ta c6 f(u,,t) —
f(u,t) trong LV (7, T; Lp/(Q)).
Do d6, tit (2.8) ta c6: v = —Au — f(u,t) + g trong X*.

Tu Bo dé 2.2.1, ta ¢6 u € C([r,T]; L*(2)).

Chon ham thit p € C* ([, T7; S3(2) N L3(Q)), thi ¢(¢) = 0, va lay tich
phan theo ¢, ta co

((U(T),w(T)) - ((um,wm)) - / Lt

//Vchpdxdt—// f(u,t) gpdxdt
T T
= —T/(u, go’)dt+T/Q/Vqupdxdt+/Q/(f(u,t) — g)pdxdt

=(u(r), (7).

Biang cach ap dung bién doi tuong tu déi véi nghiem xap xi Galerkin, ta
cO

T

/ Up, @ dt+//Vqu0d:z:dt+// (un,t) — g)pdadt
= (un(7), (7).

Cho n — o0, ta ¢6

T T T

—/(u, gp/)dt+//Vqupdxdt+// gpdxdt

T T T

= (u(7), (7).

Vi u,(7) = u; nén u(71) = u,.

Vay u 1a nghiém yéu ctia bai toan (2.1).
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(i) Bay gio ta ching minh sy duy nhat v sy phu thuoc lién tuc cia
nghiém.

Gid st ug, ug 12 hai nghiém yéu ctia bai toan (2.1) véi diéu kién ban dau
tuong tng 1a uy(t), ua(t).

Tu (2.1) ta c6 %(ul — us) + (Aug — Ausg) + f(ug,t) — f(uz, t) =0.
of(w.t)

Do (Au1 —AUQ, Uul —’LLQ) Z /\1|u1 _UQ‘% va su dung dléu klén 9 —1
u
v6i moi u € R, ta ¢o
10 10
28t|U1 u2|2 < éa‘ul - 'UQ‘% + (Au1 — AUQ,Ul — UQ)
= —(f(u1) = f(u2),us)
Of(u,t)

5 |uy — sy

< l|uy — usl3.

Ap dung Bé dé Gronwall, ta c6

[ur(t) = ua (t)[3 < € un (1) — un(7) 3.

Tu d6 suy ra tinh duy nhat (néu u1(7) = us(7)) va phu thuoc lien tuc ctia
nghiém yéu.
]
Ménh dé 2.2.3. Gid sit f va g théa man (H1)—(H2), u(t) la mot nghiém
yéu cua bai todn so cia bai todn dau. Khi dé vdit > 7 :
t

Il < O+ 14 e [ N gfo)ds) (29
trong dé C' la hang so6 duong.
Ching minh. Nhan (2.1) v6i u sau d6 lay tich phan trén 2, ta duge

1 A
2y _ < 2 1
il + el + [ ruude = [ g(tyuds < {-lgte) +

Q

‘Ub
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Stt dung gia thiét (H1) va bat dang thic ||ul|> > \|ul3, ta co:
d
Zlul + Mafuly + C([ulP + [ulf) < C(1+1g(1)]:). (2.10)
Dat

F(s) :/Sf(T)dT.

Do (H1), ta ¢6
aj|ulf —as < F(u) < aglul’ + ay. (2.11)

Nhan (2.10) véi eM? va st dung (2.11), ta duge
d
S B + Ol +2 [ Fu, (0)dn) < Ce™(1+Ig(0)B).

Q

(2.12)
Lay tich phan (2.12) tr 7 t6i s € [1,¢t — 1] vA s t61 s + 1 tuong ting, ta
dugce

S
Mo u(s)[2 < N} 4 CeM + C/e)‘lr|g(7’)|§dr, Vs € [rt— 1],
T

s+1

c/W(Hu(rw+2/F(u(x,r))d:c)dr

Q
s+1

< Ml C [ (1o )ar
< eMfucf3 + CeMt 4+ C / M (1 + \g(r)\%) dr (2.13)

s+1

+CeMtt) 4 O / Mg (r)|3dr

t
< C(€A17|UT|§ + Mt 4 /eAlT\g(T) gdr).
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Nhan (2.1) v6i u; va lay tich phan trén Q, ta dugc

)+ 40 (I + 2 [ Flutes)ds) = [ g(s)uts

Q
1 1

< 5\9(5)\3 + §|Ut(3)|§-

Do do

M [y (]2 + % [e/\l‘S(Hu(s)HQ + 2/F(u(x,s))dx>]

Q
<ne ([P +2 [ Flute.s)do) + g (219
Q)

Két hop (2.13) va (2.14) va st dung bat dang thiic Gronwall, ta c6

t
6A1t<|\u(t)||2+2/F(u(x,5))dx) < C’(GM\UT]?nLeAlt—i—/ 6A15|g(s)|3ds>.
Q —00

(2.15)

St dung (H1) va eM7|u. |3 — 0 khi 7 — —oo0, ta dugc diéu phai chiing
minh.

[]

Ménh dé 2.2.4. Gid st ring (H1),(H2) dugc théa man. Khi dé, vdi moi
t € R wa vor moi tap bi chan D C L2(Q), ton tai o <t —1 sao cho

(@ < C (1 e / N (9(6) + 1o ) B ).

—00

vdi moi T < T va vdi moi ur € D, trong dé u(s) = (d/dt)(U(t, 7)ur)|i=s.

Chitng minh. Lay tich phan (2.14) tu r dén r + 1,7 € [1,t — 1] va st
dung (2.13) va (2.15), ta ¢6
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716A”ut|§ds < €_A1T<Hu(s)|\2 +2 / F(u(z, s))dx> (2.16)
" 0
+§1 / (Il + 2 Q/ P(ute, ) )

+ [ lgls)as
t

< c(ew@ s [ ewg(s)@ds).

—00

Mat khéc, 1ay vi phan (2.1) va ki hieu v = uy, ta c6
v — G+ f(u)v=g'(t). (2.17)

Lay tich vo huéng ctia (2.17) véi v trong L%(Q), ta dugc

1d
57710l + I+ (f () v, 0) = (g(1), v).
St dung (2.4) va Bat dang thitc Young, ta c6
d
@(emwg) + 2 o] < CeMlufy + CeMlg (1)]5. (2.18)

Tit (2.18) va (2.16) va sit dung Bat dang thiic Gronwall, ta c6

t
MO < C (Ml [ Mo+ I @B ). 219

—00

Vi eM7|u, |3 — 0 khi 7 — —00 nén ta dugce diéu phai chitng minh.
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Chuong 3

SU TON TAI TAP HUT LUI
TRONG S3(Q) N LP~2(Q)

3.1 Sy ton tai tap hut lui trong L?2(Q)

Trong phan nay ta chiing minh ton tai mot tap hit lui trong L*72(0).
Dé chiing minh dic¢u dé ta can thém mot dicu kién ctia ham g
t

[ gl

—0o0

T dt < +00,Vt € R, (3.1)
trong d6 m, m’ duge dinh nghia nhu trong (3.7).

Bo6 dé 3.1.1. Qud trinh {U(t,7)} dugc sinh bdi bai todn (2.1) c6 mot tap
hap thu lui trong LP~2(Q).

Chitng minh. Nhan (2.1) véi |u|P~?u va lay tich phan trén Q, ta dugc

/ut|u|p2udx +(p— 1)/ (\Vm1u|2 + \x1|25|Vx2u|2> \u\p*Qd:U

Q

QO
+/f(u)“u\p_2udx‘ :/‘g(t)]u]|p_2uda7. (3.2)
QO Q
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Tt (2.2) va LP(Q) C LP72(Q), ta c6

/f(u)|u|P2udxz/<cl\u\p @)\u\p 2w > Cl[ull2% ) — Colul,
Q Q

Mat khéc, theo Bat dang thic Cauchy, ta co

/ut|u\p_2udsc
'/ (t)|ulP~*udz

Két hop (3.2) va (3.3), ta ¢6

2p—2
[l 0 < C(udld + [ul? + lg(®)R).

Cr, i2p—2 1
< Il + gl

2p—2
<—|\ [ \ ®)]5. (3.3)

Ap dung (2.9) va B dé 2.2.4, ta két luan ton tai tap hap thu lii trong
L*7%(Q) cho qua trinh U(t, 7).

]
Bo dé 3.1.2. Vdi moi s € R, moi 2 < p < 00, va vdi moi tap bi chan
B C L*(Q), ton tai 7o sao cho

/|ut(s)|pdx < M, V1 < T19,Uu; € B,

trong dé M phu thuoc vao s, p khong nam trong B, va
ue(s) = (d/dt)(U(t, 7)ur)|i=s.

Chitng minh. Ta sé chiing minh B6 dé bing quy nap.
N(s)

N(s)—2
k=0,1,2,..., ton tai 7 va M} (s) sao cho

Dat 5 = > 1 va ki hieu v = wuy, ta chitng minh rang: véi

6)\13/‘@(5)|26de)’] < My(s), v6i moi u, € B, 7 < 7, (Px)

s+1

1/
/ (eAlr/‘v(S)|2ﬁ’““d;€> dr < My(s),v6i moi u, € B,7 <715, (Qp)
0

S
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trong d6 7 phu thuoc vao k va B va My chi phu thudc vao k.

Véi k=0 ta ¢ (Pp) tit (2.19). Lay tich phan (2.18) va st dung S3(Q) —
L*(Q) lien tuc, ta c6 (Qg).

Gid st (Py) va (Qk) théa man, ta ching minh (Py1) (Qg+1) ding. Nhan
(2.17) v6i [v]?"" 2y va lay tich phan tren Q, ta ¢6

CE/W‘QBkde—I-C/ (‘Vxlv|2+ ‘x1|2s|vxzv‘2>‘v‘ﬂ2k+1de
Q

<l/ [P dx + (g (1), o). (3.4)

Stt dung phép nhiing SE(Q) — L?(€), ta duge

[ (1P P90 o o > [P 2 39
Q Q

ﬁk-ﬁ-l ) 25}9-&-2 1/ﬂ
= [lv HLM(Q) = ] dx :
Q

Két hop Bat dang thiic Holder va Bat dang thic Young, ta cé

2 dg "(t)|™dx . @6 =D)n gy v .
[ dg(g/|g<t>|d) (/W "d) o
(piwwma)™ (ppema) ™

< ; +

m /

n
1 1

1
trong d6 — + — = — + — = 1. Chon n, n’ sao cho
m n m n

/

n 1
(25k+1 . 1)n — 9+ . = = B
Do do 26k+2 Qﬁk—i—l
n = 2 1 cn = 25 T
Do do

n 25k+1_1 / k+1
n—1:25k+2—25k+1+1;m:26 . (3.7)
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Tu (3.6), ta c6
/ 26k+1_2 1 / m’ 1 26k+2 1/6
g (t)|v] vdx < %Hg (t)HLm(Q) + " v dx . (3.8)
Q Q

Ap dung (3.5) va (3.6) vao (3.4), ta dugc

d k+1 k+2 1/5
£<e’\1t / w2 da:) +Cem( / e dx) (3.9)
Q Q

<ce [P e+ 0 g O]
Q)

Két hop (Qg) va (3.9), st dung Bat dang thitc Gronwall déu va st dung
gia thiét (3.1), ta duge (Py.1). Mat khac 14y tich phan (3.9) tu ¢ dén ¢t +1,
ta duge (Qr+1). VI 5 > 1, nén ta c6 k > loggp/2. Ta nhan duge dieu phai
chiing minh.

[]

Ta sé stt dung nhitng Bo dé sau:

t
Bo dé 3.1.3. (zem [20]) Néu ton tai o > 0 théa man [ €°%|p(s)|?ds <

ooVt € R, thi
t
: —(t—s) 270
Wl_l}_{loo e lp(s)|°ds =0, t €R.
Dat H,,, = span {e1, es, ..., en } trong L*(Q) va dat P, : L*(Q) — H,, la
phép chiéu tric giao trong do {ei}j; la véc to riéng cia todn ti A = —Gj.

Vi moi € L*(Q), ta c6
u= Pyu+ (I — Pp)u = uy + us.

Bo dé 3.1.4. Vii moit € R, moi B C L*(Q) va vdi moi e, ton tai
1o(t, B,e) va my € N sao cho

(I — P,)v|3 <, V1 < 19,Vu, € B,m > my. (3.10)
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Chitng minh. Nhan (2.17) v6i v, = (I — P,,) v va sau d6 lay tich phan
tren Q, st dung |Vus|3 > Ap|v2|3 vA st dung bat dang thie Cauchy, ta
dugc:

d
Gl <0 [If @l + @B (G
0
Nhan (3.11) v6i e*! va stt dung gia thiét (2.3), ta dugc
d
E(e)"”t vaf3) < C’e’\mt/ 2?2 o2 dz 4+ Cett|g (1) 3. (3.12)
Q

Lay tich phan (3.12) tit s t6i t, ta dugc

e/\mt\vg(t)@ (3.13)

" t
< eA'"/s\vz(s)\§+C/€AmT/|U|2(p2)\v\2dxdr+c/eAmrlgl(T)|§d7”
s Q 5

t t
< eAmS\v(s)\g +C / e’ / |u|2(p_2)\v\2dxdr +C / e)‘mr|g/(7“)|§dr.
“c0 QO —00
Lay tich phan (3.13) theo s tit 7 tdi ¢, ta duge

t
(¢ = ) lon(0)f < [ 7o)

t

—I—C’(t—T)/eA’”T/|u|2(p_2)\v|2d:1:dr

— 00 9)
t

+C(t—1) / eAmr|g/(r)|gdr.

—0o0
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Do do
t

1
o)y < —— [ e u(r)3dr (3.14)

t

—I—C/eAm“”/]u|2(p2)|v|2dxdr
—00 Q

t
+C/e r)|3dr.

St dung Bo dé 3.1.3 va do \,,, = 400 khi m — 400, ton tai 7, va m; sao

cho
! / ”C/ ) 2dr < & (3.15)
r — .
t—1T1 2 3’

2
d <—
[o(r)dr < 3,

véimoli 7 < 71 vam > mj.
Tit (3.14), stt dung Bat dang thitc Holder, ta c6
¢

/e_AM(t_T)/]u]2(p_2)|v|2dxdr
0

N o N
</ (/ e B 2d~”€> </ "’(“”m(”)lvv“dx) T
—00 0 Q
t p=2 t 1
< (/e(iz_gi:r)HUH%[;;_QQ(Q)CZ?“) p_1</e_(p_l)km(t_r)dr/|v|2p—2dac> p_l.
—00 —00 Q

Tit B6 dé (3.1.3) - (3.1.7), ta thay ring ton tai 7 v& ma € N sao cho
t
C / e Am(t=7) / 2?2 o dadr < %,VT < 7o, m > M. (3.16)
—00 Q

Dat 79 = min{m, 7} va mg = max{my, my}, tit (3.14) st dung (3.15) va
(3.16), ta duge (3.10). O
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Bo dé 3.1.5. (zem [{]) Gid st B la tap bi chan trong LY(Q)(q > 1). Néu
B ¢6 mot e-net hitu han trong LY(Q), khi dé ton tai mot tap M = M (B, ¢)
sao cho vdi mot u € B ta co

/ lulldr < e.

Q|ul=M)

St dung cac Bo dé 3.1.4, 3.1.5 va 2.2.4 ta két luan ring tap {u(s) :
s < t,u, € B} c6 mot e-net hitu han trong L*(Q2). Tt d6, ta c6 két qua sau

B6 dé 3.1.6. Vdi moit € R, vdi moi tap bi chan B C L*(Q) va vdi moi
e >0, ton tai 7o < t va My > 0 sao cho

/ ()Pl < e, Vr < 7, M > My, u, € B.
(julz 1

Bo6 dé 3.1.7. (zem [4]). Véi moi t € R, vdi moi tdp bj chin B C L*(Q)

va vdi moi e > 0, ton tai 19 va My > 0 sao cho
mes(Qu(t) > M)) < ¢, V1 <19, M > My, u, € B,

trong dé mes la do do Lebesque trong RN wva Q(u(t) > M)) = {x € Q:
u(t,x) > M}.

Bo dé 3.1.8. (vem [5]) Gia sit {U(t,7)} la qud trinh lién tuc manh-yéu
trong L*(Q) va L4(Q),q > 2. Khi dé {U(t,7)} la compact tiém cin lui
trong LI1(QY) néu

(i) {U(t, 7)} la compact tiem can lui trong L*();

(i) Véi moit € R, vdi moi tap bi chan D C L*(Q) va vdi moi € > 0, ton
tai M > 0 va 19 <t sao cho

sup sup </ ‘U(t,T)'UJ7—|qu) S 057
T<79 u; €D QU (t,m)ur|>M)

trong do C khong phu thuoc vao M, T, u; va €.
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Bay gio ta sé di chiing minh sy ton tai mot tap hit lui trong L#72(0).
Dinh 1y 3.1.9. Gid s (2.2) - (2.5), (3.1) dugc théa man. Khi dé qua
trinh {U(t,7)} duge sinh bdi bai toan (2.1) c¢6 mot tap hit lui oy, o =
{Agpo(t) }rer trong L*P73(Q).

Chaitng minh. Do Bo dé 3.1.8 va do {U(t,7)} c¢6 mot tap hap thu lui
trong L?7%(Q), ta chi can chiing minh: V6i moi ¢ € R, v6i moi B C L?(2)

va voi moi € > 0, ton tai 5 < 7 va My > 0 sao cho

/ |u|2p_2d513 <Ce V7T<79,M?>DMu, €B.

Q|ul=M)

Nhan (2.1) v6i (u — M)."" trong L*(Q), trong d6

u—M khi u> M,

(u—M), = ,
0 khi uw < M.
Ta co
Jutw= 07 de =0 [ (190 4 90 Yo = 2 e
0 Q
—|—/f(u)(u — M)P da (3.17)
Q

<!ﬁww/ﬂﬂﬁﬂw

Qua mot s6 tinh toan, ta co

/ Flu)(u— MY 'dz > C / [ 2dz + C / lulPdz,
4 Q(u>M) Q(u>M)

1
— /ut(u — M)P dx < g/ w2 dx + —/ |us|*d,
J 4 Jowsm) C" Jagu=)
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1
/ g (=M dz < & / 22— / 9(t)2dz. (3.18)
J 4 Jousm) C" Jowsm)

Tu (3.17) va (3.18), ta c6

/ [ 2dy (3.19)
Q(u>M)

< 0(/ g2z +/ 19(8)2dx + c/ ]u]pdaz).
Qu>M) Q(u>M) Q(u>M)

(3.20)
Ap dung B8 dé 3.1.5 v& 3.1.6 vao (3.19), ta thiy ton tai 7y va My sao cho
/ jul#2dr <e, V7 <19, M > M.
Q(u>M)

Lap lai cac 1ap luan tren thay (u— M2 bing |(u-+M)_[P2(u+ M)_,
ta dugc

/ u[Pde <e, T <7, M> M,
Q(u<—M)

véi 1 < tva My <0, trong do

u+ M khi u<—M,
0 khi u > M.

(u+ M)_ =

Dat 7 = min{ry, 71} va My = max{M,, M;}, ta c6

/ lu|?2de < Ce, Y7 <19, M > M.
Q(Ju|>Mz)

Diéu nay da hoan thanh viéc ching minh.
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3.2 Sy ton tai tap hat lui trong SZ(Q)

Trong phan nay ta sé di chiing minh sy ton tai clia mot tap hit 1ui trong

S2(Q).

B6 dé 3.2.1. Qud trinh {U(t,7)} dugc sinh bdi bai toan (2.1) c6 mot tap
hap thu lui trong SZ(S2).

Ching minh. Nhan (2.1) v6i —G4u sau do st dung f(0) = 0, ta duge

||u“§g(9) = /Uthde—/f’(u)(\Vxlu\Q-H:ﬁ|2S|VxQU|2)dac—/g(t)Gsudac.
Q Q Q
(3.21)

St dung f’(u) > —I, sit dung Bat dang thitc Cauchy va Ii luan nhu trong
Bo dé 3.1.1 tit (3.21), ta c6

lulf < 2 + Ul + 9(0)R ).

St dung (2.15), ta c¢6 diéu phai chiing minh.
]
Dé chitng minh sy ton tai ctia tap hit lui trong S3(€2), ta sé thit "diéu
kien (PDC)", dugc dinh nghia nhu sau
Dinh nghia 3.2.2. Qud trinh {U(t,7)} théa man diéu kién (PDC) trong
X néu vdi moi t € R vdi moi tdp bi chan B C L*(Q) va vdi moie > 0 ton
tai 7o < t va mot khong gian con hiu han chiéu X, ctia X sao cho

(i) P(U,<,, U(t,T)B) bi chan trong X;

(1) ||(Ix — P)U(t,T)url|lx < € vdi moi 7 < 19 va u; € B, trong dé
P:X — X, la phép chiéu chinh tic va Ix la phép dong nhat.

Bo dé 3.2.3. (vem [19]) Néu qud trinh {U(t,T)} théa man diéu kién
(PDC) trong X thi né la compact tiém can lui trong X. Néu X la loi thy
dieu nguoc lai la ding.
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Gia st x(A) 1a do do Kuratowski trong L?(2) duge dinh nghia bdi
k(A) = inf{0 > 0/A ¢6 mot phit mé gom nhiing tap c¢6 dudng kinh < §}.
Bo dé 3.2.4. (zem [4]) Gid st f théa man (2.2) va (2.4). Khi dé véi moi
tap con A C L*72(Q), néu k(A) < € trong L*72(Q), thi
k(f(A)) < Ce trong L*(),

trong do f(A) = {f(u)/u € A} va hing s6 C phu thujc vio chudan trong
L*72 ciia A, do do Lebesque ciia 2 va cdc hé so trong (Hy).

Dinh 1y 3.2.5. Gid s f théa man (2.2) - (2.4), g théa man (2.5) va
(3.1). Khi dé qud trinh {U(t,T)} dugc sinh bdi bai todn (2.1) c6 mot tap
hit li of = {A(t) : t € R} trong S3(Q).

Ching minh. Ta xét mot quy dao nam hoan toan trén tap hut i @4, o
trong L?’~2(Q2) cho U(t, 7), c6 nghia la u(t) € @, o(t) vaU(t, 7)u, = u(t)
v6i moi t > 7. Dat A = —G5 va nhan (2.1) véi Auy = A(I — Py)u =
(I — P,,)Au, ta c6

(ug, Aug) + Hug\@g(m + /f(u)Aqux = (g(t), Aus).
0

St dung Bat dang thitc Holder, ta dugc

sl oy < €102 = Padunly 102 = PadaC@) + [ () ).
Q

Stt dung cac B dé 3.1.4 va 3.2.4 vi g € Cie(R; L?(Q2)), ta thiy ring
{U(t,7)} théa man diéu kien (PDC) trong S3(12).
[]

Tit Dinh 1y 3.1.9 v& 3.2.5, ta c6 dinh Iy

Dinh 1y 3.2.6. Qud trinh {U(t,7)} dugc sinh bdi bai toan (2.1) c6 mot
tap hit lui trong S3(Q) N L*P72(Q).
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KET LUAN

Noi dung chinh ctia luan van 1a nghién citu si ton tai duy nhat nghiem
yéu va sy ton tai tap hat i ddi véi mot 16p phuong trinh parabolic phi
tuyén. Nhitng két qua chinh da dat dudc trong qua trinh nghién ctu bai
toan (2.1) la:

1. Sy ton tai duy nhat nghiém yéu clia bai toan.
2. Sy ton tai tap hat Iui trong S3(Q) N L#»~2(N).

Hudéng nghién ctu tiép theo, tac gid du dinh sé nghién ctu mot s6
tinh chat ciia tap hat i da dude chiing minh ton tai ¢ trén nhu tinh tron,

tang trudéng sd6 mi, s6 chiéu,... clia tap hat 1.
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