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MỞ ĐẦU

1. Lịch sử phát triển và lý do chọn đề tài

Các phương trình đạo hàm riêng tiến hóa phi tuyến xuất hiện nhiều

trong các quá trình của vật lí, hóa học và sinh học, chẳng hạn các quá

trình truyền nhiệt và khuếch tán, quá trình truyền sóng trong cơ học chất

lỏng, các phản ứng hóa học, các mô hình quần thể trong sinh học,...Việc

nghiên cứu những lớp phương trình này có ý nghĩa quan trọng trong khoa

học và công nghệ. Chính vì vậy nó đã và đang thu hút được sự quan tâm

của nhiều nhà khoa học trên thế giới. Các vấn đề đặt ra là nghiên cứu tính

đặt đúng của bài toán (sự tồn tại duy nhất nghiệm, sự phụ thuộc liên tục

của nghiệm theo dữ kiện đã cho) và các tính chất định tính của nghiệm

(tính trơn, dáng điêu tiệm cận của nghiệm,...).

Sau khi nghiên cứu tính đặt đúng của bài toán, việc nghiên cứu dáng

điệu tiệm cận của nghiệm khi thời gian ra vô cùng rất quan trọng vì nó cho

phép ta hiểu và dự đoán xu thế phát triển của hệ động lực trong tương lai,

từ đó ta có thể có những điều chỉnh thích hợp để đạt được kết quả mong

muốn. Về mặt toán học, điều này làm nảy sinh một hướng nghiên cứu mới,

được phát triển mạnh mẽ trong khoảng ba thập kỉ gần đây là Lí thuyết các

hệ động lực tiêu hao vô hạn chiều. Lí thuyết này nằm ở giao của 3 chuyên

ngành là Lí thuyết hệ động lực, Lí thuyết phương trình vi phân đạo hàm

riêng và Lí thuyết phương trình vi phân thường (xem Bảng phân loại toán

học năm 2010). Bài toán cơ bản của lí thuyết này là nghiên cứu sự tồn tại

và các tính chất cơ bản của tập hút, chẳng hạn đánh giá số chiều fractal

hoặc số chiều Hausdorff, sự phụ thuộc liên tục của tập hút theo tham biến,
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tính trơn của tập hút, xác định các modes,... Tập hút toàn cục cổ điển là

một tập compact, bất biến, hút tất cả các quỹ đạo của hệ và chứa đựng

nhiều thông tin về dáng điệu tiệm cận của hệ. Cụ thể với mỗi quỹ đạo cho

trước của hệ và một khoảng thời gian T tùy ý, ta đều tìm được một quỹ

đạo nằm trên tập hút toàn cục mà dáng điệu khi thời gian đủ lớn của hai

quỹ đạo này sai khác đủ nhỏ trên một khoảng có độ dài T . Tuy nhiên, tập

hút toàn cục chỉ áp dụng cho các trường hợp ôtônôm, trong khi rất nhiều

quá trình có ngoại lực phụ thuộc vào thời gian. Do đó cần phải mở rộng

khái niệm tập hút cho các hệ động lực không ôtônôm. Việc mở rộng nghiên

cứu về tập hút đã dẫn đến khái niệm tập hút đều cho trường hợp quỹ đạo

nghiệm bị chặn khi thời gian t tiến ra vô hạn, và sau đó là khái niệm tập

hút lùi cho trường hợp quỹ đạo nghiệm bất kì khi thời gian t tiến ra vô hạn.

Trong ba thập kỉ gần đây, nhiều nhà toán học đã nghiên cứu và thu

được nhiều kết quả về lí thuyết tập hút đối với nhiều lớp phương trình

vi phân đạo hàm riêng (xem,chẳng hạn, cuốn chuyên khảo [3] và bài tổng

quan [2]). Một trong những lớp phương trình đạo hàm riêng được nghiên

cứu nhiều nhất là lớp phương trình parabolic. Lớp phương trình này mô

tả nhiều quá trình trong vật lí, hóa học và sinh học như quá trình truyền

nhiệt, quá trình phản ứng khuếch tán, mô hình toán học trong sinh học

quần thể,...

Sự tồn tại tập hút toàn cục đối với phương trình và hệ phương trình

parabolic nửa tuyến tính không suy biến đã được nghiên cứu bởi nhiều tác

giả, trong cả miền bị chặn và không bị chặn (xem [7], [11]). Tính liên tục

của tập hút toàn cục đối với các bài toán parabolic được nghiên cứu trong

các công trình [2], [6], [7], [10]. Trong những năm gần đây, sự tồn tại tập

hút lùi đã được chứng minh cho phương trình parabolic với điều kiện biên

phi tuyến ([4], [5], [12]), phương trình parabolic với điều kiện biên động lực

[13]. Cho đến nay, các kết quả về lí thuyết tập hút lùi đối với phương trình

parabolic không suy biến rất phong phú và khá hoàn thiện. Tuy nhiên, các

kết quả tương ứng trong trường hợp phương trình phi tuyến vẫn còn rất ít.
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Việc nghiên cứu sự tồn tại và tính chất của tập hút đối với những lớp

phương trình parabolic phi tuyến là những vấn đề thời sự, có ý nghĩa khoa

học và hứa hẹn có nhiều ứng dụng trong các bài toán thực tế.

Với những lí do ở trên, chúng tôi lựa chọn vấn đề chứng minh sự tồn

tại duy nhất nghiệm yếu và chứng minh sự tồn tại tập hút lùi đối với một

lớp phương trình parabolic phi tuyến làm nội dung nghiên cứu của Luận

văn với tên gọi là "Tập hút lùi đối với một lớp phương trình parabolic phi

tuyến".

2. Phương pháp nghiên cứu

• Chứng minh sự tồn tại và duy nhất nghiệm yếu: sử dụng phương pháp

xấp xỉ Galerkin kết hợp với các bổ đề compact (thường được gọi là phương

pháp compact trong tài liệu).

• Chứng minh sự tồn tại tập hút: sử dụng các phương pháp của lí thuyết

hệ động lực vô hạn chiều, nói riêng là phương pháp đánh giá tiên nghiệm

tiệm cận.

3. Mục đích của luận văn

Trong luận văn này, tác giả nghiên cứu sự tồn tại duy nhất nghiệm yếu

và sự tồn tại tập hút lùi đối với một lớp phương trình parabolic phi tuyến

chứa toán tử Grushin trong miền bị chặn.

- Nghiên cứu bài toán:
ut −Gsu+ f(u) = g(t, x), (t, x) ∈ Qτ,T = (τ, T ]× Ω,

u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ (τ, T ],

u(x, τ) = uτ(x), x ∈ Ω,
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trong đó

Gsu = ∆x1u+ |x1|2s∆x2u, x = (x1, x2) ∈ Ω ⊂ RN1 × RN2, s ≥ 0,

là toán tử Grushin, uτ ∈ L2(Ω).

Đối với bài toán này, chúng tôi nghiên cứu:

• Chứng minh sự tồn tại và duy nhất nghiệm yếu của bài toán (2.1).

• Chứng minh sự tồn tại tập hút lùi trong không gian S2
0(Ω)∩L2p−2(Ω).

4. Bố cục của Luận văn

Luận văn bao gồm: Mở đầu, ba chương nội dung chính, Kết luận và Tài

liệu tham khảo.

Chương 1. Trình bày các khái niệm và kết quả tổng quát về tập hút

lùi toàn cục, tập hút đều và tập hút lùi, các kết quả về không gian hàm

và toán tử được sử dụng trong luận văn và một số kiến thức bổ trợ khác.

Chương 2. Nghiên cứu sự tồn tại và duy nhất nghiệm yếu của bài toán.

Chương 3. Chứng minh sự tồn tại tập hút lùi trong S2
0(Ω)∩L2p−2(Ω).
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Chương 1

KIẾN THỨC CHUẨN BỊ

1.1 Các không gian hàm

Trong luận văn này ta sử dụng một số không gian hàm sau:

• Lp(Ω) là không gian Banach bao gồm tất cả các hàm khả tích Lebesgue

cấp p trên Ω với chuẩn được định nghĩa như sau

||u||Lp(Ω) :=

(∫
Ω

|u|pdx
)1/p

.

Chú ý rằng Lp(Ω) là không gian Banach phản xạ khi 1 < p < +∞.

• L∞(Ω) là không gian Banach bao gồm tất cả các hàm đo được và bị

chặn hầu khắp trên Ω với chuẩn

||u||L∞(Ω) := ess sup
x∈Ω
|u(x)|.

• Giả sử: σ : Ω→ R là hàm đo được Lebesgue, không âm và thỏa mãn

các điều kiện sau:

Khi miền Ω bị chặn,

(Hα ) σ ∈ L1
loc(Ω) và với α ∈ (0; 2), lim

x→z
inf |x− z|−ασ(x) > 0∀z ∈ Ω,

Khi miền Ω không bị chặn,

(H∞α,β) σ thỏa mãn điều kiện (Hα ) và lim
|x|→z

inf |x|−βσ(x) > 0 với β > 2.
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Khi đó ta định nghĩa không gian S1
0(Ω) như là bổ sung đủ của C∞0 (Ω)

với chuẩn

||u||S1
0(Ω) :=

(∫
Ω

(
|∇x1u|2 + |x1|2s|∇x2u|2

)
dx

)1/2

,

và tích vô hướng

((u, v)) :=

(∫
Ω

(
∇x1u∇x1v + |x1|2s∇x2u∇x2v

)
dx

)1/2

.

Những Bổ đề dưới đây xem trong [14].

Bổ đề 1.1.1. Giả sử Ω là miền đóng bị chặn trong RN1 ×RN2 (N1, N2 ≥
0). Khi đó các ánh xạ nhúng sau

(i) S1
0(Ω) ↪→ L2∗α(Ω) liên tục,

(ii) S1
0(Ω) ↪→ Lp(Ω) compact nếu p ∈ [1, 2∗s),

trong đó 2∗s =
2N(s)

N(s)− 2
, N(s) = N1 + (s+ 1)N2.

• Ta định nghĩa không gian S2
0(Ω) như bao đóng của C∞0 (Ω) với chuẩn

||u||S2
0(Ω) =

(∫
Ω

(|∆x1u|2 + |x1|2s|∆x2u|2)dx
)1/2

=

(∫
Ω

(|Gsu|2)dx
)1/2

.

Bổ đề sau được suy ra từ định nghĩa của S1
0(Ω) và S2

0(Ω):

Bổ đề 1.1.2. Giả sử Ω là miền đóng bị chặn trong RN1×RN2 (N1, N2 ≥ 0)

với biên trơn ∂Ω. Khi đó S2
0(Ω) ⊂ S1

0(Ω) liên tục.

Ta đã biết (xem [6]) với toán tử A = −Gs, tồn tại {ej}j≥1 sao cho:

(ej, ek) = δjk, Aej = λjej, j, k = 1, 2, ...,

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ λ3 ≤ ..., λj → +∞ khi j →∞,

và {ej}j≥1 là hệ trực chuẩn trong L2(Ω).
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1.2 Không gian hàm phụ thuộc thời gian

Trong luận văn này ta sử dụng các không gian hàm phụ thuộc thời gian

sau:

Giả sử X là không gian Banach.

• C([a, b];X) là không gian Banach bao gồm tất cả các hàm u : [a, b]→
X liên tục từ [a, b] vào X với chuẩn

||u||C([a,b];X) = sup
t∈[0,T ]

||u(t)||X .

• Lp(a, b;X) là không gian Banach bao gồm tất cả các hàm u : (a, b)→
X sao cho

||u||Lp(a,b;X) :=

( b∫
a

||u(t)||pXdt
)1/p

< +∞.

1.3 Tập hút toàn cục

1.3.1 Một số khái niệm

Giả sử X là một không gian Banach, ta có các định nghĩa sau:

Định nghĩa 1.3.1. Một nửa nhóm (liên tục) trên X là một họ các ánh

xạ S(t) : X → X, t ≥ 0 thỏa mãn

(i) S(0) = I, I là phép đồng nhất,

(ii) S(t)S(s) = S(s)S(t) = S(t+ s),

(iii) S(t)u0 liên tục đối với (t, u0) ∈ [0; +∞)×X.

Định nghĩa 1.3.2. Tập Y ⊂ X được gọi là bất biến dương nếu S(t)Y ⊂
Y, ∀t ≥ 0.

Tập Y ⊂ X được gọi là bất biến âm nếu S(t)Y ⊃ Y, ∀t ≥ 0.

Tập Y ⊂ X được gọi là bất biến nếu S(t)Y = Y, ∀t ≥ 0.

Ta giới thiệu các khái niệm về tính tiêu hao của nửa nhóm.
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Định nghĩa 1.3.3. Nửa nhóm S(t) gọi là tiêu hao điểm (t.ư., tiêu hao bị

chặn) nếu tồn tại một tập bị chặn B0 ⊂ X hút các điểm (t.ư., hút các tập

bị chặn) của X.

Nếu S(t) là tiêu hao bị chặn thì tồn tại một tập B0 ⊂ X sao cho với mọi

tập bị chặn B ⊂ X, tồn tại T = T (B) ≥ 0 sao cho S(t)B ⊂ B0,∀t ≥ T .

Tập B0 như vậy gọi là một tập hấp thụ đối với hệ động lực (X,S(t)).

Dễ thấy một hệ động lực tiêu hao bị chặn thì tiêu hao điểm. Điều ngược

lại nói chung không đúng, nhưng nó đúng đối với các hệ động lực hữu hạn

chiều.

Bây giờ ta định nghĩa tính compact tiệm cận.

Định nghĩa 1.3.4. Giả sử X là một không gian Banach. Nửa nhóm S(t)

gọi là compact tiệm cận nếu với mọi t > 0, S(t) có biểu diễn dưới dạng

S(t) = S(1)(t) + S(2)(t), (1.1)

ở đó S(1)(t) và S(2)(t) thỏa mãn các tính chất sau:

1.với bất kì tập bị chặn B ⊂ X

rB(t) = sup
y∈B
||S1(t)y||X → 0 khi t→ +∞;

2. với bất kì tập bị chặn B trong X tồn tại t0 sao cho tập hợp

[γ(2)(t0)B] =

[ ⋃
t≥t0

S(2)tB

]
(1.2)

là compact trong X, ở đây [γ] là bao đóng của tập γ.

Một hệ động lực gọi là compact nếu nó là compact tiệm cận và ta có

thể lấy S(1)(t) ≡ 0 trong biểu diễn (1.1). Rõ ràng rằng bất kì hệ động lực

tiêu hao hữu hạn chiều nào cũng là compact.

Dễ dàng thấy rằng điều kiện (1.2) được thỏa mãn nếu tồn tại một tập

compact K trong X sao cho với bất kì tập bị chặn B ⊂ X, tồn tại t0(B)
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sao cho S(2)(t)B ⊂ K, ∀t ≥ t0(B). Nói riêng, một hệ tiêu hao là compact

nếu nó có một tập hấp thụ compact.

Bổ đề sau đây rất hữu ích khi chứng minh tính compact tiệm cận.

Bổ đề 1.3.5. Nửa nhóm S(t) là compact tiệm cận nếu tồn tại một tập

compact K sao cho

lim
t→+∞

dist(S(t)B,K) = 0,

với mọi tập B bị chặn trong X.

Chứng minh. Vì K là tập compact nên với mọi t > 0 và u ∈ X, tồn tại

phần tử v := S(2)(t)u ∈ K sao cho

dist(S(t)u,K) = ||S(t)u− S(2)(t)u||.

Do đó nếu đặt S(1)(t)u = S(t)u−S(2)(t)u, dễ thấy sự phân tích (1.1) thỏa

mãn tất cả các yêu cầu trong định nghĩa của tính compact tiệm cận.

Chú ý: Nếu X là không gian Banach lồi đều và nửa nhóm S(t) có một

tập hấp thụ bị chặn B, thì ba điều kiện sau là tương đương:

a) Nửa nhóm S(t) là compact tiệm cận,

b) Nửa nhóm S(t) là thuộc lớp AK, tức là với mọi dãy bị chặn{xk} trong
X và mọi dãy tk →∞, {S(tk)xk}∞k=1 là compact tương đối trong X,

c) Tồn tại một tập compact K ⊂ X sao cho

dist(S(t)B, K)→ 0 khi t→∞.

1.3.2 Tập hút toàn cục

Tập hút toàn cục là đối tượng trung tâm của lí thuyết các hệ động lực

tiêu hao vô hạn chiều.

Định nghĩa 1.3.6. Một tập con khác rỗng A của X gọi là một tập hút

toàn cục đối với nửa nhóm S(t) nếu:

1. A là một tập đóng và bị chặn;
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2. A là bất biến, tức là S(t)A = A với mọi t > 0;

3. A hút mọi tập con bị chặn B của X tức là

lim
t→∞

dist(S(t)A, B) = 0,

ở đó dist(E,F ) = sup
a∈E

inf
b∈F

d(a, b) là nửa khoảng cách Hausdorff giữa hai

tập con E và F của X.

Các tính chất sau đây của tập hút toàn cục là hệ quả trực tiếp của định

nghĩa.

Mệnh đề 1.3.7. Giả sử S(t) có một tập hút toàn cục A. Khi đó:

1. Nếu B là một tập con bị chặn bất biến của X thì B ⊂ A (tính cực đại);

2. Nếu B là một tập con đóng hút các tập bị chặn của X thì A ⊂ B (tính

cực tiểu);

3. A là duy nhất.

Kết quả sau đây nói về cấu trúc của tập hút toàn cục.

Định lý 1.3.8. (xem [9]) Giả sử hệ động lực (X,S(t)) có tập hút toàn cục

A. Khi đó mọi quĩ đạo đầy đủ bị chặn (nói riêng là các điểm dừng và các

quỹ đạo tuần hoàn, nếu có) đều nằm trên A. Hơn nữa, nếu S(t) là đơn

ánh trên A thì A là hợp của tất cả các quĩ đạo đầy đủ bị chặn.

Các kết quả dưới đây chỉ ra rằng các hệ động lực “trên tập hút toàn

cục” sẽ quyết định các dáng điệu tiệm cận có thể có của các quĩ đạo riêng

lẻ, nghĩa là sau một khoảng thời gian đủ lớn, bất kì một quĩ đạo nào của

phương trình gốc trông sẽ giống như một quĩ đạo nào đó trên tập hút

trong một khoảng thời gian đủ dài.

Định lý 1.3.9. (xem [9]) Giả sử hệ động lực (X,S(t)) có tập hút toàn cục

A. Cho trước một quĩ đạo u(t) = S(t)u0, một sai số ε > 0 và một khoảng

thời gian T > 0. Khi đó tồn tại một thời điểm τ = τ(ε, T ) và một điểm

v0 ∈ A sao cho

||u(τ + t)− S(t)v0|| ≤ ε với mọi 0 ≤ t ≤ T.
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Để xấp xỉ quĩ đạo đã chọn u(t) trong một khoảng thời gian dài hơn, ta

phải dùng nhiều quĩ đạo trên tập hút toàn cục A. Mệnh đề sau đây là hệ

quả trực tiếp của Định lí 1.3.9

Hệ quả 1.3.10. (xem [9]) Cho trước một qũi đạo u(t), tồn tại một dãy

các sai số {εn}∞n=1 với

εn → 0,

một dãy tăng các thời điểm {tn}∞n=1 với

tn+1 − tn →∞ khi n→∞,

và một dãy các điểm {vn}∞n=1 với vn ∈ A sao cho

||u(t)− S(t− tn)vn|| ≤ εn với mọi tn ≤ t ≤ tn+1.

Hơn nữa, bước nhảy ||vn+1 − S(tn+1 − tn)vn|| dần tới 0 khi n→∞.

1.3.3 Sự tồn tại tập hút toàn cục

Kết quả sau đây là định lí cơ bản về sự tồn tại tập hút toàn cục.

Định lý 1.3.11. (xem [17] chương 1) Giả sử S(t) là nửa nhóm liên tục

trên không gian Banach X. Giả sử S(t) là tiêu hao và compact tiệm cận.

Nếu B là một tập hấp thụ bị chặn của S(t) thì A = ω(B) là một tập

compact khác rỗng và là tập hút toàn cục đối với S(t). Hơn nữa, tập hút

toàn cục A là liên thông trong X.

Hệ quả sau đây thường được dùng để chứng minh sự tồn tại tập hút

toàn cục đối với phương trình parabolic trong miền bị chặn.

Hệ quả 1.3.12. (xem [9]) Nếu nửa nhóm S(t) là tiêu hao và B là một

tập hấp thụ compact thì S(t) có một tập hút toàn cục compact liên thông

A = ω(B).

Bây giờ ta nhắc lại một vài khái niệm và kết quả trong [4] sẽ được sử

dụng trong chương sau để chứng minh tính trơn của tập hút toàn cục bằng

phương pháp đánh giá tiên nghiệm tiệm cận.
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Mệnh đề 1.3.13. Giả sử {S(t)}t≥0 là một nửa nhóm trên Lr(Ω) và giả

sử rằng {S(t)}t≥0 có một tập hấp thụ bị chặn trong Lr(Ω). Khi đó với bất

kì ε > 0 và bất kì tập con bị chặn B ⊂ Lr(Ω), tồn tại hai hằng số dương

T = T (B) và M = M(ε) sao cho

mes(Ω(|S(t)u0| ≥M)) ≤ ε,

với mọi u0 ∈ B và t ≥ T , trong đó mes(e) kí hiệu cho độ đo Lebesgue của

e ⊂ Ω và Ω(|S(t)u0| ≥M) := {x ∈ Ω/|S(t)u0(x)| ≥M}.

Định nghĩa 1.3.14. Giả sử X là một không gian Banach. Nửa nhóm

{S(t)}t≥0 trên X được gọi là liên tục mạnh-yếu trên X nếu với bất kì

{xn}∞n=1 ⊂ X, xn → x, và tn ≥ 0, tn → t, ta có S(tn)xn ⇀ S(t)x trong X.

Kết quả sau thường dùng để chứng minh một nửa nhóm là liên tục

mạnh-yếu.

Bổ đề 1.3.15. Giả sử X, Y là hai không gian Banach và X∗, Y ∗ là các

không gian đối ngẫu tương ứng. Ta cũng giả sử rằng X là một không gian

con trù mật của Y , phép chiếu i : X → Y là liên tục và liên hợp của nó

i∗ : Y ∗ → X∗ là phép chiếu trù mật. Giả sử {S(t)}t≥0 là một nửa nhóm

trên X và Y tương ứng, và giả thiết thêm S(t) là liên tục hoặc liên tục

yếu trên Y . Khi đó {S(t)}t≥0 là liên tục mạnh - yếu trên X nếu và chỉ

nếu {S(t)}t≥0 biến các tập con compact của X ×R+ thành các tập con bị

chặn của X.

Định nghĩa 1.3.16. Nửa nhóm {S(t)}t≥0 được gọi là thỏa mãn Điều kiện

(C) trong X nếu và chỉ nếu với bất kì tập bị chặn B của X và bất kì ε > 0,

tồn tại một hằng số dương tB và một không gian con hữu hạn chiều X1

của X, sao cho tập {PS(t)x/x ∈ B, t ≥ tB} bị chặn và

|(I − P )S(t)x| ≤ ε với bất kì t ≥ tB và x ∈ B,

trong đó P : X → X1 là phép chiếu chính tắc.

Các định lí sau thường dùng để chứng minh tính trơn của tập hút toàn

cục, tức là chứng minh sự tồn tại của tập hút toàn cục trong các không

gian “trơn hơn” không gian chứa điều kiện ban đầu.
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Định lý 1.3.17. (xem [4]) Giả sử {S(t)}t≥0 là một nửa nhóm liên tục

mạnh-yếu trên Lq(Ω), và là liên tục hoặc liên tục yếu trên Lr(Ω) với mọi

r ≤ q, và có một tập hút toàn cục trong Lr(Ω). Khi đó {S(t)}t≥0 có tập

hút toàn cục trong Lq(Ω) nếu và chỉ nếu

(i) {S(t)}t≥0 có một tập hấp thụ bị chặn trong Lq(Ω),

(ii) với bất kì ε > 0 và bất kì một tập con bị chặn B của Lq(Ω), tồn tại

các hằng số dương M = M(ε, B) và T = T (ε, B) sao cho∫
Ω(|S(t)u0|≥M)

|S(t)u0|q < ε, (1.3)

với bất kì u0 ∈ B và t ≥ T.

Định lý 1.3.18. (xem [4]) Giả sử X là không gian Banach và {S(t)}t≥0

là một nửa nhóm liên tục mạnh-yếu trên X. Khi đó {S(t)}t≥0 có một tập

hút toàn cục trong X nếu các điều kiện sau thỏa mãn:

(i) {S(t)}t≥0 có một tập hấp thụ bị chặn trong X,

(ii) {S(t)}t≥0 thỏa mãn Điều kiện (C) trong X.

1.4 Tập hút đều của quá trình đơn trị

Định nghĩa 1.4.1. Giả sử E là một không gian Banach phản xạ.

1. Một hàm ϕ ∈ L2
loc(R;E) được gọi là bị chặn tịnh tiến nếu

||ϕ||2L2
b

= ||ϕ||L2
b(R;E) = sup

t∈R

t+1∫
t

||ϕ||2Eds <∞.

2. Một hàm ϕ ∈ L2
loc(R;E) được gọi là compact tịnh tiến nếu bao đóng

của {ϕ(.+ h)/h ∈ R} là compact trong L2
loc(R;E).

3. Một hàm ϕ ∈ L2
loc(R;E) được gọi là chuẩn tắc tịnh tiến nếu với bất kì

ε > 0, tồn tại η > 0 sao cho

sup
t∈R

t+η∫
t

||ϕ||2Eds < ε.
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Kí hiệu L2
b(R;E), L2

c(R;E) và L2
n(R;E) tương ứng là tập tất cả các

hàm bị chặn tịnh tiến, compact tịnh tiến và chuẩn tắc tịnh tiến trong

L2
loc(R;E). Ta có:

L2
c(R;E) ⊂ L2

n(R;E) ⊂ L2
b(R;E).

Gọi Hω(g) là bao đóng của tập {g(. + h)/h ∈ R} trong L2
b(R;L2(Ω))

với tôpô yếu. Kết quả sau được chứng minh trong [18]

Bổ đề 1.4.2. [18, chương 5, Mệnh đề 4.2 ]

1. Với mọi σ ∈ Hω(g), ||σ||2L2
b
≤ ||g||2L2

b
;

2. Nhóm chuyển dịch {T (h)} là liên tục yếu trên Hω(g);

3. T (h)Hω(g) = Hω(g) với h ∈ R;

4. Hω(g) là compact yếu.

Ta sẽ sử dụng lí thuyết tập hút đều trong không gian kép đối với quá

trình liên tục yếu và phương pháp ước lượng tiên nghiệm tiệm cận để

nghiên cứu tính trơn của tập hút đều trong trường hợp này.

Bổ đề 1.4.3. Nếu g ∈ L2
n(R;E) thì với mọi τ ∈ R;

lim
γ→+∞

sup
t≥τ

t∫
τ

e−γ(t−τ)||ϕ||2Eds = 0 với mọi ϕ ∈ Hω(g).

Giả sử
∑

là một tập tham số và X, Y là hai không gian Banach và Y

nhúng liên tục vào X. Họ {Uσ(t, τ)/t ≥ τ, τ ∈ R}, σ ∈
∑

được gọi là họ

các quá trình trong X, nếu với mọi σ ∈
∑
, {Uσ(t, τ)/t ≥ τ, τ ∈ R} là một

quá trình, nghĩa là, một họ các ánh xạ hai biến từ X vào X thỏa mãn

1. Uσ(t, s)Uσ(s, τ) = Uσ(t, τ) với mọi t ≥ s ≥ τ, τ ∈ R,

2. Uσ(τ, τ) = Id, là ánh xạ đồng nhất với τ ∈ R.

trong đó
∑

được gọi là không gian biểu trưng, σ ∈
∑

được gọi là biểu

trưng. Kí hiệu B(X) là tập tất cả các tập con bị chặn của X.
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Định nghĩa 1.4.4. Một tập B0 ∈ B(Y ) được gọi là tập (X, Y )-hấp thụ đều

của họ các quá trình Uσ(t, τ)σ∈
∑ nếu với mọi τ ∈ R và mọi B ∈ B(X),

tồn tại t0 = t0(τ, B) ≥ τ sao cho
⋂
σ∈
∑Uσ(t, τ)B ⊂ B0 với mọi t ≥ t0.

Một tập P ⊂ Y được gọi là tập (X, Y )-hút đều nếu với mọi τ ∈ R cho

trước và B ∈ B(X), lim
t→+∞

sup
σ∈
∑ distY (Uσ(t, τ)B,P ) = 0.

Định lý 1.4.5. (xem [8]) Giả sử {Uσ(t, τ)}σ∈∑ là họ các quá trình trên

X thỏa mãn :

1. Uσ(t+ h, τ + h) = UT (h)σ(t, τ), trong đó {T (h)/h ≥ 0} là một họ các

toán tử trên
∑

và thỏa mãn T (h)
∑

=
∑

với mọi h ∈ R+,

2.
∑

là tập compact yếu và {Uσ(t, τ)}σ∈∑ là (X ×
∑
, Y )-liên tục yếu,

nghĩa là, với mọi t ≥ τ cho trước, τ ∈ R, ánh xạ (u, r) 7→ Uσ(t, τ)u

là liên tục yếu từ X ×
∑

vào Y ,

3. {Uσ(t, τ)}σ∈∑ là (X, Y )-compact tiệm cận đều, nghĩa là, nó có một

tập (X, Y )-compact đều Khi đó họ {Uσ(t, τ)}σ∈∑ có một tập (X, Y )

- hút đều A∑ compact trong Y và hút mọi tập bị chặn trong X theo

tôpô trong Y . Hơn nữa

A∑ = ωτ,σ(B0) =
⋂ ⋃

σ∈
∑
⋃
s≥t

Uσ(s, τ)B0,

trong đó B0 là tập (X, Y )- hấp thụ bị chặn của {Uσ(t, τ)}σ∈∑.

1.5 Tập hút lùi (Pullback attractors)

1.5.1 Tập hút lùi đối với các tập bị chặn cố định

Ta sẽ kí hiệu P(X) là họ tất cả các tập con không rỗng của X và xét

một họ các tập không rỗng D̂0 = {D0(t) : t ∈ R} ⊂P(X).

Định nghĩa 1.5.1. Ta nói rằng quá trình U là D̂0- compact tiệm cận nếu

với bất kì t ∈ R và bất kì dãy τn → −∞ và xn ∈ D0(τn), dãy U(t, τn)xn
với τn ≤ t, là compact tương đối trong X.
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Kí hiệu

Λ(D̂0, t) =
⋂
s≤t

⋃
τ≤s

U(t, τ)D0(τ)
X

, ∀t ∈ R. (1.4)

Mệnh đề 1.5.2. (xem [1]) Nếu quá trình U(t, τ) là D̂0- compact tiệm cận,

thì tập Λ(D̂0, t) xác định bởi (1.4) là tập con không rỗng compact của X

với mọi t ∈ R.

Chứng minh. Cố định một giá trị t ∈ R.
Lấy một dãy tùy ý τn → −∞ và với mỗi τn ≤ t chọn xn ∈ D0(τn), thì

từ dãy U(t, τn)xn ta có thể trích ra một dãy con hội tụ U(t, τnj)xnj → y

trong X. Do đó, ta có y ∈ Λ(D̂0, t) và tập Λ(D̂0, t) là không rỗng.

Ta biết rằng Λ(D̂0, t) là tập đóng và để chứng minh nó là compact ta

chỉ cần chứng minh rằng với bất kì một dãy cho trước {yn} ⊂ Λ(D̂0, t), ta

có thể trích ra một dãy con hội tụ. Đầu tiên, quan sát rằng yn ∈ Λ(D̂0, t)

thì tồn tại τn ≤ t− n và xn ∈ D0(τn) sao cho

d(yn, U(t, τn)xn) ≤
1

n
.

Do U là D̂0 - compact tiệm cận, nên ta có thể trích từ {U(t, τn)xn} một

dãy con hội tụ trong X. Do đó, rõ ràng dãy con tương ứng của {yn} cũng
sẽ hội tụ trong X tới cùng một điểm.

Định nghĩa sau có chứa yêu cầu tối thiểu về tính liên tục đối với một

quá trình trong khi nghiên cứu dáng điệu tiệm cận của nó.

Định nghĩa 1.5.3. Ta nói rằng quá trình U là liên tục mạnh-yếu nếu với

bất kì cặp t ≥ τ ∈ R, ánh xạ U(t, τ) là liên tục từ X với tôpô mạnh vào

X với tôpô yếu.

Mệnh đề 1.5.4. (xem [1]) Giả sử rằng quá trình U là D̂0- compact tiệm

cận và liên tục mạnh-yếu. Khi đó họ các tập {Λ(D̂0, t) : t ∈ R}, xác định

bởi (1.4), là bất biến đối với U , nghĩa là,

U(t, τ)Λ(D̂0, τ) = Λ(D̂0, t) ∀τ ≤ t.
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Chứng minh. Cố định cặp giá trị τ ≤ t.

Nếu y ∈ Λ(D̂0, τ), thì tồn tại các dãy τn → −∞ và xn ∈ D0(τn), sao cho

U(τ, τn)xn → y trong X khi n→ +∞. Khi đó

U(t, τn)xn = U(t, τ)U(τ, τn)xn ⇁ U(t, τ)y yếu trongX.

Mặt khác, từ dãy {U(t, τn)xn} ta có thể trích ra một dãy con hội tụ

mạnh trong X, vì tính duy nhất của giới hạn nên giới hạn đó phải là

U(t, τ)y. Điều này suy ra U(t, τ)y ∈ Λ(D̂0, t)

Vậy U(t, τ)Λ(D̂0, τ) ⊂ Λ(D̂0, t).

Để chứng minh bao hàm thức ngược lại, ta xét một phần tử z ∈ Λ(D̂0, t).

Khi đó tồn tại hai dãy τn → −∞ và xn ∈ D0(τn), sao cho U(t, τn)xn → z

trong X khi n→ +∞. Với mỗi τn ≤ t, đẳng thức sau là đúng

U(t, τn)xn = U(t, τ)U(τ, τn)xn. (1.5)

Do U là D̂0 - compact tiệm cận, ta có thể trích ra một dãy con {U(τ, τnj)xnj}
hội tụ trong X đến một điểm y và hiển nhiên y ∈ Λ(D̂0, τ). Theo (1.5) và

U là liên tục mạnh-yếu, ta có U(t, τnj)xnj ⇁ U(t, τ)y, vì vậy z = U(t, τ)y.

Điều này chứng minh bao hàm thức ngược lại, Λ(D̂0, t) ⊂ U(t, τ)Λ(D̂0, τ).

Định nghĩa 1.5.5. Ta nói rằng họ các tập D̂0 = {D0(t) : t ∈ R} là tập

hấp thụ lùi đối với quá trình U nếu với mọi t ∈ R và mọi tập con bị chặn

B của X, tồn tại một τ(t, B) ≤ t sao cho

U(t, τ)B ⊂ D0(t) với mọi τ ≤ τ(t, B).

Mệnh đề 1.5.6. (xem [1]) Nếu họ các tập D̂0 = {D0(t) : t ∈ R} là hấp

thụ lùi đối với quá trình U và quá trình U là D̂0 - compact tiệm cận, thì

với mọi t ∈ R mọi tập bị chặn B của X, ta có

lim
τ→−∞

dist(U(t, τ)B,Λ(D̂0, t)) = 0. (1.6)

Chứng minh. Ta chứng minh bằng phản chứng. Giả sử tồn tại t ∈ R
sao cho (1.6) không đúng. Khi đó, tồn tại ε > 0 và hai dãy τn → −∞ và

{xn} ⊂ B sao cho

d(U(t, τn)xn,Λ(D̂0, t)) ≥ ε ∀n ≥ 1. (1.7)
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Với mỗi số nguyên k ≥ 1, định nghĩa tk = t − k. Do D̂0 hấp thụ lùi, nên

với mỗi k ≥ 1, tồn tại một giá trị τnk trong dãy {τn} sao cho

τnk ≤ tk vàU(tk, τnk)B ⊂ D0(tk).

Đặc biệt

lim
k→+∞

τnk = −∞ và yk := U(tk, τnk)xnk ∈ D0(tk).

Do đó, dãy

U(t, tk)yk = U(t, τnk)xnk

là compact tương đối và tồn tại một dãy con (τnj , xnj) lấy từ dãy (τnk, xnk)

và một điểm z ∈ X sao cho

lim
j→+∞

U(t, tj)yj = lim
j→+∞

U(t, τnj)xnj = z.

Do U(t, tj)yj hội tụ đến z nên z ∈ Λ(D̂0, t)) và vì vậy U(t, τnj)xnj hội tụ

đến z. Điều này mâu thuẫn với (1.7)

Như một hệ quả của các kết quả nêu trên, ta thiết lập một điều kiện đủ

để khẳng định sự tồn tại tập hút toàn cục ACDF (t).

Định lý 1.5.7. (xem [1]) Giả sử rằng U(t, s) : X → X là liên tục với

s ≤ t. Với t ∈ R cho trước, giả sử rằng tồn tại một tập hút compact K(t).

Khi đó tập

ACDF (t) =
⋃

B bị chặn

Λ(B, t)
X

, (1.8)

là tập con không rỗng compact của K(t). Nó hút tất cả các tập bị chặn từ

−∞ với mọi B ⊂ X :

lim
s→−∞

dist(U(t, s)B,ACDF (t)) = 0.

Hơn nữa, nó là tập đóng nhỏ nhất thỏa mãn tính chất này: nếu Ã(t) là

tập đóng mà hút tất cả các tập bị chặn từ −∞ thì ACDF (t) ⊂ Ã(t). Cuối

cùng ACDF (τ) cũng hoàn toàn xác định với mọi τ > t và thỏa mãn tính

chất bất biến

U(τ, r)ACDF (r) = ACDF (τ), ∀τ ≥ r ≥ t.
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Với lí do này, ta nói rằng ACDF (t) là tập hút toàn cục của hệ động lực

U(t, s) tại thời điểm t.

Điều thú vị ở đây là điều kiện của chúng ta trên họ D̂0 không yêu cầu

tính compact hay tính bị chặn mà chỉ yêu cầu trên họ {K(t)}.
Nhận xét 1.5.8. Định lí 1.5.7 cũng có thể đạt được dưới giả thiết tính

liên tục mạnh-yếu của quá trình thay cho tính liên tục, nếu yêu cầu sự tồn

tại của họ {K(t)} với mỗi K(t) là tập hút (lùi) compact tại thời điểm t.

Thật vậy, sự tổng quát này có thể chứng minh tương tự như các Mệnh đề

1.5.2, 1.5.4 và 1.5.6.

Chỉ có một sự khác biệt ở đây là giả thiết về sự tồn tại tập hút compact

K(t) tại một thời điểm đơn t là đủ - kết hợp với tính liên tục của cả quá

trình - để khẳng định về sự tồn tại của các tập hút compact với tất cả tương

lai: đó là lấy K(r) = U(r, t)K(t) với r ≥ t. Với một quá trình liên tục

mạnh-yếu thì điều này không còn đúng. Nhưng thực tế ta đã có một họ các

tập hút compact rồi: {Λ(D̂0, r) : r ∈ R}.
Hệ quả 1.5.9. Xét một họ D̂0 = {D0(t) : t ∈ R} là tập con không rỗng

của X và một quá trình U là D̂0-compact tiệm cận và liên tục mạnh-

yếu và giả sử rằng D̂0 là hấp thụ lùi đối với U . Khi đó, tồn tại tập hút

ACDF (t) = {ACDF (t) : t ∈ R}. Hơn nữa, mối quan hệ sau là đúng:

ACDF (t) ⊂ Λ(D̂0, t), ∀t ∈ R. (1.9)

Nhận xét 1.5.10. Tính chất của Λ(D̂0, t) chứng minh trong các Mệnh đề

1.5.2, 1.5.4 và 1.5.6 chỉ ra rằng nó là một tập hút. Tuy nhiên, do tính chất

của tập hấp thụ lùi chỉ đúng cho các tập bị chặn nên nhiều nhất ta có thể

mong chờ {Λ(D̂0, t)} là một tập hút của các tập bị chặn cố định. Nhưng

ACDF đã là họ nhỏ nhất có tính chất như vậy. Do đó, điều tốt nhất có thể

mong chờ ở (1.9) là ta không chỉ có bao hàm thức mà có một đẳng thức.

Mệnh đề 1.5.11. (xem [1]) Dưới các giả thiết của Hệ quả 1.5.9, nếu

tồn tại một giá trị T ∈ R sao cho ∪t≤TD0(t) là bị chặn, thì ACDF (t) =

Λ(D̂0, t) với mọi t ≤ T.

Chứng minh. Cố định t ≤ T bất kì. Theo Hệ quả 1.5.9 ta chỉ cần chứng

minh bao hàm thức ACDF (t) ⊃ Λ(D̂0, t).
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Theo định nghĩa của Λ(D̂0, t), công thức (1.4):

Λ(D̂0, t) :=
⋂
s≤t

⋃
τ≤s

U(t, τ)D0(τ)
X

⊂
⋂
s≤t

⋃
τ≤s

U(t, τ)B0

X

= Λ(B0, t),

ở đây ta kí hiệu B0 = ∪τ≤TD0(τ) là bị chặn theo giả thiết. Sử dụng (1.8)

ta có điều phải chứng minh.

1.5.2 Tập hút lùi đối với họ các tập phụ thuộc thời gian

Cho trước D là một lớp không rỗng các tập hợp được tham số hóa theo

thời gian D̂ = {D(t) : t ∈ R} ⊂P(X).

Định nghĩa 1.5.12. Quá trình U được gọi là D-compact tiệm cận lùi

nếu với bất kì t ∈ R,bất kì D̂ ∈ D, bất kì dãy τn → −∞ và bất kì dãy

xn ∈ D(τn) dãy {U(t, τn)xn} là compact tương đối trong X.

Nhận xét 1.5.13. Khái niệm D-compact tiệm cận lùi theo nghĩa trong

định nghĩa nêu trên ứng với một họ (D), trong khi khái niệm D̂0 tiệm cận

compact theo nghĩa của định nghĩa ở Mục 1.5.1 ứng với một họ đơn (D̂0).

Định nghĩa 1.5.14. Ta nói rằng D̂0 = {D0(t) : t ∈ R} ∈ D là tập D-

hấp thụ lùi đối với quá trình U nếu với bất kì t ∈ R và bất kì D̂ ∈ D , tồn

tại một τ0(t, D̂) ≤ t sao cho

U(t, τ)D(τ) ⊂ D0(t) với mọi τ ≤ τ0(t, D̂).

Để chứng minh sự tồn tại của D-hút lùi, ta cần kết quả sau

Mệnh đề 1.5.15. Giả sử rằng quá trình U là liên tục mạnh-yếu, D-

compact tiệm cận lùi. Với mỗi D̂ ∈ D tập Λ(D̂, t) xác định bởi (1.4) là

tập con không rỗng compact của X, bất biến đối với U . Hơn nữa, nếu giả

thiết thêm D̂0 = {D0(t) : t ∈ R} ∈ D là một họ các tập D-hấp thụ lùi đối

với U thì Λ(D̂0, t) hút D̂ theo nghĩa lùi, nghĩa là

lim
τ→−∞

dist(U(t, τ)D(τ), (D̂0, t)) = 0, ∀D ∈ D̂. (1.10)

Chứng minh. Cố định D̂ ∈ D và t ∈ R. Nếu ta xét một dãy τn → −∞
và một dãy xn ∈ D(τn) thì từ dãy U(t, τn)xn ta có thể trích ra một dãy
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con hội tụ U(t, τnj)xnj → y. Do đó, ta có y ∈ Λ(D̂, t) và tập Λ(D̂, t) là

không rỗng.

Ta biết rằng Λ(D̂, t) là đóng và để chứng minh nó là compact ta chỉ cần

chứng minh rằng với bất kì một dãy cho trước {yn} ⊂ Λ(D̂, t), ta có thể

trích ra một dãy con hội tụ. Đầu tiên, quan sát rằng yn ∈ Λ(D̂, t) thì tồn

tại τn ≤ t− n và xn ∈ D(τn) sao cho

d(yn, U(t, τn)xn) ≤
1

n
.

Do U là D-compact tiệm cận lùi, nên ta có thể trích từ {U(t, τn)xn} một

dãy con hội tụ trong X. Do đó, rõ ràng dãy con tương ứng của {yn} cũng
sẽ hội tụ trong X tới cùng một điểm.

Để chứng minh Λ(D̂, t) là bất biến đối với U , nghĩa là

U(t, τ)Λ(D̂, τ) = Λ(D̂, t), ∀τ ≤ t,

ta cố định cặp giá trị τ < t và D̂ ∈ D .

Nếu y ∈ Λ(D̂, τ) thì tồn tại các dãy τn → −∞ và xn ∈ D(τn), sao cho

U(τ, τn)xn → y trong X khi n→ +∞. Khi đó,

U(t, τn)xn = U(t, τ)U(τ, τn)xn ⇁ U(t, τ)y yếu trongX.

Mặt khác, từ dãy {U(t, τn)xn} có thể trích ra một dãy con hội tụ mạnh

trong X, vì tính duy nhất của giới hạn nên giới hạn đó phải là U(t, τ)y.

Điều này suy ra U(t, τ)y ∈ Λ(D̂, t). Ta đã chứng minh xong bao hàm thức

U(t, τ)Λ(D̂, τ) ⊂ Λ(D̂, τ).

Để chứng minh bao hàm thức ngược lại, xét một phần tử z ∈ Λ(D̂, t).

Khi đó tồn tại hai dãy τn → −∞ và xn ∈ D(τn), sao cho U(t, τn)xn → z

trong X khi n→ +∞. Với mỗi τn ≤ t, đẳng thức sau là đúng

U(t, τn)xn = U(t, τ)U(τ, τn)xn. (1.11)

Do U là D-compact tiệm cận lùi, ta có thể trích ra một dãy con {U(τ, τnj)xnj}
hội tụ trong X đến một điểm y ∈ Λ(D̂, t). Theo (1.11) và U là liên tục

mạnh-yếu, ta có U(t, τnj)xnj ⇁ U(t, τ)y, vì vậy z = U(t, τ)y. Điều này

chứng minh bao hàm thức ngược lại, Λ(D̂, t) ⊂ U(t, τ)Λ(D̂, t).
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Ta chứng minh tính hút lùi bằng phản chứng. Giả sử tồn tại D ∈ D̂, t ∈
R sao cho (1.10) không đúng. Khi đó, tồn tại ε > 0 và hai dãy τn → −∞
và {xn} ⊂ D(τ) sao cho

d(U(t, τn)xn,Λ(D̂0, t)) ≥ ε, ∀n ≥ 1. (1.12)

Với mỗi số nguyên k ≥ 1, định nghĩa tk = t− k. Do D̂0 là tập D-hấp thụ

lùi, nên với mỗi k ≥ 1, tồn tại một giá trị riêng τnk trong dãy {τn} sao cho

τnk ≤ tk vàU(tk, τnk)D(τnk) ⊂ D0(tk).

Đặc biệt,

lim
k→+∞

τnk = −∞ và yk := U(tk, τnk)xnk ∈ D0(tk).

Do đó, dãy

U(t, tk)yk = U(t, τnk)xnk

là compact tương đối và tồn tại một dãy con (τnj , xnj) lấy từ dãy (τnk, xnk)

và một điểm z ∈ X sao cho

lim
j→+∞

= U(t, tj)yj = lim
j→+∞

U(t, τnj)xnj = z.

Do U(t, tj)yj hội tụ đến z nên z ∈ Λ(D̂0, t), vì vậy U(t, τnj)xnj hội tụ đến

z. Điều này mâu thuẫn với (1.12).

Kết quả dưới đây là nội dung chính của phần này.

Định lý 1.5.16. (xem [1]) Giả sử U là quá trình liên tục mạnh-yếu, D-

compact tiệm cận lùi, D̂0 = {D0(t) : t ∈ R} ∈ D là một họ các tập D-hấp

thụ lùi đối với U . Khi đó, họ AD = {AD(t) : t ∈ R} ⊂ P(X) xác định

bởi

AD(t) = Λ(D̂0, t), ∀t ∈ R (1.13)

có các tính chất sau:

a) Tập AD(t) là compact với bất kì t ∈ R,

b) AD là D- hút lùi, nghĩa là

lim
τ→−∞

dist(U(t, τ)D(τ),AD(t)) = 0, với mọi D̂ ∈ D ,
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c) AD là bất biến, nghĩa là

U(t, τ)AD(τ) = AD(t), với mọi τ ≤ t,

d)

AD(t) =
⋃
D̂∈D

Λ(D̂, t)
X

với t ∈ R.

Họ AD , được gọi là tập D-hút lùi toàn cục đối với quá trình U và là nhỏ

nhất theo nghĩa nếu Ĉ = {C(t) : t ∈ R} ⊂P(X) là một họ các tập đóng

sao cho

lim
τ→−∞

dist(U(t, τ)B(τ), C(t)) = 0,

thì AD(t) ⊂ C(t).

Nhận xét 1.5.17. Nếu ta giả sử rằng D0(t) là đóng với mọi t ∈ R
và họ D là đóng đối với quan hệ bao hàm (nghĩa là nếu D̂ ∈ D và

D̂′ = {D′(t) : t ∈ R} ⊂ P(X) với D′(t) ⊂ D(t) với mọi t, thì D̂′ ∈ D),

khi đó tập D-hút lùi AD thuộc vào D và nó chỉ là một họ trong D thỏa

mãn các tính chất (a)-(c) nói trên.

Các tính chất sau đây cho ta sự so sánh giữa hai tập hút lùi được giới

thiệu ở trên.

Hệ quả 1.5.18. Dưới giả thiết của Định lí 1.5.16, nếu A chứa tất cả các

tập bị chặn của X, thì cả hai tập hút ACDF và AD đều tồn tại và thỏa

mãn quan hệ sau

ACDF (t) ⊂ AD(t), với mọi t ∈ R.

Hệ quả 1.5.19. Dưới giả thiết của Định lí 1.5.16, nếu A chứa tất cả các

tập bị chặn của X và họ D̂0 thỏa mãn với T ∈ R nào đó mà ∪t≤TD0(t) bị

chặn, thì ACDF (t) = AD(t) với mọi t ≤ T.
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Nhận xét 1.5.20. Khi D gồm tất cả các tập con bị chặn hằng của X, thì

sự tồn tại của AD suy ra sự tồn tại của ACDF và cả hai là trùng nhau:

ACDF (t) = AD(t) với mọi t ∈ R.
Tuy nhiên, từ sự tồn tại của ACDF không nhất thiết suy ra sự tồn tại

của AD xác định bởi (1.13), bởi vì nó có thể xảy ra trường hợp D̂0 6∈ D .

Đây chính là tình huống xảy ra nhiều trong ứng dụng, ở đó các tập D0(t)

phụ thuộc vào t.

1.6 Một số bất đẳng thức thường dùng

Chúng ta nhắc lại một số bất đẳng thức thường dùng: (xem [1])

Bổ đề 1.6.1. (Bất đẳng thức Holder) Giả thiết 1 ≤ p, q ≤ ∞, 1

p
+

1

q
= 1.

Khi đó nếu u ∈ Lp(Ω), v ∈ Lq(Ω) thì ta có :∫
Ω

|uv|dx ≤ ||u||Lp(Ω).||v||Lq(Ω).

Bổ đề 1.6.2. (Bất đẳng thức Young) Cho 1 < p, q <∞, 1

p
+

1

q
= 1. Khi

đó

ab ≤ ap

p
+
bq

q
, (a, b > 0).

Bổ đề 1.6.3. (Bất đẳng thức Cauchy)

ab ≤ a2

2
+
b2

2
.

Trong luận văn thường xuyên sử dụng các bất đẳng thức Gronwall sau

đây:

Bổ đề 1.6.4. (xem [1]) (Bất đẳng thức Gronwall) Giả sử x(t) là một hàm

liên tục tuyệt đối trên [0;T] và thỏa mãn

dx

dt
≤ g(t)x+ h(t), với hầu khắp t,
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trong đó g(t) và h(t) là các hàm khả tích trên [0;T]. Khi đó

x(t) ≤ x(0)eG(t) +

t∫
0

eG(t)−G(s)h(s)ds,

với 0 ≤ t ≤ T, trong đó

G(t) =

t∫
0

g(r)dr.

Nói riêng, nếu a và b là các hằng số và

dx

dt
≤ ax+ b,

thì

x(t) ≤ (x(0) +
b

a
)eat − b

a
.

Bổ đề 1.6.5. (Bất đẳng thức Gronwall đều) Giả sử x, a và b là các hàm

dương thỏa mãn

dx

dt
≤ ax+ b

với

t+r∫
t

x(s)ds ≤ X,

t+r∫
t

a(s)ds ≤ A và

t+r∫
t

b(s)ds ≤ B

với r > 0 nào đó và với mọi t ≥ t0. Khi đó

x(t) ≤
(X
r

+B
)
eA

với mọi t ≥ t0 + r.

Bổ đề 1.6.6. (Bất đẳng thức Poincare) Giả sử Ω là một tập mở, bị chặn

trong RN , u|∂Ω = 0, t > τ.

Khi đó, ta có bất đẳng thức sau:

||u||p ≤ C||∇u||p.
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Chương 2

SỰ TỒN TẠI DUY NHẤT

NGHIỆM YẾU

2.1 Đặt bài toán

Trong chương này ta xét sự tồn tại duy nhất nghiệm yếu của bài toán

đã nêu trong phần mở đầu:


ut −Gsu+ f(u) = g(t, x), (t, x) ∈ Qτ,T = (τ, T ]× Ω,

u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ (τ, T ],

u(x, τ) = uτ(x), x ∈ Ω,

(2.1)

trong đó

Gsu = ∆x1u+ |x1|2s∆x2u, x = (x1, x2) ∈ Ω ⊂ RN1 × RN2, s ≥ 0,

là toán tử Grushin, uτ ∈ L2(Ω).

2.1.1 Các giả thiết của bài toán

Hàm f là phi tuyến, ngoại lực g thỏa mãn những điều kiện sau:

(H1) Hàm phi tuyến f ∈ C1(R,R) thỏa mãn

f(u)u ≥ C1|u|p − C2, p ≥ 2, (2.2)



27

|f ′(u)| ≤ C3|u|p−2 + C4, (2.3)

f ′(u) ≥ −l, (2.4)

trong đó l, Ci, (i = 1, 2, 3, 4) là những hằng số dương. Hệ thức (2.2)

và (2.3) kéo theo:

α1|u|p − α2 ≤ F (u) ≤ α3|u|p + α4,

trong đó F (s) =
s∫

0

f(τ)dτ và αi(i = 1, 2, 3, 4) là những hằng số dương.

(H2) g ∈ W 1,2
loc (R, L2(Ω)) thỏa mãn

t∫
−∞

eλ1s
(
||g(s)||2L2(Ω) + ||g′(s)||2L2(Ω)

)
ds ≤ +∞, ∀t ∈ R, (2.5)

trong đó λ1 là giá trị riêng đầu tiên của toán tử −Gs trong Ω với điều

kiện biên thuần nhất Dirichlet.

2.1.2 Định nghĩa nghiệm yếu của bài toán

Ta kí hiệu:

X = L2
(
τ, T ;S2

0(Ω)
)⋂

Lp
(
τ, T ;L2p−2(Ω)

)
.

X∗ = L2
(
τ, T ;S−2(Ω)

)
+ Lp

′(
τ, T ;L2p′−2(Ω)

)
.

Với p là số liên hợp của p′
(

1

p
+

1

p′
= 1

)
.

Định nghĩa 2.1.1. Một hàm u được gọi là một nghiệm yếu của bài toán

(2.1) trên (τ, T ) nếu và chỉ nếu u ∈ X;
∂u

∂t
∈ X∗, u|t=τ = uτ với x ∈ Ω

hầu khắp nơi trong Ω và

T∫
τ

∫
Ω

(
∂u

∂t
ϕ+∇x1u∇x2ϕ+ |x1|2s∇x2u+∇x2ϕ+ f(u)ϕ

)
dxdt

=

T∫
τ

∫
Ω

gϕ dxdt với mọi hàm thử ϕ ∈ X.
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2.2 Sự tồn tại duy nhất nghiệm yếu của bài toán

Trong luận văn này tác giả kí hiệu |.|2, (., .) lần lượt là chuẩn và tích vô

hướng trong L2(Ω); |.|p là chuẩn trong Lp(Ω); ||.||, ((., .)) lần lượt là chuẩn

và tích vô hướng trong S1
0(Ω); ||.||E là chuẩn trong không gian Banach E

và C là hằng số tùy ý.

Bổ đề 2.2.1. Nếu u ∈ X;
∂u

∂t
∈ X∗ thì u ∈ C

(
[τ, T ];L2(Ω)

)
.

Chứng minh. Giả sử dãy un ∈ C1
(
[τ, T ];S2

0(Ω) ∩ L2p−2(Ω)
)
thỏa mãn: un → u trong X

∂un
∂t
→ ∂u

∂t
trong X∗

Khi đó ∀ t, t0 ∈ [τ, T ], ta có:

|un(t)− um(t)|22

= |un(t0)− um(t0)|22 + 2

t∫
t0

< u′n(s)− u′m(s), un(s)− um(s) > ds.

Chọn t0 sao cho:

|un(t0)− um(t0)|22 =
1

T − τ

T∫
τ

|un(t)− um(t)|22dt.

Đặt

X(t1, t2) = L2
(
t1, t2;S

2
0(Ω) ∩ L2p−2(Ω)

)
.

X∗(t1, t2) = L2
(
t1, t2;S

−2(Ω) + L2p′−2(Ω)
)
.

Ta có:∫
Ω

|un(t)− um(t)|2dx =
1

T − τ

∫
Ω

T∫
τ

|un(t)− um(t)|2dtdx

+ 2

∫
Ω

t∫
t0

(
u′n(s)− u′m(s)

)(
un(s)− um(s)

)
dsdx
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≤ 1

T − τ

∫
Ω

T∫
τ

|un(t)− um(t)|2dtdx

+ 2||u′n − u′m||X∗(t0,t)||un − um||X(t0,t)

≤ 1

T − τ

∫
Ω

T∫
τ

|un(t)− um(t)|2dtdx

+ 2||u′n − u′m||X∗(t,τ)||un − um||X(t,τ).

Do đó {un} là dãy Cauchy trong C
(
[τ, T ];L2(Ω)

)
. Suy ra dãy {un} hội

tụ trong C
(
[τ, T ];L2(Ω)

)
tới một hàm v ∈ C

(
[τ, T ];L2(Ω)

)
. Mặt khác, từ

un → u trong X, un(t) → u(t) ∈ L2(Ω) với hầu khắp t ∈ [τ, T ]. Do đó

ta thu được u = v hầu khắp nơi. Điều đó chứng tỏ u ∈ C
(
[τ, T ];L2(Ω)

)
(nếu cần có thể chỉnh sửa giá trị trên một tập có độ đo 0).

Từ Bổ đề trên, suy ra điều kiện ban đầu của (2.1) là có nghĩa.

Định lý 2.2.2. Giả sử f và g thỏa mãn (H1)− (H2), ∀τ ∈ R, T > τ và

uτ cho trước bài toán (2.1) có duy nhất một nghiệm yếu u trên (τ, T ).

Chứng minh. (i) Sự tồn tại nghiệm.

Ta xây dựng dãy nghiệm xấp xỉ un(t) trong không gian hữu hạn chiều

sinh bởi n véc tơ riêng đầu tiên {e1, e2, ..., en} của toán tử A = −Gs :

un(t) =
n∑
j=1

unj(t)ej sao cho un thỏa mãn điều kiện sau

 <
∂un
∂t

, ej > + < Aun, ej > + < f(un), ej >= (g, ej)(
un(τ), ej

)
=
(
uτ , ej

)
j = 1, ..., n

Theo Định lí Penao, ta nhận được sự tồn tại của dãy nghiệm xấp xỉ un(t).
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Bây giờ ta sẽ xây dựng các ước lượng tiên nghiệm của un. Ta có

d

dt
un + Aun + f(un, t) = g(t, x)

⇒1

2

d

dt
unun + Aunun + f(un, t)un = g(t, x)un

⇒1

2

d

dt
u2
n + Au2

n + f(un, t)un = g(t, x)un

⇒1

2

d

dt
|un|22 + ||un||2 +

∫
Ω

f(un, t)undx =

∫
Ω

g(t, x)undx.

Mặt khác, do điều kiện (H1), ta có

f(un, t)un ≥ C1|un|p − C2 p ≥ 2

⇒
∫
Ω

f(un, t)undx ≥
∫
Ω

C1|un|pdx−
∫
Ω

C2dx

⇒C1|un|pp − C2|Ω| ≤
∫
Ω

f(un, t)undx

⇒1

2

d

dt
|un|22 + ||un||2 + C1|un|pp − C2|Ω|

≤ 1

2

d

dt
|un|22 + ||un||2 +

∫
Ω

f(un, t)undx.

Do đó, ta có

1

2

d

dt
|un|22 + ||un||2 + C1|un|pp − C2|Ω| ≤

∫
Ω

g(t)undx.
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Mặt khác, theo bất đẳng thức Cauchy, ta có∫
Ω

g(t)undx =

∫
Ω

1√
λ1

g(t)
√
λ1 un dx

≤
∫
Ω

1

λ1
|g(t)|2λ1 |un|2

2
dx

=
1

2

1

λ1

∫
Ω

|g(t)|2dx+
1

2
λ1|un|2dx

=
1

2λ1
|g(t)|22 +

λ1

2
|un|22.

Suy ra:

1

2

d

dt
|un|22 + ||un||2 + C1|un|pp − C2|Ω| ≤

1

2λ1
|g(t)|22 +

λ1

2
|un|22

⇒ d

dt
|un|22 + 2||un||2 + 2C1|un|pp − 2C2|Ω| ≤

1

λ1
|g(t)|22 + λ1|un|22

⇒ d

dt
|un|22 + 2||un||2 + 2C1|un|pp ≤ 2C2|Ω|+

1

λ1
|g(t)|22 + λ1|un|22.

Do bất đẳng thức Poincare: ||un||2 ≥ λ1|un|22, nên ta có:

d

dt
|un|22 + 2||un||2 + 2C1|un|pp ≤ 2C2|Ω|+

1

λ1
|g(t)|22 + ||un||2

⇒ d

dt
|un|22 + ||un||2 + 2C1|un|pp ≤ 2C2|Ω|+

1

λ1
|g(t)|22. (2.6)

Từ đây nghiệm địa phương có thể thác triển lên [τ,+∞).

Thật vậy từ (2.6), suy ra:

d

dt
|un|22 + ||un||2 ≤ 2C2|Ω|+

1

λ1
|g(t)|22.

Lấy tích phân (2.6) trên [τ, t] τ < t ≤ T , ta có:

t∫
τ

|un|22ds+

t∫
τ

||un||2ds+ 2C1

t∫
τ

|un|ppds ≤
t∫

τ

2C2ds+
1

λ1

t∫
τ

|g(s)|22ds
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⇒ |un(t)|22 − |un(τ)|22 +

t∫
τ

||un||2ds+ 2C1

t∫
τ

|g(s)|22ds

≤ 2

t∫
τ

C1ds+
1

λ1

t∫
τ

|g(s)|22ds

⇒ |un(t)|22 +

t∫
τ

||un||2ds+ 2C1

t∫
τ

|un|ppds

≤ |un(τ)|22 + 2

t∫
τ

C1ds+
1

λ1

t∫
τ

|g(s)|22ds

< C + 2

t∫
τ

C1ds+
1

λ1

t∫
τ

|g(s)|22ds < C0. (2.7)

Từ bất đẳng thức (2.7), ta suy ra

{un} bị chặn trong L∞
(
τ, T ;L2(Ω)

)
,

{un}bị chặn trong L2
(
τ, T ;L2(Ω)

)
,

{un} bị chặn trong L∞
(
τ, T ;L2(Ω)

)
.

Do điều kiện (H1) f(u)u ≥ C1|u|p − C2 p ≥ 2, nên nếu u ≤ M < 0,

thì:

f(u, t)u ≤C1|u|p−1 − C2

u

≤C1|u|p−1 − C2

M

≤C
(
|u|p + 1

)
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⇒
∫
Ω

|f(un, t)|p
′
dx ≤ C

∫
Ω

(
|u|p + 1

)p′
dx = C

∫
Ω

(
|u|p−1 + 1

) p

p− 1dx

⇒
∫
Ω

|f(un, t)|p
′
dx ≤ C

∫
Ω

(
|u|p + 1

)
dx

⇒|f(un, t)|p
′

p dx ≤ C

∫
Ω

(
|u|p + 1

)
dx

⇒
T∫
τ

|f(un, t)|p
′

p ≤ C

T∫
τ

∫
Ω

(
|u|p + 1

)
dx.

⇒ f(un, t) bị chặn trong Lp
′(
τ, T ;Lp

′
(Ω)
)
và do đó f(un, t) hội tụ yếu đến

η trong Lp
′(
τ, T ;Lp

′
(Ω)
)
.

Do đó, ta có

un ⇀ u trong L2
(
τ, T ;S2

0(Ω)
)
,

f(un, t) ⇀ η trong Lp
′(
τ, T ;Lp

′
(Ω)
)
,

Aun ⇀ Au trong L2
(
τ, T ;S−2(Ω)

)
.

Bằng cách viết lại:

d

dt
un = −Aun − f(un, t) + g(t, x) (2.8)

với Aun = −Gsun.

Ta thấy

{
dun
dt

}
bị chặn trong X∗ nên suy ra

{
dun
dt

}
cũng bị chặn trong

Lp
′(
τ, T ;S−2(Ω) + Lp

′
(Ω)
)
.

Chú ý rằng S2
0(Ω) ⊂⊂ L2(Ω) ⊂ S−2(Ω) + Lp

′
(Ω), nên áp dụng Bổ

đề compact hóa [16] ta có thể giả sử rằng un → u (hội tụ mạnh) trong

L2
(
τ, T ;L2(Ω)

)
. Do đó, un → u hầu khắp nơi trong Ω× [τ, T ].
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Vì f liên tục, nên suy ra f(un, t)→ f(u, t) hầu khắp nơi trong Ω× [τ, T ].

Mặt khác, f(un, t) ⇀ η trong Lp
′(
τ, T ;Lp

′
(Ω)
)
, nên ta có f(un, t) →

f(u, t) trong Lp
′(
τ, T ;Lp

′
(Ω)
)
.

Do đó, từ (2.8) ta có: u′ = −Au− f(u, t) + g trong X∗.

Từ Bổ đề 2.2.1, ta có u ∈ C
(
[τ, T ];L2(Ω)

)
.

Chọn hàm thử ϕ ∈ C1
(
[τ, T ];S2

0(Ω) ∩ L2(Ω)
)
, thì ϕ(t) = 0, và lấy tích

phân theo t, ta có((
u(T ), ϕ(T )

)
−
(
(u(τ), ϕ(τ)

))
−
∫ T

τ
(u, ϕ′)dt

=−
T∫
τ

∫
Ω

∇u∇ϕdxdt−
T∫
τ

∫
Ω

(
f(u, t)− g

)
ϕdxdt

⇒ −
T∫
τ

(
u, ϕ′

)
dt+

T∫
τ

∫
Ω

∇u∇ϕdxdt+

T∫
τ

∫
Ω

(
f(u, t)− g

)
ϕdxdt

=
(
u(τ), ϕ(τ)

)
.

Bằng cách áp dụng biến đổi tương tự đối với nghiệm xấp xỉ Galerkin, ta

có

−
T∫
τ

(
un, ϕ

′)dt+

T∫
τ

∫
Ω

∇u∇ϕdxdt+

T∫
τ

∫
Ω

(
f(un, t)− g

)
ϕdxdt

=
(
un(τ), ϕ(τ)

)
.

Cho n→∞, ta có

−
T∫
τ

(
u, ϕ′

)
dt+

T∫
τ

∫
Ω

∇u∇ϕdxdt+

T∫
τ

∫
Ω

(
f(u, t)− g

)
ϕdxdt

=
(
u(τ), ϕ(τ)

)
.

Vì un(τ)→ uτ nên u(τ) = uτ .

Vậy u là nghiệm yếu của bài toán (2.1).
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(ii) Bây giờ ta chứng minh sự duy nhất và sự phụ thuộc liên tục của

nghiệm.

Giả sử u1, u2 là hai nghiệm yếu của bài toán (2.1) với điều kiện ban đầu

tương ứng là u1(t), u2(t).

Từ (2.1) ta có
∂

∂t
(u1 − u2) + (Au1 − Au2) + f(u1, t)− f(u2, t) = 0.

Do (Au1−Au2, u1−u2) ≥ λ1|u1−u2|22 và sử dụng điều kiện
∂f(u, t)

∂u
≥ −l

với mọi u ∈ R, ta có

1

2

∂

∂t
|u1 − u2|22 ≤

1

2

∂

∂t
|u1 − u2|22 + (Au1 − Au2, u1 − u2)

= −
(
f(u1)− f(u2), u2

)
≤ −∂f(u, t)

∂u
|u1 − u2|22

≤ l |u1 − u2|22.

Áp dụng Bổ đề Gronwall, ta có

|u1(t)− u2(t)|22 ≤ e2l(t−τ)|u1(τ)− u2(τ)|22.

Từ đó suy ra tính duy nhất (nếu u1(τ) = u2(τ)) và phụ thuộc liên tục của

nghiệm yếu.

Mệnh đề 2.2.3. Giả sử f và g thỏa mãn (H1)−(H2), u(t) là một nghiệm

yếu của bài toán số của bài toán đầu. Khi đó với t > τ :

||u||2 + |u|pp ≤ C
(
e−λ1(t−τ)|uτ |22 + 1 + e−λ1t

t∫
−∞

eλ1s |g(s)|22ds
)

(2.9)

trong đó C là hằng số dương.

Chứng minh. Nhân (2.1) với u sau đó lấy tích phân trên Ω, ta được

1

2

d

dt
|u|22 + ||u||2 +

∫
Ω
f(u)udx =

∫
Ω

g(t)udx ≤ 1

λ1
|g(t)|22 +

λ1

4
|u|22.
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Sử dụng giả thiết (H1) và bất đẳng thức ||u||2 ≥ λ1|u|22, ta có:

d

dt
|u|22 + λ1|u|22 + C

(
||u||2 + |u|pp

)
≤ C

(
1 + |g(t)|22

)
. (2.10)

Đặt

F (s) =

s∫
0

f(τ)dτ.

Do (H1), ta có

α1|u|p − α2 ≤ F (u) ≤ α3|u|p + α4. (2.11)

Nhân (2.10) với eλ1t và sử dụng (2.11), ta được

d

dt

(
eλ1t|u(t)|22

)
+ Ceλ1t

(
||u||2 + 2

∫
Ω

F (u, (t))dx
)
≤ Ceλ1t

(
1 + |g(t)|22

)
.

(2.12)

Lấy tích phân (2.12) từ τ tới s ∈ [τ, t − 1] và s tới s + 1 tương ứng, ta

được

eλ1s|u(s)|22 ≤ eλ1τ |uτ |22 + Ceλ1s + C

s∫
τ

eλ1r|g(r)|22dr, ∀s ∈ [τ, t− 1],

C

s+1∫
s

eλ1r
(
||u(r)||2 + 2

∫
Ω

F (u(x, r))dx

)
dr

≤ eλ1s|u(s)|22 + C

s+1∫
s

eλ1r
(

1 + |g(r)|22
)
dr

≤ eλ1τ |uτ |22 + Ceλ1s + C

s∫
τ

eλ1r
(

1 + |g(r)|22
)
dr (2.13)

+Ceλ1(s+1) + C

s+1∫
s

eλ1r|g(r)|22dr

≤ C

(
eλ1τ |uτ |22 + eλ1t +

t∫
τ

eλ1r|g(r)|22dr
)
.
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Nhân (2.1) với ut và lấy tích phân trên Ω, ta được

|ut(s)|22 +
1

2

d

ds

(
||u(r)||2 + 2

∫
Ω

F (u(x, s))dx

)
=

∫
Ω

g(s)ut(s)

≤ 1

2
|g(s)|22 +

1

2
|ut(s)|22.

Do đó

eλ1s|ut(s)|22 +
d

ds

[
eλ1s
(
||u(s)||2 + 2

∫
Ω

F
(
u(x, s)

)
dx

)]

≤ λ1e
λ1s

(
||u(s)||2 + 2

∫
Ω

F
(
u(x, s)

)
dx

)
+ eλ1s|g(s)|22. (2.14)

Kết hợp (2.13) và (2.14) và sử dụng bất đẳng thức Gronwall, ta có

eλ1t
(
||u(t)||2+2

∫
Ω

F (u(x, s))dx

)
≤ C

(
eλ1τ |uτ |2+eλ1t+

t∫
−∞

eλ1s|g(s)|22ds
)
.

(2.15)

Sử dụng (H1) và eλ1τ |uτ |22 → 0 khi τ → −∞, ta được điều phải chứng

minh.

Mệnh đề 2.2.4. Giả sử rằng (H1), (H2) được thỏa mãn. Khi đó, với mọi

t ∈ R và với mọi tập bị chặn D ⊂ L2(Ω), tồn tại τ0 ≤ t− 1 sao cho

|ut(t)|22 ≤ C

(
1 + e−λ1t

t∫
−∞

eλ1s
(
|g(s)|22 + |g′(s)|22

)
ds

)
,

với mọi τ ≤ τ0 và với mọi uτ ∈ D, trong đó ut(s) = (d/dt)(U(t, τ)uτ)|t=s.

Chứng minh. Lấy tích phân (2.14) từ r đến r + 1, r ∈ [τ, t − 1] và sử

dụng (2.13) và (2.15), ta có
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r+1∫
r

e−λ1s|ut|22ds ≤ e−λ1r
(
||u(s)||2 + 2

∫
Ω

F
(
u(x, s)

)
dx

)
(2.16)

+ λ1

r+1∫
r

eλ1s
(
||u(s)||2 + 2

∫
Ω

F
(
u(x, s)

)
dx

)
ds

+

r+1∫
r

eλ1s|g(s)|22ds

≤ C

(
eλ1τ |uτ |22 + eλ1t +

t∫
−∞

eλ1s|g(s)|22ds
)
.

Mặt khác, lấy vi phân (2.1) và kí hiệu v = ut, ta có

vt −Gsv + f ′(u) v = g ′(t). (2.17)

Lấy tích vô hướng của (2.17) với v trong L2(Ω), ta được

1

2

d

dt
|v|22 + ||v||2 + (f ′(u) v, v) = (g ′(t), v).

Sử dụng (2.4) và Bất đẳng thức Young, ta có

d

dt

(
eλ1t|v|22

)
+ 2eλ1t||v||2 ≤ Ceλ1t|v|22 + Ceλ1t|g′(t)|22. (2.18)

Từ (2.18) và (2.16) và sử dụng Bất đẳng thức Gronwall, ta có

eλ1t|v(t)|22 ≤ C

(
eλ1τ |uτ |22 + eλ1t +

t∫
−∞

eλ1s(|g(s)|22 + |g′(s)|22)ds
)
. (2.19)

Vì eλ1τ |uτ |22 → 0 khi τ → −∞ nên ta được điều phải chứng minh.
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Chương 3

SỰ TỒN TẠI TẬP HÚT LÙI

TRONG S2
0(Ω) ∩ L2p−2(Ω)

3.1 Sự tồn tại tập hút lùi trong L2p−2(Ω)

Trong phần này ta chứng minh tồn tại một tập hút lùi trong L2p−2(Ω).

Để chứng minh điều đó ta cần thêm một điều kiện của hàm g

t∫
−∞

eλ1t||g′(t)||m′Lm(Ω)dt < +∞,∀t ∈ R, (3.1)

trong đó m,m′ được định nghĩa như trong (3.7).

Bổ đề 3.1.1. Quá trình {U(t, τ)} được sinh bởi bài toán (2.1) có một tập

hấp thụ lùi trong L2p−2(Ω).

Chứng minh. Nhân (2.1) với |u|p−2u và lấy tích phân trên Ω, ta được∫
Ω

ut|u|p−2udx+ (p− 1)

∫
Ω

(
|∇x1u|2 + |x1|2s|∇x2u|2

)
|u|p−2dx

+

∫
Ω

f(u)
∣∣|u|p−2udx

∣∣ =

∫
Ω

∣∣g(t)|u|
∣∣p−2

udx. (3.2)
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Từ (2.2) và Lp(Ω) ⊂ Lp−2(Ω), ta có∫
Ω

f(u)|u|p−2udx ≥
∫
Ω

(
C1|u|p − C2

)
|u|p−2dx ≥ C1||u||2p−2

L2p−2(Ω) − C2|u|pp.

Mặt khác, theo Bất đẳng thức Cauchy, ta có∣∣∣∣ ∫
Ω

ut|u|p−2udx

∣∣∣∣ ≤ C1

4
||u||2p−2

L2p−2(Ω) +
1

C1
|ut|22,

∣∣∣∣ ∫
Ω

g(t)|u|p−2udx

∣∣∣∣ ≤ C1

4
||u||2p−2

L2p−2(Ω) +
1

4
|g(t)|22. (3.3)

Kết hợp (3.2) và (3.3), ta có

||u||2p−2
L2p−2(Ω) ≤ C

(
|ut|22 + |u|pp + |g(t)|22

)
.

Áp dụng (2.9) và Bổ đề 2.2.4, ta kết luận tồn tại tập hấp thụ lùi trong

L2p−2(Ω) cho quá trình U(t, τ).

Bổ đề 3.1.2. Với mọi s ∈ R, mọi 2 ≤ p < ∞, và với mọi tập bị chặn

B ⊂ L2(Ω), tồn tại τ0 sao cho∫
Ω

|ut(s)|pdx ≤M, ∀τ ≤ τ0, uτ ∈ B,

trong đó M phụ thuộc vào s, p không nằm trong B, và

ut(s) = (d/dt)(U(t, τ)uτ)|t=s.

Chứng minh. Ta sẽ chứng minh Bổ đề bằng quy nạp.

Đặt β =
N(s)

N(s)− 2
> 1 và kí hiệu v = ut, ta chứng minh rằng: với

k = 0, 1, 2, ..., tồn tại τk và Mk(s) sao cho

eλ1s
∫
Ω

|v(s)|2βkdx ≤Mk(s), với mọi uτ ∈ B, τ ≤ τk, (Pk)

s+1∫
s

(
eλ1r

∫
Ω

|v(s)|2βk+1

dx

)1/β

dr ≤Mk(s), với mọi uτ ∈ B, τ ≤ τk, (Qk)
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trong đó τk phụ thuộc vào k và B và Mk chỉ phụ thuộc vào k.

Với k=0 ta có (P0) từ (2.19). Lấy tích phân (2.18) và sử dụng S1
0(Ω) ↪→

L2β(Ω) liên tục, ta có (Q0).

Giả sử (Pk) và (Qk) thỏa mãn, ta chứng minh (Pk+1) (Qk+1) đúng. Nhân

(2.17) với |v|2βk+1−2v và lấy tích phân trên Ω, ta có

C
d

dt

∫
Ω

|v|2βk+1

dx+ C

∫
Ω

(
|∇x1v|2 + |x1|2s|∇x2v|2

)
|v|β2k+1−2dx

≤ l

∫
Ω

|v|2βk+1

dx+ (g′(t), |v|2βk+1−2v). (3.4)

Sử dụng phép nhúng S1
0(Ω) ↪→ L2β(Ω), ta được∫

Ω

(
|∇x1v|2+|x1|2s|∇x2v|2

)
|v|β2k+1

dx ≥
∫
Ω

|v|2|v|2βk+1−2dx (3.5)

= ||vβk+1||2L2β(Ω) =

(∫
Ω

|v|2βk+2

dx

)1/β

.

Kết hợp Bất đẳng thức Holder và Bất đẳng thức Young, ta có∫
Ω

g′(t)|v|2βk+1−2vdx ≤
(∫

Ω

|g′(t)|mdx
)1/m(∫

Ω

|v|(2βk+1−1)ndx

)1/n

(3.6)

≤

(∫
Ω

|g′(t)|mdx
)m′/m

m′
+

(∫
Ω

|v|(2βk+1−1)ndx

)n′/n
n′

trong đó
1

m
+

1

n
=

1

m′
+

1

n′
= 1. Chọn n, n’ sao cho

(
2βk+1 − 1

)
n = 2βk+2 ;

n′

n
=

1

β
.

Do đó

n =
2βk+2

2βk+1 − 1
; n′ =

2βk+1

2βk+1 − 1
.

Do đó

m =
n

n− 1
=

2βk+1 − 1

2βk+2 − 2βk+1 + 1
; m′ = 2βk+1. (3.7)



42

Từ (3.6), ta có∫
Ω

g′(t)|v|2βk+1−2vdx ≤ 1

m′
∣∣∣∣g′(t)∣∣∣∣m′

Lm(Ω)
+

1

n′

(∫
Ω

|v|2βk+2

dx

)1/β

. (3.8)

Áp dụng (3.5) và (3.6) vào (3.4), ta được

d

dt

(
eλ1t

∫
Ω

|v|2βk+1

dx

)
+ Ceλ1t

(∫
Ω

|v|2βk+2

dx

)1/β

(3.9)

≤ Ceλ1t
∫
Ω

|v|2βk+1

dx+ Ceλ1t
∣∣∣∣g′(t)∣∣∣∣m′

Lm(Ω)
.

Kết hợp (Qk) và (3.9), sử dụng Bất đẳng thức Gronwall đều và sử dụng

giả thiết (3.1), ta được (Pk+1). Mặt khác lấy tích phân (3.9) từ t đến t+1,

ta được (Qk+1). Vì β > 1, nên ta có k ≥ logβp/2. Ta nhận được điều phải

chứng minh.

Ta sẽ sử dụng những Bổ đề sau:

Bổ đề 3.1.3. (xem [20]) Nếu tồn tại σ > 0 thỏa mãn
t∫
−∞

eσs|ϕ(s)|2ds <

∞∀t ∈ R, thì

lim
γ→+∞

t∫
−∞

e−γ(t−s)|ϕ(s)|2ds = 0, t ∈ R.

Đặt Hm = span {e1, e2, ..., em} trong L2(Ω) và đặt Pm : L2(Ω)→ Hm là

phép chiếu trực giao trong đó
{
ei
}∞
i=1

là véc tơ riêng của toán tử A = −Gs.

Với mọi ∈ L2(Ω), ta có

u = Pmu+ (I − Pm)u = u1 + u2.

Bổ đề 3.1.4. Với mọi t ∈ R, mọi B ⊂ L2(Ω) và với mọi ε, tồn tại

τ0(t, B, ε) và m0 ∈ N sao cho

|(I − Pm) v|22 < ε, ∀τ ≤ τ0,∀uτ ∈ B,m ≥ m0. (3.10)
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Chứng minh. Nhân (2.17) với v2 = (I − Pm) v và sau đó lấy tích phân

trên Ω, sử dụng |∇v2|22 ≥ λm|v2|22 và sử dụng bất đẳng thức Cauchy, ta

được:
d

dt
|v2|22 + λm|v2|22 ≤ C

∫
Ω

|f ′(u)v|2dx+ C|g′(t)|22. (3.11)

Nhân (3.11) với eλmt và sử dụng giả thiết (2.3), ta được

d

dt

(
eλmt|v2|22

)
≤ Ceλmt

∫
Ω

|u|2(p−2)|v|2dx+ Ceλmt|g′(t)|22. (3.12)

Lấy tích phân (3.12) từ s tới t, ta được

eλmt|v2(t)|22 (3.13)

≤ eλms|v2(s)|22 + C

t∫
s

eλmr
∫
Ω

|u|2(p−2)|v|2dxdr + C

t∫
s

eλmr|g′(r)|22dr

≤ eλms|v(s)|22 + C

t∫
−∞

eλmr
∫
Ω

|u|2(p−2)|v|2dxdr + C

t∫
−∞

eλmr|g′(r)|22dr.

Lấy tích phân (3.13) theo s từ τ tới t, ta được

(t− τ)eλmt|v2(t)|22 ≤
t∫

τ

eλmr|v(r)|22dr

+ C(t− τ)

t∫
−∞

eλmr
∫
Ω

|u|2(p−2)|v|2dxdr

+ C(t− τ)

t∫
−∞

eλmr|g′(r)|22dr.



44

Do đó

|v2(t)|22 ≤
1

t− τ

t∫
−∞

e−λm(t−r)|v(r)|22dr (3.14)

+ C

t∫
−∞

e−λm(t−r)
∫
Ω

|u|2(p−2)|v|2dxdr

+ C

t∫
−∞

e−λm(t−r)|g′(r)|22dr.

Sử dụng Bổ đề 3.1.3 và do λm → +∞ khi m→ +∞, tồn tại τ1 và m1 sao

cho

1

t− τ

t∫
−∞

e−λm(t−r)C

t∫
−∞

e−λm(t−r)|g′(r)|22dr <
ε

3
, (3.15)

|v(r)|22dr <
ε

3
,

với mọi τ ≤ τ1 và m ≥ m1.

Từ (3.14), sử dụng Bất đẳng thức Holder, ta có

t∫
−∞

e−λm(t−r)
∫
Ω

|u|2(p−2)|v|2dxdr

≤
t∫

−∞

(∫
Ω

e
(−p−1)(t−r)
(p−2)λm |u|2p−2dx

)p−2
p−1
(∫

Ω

e−(p−1)λm(t−r)|v|2p−2dx

) 1
p−1

dr

≤
( t∫
−∞

e
(−p−1)(t−r)
(p−2)λm ||u||2p−2

L2p−2(Ω)dr

)p−2
p−1
( t∫
−∞

e−(p−1)λm(t−r)dr

∫
Ω

|v|2p−2dx

) 1
p−1

.

Từ Bổ đề (3.1.3) - (3.1.7), ta thấy rằng tồn tại τ2 và m2 ∈ N sao cho

C

t∫
−∞

e−λm(t−r)
∫
Ω

|u|2(p−2)|v|2dxdr < ε

3
,∀τ ≤ τ0,m ≥ m2. (3.16)

Đặt τ0 = min{τ1, τ2} và m0 = max{m1,m2}, từ (3.14) sử dụng (3.15) và

(3.16), ta được (3.10).
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Bổ đề 3.1.5. (xem [4]) Giả sử B là tập bị chặn trong Lq(Ω)(q ≥ 1). Nếu

B có một ε-net hữu hạn trong Lq(Ω), khi đó tồn tại một tập M = M(B, ε)

sao cho với mọi u ∈ B ta có ∫
Ω(|u|≥M)

|u|qdx < ε.

Sử dụng các Bổ đề 3.1.4, 3.1.5 và 2.2.4 ta kết luận rằng tập {ut(s) :

s ≤ t, uτ ∈ B} có một ε-net hữu hạn trong L2(Ω). Từ đó, ta có kết quả sau

Bổ đề 3.1.6. Với mọi t ∈ R, với mọi tập bị chặn B ⊂ L2(Ω) và với mọi

ε > 0, tồn tại τ0 ≤ t và M0 > 0 sao cho∫
Ω(|u|≥M)

|ut(t)|2dx < ε, ∀τ < τ0,M > M0, uτ ∈ B.

Bổ đề 3.1.7. (xem [4]). Với mọi t ∈ R, với mọi tập bị chặn B ⊂ L2(Ω)

và với mọi ε > 0, tồn tại τ0 và M0 > 0 sao cho

mes(Ω(u(t) ≥M)) < ε, ∀τ ≤ τ0,M ≥M0, uτ ∈ B,

trong đó mes là độ đo Lebesgue trong RN và Ω(u(t) ≥ M)) = {x ∈ Ω :

u(t, x) ≥M}.

Bổ đề 3.1.8. (xem [5]) Giả sử {U(t, τ)} là quá trình liên tục mạnh-yếu

trong L2(Ω) và Lq(Ω), q ≥ 2. Khi đó {U(t, τ)} là compact tiệm cận lùi

trong Lq(Ω) nếu

(i) {U(t, τ)} là compact tiệm cận lùi trong L2(Ω);

(ii) Với mọi t ∈ R, với mọi tập bị chặn D ⊂ L2(Ω) và với mọi ε > 0, tồn

tại M > 0 và τ0 ≤ t sao cho

sup
τ≤τ0

sup
uτ∈D

(∫
Ω(|U(t,τ)uτ |≥M)

|U(t, τ)uτ |qdx
)
≤ Cε,

trong đó C không phụ thuộc vào M, τ, uτ và ε.
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Bây giờ ta sẽ đi chứng minh sự tồn tại một tập hút lùi trong L2p−2(Ω).

Định lý 3.1.9. Giả sử (2.2) - (2.5), (3.1) được thỏa mãn. Khi đó quá

trình {U(t, τ)} được sinh bởi bài toán (2.1) có một tập hút lùi A2p−2 =

{A2p−2(t)}t∈R trong L2p−2(Ω).

Chứng minh. Do Bổ đề 3.1.8 và do {U(t, τ)} có một tập hấp thụ lùi

trong L2p−2(Ω), ta chỉ cần chứng minh: Với mọi t ∈ R, với mọi B ⊂ L2(Ω)

và với mọi ε > 0, tồn tại τ2 ≤ τ và M2 > 0 sao cho∫
Ω(|u|≥M)

|u|2p−2dx ≤ Cε, ∀τ ≤ τ2,M ≥M2, uτ ∈ B.

Nhân (2.1) với (u−M)p−1
+ trong L2(Ω), trong đó

(u−M)+ =

 u−M khi u ≥M,

0 khi u < M.

Ta có∫
Ω

ut(u−M)p−1
+ dx+ (p− 1)

∫
Ω

(
|∇x1u|2 + |x1|2s|∇x2u|2

)
|u−M |p−2

+ dx

+

∫
Ω

f(u)(u−M)p−1
+ dx (3.17)

≤
∫
Ω

g(t)(u−M)p−1
+ dx.

Qua một số tính toán, ta có

∫
Ω

f(u)(u−M)p−1
+ dx ≥ C

∫
Ω(u≥M)

|u|2p−2dx+ C

∫
Ω(u≥M)

|u|pdx,

−
∫
Ω

ut(u−M)p−1
+ dx ≤ C

4

∫
Ω(u≥M)

|u|2p−2dx+
1

C

∫
Ω(u≥M)

|ut|2dx,
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∫
Ω

g(t)(u−M)p−1
+ dx ≤ C

4

∫
Ω(u≥M)

|u|2p−2dx+
1

C

∫
Ω(u≥M)

|g(t)|2dx. (3.18)

Từ (3.17) và (3.18), ta có

∫
Ω(u≥M)

|u|2p−2dx (3.19)

≤ C

(∫
Ω(u≥M)

|ut|2dx+

∫
Ω(u≥M)

|g(t)|2dx+ C

∫
Ω(u≥M)

|u|pdx
)
.

(3.20)

Áp dụng Bổ đề 3.1.5 và 3.1.6 vào (3.19), ta thấy tồn tại τ0 vàM0 sao cho∫
Ω(u≥M)

|u|2p−2dx < ε, ∀τ ≤ τ0,M ≥M0.

Lặp lại các lập luận trên thay (u−M)p−1
+ bằng |(u+M)−|p−2(u+M)−,

ta được ∫
Ω(u≤−M)

|u|2p−2dx < ε, τ ≤ τ1,M ≥M1,

với τ1 ≤ t và M1 < 0, trong đó

(u+M)− =

 u+M khi u ≤ −M,

0 khi u > M.

Đặt τ2 = min{τ0, τ1} và M2 = max{M0,M1}, ta có∫
Ω(|u|≥M2)

|u|2p−2dx < Cε, ∀τ ≤ τ2,M ≥M2.

Điều này đã hoàn thành việc chứng minh.
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3.2 Sự tồn tại tập hút lùi trong S2
0(Ω)

Trong phần này ta sẽ đi chứng minh sự tồn tại của một tập hút lùi trong

S2
0(Ω).

Bổ đề 3.2.1. Quá trình {U(t, τ)} được sinh bởi bài toán (2.1) có một tập

hấp thụ lùi trong S2
0(Ω).

Chứng minh. Nhân (2.1) với −Gsu sau đó sử dụng f(0) = 0, ta được

||u||2S2
0(Ω) =

∫
Ω

utGsudx−
∫
Ω

f ′(u)
(
|∇x1u|2+|x1|2s|∇x2u|2

)
dx−

∫
Ω

g(t)Gsudx.

(3.21)

Sử dụng f ′(u) ≥ −l, sử dụng Bất đẳng thức Cauchy và lí luận như trong

Bổ đề 3.1.1 từ (3.21), ta có

||u||2S2
0
≤ 2

(
|u|22 + l||u||2 + |g(t)|22

)
.

Sử dụng (2.15), ta có điều phải chứng minh.

Để chứng minh sự tồn tại của tập hút lùi trong S2
0(Ω), ta sẽ thử "điều

kiện (PDC)", được định nghĩa như sau

Định nghĩa 3.2.2. Quá trình {U(t, τ)} thỏa mãn điều kiện (PDC) trong

X nếu với mọi t ∈ R với mọi tập bị chặn B ⊂ L2(Ω) và với mọi ε > 0 tồn

tại τ0 ≤ t và một không gian con hữu hạn chiều X1 của X sao cho

(i) P (
⋃
τ≤τ0 U(t, τ)B) bị chặn trong X;

(ii) ||(IX − P )U(t, τ)uτ ||X < ε với mọi τ ≤ τ0 và uτ ∈ B, trong đó

P:X → X1 là phép chiếu chính tắc và IX là phép đồng nhất.

Bổ đề 3.2.3. (xem [19]) Nếu quá trình {U(t, τ)} thỏa mãn điều kiện

(PDC) trong X thì nó là compact tiệm cận lùi trong X. Nếu X là lồi thì

điều ngược lại là đúng.
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Giả sử κ(A) là độ đo Kuratowski trong L2(Ω) được định nghĩa bởi

κ(A) = inf{δ > 0/A có một phủ mở gồm những tập có đường kính < δ}.

Bổ đề 3.2.4. (xem [4]) Giả sử f thỏa mãn (2.2) và (2.4). Khi đó với mọi

tập con A ⊂ L2p−2(Ω), nếu κ(A) < ε trong L2p−2(Ω), thì

κ(f(A)) < Cε trong L2(Ω),

trong đó f(A) = {f(u)/u ∈ A} và hằng số C phụ thuộc vào chuẩn trong

L2p−2 của A, độ đo Lebesgue của Ω và các hệ số trong (H1).

Định lý 3.2.5. Giả sử f thỏa mãn (2.2) - (2.4), g thỏa mãn (2.5) và

(3.1). Khi đó quá trình {U(t, τ)} được sinh bởi bài toán (2.1) có một tập

hút lùi A = {A(t) : t ∈ R} trong S2
0(Ω).

Chứng minh. Ta xét một quỹ đạo nằm hoàn toàn trên tập hút lùi A2p−2

trong L2p−2(Ω) cho U(t, τ), có nghĩa là u(t) ∈ A2p−2(t) và U(t, τ)uτ = u(t)

với mọi t ≥ τ . Đặt A = −Gs và nhân (2.1) với Au2 = A(I − Pm)u =

(I − Pm)Au, ta có

(ut, Au2) + ||u2||2S2
0(Ω) +

∫
Ω

f(u)Au2dx =
(
g(t), Au2

)
.

Sử dụng Bất đẳng thức Holder, ta được

||u2||2S2
0(Ω) ≤ C

(
|(I − Pm)ut|22 + |(I − Pm)g(t)|22 +

∫
Ω

(f(u))2dx

)
.

Sử dụng các Bổ đề 3.1.4 và 3.2.4 và g ∈ Cloc(R;L2(Ω)), ta thấy rằng

{U(t, τ)} thỏa mãn điều kiện (PDC) trong S2
0(Ω).

Từ Định lý 3.1.9 và 3.2.5, ta có định lý:

Định lý 3.2.6. Quá trình {U(t, τ)} được sinh bởi bài toán (2.1) có một

tập hút lùi trong S2
0(Ω) ∩ L2p−2(Ω).
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KẾT LUẬN

Nội dung chính của luận văn là nghiên cứu sự tồn tại duy nhất nghiệm

yếu và sự tồn tại tập hút lùi đối với một lớp phương trình parabolic phi

tuyến. Những kết quả chính đã đạt được trong quá trình nghiên cứu bài

toán (2.1) là:

1. Sự tồn tại duy nhất nghiệm yếu của bài toán.

2. Sự tồn tại tập hút lùi trong S2
0(Ω) ∩ L2p−2(Ω).

Hướng nghiên cứu tiếp theo, tác giả dự định sẽ nghiên cứu một số

tính chất của tập hút lùi đã được chứng minh tồn tại ở trên như tính trơn,

tăng trưởng số mũ, số chiều,... của tập hút lùi.
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