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Mở đầu

Quy hoạch tuyến tính là một bộ phận quan trọng trong quy hoạch
toán học.Nhiều vấn đề thực tế có thể mô tả dưới dạng bài toán quy hoạch
tuyến tính.Các bài toán quy hoạch phi tuyến thường được giải quyết hiệu
quả bằng cách xấp xỉ thông qua bài toán quy hoạch tuyến tính.Trong
những thập kỷ qua, cùng với sự phát triển mạnh mẽ của công nghệ thông
tin, quy hoạch toán học đã có những bước tiến lớn trong đó phải nói
đến các phương pháp giải bài toán quy hoạch tuyến tính gắn liền với tên
tuổi của các nhà toán học như L.V. Kantorovich (1939),George Dantzig
(1947),Lemke (1954),Leonid Khachian (1979),Karmarkar (1984)...

Bài toán quy hoạch tuyến tính có hai dạng cơ bản là dạng chuẩn và
dạng chính tắc,hai dạng này có quan hệ mật thiết với nhau.Bài toán quy
hoạch tuyến tính dạng chuẩn là bài toán có miền ràng buộc là một hệ bất
phương trình tuyến tính,còn bài toán quy hoạch tuyến tính dạng chính
tắc là bài toán quy hoạch có miền ràng buộc là một hệ phương trình
tuyến tính với các biến của nó có dấu không âm.Chúng ta đã biết,qua
các phép biến đổi có thể dễ dàng đưa bài toán từ dạng chuẩn về dạng
chính tắc,khi đó sẽ làm cho số chiều của bài toán tăng lên đáng kể nếu
số ràng buộc bất phương trình tuyến tính của bài toán dạng chuẩn là
lớn,vì phải thêm vào nhiều biến bù (để đưa các ràng buộc bất phương
trình về phương trình).

Thuật toán đơn hình cổ điển và đơn hình đối ngẫu do George Dantzig
và Lemke đề xuất vào những năm 1947 và 1954 đã giải bài toán quy hoạch
tuyến tính ở dạng chính tắc.Chúng được coi là những thuật toán cơ bản
sử dụng giải các bài toán thực tế trong các viện nghiên cứu ứng dụng và
giảng dạy ở các trường Đại học,Cao đẳng trong nước và trên Thế giới.

Để giải bài toán qui hoạch tuyến tính bằng thuật toán đơn hình hay
đơn hình đối ngẫu cần biết trước một cơ sở đơn vị xuất phát ban đầu,đôi
khi để có được một cơ sở như vậy chúng ta lại phải đi giải một bài toán
quy hoạch tuyến tính khác hoặc giải một bài toán tương đương nhiều
chiều hơn với một cơ sở “chấp nhận được” gọi là giả phương án và như
vậy có thể ta phải trải qua khá nhiều bước lặp (không cần thiết) mới
vượt khỏi các giả phương án để đi đến lời giải của bài toán ban đầu.
Sự thật các bài toán quy hoạch tuyến tính được xây dựng từ thực tế
thông thường đều ở dạng chuẩn và chưa biết được một điểm chấp nhận
của miền ràng buộc.Như vậy để giải một bài toán quy hoạch tuyến tính
bằng phương pháp đơn hình và đơn hình đối ngẫu,đòi hỏi chúng ta phải
thực hành qua nhiều bước trung gian rồi mới nhận được lời giải của bài
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toán gốc.
Chính vì những lý do trên nên luận văn này trình bày phương pháp

nón xoay tuyến tính giải trực tiếp bài toán quy hoạch tuyến tính dạng
chuẩn và thuật toán nón xoay tuyến tính giải cho lớp bài toán quy hoạch
tuyến tính dạng chuẩn với biến bị chặn gọi là các thuật toán nón xoay
BBC,với cơ sở xuất phát ban đầu được nhận biết dễ dàng và trong trường
hợp tổng quát có thể xuất phát từ gốc toạ độ là đỉnh của nón Ortang
dương Rn

+ hay từ véc tơ đơn vị hoặc gần đơn vị.Hơn thế nữa,dù miền
ràng buộc của bài toán bị thoái hoá cũng không ảnh hưởng đến tính hữu
hạn bước lặp của phương pháp nón xoay.Các thuật toán nón xoay này
là các biến thể từ phương pháp nón-min giải bài toán quy hoạch gần
lồi-gần lõm đề xuất trong cuốn sách “Quy hoạch gần lồi-gần lõm ứng
dụng vào quy hoạch tuyến tính”([2]).

Trong các trường hợp khi giải bài toán quy hoạch tuyến tính nguyên
bằng phương pháp cắt-nhánh cận hoặc tái tối ưu hoá thì việc áp dụng
các thuật toán nón xoay tỏ ra rất hiệu quả.Một số ví dụ bằng số minh
hoạ cho các thuật toán nón xoay giải chúng trong luận văn này đều được
lấy từ sách,giáo trình và nhiều tài liệu,công trình nghiên cứu trong nước
và nước ngoài của các tác giả khác nhau.Kết quả tính toán đi đến lời
giải của các bài toán này bởi thuật toán nón xoay cho thấy hầu hết số
bước lặp và số phép toán trong mỗi bước lặp đều ít hơn rõ rệt so với việc
giải chúng bằng các thuật toán đơn hình hay đơn hình đối ngẫu. Luận
văn gồm 3 chương:

Chương 1 trình bày bài toán quy hoạch tổng quát, các khái niệm cơ
bản về tập lồi và một số mô hình thực tế đưa về bài toán quy hoạch
tuyến tính dạng chuẩn cùng với một số phương pháp giải bài toán quy
hoạch tuyến tính quen thuộc và thông dụng.

Chương 2 trình bày những khái niệm cơ bản liên quan đến hàm số
tuyến tính, từ đó làm cơ sở lý thuyết cho việc xây dựng phương pháp
nón xoay tuyến tính giải trục tiếp bài toán quy hoạch tuyến tính dạng
chuẩn khi biết một nón-min của hàm mục tiêu bài toán.

Chương 3 (dựa trên phương pháp nón xoay đề nghị trong chương 2)
trình bày việc xây dựng thuật toán nón xoay BBC giải bài toán quy
hoạch tuyến tính dạng chuẩn với biến bị chặn và các ví dụ bằng số minh
hoạ cho thuật toán giải này.

Thuật toán nón xoay BBC giải bài toán quy hoạch tuyến tính dạng
chuẩn với bíến bị chặn đề nghị trong luận văn này được xây dựng chi
tiết, các bước của thuật toán được trình bày sao cho chúng ta có thể
dễ dàng lập trình chuyển sang các chương trình trên máy tính bằng các
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ngôn ngữ như Pascal,C,Java... Luận văn này hoàn thành dựa trên các
cuốn sách “Quy hoạch gần lồi - gần lõm ứng dụng vào quy hoạch tuyến
tính” ([2]) và cuốn “Quy hoạch tuyến tính với phương pháp nón xoay”
[1] và trên các sách, tài liệu có trong phần tài liệu tham khảo.

Thái Nguyên, tháng 6 năm 2013
Tác giả

Hoàng Thị Ninh
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Chương 1

Bài toán tối ưu tổng quát và một số
mô hình bài toán thực tế

1.1 Bài toán tối ưu tổng quát

Bài toán tối ưu tổng quát được phát biển như sau:
Cực đại hoá (cực tiểu hoá) hàm

f(x)→ max(min), (1.1)

Với các điều kiện

gi(x)(≤,=,≥)bi, i = 1, . . . ,m. (1.2)

x ∈ X ⊂ Rn. (1.3)

Bài toán (1.1)–(1.3) được gọi là một quy hoạch, hàm f(x) được gọi là
hàm mục tiêu,các hàm gi(x), i = 1, . . . ,m được gọi là các hàm ràng
buộc,mỗi đẳng thức trong hệ (1.2) được gọi là một ràng buộc.
Tập hợp

D = {x ∈ X \ gi(x)(≤,=,≥)bi, i = 1, . . . ,m}, (1.4)

Được gọi là miền ràng buộc (hay miền chấp nhận được). Mỗi điểm
(x = x1, x2, . . . , xn) ∈ D được gọi là một phương án (hay một lời giải
chấp nhận được).Một phương án x∗ ∈ D đạt cực đại (hay cực tiểu) của
hàm mục tiêu,cụ thể là :

f(x∗) ≥ f(x),∀x ∈ D,

f(x∗) ≤ f(x),∀x ∈ D.
Được gọi là phương án tối ưu (hay là lời giải) của bài toán (1.1) -

(1.3).
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Sau đây chúng ta sẽ trình bày các bước xây dựng, khảo sát và phân
tích mô hình toán học từ một vấn đề thực tế.

Việc mô hình hóa toán học cho một vấn đề thực tế có thể chia ra làm
4 bước:

Bước 1: Xây dựng mô hình định tính cho vấn đề thực tế,tức là xác định
các yếu tố có ý nghĩa quan trọng nhất và xác lập các quy luật mà
chúng phải tuân theo.

Bước 2: Xây dựng mô hình cho vấn đề đang xét,tức là diễn tả lại dưới
dạng ngôn ngữ toán học cho mô hình định tính.

Bước 3: Sử dụng các công cụ toán học để khảo sát và giả quyết bài
toán hình thành trong Bước 2.

Bước 4: Phân tích và kiểm định lại các kết quả thu được trong Bước

3.Ở đây có thể xảy ra một trong hai khả năng sau:

Khả năng 1: Mô hình và các kết quả tính toán phù hợp với thực
tế.Khi đó cần lập một bảng tổng kết ghi rõ cách đặt vấn đề, mô
hình toán học thuật toán tối ưu,chương trình,cách chuẩn bị số
liệu để đưa vào máy tính.

Khả năng 2: Mô hình và các kết quả tính toán không phù hợp với
thực tế.Trong trường hợp này cần phải xem xét các nguyên
nhân của nó.

1.2 Một số mô hình thực tế

1.2.1 Bài toán lập kế hoạch sản xuất

Bài toán lập kế hoạch sản xuất tối ưu phát biểu như sau:Giả sử
một xí nghiệp sản xuất n loại sản phẩm và sử dụng m loại nguyên
liệu khác nhau.Ta đưa vào các kí hiệu sau,xj là lượng sản phẩm loại
j(j = 1, . . . , n) mà xí nghiệp sản xuất,cj là tiền lãi (hay giá bán) đối với
một đơn vị sản phẩm j(j = 1, . . . , n), aij là suất chi phí tài nguyên loại
i để sản xuất một đơn vị sản phẩm loại j, bi là lượng dự trữ tài nguyên
loại i(i = 1, . . . , n).Trong các điều kiện đã cho,hãy xác định các giá trị
xj, j = 1, . . . , n sao cho tổng tiền lãi (hay tổng giá trị sản lượng hàng
hóa) là lớn nhất với số tài nguyên hiện có.
Mô hình toán học có dạng bài toán quy hoạch tuyến tính sau:

n∑
j=1

cjxj → max,
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Với các điều kiện
n∑
j=1

aijxj ≤ bi, i = 1, ...,m,

xj ≥ 0, j = 1, ..., n.

1.2.2 Bài toán vận tải

Cóm kho hàng cùng chứa một loại hàng hóa (đánh số i = 1, . . . ,m),lượng
hàng hóa ở kho i là ai, i = 1, ...,m.Gọi kho i là điểm phát i.Có n địa
điểm tiêu thụ loại hàng trên (đánh số j = 1, . . . , n với nhu cầu tiêu thụ
ở điểm j là bj, j = 1, . . . ,m).Gọi điểm tiêu thụ j là điểm thu j.

Gọi cij là cước vận chuyển một đơn vị hàng hóa từ điểm phát i đến
điểm thu j.Hàng có thể chuyển từ điểm phát i bất kỳ đến điểm thu j
bất kỳ.Hãy lập kế hoạch vận chuyển hàng hóa từ các điểm phát tới các
điểm thu sao cho tổng chi phí vận chuyển là nhỏ nhất.Ký hiệu xij là
lượng hàng vận chuyển từ điểm phát i đến điểm thu j.Khi đó ta có mô
hình toán học:

m∑
i=1

n∑
j=1

cijxij → min,

Với các điều kiện

n∑
j=1

xij = ai, i = 1, ...,m,

m∑
i=1

xij = bj, j = 1, ..., n,

xij ≥ 0, i = 1, ...,m; j = 1, ..., n.

Ngoài ra còn có điều kiện thu phát:

m∑
i=1

ai =
m∑
j=1

bj.

1.2.3 Bài toán cái túi

Một người du lịch muốn đem theo một cái túi nặng không quá b
kilogam.Có n loại đồ vật mà anh ta dự định đem theo.Mỗi một đồ vật
loại j có khối lượng aj kilogam và giá trị cj.Người du lịch muốn chất vào
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túi các đồ vật sao cho tổng giá trị đồ vật đem theo là lớn nhất. Ký hiệu
xj là số đồ vật loại j sẽ chất vào túi.Ta có bài toán sau:

n∑
j=1

cjxj → max,

n∑
j=1

ajxj ≤ b,

xj ≥ 0, j = 1, ..., n,

xj nguyên, j = 1, ..., n.

Đây là một bài toán quy hoạch nguyên.

1.3 Tập lồi đa diện

1.3.1 Một số khái niệm cơ bản

1. Đường thẳng,đoạn thẳng,siêu phẳng

Cho hai điểm a, b ∈ Rn.Ta gọi đường thẳng qua a, b là tập hợp điểm
có dạng: {

x ∈ Rn : x = λa+ (1− λ)b, ∀λ ∈ R1
}
.

Nếu 0 ≤ λ ≤ 1 thì ta có đoạn thẳng [a, b]. Trong không gian hai
chiều,phương trình bậc nhất ax+ by = c xác định một đường thẳng,một
bất phương trình ax+ by ≤ c xác định một nửa mặt phẳng.Trong không
gian ba chiều,một phương trình bậc nhất ax+ by+ cz = d xác định một
mặt phẳng,một bất phương trình ax + by + cz ≤ d xác định một nửa
không gian.

Ta có thể suy rộng kết quả trên cho không gian n chiều.Tập hợp tất
cả các điểm trong không gian n chiều thỏa mãn phương trình

a1x1 + a2x2 + ...+ anxn = α.

được gọi là một siêu phẳng.
Một bất phương trình a1x1 + a2x2 + ...+ anxn ≤ α xác định một nửa

không gian.
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2. Tập lồi

Tập X ⊂ Rn được gọi là lồi nếu ∀x ∈ X, ∀y ∈ X, ∀λ ∈ [0, 1] thì
λx + (1 − λ)y ∈ X hay nói cách khác là nếu X chứa hai điểm x, y
thì nó cũng chứa cả đoạn thẳng [x, y]. Ví dụ về các tập lồi: Không gian
Euclid,các nửa không gian,mặt phẳng,nửa mặt phẳng,hình chữ nhật,hình
vuông,hình elip,hình hộp,hình cầu....

3. Tập lồi đa diện

Tập hợp các điểm x(x1, x2, ..., xn) ∈ Rn thoả mãn hệ bất phương trình
tuyến tính

a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn ≤ b1,

a21x1 + a22x2 + ...+ a2nxn ≤ b2,

.....................................

am1x1 + am2x2 + ...+ amnxn ≤ bm.

Là một tập lồi.Người ta còn gọi đó là một tập lồi đa diện hay còn gọi là
khúc lồi.Một tập lồi đa diện giới nội gọi là một đa diện lồi.Giao của tất
cả các tập lồi chứa tập X gọi là bao lồi của nó,ký hiệu [X].

1.4 Bài toán quy hoạch tuyến tính tổng quát và

một số phương pháp giải

1.4.1 Bài toán quy hoạch tuyến tính tổng quát

Để nhất quán lập luận ta xét bài toán tìm cực tiểu,sau đó ta sẽ xét
cách chuyển bài toán tìm cực đại sang tìm cực tiểu. Bài toán tổng quát
của QHTT có dạng:

n∑
j=1

cjxj → min, i = 1, 2, ...,m, (1.5)

n∑
j=1

aijxj(≤,=,≥)bi, i = 1, . . . ,m. (1.6)

xj ≥ 0, j = 1, ..., n. (1.7)

Nếu gặp bài toán Max, tức là

f(x) =
n∑
j=1

cjxj → max, x ∈ D.
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Thì giữ nguyên ràng buộc và đưa về bài toán Min bằng cách

f(x) = −
n∑
j=1

cjxj → min, x ∈ D.

Nếu bài toán Min có phương án tối ưu là x∗ thì bài toán Max cũng
có phương án tối ưu là x∗ và

fmax = −fmin.

1.4.2 Dạng chuẩn và dạng chính tắc

- Dạng chuẩn:
n∑
j=1

cjxj → max,

n∑
j=1

aijxj ≤ bi, i = 1, ...,m,

xj ≥ 0, j = 1, ..., n.

- Dạng chính tắc:
n∑
j=1

cjxj → max,

n∑
j=1

aijxj = bi, i = 1, ...,m,

xj ≥ 0, j = 1, ...n.

1.4.3 Đưa bài toán quy hoạch tuyến tính về dạng chuẩn và
dạng chính tắc

Bất kỳ quy hoạch tuyến tính nào cũng có thể đưa về một trong hai
dạng chuẩn hoặc chính tắc nhờ phép biến đổi tuyến tính sau
1. Một ràng buộc:

n∑
j=1

aijxj ≥ bi,

Có thể đưa về ràng buộc:

−
n∑
j=1

aijxj ≤ −bi,

bằng cách nhân hai vế với (-1) và viết lại:
n∑
j=1

a′ijxj ≤ b′i,
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2. Một ràng buộc đẳng thức:

n∑
j=1

aijxj = bi,

Có thể thay bằng hai ràng buộc bất đẳng thức:

n∑
j=1

aijxj ≤ bi,

−
n∑
j=1

aijxj ≤ −bi,

3. Một biến x không bị ràng buộc dấu có thể thay bởi hiệu của hai biến
không âm bằng cách đặt: xj = x+j − xj− với x+j ≥ 0, x+j ≤ 0,
4. Một ràng buộc bất đẳng thức:

n∑
j=1

aijxj ≤ bi,

Có thể đưa về ràng buộc đẳng thức bằng cách đưa vào biến phụ yi ≥ 0

n∑
j=1

aijxj + yj = bi.

Về nguyên tắc,áp dụng nhiều lần các phép biến đổi 1,2 và 3 ta có thể
đưa một bài toán QHTT bất kỳ về dạng chuẩn, sau đó áp dụng nhiều
lần phép biến đổi 4 ta sẽ đưa nó về dạng chính tắc.

1.5 Một số phương pháp giải bài toán quy hoạch

tuyến tính

1.5.1 Phương pháp đơn hình [6]

Xét bài toán QHTT dưới dạng chính tắc:

[< c, x >→ max], (1.8)

[Ax = b], (1.9)

x ≥ 0. (1.10)

Thuật toán đơn hình
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Bước 1: Xây dựng bảng đơn hình xuất phát.Tìm một phương án cực
biên xuất phát x và cơ sở của nó Aj,j ∈ J .
• Xác định các số zjk bởi hệ phương trình

Ak =
∑
j∈J

zjkAj, (1.11)

• Đối với mỗi k /∈ J , tính các ước lượng

∆k =
∑
j∈J

zjkcj − ck, (1.12)

Còn với j 6= 0 thì ∆j = 0
• Tính giá trị hàm mục tiêu

Z0 =
n∑
j=1

cjxj,

Bước 2: Kiểm tra tối ưu.
Nếu ∆k ≥ 0 , k /∈ J thì x là phương án tối ưu,dừng thuật toán.Trái lại
,chuyển sang bước 3.
Bước 3: Tìm véctơ đưa vào cơ sở .Có hai khả năng xảy ra :
• Tồn tại k /∈ J sao cho ∆k < 0 và zjk ≤ 0 , với mọi j ∈ J thì bài toán
QHTT không có lời giải tối ưu (Z không bị chặn trên).Dừng thuật toán.
• Đối với mỗi k /∈ J sao cho ∆k < 0 đều tồn tại j ∈ J : zjk > 0 .Khi đó
chọn chỉ số s theo tiêu chuẩn:

∆s = min
{

∆k

∣∣∆k < 0
}
. (1.13)

Đưa các véctơ As vào cơ sở.
Bước 4: Tìm véctơ loại khỏi cơ sở.Xác định

θs = min

{
xj
zrs

∣∣∣zjs > 0 =
xr
zrs.

}
. (1.14)

Và đưa véctơ Ar ra khỏi cơ sở.
Bước 5: Chuyển sang phương án cực biên mới và cơ sở mới. Cơ sở mới
là {Aj, j ∈ J ′} với J ′ = J\{r} ∪ {s}.

Phương án cực biên mới x′ được tính theo công thức:

x
′

j =

{
xj − (xr/zrs)zjs, nếu j 6= r

xr/zrs, nếu j = r
(1.15)
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Khai triển của các véctơ Ak theo các véctơ cơ sở mới được tính theo
công thức (1.18).Quay lên bước 2.

Công thức đổi cơ sở và bảng đơn hình
Ta xét các công thức chuyển từ phương án cực biên x với cơ sở j sang

phương án cực biên x′ với cơ sở j′.
Ta đã có công thức :

x
′

j =

{
xj − (xr/zrs)zjs, nếu j 6= r

xr/zrs, nếu j = r

Để tính các thành phần của x′,bây giờ ta thiết lập công thức tính các số
z′jk ta có :

As =
∑
j∈J

zjsAj,

Suy ra

Ar =
1

zrs
(As −

∑
j∈J,j 6=r

zjsAj), (1.16)

Mặt khác,ta có

Ak =
∑
j∈J

zjkAj =
∑

j∈J, j 6=r

zjkAj + zrkAr, (1.17)

Thay biểu thức của Ar từ (1.16) vào (1.17),ta được

Ak =
∑

j∈J,j 6=r

zjkAj +
zrk
zrs

(As −
∑

j∈J,j 6=r

zjsAj)

=
∑

j∈J,j 6=r

(zjk −
zrk
zrs
zjs)Aj +

zrk
zrs
As.

Đây là công thức biểu diễn Ak qua cơ sở mới J ′ = J\{r} ∪ {s}.
Bởi vậy,ta có:

z
′

jk =

{
zjk − (zrk/zrs)zjs, nếu j 6= r

zrk/zrs, nếu j = r
(1.18)

Sau khi có z′jk ta tính:

∆
′

k =
∑
j∈J ′

z
′

jscj − ck. (1.19)

Để dễ tính toán,tổng mỗi bước lặp ta thiết lập bảng đơn hình. Nếu
tất cả các số trong dòng cuối (trừ hàm mục tiêu f) đều không âm,nghĩa
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là ∆k ≥ 0, ∀k ,khi đó x là phương án tối ưu.

cj Cơ Sở Phương Án c1 ... cj ... cr ... cm ... ck ... cs ... cn
A1 ... Aj ... Ar ... Am ... Ak ... As ... An

c1 A1 x1 1 ... 0 ... 0 ... 0 ... z1k ... z1s ... z1n
... ... ... ... ... ... ... ...
cj Aj xj 0 ... 1 ... 0 ... 0 ... zjk ... zjs ... zjn
... ... ... ... ... ... ... ... ...
cr Ar xr 0 ... 0 ... 1 ... 0 ... zrk ... zrs ... zrn
... ... ... ... ... ... ... ... ...
cm Am xm 0 ... 0 ... 0 ... 1 ... zmk ... zms ... zmn

... ... ... ... ... ... ... ... ...

... ... f 0 ... 0 ... 0 ... 0 ... ∆k ... ∆s ... ∆n

Nếu dòng cuối (không kể f ) có những số âm thì xem thử có cột
nào cắt dòng cuối ở một số âm mà mọi số trong cột đó đều âm hay
không.Nếu có cột nào như thế thì bài toán không có phương án tối ưu.
Nếu trái lại thì chọn cột s sao cho

∆s = min {∆k / ∆k < 0} .
rồi chọn (trong số các dòng cắt cột s ở những số dương) dòng r sao cho

θs =
xr
zrs

= min

{
xj
zjs

/ zjs > 0

}
.

Cột s gọi là cột quay.Véc tơ As được đưa vào cơ sở. Dòng r gọi là
dòng quay.Véc tơ Ar được đưa ra khỏi cơ sở.

Phần tử zrs > 0 là giao của cột quay và dòng quay gọi là phần tử
chính của phép quay.Các phần tử zjs, j 6= r gọi là phần tử quay.

Các công thức (1.15),(1.18) và (1.19) gọi là các công thức đổi cơ
sở.Bảng đơn hình mới suy đươc từ bảng cũ bằng cách thay cr, Ar trong
dòng quay bằng cs, As.Sau đó thực hiện các phép biến đổi dưới đây:
1) Chia mỗi phần tử ở dòng quay cho phần tử chính (được số 1 ở vị trí
của zrs cũ).Kết quả thu được gọi là dòng chính.
2) Lấy mỗi dòng khác trừ đi tích của dòng chính nhân với phần tử quay
tương ứng (được số 0 ở mọi vị trí còn lại của cột quay).
Dòng mới = dòng cũ tương ứng – dòng chính × phần tử quay.
Lưu ý rằng sau phép quay thì ở vị trí ∆s ta thu được số 0 vì lúc này As

trở thành véc tơ đơn vị cơ sở, nghĩa là ta đã làm mất số âm nhỏ nhất ở
dòng cuối của bảng cũ.
Toàn thể phép biến đổi trên gọi là phép quay xung quanh phần tử chính
zrs.Sau khi thực hiện phép quay ta có môt phương án mới và một cơ sở
mới.Nếu chưa đạt yêu cầu,nghĩa là còn ∆k < 0 thì ta lại tiếp tục quá
trình.
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1.5.2 Phương pháp đơn hình cải biên [6]

Xét bài toán QHTT dạng chính tắc (1.8)–(1.10). Quá trình tính toán
của phương pháp đơn hình cải biên được bố trí trong hai bảng sau :

Bảng 1

b1 a11 ... a12 ... a1n
... ...
bm am1 ... ams ... amn

c1 ... cs ... cn
∆(1) ∆1 ... ∆s ... ∆n

∆(2) ∆1 ... ∆s ... ∆n

trong (bảng 1) m+ 1 dòng đầu lưu các hệ số aij,bi,cj của bài toán (1.8)
-(1.10).Từ dòng m+2 trở đi của (bảng 1) lưu các ước lượng ∆j của từng
bước lặp theo công thức :

∆k = cjZk − ck = cjAj
−1Ak − ck.

Bảng 2

cj Aj q0 q1 ... qm as (−)
cj1 Aj1 q10 q11 ... q1m z1s
... ... ... ... ... ...
cjr Ajr qr0 qr1 ... qrm zrs
... ... ... ... ... ...
cjm Ajm qm0 qm1 ... qmm zms

qm+1,0 qm+1,1 ... qm+1,m ∆s

Bảng này gọi là bảng đơn hình cải biên.Cột cj ghi hệ số hàm mục tiêu
ứng với các biến cơ sở.Cột Aj ghi các véctơ cơ sở,do đó ta cũng nhận
được chỉ số các biến cơ sở. Cột q0: m phần tử đầu là phương án cực biên
đang xét,phần tử cuối là trị số hàm mục tiêu (1.8).Ma trận nghịch đảo
cơ sở Aj

−1: m dòng đầu của các cột q1...qm.Phương án của bài toán đối
ngẫu,nó được tính theo công thức

qm+1,m...qm+1,m = cjA
−1
j . (1.20)

Cột As : m phần tử đầu của cột là khai triển của véctơ đưa vào cơ sở
As theo cơ sở,phần tử cuối chính là ∆s.
Thuật toán gồm các bước:
Bước 0: Xây dựng bảng đơn hình xuất phát.Giả sử ta có cơ sở Aj, j ∈ J
và phương án cực biên x.Tính ma trận nghịch đảo Aj

−1.
Tính dòng m+ 1 ứng với các cột q1...qm: phần tử qm+1,j là tích vô hướng
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của cột qj với cột cj.
Bước 1: Tìm cột quay và kiểm tra tối ưu.
Tính ước lượng các cột theo công thức ∆k = cjzk − ck và Ak = Ajzk
Aj là tích vô hướng của dòng m+ 1 thuộc bảng 2 với cột j của bảng 1.
Nếu ∆j ≥ 0,∀j thì phương án cực biên đang xét là tối ưu.Trái lại, ta
xác định véctơ As đưa vào cơ sở theo công thức:

∆s = min{∆j

∣∣∆j < 0,∀j /∈ J}

Bước 2: Tìm dòng quay.

Trước tiên tính cột quay,tức là cột As của bảng 2 theo công thức:
Ak = AjZk và Zk = A−1j Ak.

Lấy cột As của bảng 1 nhân vô hướng với từng dòng của ma trận A−1j
ta sẽ được từng phần tử của cột As thuộc bảng 2.Phần tử cuối của cột
As bảng 2 lấy là ∆s.

Nếu zjs ≤ 0,∀j ∈ J thì hàm mục tiêu bài toán quy hoạch tuyến tính
không bị chặn trên.Nếu trái lại ta xác định véctơ Ar loại khỏi cơ sở theo
công thức:

θs =
qr0
zrs

= min
j∈J

{
qj0
zjs

∣∣∣zjs > 0

}
.

Cột (-) trong bảng 2 để lưu qj0/zjs với j ∈ J.
Bước 3: Biến đổi ma trận nghịch đảo mở rộng.Đưa As vào cơ sở thay
cho Ar và biến đổi toàn bộ các cột q0, q1...qm theo công thức:

q
′

jk =

{
qjk − (qrk/zrs)zjs, nếu j 6= r

qrk/zrs, nếu j = r
(1.21)

Phần tử chính của phép biến đổi là zjs.Quay lên bước 1.

1.5.3 Phương pháp KARMARKAR (điểm trong)[6]

Thay cho việc đi theo các cạnh của tập lồi đa diện ràng buộc,từ đỉnh
nọ tới đỉnh kia,cho đến khi đạt tới đỉnh tối ưu,các phương pháp điểm
trong đi tìm lời giải từ phía trong ràng buộc.Do các phương pháp này
không bị bó buộc đi theo các cạnh,cũng như độ dài di chuyển có thể thay
đổi,nên rất có lý khi nghĩ rằng phương pháp điểm trong có lẽ nhanh hơn
phương pháp đi theo cạnh.Tuy nhiên vẫn chưa có thuật toán điểm trong
nào tỏ ra ưu việt hơn phương pháp đơn hình.Vì thế,phần lớn người dùng
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phần mềm quy hoạch tuyến tính để giải thường xuyên các bài toán cỡ
lớn vẫn quen dùng phần mềm dựa trên các thuật toán đơn hình.

Karmarkar năm (1984) đã đề ra một loại thuật toán điểm trong
mới,cho phép giải quy hoạch tuyến tính trong thời gian đa thức.Về cơ
bản thuật toán Karmarkar khác với thuật toán đơn hình,song hai thuật
toán này vẫn có nhiều điểm chung.Trước hết đó là cả hai đều là các thuật
toán lặp và đều xuất phát từ một phương án chấp nhận được của bài
toán cần giải.Thứ hai là ở mỗi bước lặp cả hai thuật toán đều di chuyển
từ một phương án hiện có tới một phương án tốt hơn.Cuối cùng,quá
trình này đều được lặp đi lặp lại cho đến khi đạt tới phương án tối ưu.

Sự khác nhau cơ bản giữa hai thuật toán là ở bản chất của các phương
án cần kiểm tra.Trong phương pháp đơn hình,các phương án kiểm tra
là những phương án cực biên và việc di chuyển dọc theo cạnh trên biên
của miền ràng buộc.Còn trong thuật toán Karmarkar phương án kiểm
tra là các điểm trong không nằm trên biên của miền ràng buộc.Vì thế
thuật toán Karmarkar và các biến thể của nó có tên gọi là thuật toán
điểm trong hay đường trong.

Hơn nữa,trong thuật toán Karmarkar sự di chuyển theo hướng làm
cải tiến giá trị mục tiêu với tốc độ nhanh nhất có thể,đồng thời sau mỗi
bước lặp tiến hành biến đổi miền ràng buộc để đưa phương án hiện có
vào gần tâm của miền,nhờ đó tạo khả năng thực hiện tốt nhất việc di
chuyển tiếp theo.Việc làm này được gọi là thay đổi thước đi (rescaling)
trong quá trình giải bài toán.

Các phương pháp điểm trong hiện đang trong quá trình phát triển,vì
thế khó có thể dự đoán chính xác về vai trò tương lai của nó so với
phương pháp đơn hình.Tuy nhiên,hiện nay có thể dự đoán rằng phương
pháp đơn hình vẫn là thuật toán hiệu quả nhất để giải các bài toán quy
hoạch tuyến tính dưới vài trăm ràng buộc.Đối với các bài toán có khoảng
vài trăm ràng buộc và có số biến như thế hoặc lớn hơn thì thời gian giải
theo cả hai phương pháp là gần như nhau.Song phương pháp điểm trong
sẽ ngày càng được sử dụng rộng rãi để giải các bài toán cỡ tương đối
lớn.

Đối với các bài toán cỡ lớn hơn, phương pháp điểm trong tỏ ra nhanh
hơn so với phương pháp đơn hình trong đại đa số trường hợp.Khi kích
thước lên tới hàng chục ngàn ràng buộc thì phương pháp điểm trong có
lẽ là phương pháp duy nhất giải được bài toán.Sở dĩ như vậy là do thuật
toán điểm trong có ưu điểm nổi bật là đối với các bài toán cỡ lớn chúng
không đòi hỏi nhiều bước lặp như các bài toán cỡ nhỏ.

Chẳng hạn,bài toán với (10.000) ràng buộc,chỉ đòi hỏi dưới (100) bước
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lặp.Dẫu rằng thời gian tính toán trên mỗi bước lặp tuy lớn, song số bước
lặp ít như thế sẽ làm cho bài toán vẫn giải được.Trái lại,phương pháp
đơn hình có lẽ cần tới (20.000) bước lặp,với con số lớn như vậy không
thể giải xong bài toán trong thời hạn cho phép.
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Chương 2

Bài toán quy hoạch tuyến tính dạng
chuẩn tổng quát và phương pháp
nón xoay

2.1 Một số khái niệm cơ bản liên quan đến hàm số

tuyến tính

Hàm tuyến tính là một hàm gần lồi – gần lõm và không bị chặn trên
Rn ([1]).Các kết quả lý thuyết cũng như phương pháp tìm cực tiểu đối
với hàm gần lồi-gần lõm đề nghị trong sách “Quy hoạch gần lồi-gần lõm
ứng dụng vào quy hoạch tuyến tính” ([2]) có thể áp dụng đối với hàm
tuyến tính.Vì vậy,trước khi trình bày bài toán quy hoạch tuyến tính
dạng chuẩn và thuật toán nón xoay,sau đây chúng ta nhắc lại một số
khái niệm,định nghĩa,các định lý,hệ quả và các tính chất cơ bản của
hàm gần lồi-gần lõm.Việc chứng minh các định lý,hệ quả và các tính
chất này,chúng ta có thể tìm trong cuốn sách nói trên.

Định nghĩa 2.1.1. Hàm f : Rn → R1 là một hàm tựa lõm (quasi-
concave) nếu ∀x, y ∈ Rn và ∀α ∈ [0, 1] ta luôn có

f(α.x+ (1− α).y) ≥ min{f(x), f(y)}.

Định nghĩa 2.1.2. Hàm f : Rn → R1 là một hàm tựa lồi(quasi-convex)
nếu ∀x, y ∈ Rn, và ∀α ∈ [0, 1] ta luôn có:

f(α.x+ (1− α).y) ≤ max{f(x), f(y)}.

Định nghĩa 2.1.3. Hàm f : Rn → R1 là một hàm gần lõm (almost-
concave) nếu nó là một hàm tựa lõm và thoả mãn

f(αx+ (1− α)y) > min{f(x), f(y)}, x, y ∈ Rn, f(x) 6= f(y),∀α ∈ (0, 1).
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Định nghĩa 2.1.4. Hàm f : Rn → R1 là một hàm gần lồi (almost-
convex) nếu nó là một hàm tựa lồi và thoả mãn

f(αx+ (1−α)y) > max{f(x), f(y)}, x, y ∈ Rn, f(x) 6= f(y),∀α ∈ (0, 1).

Định nghĩa 2.1.5. Hàm f : Rn → R1 được gọi là một hàm gần lồi - gần
lõm (almost-convex and almost-concave) nếu nó vừa là một hàm gần lồi
vừa là một hàm gần lõm.

Các Định nghĩa (2.1.1), (2.1.2), (2.1.3), (2.1.4), (2.1.5) là các khái
niệm đó được đưa ra trong [1] và [7].Từ các định nghĩa trên ta suy ra
một số tính chất sau của hàm vừa tựa lồi vừa tựa lõm

Tính chất 2.1.1. min{f(x), f(y)} ≤ f(αx+(1−α)y ≤ max{f(x), f(y)}
∀x, y ∈ Rn,∀α ∈ (0, 1).

Tính chất 2.1.2. Nếu f(x) = f(y) thì

f(x) = f(αx+ (1− α)y = f(y),∀α ∈ [0, 1].

Nếu f là một hàm gần lồi-gần lõm thì nó sẽ thoả mãn các tính chất:

Tính chất 2.1.3. Nếu f(x) = f(y) thì

f(x) = f(αx+ (1− α)y = f(y),∀α ∈ R1.

Tính chất 2.1.4. Nếu f(x) 6= f(y) thì min{f(x), f(y)} < f(αx + (1−
α)y < max{f(x), f(y)},∀x, y ∈ Rn và ∀α ∈ (0, 1).

Ta có thể chứng minh được rằng nếu f là một hàm gần lồi thì cực
tiểu địa phương sẽ là cực tiểu toàn cục.

Định lý 2.1.1. Nếu f là một hàm gần lồi - tựa lõm, và f(x) ≤ f(y),∀x 6=
y thì f(x) ≤ f(x+ α(y − x)),∀α ≥ 0.

Định lý này cho ta kết luận rằng hàm f gần lồi - tựa lõm và ∀x 6= y,
mà f(x) < f(y) thì x là điểm cực tiểu của f trên tia x+α(y−x),∀α ≥ 0.

Hệ quả 2.1.1. Nếu f là một hàm gần lồi - tựa lõm, và f(x) ≤ f(x +
z),∀x, z 6= 0, thì f(x) ≤ f(x+ αz),∀α ≥ 0.

Định lý 2.1.2. Giả sử f là hàm liên tục, gần lồi - tựa lõm và z là
một điểm tuỳ ý thuộc Rn , nếu f(y) ≥ f(x) vàf(x + z) ≥ f(x) thì
f(y + αz) ≥ f(y) ≥ f(y − αz) ≥ 0,∀α ≥ 0.

Định lý 2.1.3. Nếu f là một hàm vừa tựa lồi vừa tựa lõm trên Rn và
z1, z2, · · · , zN là các điểm bất kỳ thuộc Rn ta luôn có

min{f(z1), . . . , f(zN)} ≤ f(α1.z
1+· · ·+αN .zN) ≤ max{f(z1), . . . , f(zN)}

∀αi ∈ [0, 1];
N∑
i=1

α1 = 1; i = 1, 2, . . . , N.
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2.2 Khái niệm về miền ràng buộc tuyến tính không

bị chặn, phương vô hạn chấp nhận được và

hướng tăng, giảm của hàm gần lồi-gần lõm

Ta gọi P := {x ∈ Rn :< Ai, x > +bi ≤ 0, i = 1, 2, ...,m}.
Ai là véc tơ dòng và Ai ∈ Rn,m ≥ n, và Ai(ai1, ai2..., ain), bi ∈ R1, i =
1, 2, .,m.Hạng của hệ Ai bằng n. Tập P xác định như trên gọi là miền

ràng buộc tuyến tính và nó là một miền lồi. Ở đây chúng ta kí hiệu

< X, Y >=
n∑
i=1

xi.yi với X := (x1, x2, . . . , xn),Y := (y1, y2, . . . , yn).

Định nghĩa 2.2.1. Miền ràng buộc tuyến tính P được gọi là không bị
chặn nếu nó tồn tại ít nhất một điểm chấp nhận x0 thuộc P và một điểm
z 6= 0 sao cho x0 +αz ∈ P, ∀α ≥ 0,điểm z được gọi phương vô hạn chấp
nhận của P tại x0.Tập hợp các điểm x = x0 + αz, ∀α ≥ 0 gọi là tia vô
hạn chấp nhận được của P .

Từ định nghĩa ta dễ dàng chứng minh được tính chất sau:

Tính chất 2.2.1. z 6= 0 là một phương vô hạn chấp nhận được tại
x0 ∈ P khi và chỉ khi < Ai, z >≤ 0, i = 1, 2, ...,m.

Tính chất 2.2.2. Nếu z là một phương vô hạn chấp nhận được tại
x0 ∈ P thì z là phương vô hạn chấp nhận đươc tại mọi điểm x ∈ P .

Định nghĩa 2.2.2. (1). Điểm z 6= 0 được gọi là một hướng tăng từ x0

của hàm gần lồi – gần lõm f nếu f(x0) < f(x0 +αz), ∀α > 0,hay ta nói
f tăng theo hướng z từ x0.
(2). Điểm z 6= 0 được gọi là một hướng giảm từ x0 của hàm gần lồi – gần
lõm f nếu f(x0) > f(x0 + αz), ∀α > 0,hay ta nói f giảm theo hướng z
từ x0.
(3). Điểm z 6= 0 gọi là hướng không đổi của f từ x0,nếu f(x0) = f(x0 +
αz), ∀α ∈ R1.

Định lý 2.2.1. Nếu tồn tại α1 > 0 mà f(x) < f(x + α1z) thì z là một
hướng tăng từ x của hàm gần lồi - gần lõm f .

Hệ quả 2.2.1. Nếu f(x) < f(x + z) thì z là một hướng tăng từ x của
hàm gần lồi - gần lõm f .

Định lý 2.2.2. Nếu tồn tại α1 > 0 mà f(x) > f(x + α1z) thì z là một
hướng giảm từ x của hàm gần lồi-gần lõm f .
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Hệ quả 2.2.2. Nếu f(x) > f(x + z) thì z là một hướng giảm từ x của
hàm gần lồi - gần lõm f .

Định nghĩa 2.2.3. Hàm gần lồi – gần lõm f được gọi là không bị chặn
trên Rn nếu ∀z 6= 0 và ∀x ∈ Rn.
Ta có:

1) lim
α→+∞

f(x+ αz) = +∞, với z là hướng tăng từ x của hàm f.

2) lim
α→+∞

f(x+ αz) = −∞ , với z là hướng giảm từ x của hàm f.

Định lý 2.2.3. Giả sử f : Rn → R1 là hàm gần lồi-gần lõm, nếu
f(x0) ≤ f(x0 + z) thì f(x) ≤ f(x+ αz),∀α > 0,∀x ∈ Rn.

Định lý (2.2.3) cho ta kết luận rằng nếu z là một hướng không giảm
của f tại x0 thì nó cũng là một hướng không giảm của f tại mọi điểm x
thuộc Rn.Do đó ta gọi z là một hướng không giảm của hàm f .Từ Định
lý (2.2.3) ta dễ dàng chứng minh được hệ quả sau.

Hệ quả 2.2.3. f : Rn → R1 là hàm gần lồi-gần lõm,nếu f(x0) > f(x0 +
z),thì z là một hướng giảm của hàm f , ∀x ∈ Rn, tức là f(x) > f(x +
αz),∀α > 0,∀x ∈ Rn.Và ta gọi z là một hướng giảm của hàm f .

Hệ quả 2.2.4. f : Rn → R1 là hàm gần lồi-gần lõm,z 6= 0 là một hướng
giảm của hàm f khi và chỉ khi f(0) > f(α.z),∀α > 0.

Hệ quả 2.2.5. f : Rn → R1 là hàm gần lồi-gần lõm,nếu f(x0) < f(x0 +
z),thì z là một hướng tăng của hàm f , ∀x ∈ Rn, tức là f(x) < f(x +
αz),∀α > 0,∀x ∈ Rn.Và ta gọi z là một hướng tăng của hàm f .

Hệ quả 2.2.6. f : Rn → R1 là hàm gần lồi-gần lõm,z 6= 0 là một hướng
tăng của hàm f khi và chỉ khi: f(0) < f(αz),∀α > 0.

Hệ quả 2.2.7. f : Rn → R1 là hàm gần lồi-gần lõm và f(x) > f(y) thì
z = x− y là một hướng tăng của hàm f và z = y−x là một hướng giảm
của hàm f .

Từ Định lý (2.2.3) và Hệ quả (2.2.3) chúng ta dễ dàng có hệ quả dưới
đây:

Hệ quả 2.2.8. f : Rn → R1 là hàm gần lồi-gần lõm,nếu z 6= 0 và
f(x0) = f(x0 + z), tức z là một hướng không đổi của f tại x0thì z là
một hướng không đổi của hàm f tại mọi điểm x thuộc Rn,tức là f(x) =
f(x + αz),∀α ∈ R1,∀x ∈ Rn.Và ta nói z là một hướng không đổi của
hàm f .
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Hệ quả 2.2.9. f : Rn → R1 là hàm gần lồi-gần lõm,z 6= 0 là một hướng
không đổi của hàm f khi và chỉ khi f(0) = f(αz),∀α ∈ R1 và α 6= 0.

Từ tính chất thứ (2.1.2) và Hệ quả (2.2.8) ta có thể chứng minh dễ
dàng hệ quả sau:

Hệ quả 2.2.10. Nếu x 6= y mà f(x) = f(y) thì ∀α ∈ R1 và α 6= 0.
chúng ta có z = α(x − y) là hướng không đổi của hàm f và f(u) =
f(u+ α(x− y)),∀u ∈ Rn,∀α ∈ R1.

Hệ quả 2.2.11. f : Rn → R1 là hàm gần lồi-gần lõm,z 6= 0 là một
hướng không giảm của hàm f khi và chỉ khi f(0) ≤ f(αz),∀α ∈ R1 và
α > 0.

Chúng ta đã biết,bất kỳ một bài toán quy hoạch tuyến tính nào cũng
dễ dàng đưa về bài toán quy hoạch tuyến tính dạng chuẩn tổng quát
dưới đây.

2.3 Bài toán quy hoạch tuyến tính dạng chuẩn tổng

quát

Xét bài toán qui hoạch tuyến tính sau đây gọi là bài toán quy hoạch
tuyến tính dạng chuẩn tổng quát:

(L)

 f(x) =< C, x >=
n∑
i=1

ci.xi → min

x ∈ PL := {x ∈ Rn : < Ai, x > +bi ≤ 0, i = 1, 2, ..., m.}

x ∈ Rn, Ai là véc tơ dòng và Ai ∈ Rn,m ≥ n,Ai(ai1, ai2, . . . , ain) 6=
O(0, . . . , 0), C(c1, c2, . . . , cn), bi ∈ R1, i = 1, 2, . . . ,m. Hạng của hệ Ai(i =
1, 2, ...,m) bằng n. Giả thiết này rất bình thường bởi miền ràng buộc
PL của bài toán quy hoạch tuyến tính bao giờ cũng có ràng buộc về dấu
của biến x.

2.4 Khái niệm về nón tuyến tính, cạnh của nón và

nón - min

2.4.1 Khái niệm về nón đơn hình tuyến tính

Xét tập M được xác định từ n ràng buộc tuyến tính nào đó của PL,
cụ thể là :

M := {x ∈ Rn :< Ai, x > +bi ≤ 0, i ∈ I}, (2.1)
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Trong đó I := {i
1
, i2..., in} ,⊂ {1, 2...m},|I| = n(ở đây |I| là số đo hay là

số phần tử của tập I ) và Ai với i ∈ I là một hệ độc lập tuyến tính.Tập
M gọi là nón đơn hình tuyến tính của hệ ràng buộc PL với đỉnh xM là
nghiệm (được xác định) thỏa mãn hệ sau

< Ai, x > +bi = 0,∀i ∈ I, (2.2)

Hệ véc tơ Ai với i ∈ I được gọi là cơ sở của nón M ,hay còn gọi là cơ sở
của đỉnh xM .Tập I được gọi là tập chỉ số của cơ sở của nón M .

2.4.2 Khái niệm về cạnh của nón đơn hình

Với mỗi i ∈ I tập hợp các điểm x ∈ Rn thoả mãn hệ

< Ar, x > +br >= 0,∀r ∈ I\{i}, (2.3)

gọi là đường thẳng i của nón M . Tập các điểm x thỏa mãn hệ{
< Ar, x > +br = 0,∀r ∈ I\ {i}
< Ai, x > +bi ≤ 0

gọi là cạnh i của nón M. Với mỗi i (i ∈ I),véc tơ ziM , (i ∈ I),xác định
bởi hệ {

< Ar, ziM > = 0, ∀r ∈ I, r 6= i,

< Ai, ziM > = −1
(2.4)

gọi là véc tơ chỉ phương của cạnh i của nón M .
Đỉnh xM của nón M có thể xác định từ (2.2) trong trường hợp biết hệ
véc tơ chỉ phương ziM ,(i ∈ I),thì chúng ta có thể sử dụng công thức sau:

xM =
∑
i∈I

bi.z
i
M , (2.5)

Định lý 2.4.1. Nếu xM là đỉnh của nón M được xác định từ (2.2),và hệ
véc tơ chỉ phương ziM (i ∈ I) của cạnh i của nón M xác định từ (2.4)
thì chúng ta có thể xác định đỉnh xM từ công thức sau:

xM =
∑
i∈I

bi.z
i
M ,

Chứng minh. Thật vậy,trong vế Trái của (2.2) với mỗi i
′
(i
′ ∈ I),chúng

ta thay x =
∑
i∈I
bi.z

i
M ta được:

< Ai
′

,
∑
i∈I

bi.z
i
M > +bi′ =

∑
i∈I

bi < Ai
′

.ziM >+ bi′ = −bi′ + bi′ = 0,
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(vì ziM thoả mãn (2.4)).
Do hệ Ai′ (i ∈ I) là hệ độc lập tuyến tính nên nghiệm của hệ (2.2) là

duy nhất,suy ra ta có công thức (2.5).
Vậy từ Định lý (2.4.1) ta suy ra trong trường hợp biết hệ véc tơ chỉ

phương ziM (i ∈ I) thì chúng ta có thể xác định đỉnh xM từ công thức
sau:

xM =
∑
i∈I

bi.z
i
M ,

Dễ thấy tập các điểm x nằm trên cạnh i của nónM đều có thể biểu diễn
như sau:

x = xM + λiz
i
M , λi ≥ 0,∀i ∈ I. (2.6)

Định lý 2.4.2. Hệ véc tơ chỉ phương ziM với i ∈ I là một hệ độc lập
tuyến tính.

Chứng minh. Ta chứng minh bằng phản chứng,giả sử ngược lại hệ véc
tơ chỉ phương với i ∈ I là một hệ phụ thuộc tuyến tính.Khi đó sẽ tồn
tại một trong n véc tơ của hệ được biểu diễn tuyến tính qua các véc tơ
còn lại như sau:

zi0M =
∑

i∈I(i6=i0)

βi.z
i
M ,

Vậy

< Ai0, zi0M >=< Ai0,
∑

i∈I(i6=i0)

βi.z
i
M > =

∑
i∈I(i 6=i0)

βi. < Ai0, ziM > = 0,

Điều này mâu thuẫn với (2.4): < Ai0, zi0M >= −1.

Định lý 2.4.3. Với mỗi x bất kỳ thuộc nón M ,luôn có biểu diễn duy
nhất:

x = xM +
∑
i∈I

λiz
i
M , λi ≥ 0,∀i ∈ I.

Ngược lại,mọi điểm x = xM +
∑
i∈I
αiz

i
M ,∀αi ≥ 0,∀i ∈ I đều thuộc nón

M .

Chứng minh. Vì hệ véc tớ chỉ phương ziM với i ∈ I là một hệ độc lập
tuyến tính nên tồn tại bộ số duy nhất λi, (∀i ∈ I) , sao cho ta có biểu
diễn :

x− xM +
∑
i∈I

λiz
i
M ⇔ x = xM +

∑
i∈I

λiz
i
M , (2.7)

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên                   http://www.lrc-tnu.edu.vn



22

Mặt khác,vì x là một điểm của nón đơn hình M , từ (2.7) và (2.4) ta suy
ra với mỗi r ∈ I:

< Ar, x > +br =< Ar, xM +
∑
i∈I

λiz
i
M > +br ≤ 0

⇔ < Ar, xM > +br +
∑
i∈I

λi > + < Ar, ziM >≤ 0

⇔ λr < Ar, zrM >≤ 0

⇔ λr ≥ 0,∀r ∈ I.

Điều ngược lại ta dễ dàng thay biểu diễn của x vào các ràng buộc
tương ứng xác định nón đơn hình M để kiểm tra và thấy thoả mãn. Từ
định lý này,chúng ta có thể định nghĩa khác về nón đơn hình M như
sau:

Định nghĩa 2.4.1. Cho trước một điểm xM và n véc tơ độc lập tuyến
tính z1M , z

2
M , ..., z

n
M khác 0.

Tập M :=

{
x ∈ Rn : x = xM +

n∑
i=1

αi.z
i
M ,∀αi ≥ 0, i = 1, 2, ..., n.

}
Được gọi là nón đơn hình với đỉnh là xM và các véc tơ chỉ phương của
n cạnh là z1M , z

2
M , ..., z

n
M .

Và chúng ta nói rằng nón M được xác định từ hệ gốc cơ sở
{xM , z1M , z2M , ..., znM}.

Định lý 2.4.4. Giả sử M là nón đơn hình xác định bởi (2.1) với tập chỉ
số cơ sở I,hệ các véc tơ chỉ phương của n cạnh là ziM (i ∈ I ) xác định
bởi (2.4).
Khi đó với mọi b′i (i ∈ I), nón:

M ′ := {x ∈ Rn :< Ai, x > +b
′

i ≤ 0, i ∈ I}
Có hệ các véctơ chỉ phương của n cạnh của nó là ziM ′ = ziM(i ∈ I và đỉnh
xM

′
được xác định biểu diễn qua hệ ziM (∀i ∈ I) như sau :

xM
′

=
∑
i∈I

b
′

iz
i
M ′ =

∑
i∈I

b
′

iz
i
M , (2.8)

Chứng minh. Thật vậy,∀r ∈ I vì nón M và M ′ có cùng hệ véctơ cơ sở là
Ai (∀i ∈ I)nên ta có ziM ′ = ziM(i ∈ I).
Lại có < Ar, xM

′
> +b

′

r =< Ar,
∑
i∈I
b
′

iz
i
M > +b

′

r = b
′

r < Ar, zrM > +b
′

r =
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−b′r + b
′

r = 0,
Ta ký hiệu:

J+(xM) := {j ∈ {1, 2, ...,m} :< Aj, xM > +bj > 0}. (2.9)

Rõ ràng khi J+(xM) = ∅ thì xM chính là một điểm chấp nhận của bài
toán (L).Chúng ta giả sử J+(xM) 6= ∅.Với mỗi s ∈ J+(xM),chúng ta ký
hiệu như sau:

Is := {i ∈ I :< As, ziM >6= 0} ⊂ I := {i1, i2, ..., in}, (2.10)

I0 := {i ∈ I :< As, ziM >= 0} ⊂ I := {i1, i2, ..., in}, (2.11)

Ta thấy I = I0 ∪ Is.
Với mỗi i ∈ Is thì đường thẳng x = xM + αziM sẽ giao với siêu phẳng

< As, x > +bs = 0 tại điểm :

xi = xM + αiz
i
M , (2.12)

trong đó :

αi = −< As, xM > +bs
< As, ziM>

, (2.13)

Ta gọi

Is+ := {i ∈ Is : αi > 0} = {i ∈ Is :< As, ziM >< 0} = {is1, is2, ..., isq}
(2.14)

và
Is− := {i ∈ Is : αi < 0}.

Rõ ràng Is+ ⊂ Is ⊂ I.

Định lý 2.4.5. ∀s ∈ J+(xM) ta luôn có Is 6= ∅.

Chứng minh. Giả sử ngược lại Is = ∅ thì ta có I0 = I := {i1, i2, ..., in}.Vậy
từ đây và (2.11) ta suy ra < As, ziM >= 0,∀i ∈ I.Mặt khác theo Định
lý (2.4.2) thì hệ vectơ ziM(∀i ∈ I) là độc lập tuyến tính nên suy ra
As = O(0, 0, ..., 0) (véc tơ không).Điều này mâu thuẫn với giả thiết của
bài toán (L) là Ai(ai1, ai2..., ain) 6= O(0, 0, ..., 0),∀i = {1, 2, ...,m}.

Định lý 2.4.6. Is+ = ∅ thì tập chấp nhận được của bài toán (L) là rỗng
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Chứng minh. Ta chứng minh bằng phản chứng.Giả sử ngược lại bài toán
(L) có phương án và x0 là một điểm chấp nhận của (L),thì x0 phải là
một điểm của nón M và theo Định lý (2.4.3) nó sẽ được biểu diễn như
sau:

x0 = xM +
∑
i∈I

λiz
i
M ,λi ≥ 0,∀i ∈ I. (2.15)

Từ giả thiết As
+ = θ ta suy ra αi ≤ 0, i ∈ Is,từ (2.13) lại suy ra

< As, ziM >> 0,∀i ∈ Is ⇒< As, ziM >≥ 0,∀i ∈ Is, (2.16)

Thay (2.15) vào vế trái của ràng buộc s của PL ta thấy

< As, x0 > +bs =< As, xM +
∑
i∈I

λiz
i
M > +bs

=< As, xM > +bs +
∑
i∈I

λi < As, ziM > .
(2.17)

Từ (2.15) (2.16) và do s ∈ J+
(
xM
)
, ta thấy vế phải của (2.17) là số

dương.Vậy suy ra
< As, x0 > +bs > 0.

Điều này mâu thuẫn với giả thiết x0 là một điểm chấp nhận được của
bài toán (L).

Định lí này cho ta kết luận rằng nếu bài toán (L)có ít nhất một điểm
chấp nhận được thì Is+ là một tập khác rỗng

2.4.3 Khái niệm về nón xoay M(r,s) sinh ra từ nón M

Giả sử M là một nón đơn hình tuyến tính của hệ ràng buộc PL xác
định bởi (2.1) và J+(xM) 6= ∅.Khi đó với mỗi r ∈ Istập hợp các điểm x
thỏa mãn hệ bất đẳng thức:{

< Ai, x > +bi ≤ 0,∀i ∈ I, i 6= r

< As, x > +bs ≤ 0.
(2.18)

Xác định một nón đơn hình tuyến tính gọi là nón xoay M(r, s)đỉnh là

xM(r,s) = xr = xM + αr.z
r
M , (2.19)

trong đó αr được xác định từ (2.13).Đỉnh xr thỏa mãn

< Ai, xr > +bi = 0, ∀i ∈ I (r, s) = (I ∪ {s} \ {r}).

Tập chỉ số mới I(r, s) nhận được từ tập chỉ số cơ sở cũ I bằng cách
loại chỉ số r ra khỏi tập cơ sở cũ,đưa chỉ số s vào thay.Ta nói nón xoay
M(r, s) sinh ra từ nón M .
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Bổ đề 2.4.1. Hệ Ai với i ∈ I(r, s) là độc lập tuyến tính.

Chứng minh. Thật vậy,nếu ngược lại hệ Ai với i ∈ I(r, s) là phụ thuộc
tuyến tính thì dễ dàng suy ra tồn tại biểu diễn:

As =
∑

i∈I\{r}

βiA
i ⇒< As, zrM >=

∑
i∈I\{r}

βi < Ai, zrM >= 0.

Điều này mâu thuẫn với < As, zrM >6= 0 vì (r ∈ Is).

Các véc tơ chỉ phương ziM(r,s), i ∈ I(r, s) của nón mới M(r, s) được

xác định từ (2.4) với tập chỉ số cơ sở mới I(r, s)hoặc xác định từ một
trong các công thức đơn giản dưới đây theo các xi, xr, ziM , z

r
M (xác đinh

từ (2.4),(2.12),(2.13)) với i, r thuộc I là tập chỉ số của cơ sở cũ:

ziM(r,s) =


ziM , khi i ∈ I0

ziM −
αr
αi
zrM , khi ∈ Is, i 6= r

− 1

< As, zrM >
.zrM , khi i = s,

(2.20)

hay

ziM(r,s) =


ziM , khi i ∈ I0

ziM −
< As, ziM >

< As, zrM >
zrM , khi i ∈ Is, i 6= r

− 1

< As, zrM >
.zrM , khi i = s.

(2.21)

Các công thức này gọi là các công thức đổi cơ sở,bổ đề dưới đây chứng
minh các công thức trên.

Bổ đề 2.4.2. Giả sử M là nón xác định bởi
M := {x ∈ Rn :< Ai, x > +bi ≤ 0, i ∈ I}.Với các véc tơ chỉ phương
ziM của các cạnh xác định theo (2.4), các giao điểm xi xác định theo
(2.12),(2.13).Khi đó nón M(r, s) có đỉnh là xM(r,s) = xr xác định từ
(2.19) với cơ sở tương ứng là I(r, s) = (I ∪ {s}\{r}).Và các véc tơ chỉ
phương của các cạnh tương ứng là ziM(r,s) được xác định bởi (2.21).

Chứng minh. Ta có với mỗi i ∈ I thì:

< Aj, ziM >= 0,∀j ∈ I, j 6= i. (2.22)
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< Ai, ziM >= −1. (2.23)

Ta cần chứng minh với mỗi i ∈ I(r, s) thì:

< Aj, ziM(r,s) > = 0,∀j ∈ I(r, s), j 6= i,

< Ai, ziM(r,s) > = −1.

Thật vậy
1) Với mỗi i ∈ I(r, s) mà i ∈ Is,i 6= r và chú ý tới (2.22),(2.23) ta có

< Aj, ziM(r,s) >=< Aj, ziM −
αr
αi
zrM >=< Aj, ziM > −αr

αi
< Aj, zrM >= 0,

Vậy
< Aj, ziM(r,s) >= 0,∀j ∈ I(r, s), j 6= i,

Còn

< Ai, ziM(r,s) > =< Ai, ziM −
αr
αi
zrM >

=< Ai, ziM > −αr
αi

< Ai, zrM >

=< Ai, ziM >

= −1.

Tóm lại ta có: Với mỗi i ∈ Is, i 6= r.

< Aj, ziM(r,s) >= 0,∀j ∈ I(r, s), j 6= i,

< Ai, ziM(r,s) >= −1.

(chú ý αi 6= 0, vì i ∈ Is).
2) Với i = s ta chứng minh như sau: Ta có

< Aj, zsM(r,s) > = Aj,− 1

< As, zrM >
zrM >

= − 1

< As, zrM >
< Aj, zrM >

= 0,∀j ∈ I(r, s), j 6= s.

Còn

< As, zsM(r,s) > =< As,− 1

< As, zrM >
zrM >

= − 1

< As, zrM >
< As, zrM >

= −1.
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3) Với mỗi i ∈ I(r, s) mà i ∈ I0 và chú ý tới (2.22), (2.23) ta có :

< Aj, ziM(r,s) >=< AJ , ziM >= 0,∀j ∈ I(r, s), j 6= i,

Còn
< Ai, ziM(r,s) >=< Ai, ziM >= −1.

Tóm lại ta có:Với mỗi i ∈ I(r, s) thì:

< Aj, ziM(r,s) >= 0,∀j ∈ I(r, s), j 6= i,

< Ai, ziM(r,s) >= −1.

Bổ đề đã được chứng minh.

2.4.4 Định nghĩa Nón - Min

Định nghĩa 2.4.2. [Nón - Min] Nón đơn hình tuyến tính M với đỉnh là
xM được gọi là nón - min của f (x) =< C, x > của bài toán (L) nếu

f(xM) ≤ f(x),∀x ∈M.

Ta nói M là một nón - min của bài toán (L) khi M là một nón – min
của hàm mục tiêu f của bài toán (L).

Giả sử M là một nón đơn hình xác định từ hệ (2.1) đỉnh là xM với
véc tơ chỉ phương của cạnh i là ziM (∀i ∈ I) xác định bởi (2.4) ta có định
lí sau.

Định lý 2.4.7. Nếu f(xM) ≤ f(xM + ziM),∀i ∈ I thì M là một nón -
min của hàm f .

Chứng minh. Từ giả thiết và theo Hệ quả (2.1.1) ta suy ra :

f(xM) ≤ f(xM + λi.z
i
M),∀λi ≥ 0,∀i ∈ I, (2.24)

Mặt khác,∀x ∈M theo Định lý (2.4.2) ta có:

x = xM +
∑
i∈I

λiz
i
M ,∀λi ≥ 0,∀i ∈ I,

Vậy nếu λ =
∑
i∈I
λi = 0, λi = 0,∀i ∈ I thì hiển nhiên bất đẳng thức

đúng.
Còn nếu λ =

∑
i∈I
λi > 0thì ta có:

f(x) = f(xM +
∑
i∈I

λi.z
i
M) = f

(∑
i∈I

λi
λ

(xM + λziM)

)
, (2.25)
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Ta thấy
λi
λ
∈ [0, 1] và

∑
i∈I

λi
λ

= 1 nên theo Định lý (2.1.3) ta có:

min
i∈I

{
f(xM + λ.ziM)

}
≤ f(

∑
i∈I

λi
λ

(xM + λ.ziM)), (2.26)

Từ (2.24), (2.25), (2.26) dễ dàng suy ra:

f(xM) ≤ f

(∑
i∈I

λi
λ

(xM + λ.ziM)

)
= f(x).

Vậy M là nón min của f .

Từ định lý (2.4.6) và hệ quả (2.2.11) ta dễ dàng suy ra hệ quả sau:

Hệ quả 2.4.1. M là một nón - min của hàm f (x) =< C, x > khi và
chỉ khi

< C, ziM >≥ 0,∀i ∈ I.

Định lý 2.4.8. Giả sử M là một nón đơn hình xác định từ hệ (2.1) đỉnh
là xM ,với véc tơ chỉ phương của cạnh i là ziM(i ∈ I) xác định bởi (2.4)
là một nón-min của hàm f .
Khi đó mọi nón M ′ := {x ∈ Rn :< Ai, x > +b

′

i ≤ 0, i ∈ I,∀b′i ∈ R1}
cũng là nón –min của hàm f .

Chứng minh. Theo Định lý (2.4.4) thì hệ véc tơ chỉ phương của các cạnh
của nón M và M ′ là như nhau nên theo khái niệm về véc tơ chỉ phương
từ (2.4) thì dễ dàng thấy rằng kết luận của định lý là đúng.

Định lý này cho ta thấy một nón đơn hình là một nón – min của một
hàm thì nó không phụ thuộc vào vị trí đỉnh của nón đó mà chỉ phụ thuộc
vào toạ độ các véc tơ chỉ phương của các cạnh của nón đó.
Giả sử M là nón min của hàm mục tiêu f (x) =< C, x > của bài toán
(L).Gọi

V s :=

{
v ∈ Is+ : f(xv) = min

i∈Is+
{f(xi)

}
, (2.27)

Vậy

V s :=

{
v ∈ Is+ :< C, xv >= min

i∈Is+

{
< C, xi >

}}
,
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Thay xv và xi xác định từ công thức (2.12) vào trên ta có

V s : =
{
v ∈ Is+ :< C, xv >= min

i∈Is+
{< C, xi >}

}
=
{
v ∈ Is+ :< C, xM + αv.z

v
M >= min

i∈Is+
{< C, xM + αi.z

i
M >}

}
=
{
v ∈ Is+ : αv. < C, zvM >= min

i∈Is+
{αi. < C, ziM >}

}
=
{
v ∈ Is+ : −(< As, xM > +bs).

< C, zvM >

< As, zvM >

= min
i∈Is+
{−(< As, xM > +bs).

< C, ziM >

< As, ziM >
}
}

=
{
v ∈ Is+ : − < C, zvM >

< As, zvM >
= min

i∈Is+
{− < C, ziM >

< As, ziM >
}
}
.

Vậy

V s :=

{
v ∈ Is+ : − < C, zvM >

< As, zvM >
= min

i∈Is+
{− < C, ziM >

< As, ziM >
}
}
. (2.28)

Định lý 2.4.9. Với mọi r ∈ V s xác định từ (2.28) nếu M là một
nón–min của hàm mục tiêu của bài toán (L) thì nón M(r, s) xác định
từ (2.18) cũng là một nón-min của hàm mục tiêu của bài toán (L).

Chứng minh. Ta có nón M(r, s) có đỉnh là xM(r, s) = xr các phương vô
hạn của n cạnh là ziM(r,s) xác định từ (2.21).Ta phải chứng minh

f(xr) ≤ f(xr + αi.z
i
M(r,s)), ∀i ∈ I(r, s),

Theo giả thiết M là một nón-min của bài toán L nên chúng ta có

f(xM) ≤ f(xM + αi.z
i
M), ∀i ∈ I,∀αi > 0,

Đặc biệt
f(xM) ≤ f(xM + αr.z

r
M) = f(xr),

Vậy áp dụng Định lý (2.1.2) với x = xM , y = xr, z = αiz
i
M , i ∈ I0 và

i = s chúng ta được :

f(xr) ≤ f(xr + αi.z
i
M),∀i ∈ I0và i = s.

Từ đây và (2.21) ta dễ dàng suy ra

f(xr) ≤ f(xr + αi.z
i
M(r,s)),∀i ∈ I0và i = s, (2.29)
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Mặt khác,vì r ∈ V s nên ta có

f(xr) ≤ f(xi),∀i ∈ Is+.

Từ đây theo định lý (2.1.1) chúng ta được

f(xr) ≤ f(xi + α.(xi − xr)),∀α ≥ 0,∀i ∈ Is+và i 6= r,

Vậy từ đây và (2.21) ta dễ dàng suy ra

f(xr) ≤ f(xi + α.ziM(r,s)),∀α ≥ 0,∀i ∈ Is+ và i 6= r, (2.30)

Với mỗi i ∈
{
I\{Is+ ∪ I0}

}
suy ra αi < 0.Vậy theo định lý (2.1.2) ta dễ

dàng có

f
(
xi
)
≤ f(xM + αi.z

i
M) ≤ f

(
xM
)
,∀i ∈

{
I\{Is+ ∪ I0}

}
,

nhưng

f(xM) ≤ f(xr)⇒ f(xi) ≤ f(xr),∀i ∈
{
I\{Is+ ∪ I0}

}
,

Từ đây và theo định lý (2.1.1) chúng ta có

f
(
xi
)
≤ f(xi + α.(xr − xi)),∀α ≥ 0,∀i ∈

{
I\{Is+ ∪ I0}

}
,

Áp dụng định lý (2.1.2) ta được

f (xr) ≤ f(xr + α.(xr − xi)),∀α ≥ 0,∀i ∈
{
I\{Is+ ∪ I0}

}
,

Từ đây và theo (2.21) ta dễ dàng suy ra

f (xr) ≤ f(xr + α.ziM(r,s)),∀α ≥ 0,∀i ∈
{
I\{Is+ ∪ I0}

}
, (2.31)

Kết hợp từ (2.20), (2.29), (2.30) và (2.31) ta có

f(xr) ≤ f(xr + αi.z
i
M(r,s)),∀i ∈ I(r, s).

Vậy hàm f là một hàm không giảm dọc theo các cạnh ziM(r,s) đối với

mọi i ∈ I(r, s) Điều này có nghĩa là M(r, s) là một nón -min của bài
toán (L).Định lí đã được chứng minh.

Đỉnh xM(r,s) của nón xoay M(r, s) còn có thể xác định từ công thức
sau đây khi biết các véc tơ chỉ phương các cạnh của nón xoay M(r, s):

xM(r,s) =
∑

i∈I(r,s)

bi.z
i
M(r,s). (2.32)

Phần dưới đây chúng ta sẽ xây dụng thuật toán nón xoay giải bài toán
(L) dựa vào cơ sở lí thuyết trình bày ở các phần trên và Định lý (2.4.9).
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2.5 Phương pháp nón xoay tuyến tính

Một áp dụng hay chính xác hơn là một biến thể quan trọng của
phương pháp nón – min giải bài toán qui hoạch gần lồi-gần lõm đề nghị
trong cuốn sách “Quy hoạch gần lồi-gần lõm ứng dụng vào quy hoạch
tuyến tính” (NXB Khoa học và kỹ thuật năm 2011) ([2]) trình bày dưới
đây sẽ cho chủng ta phương pháp giải trực tiếp bài toán quy hoạch tuyến
tính dạng chuẩn với cơ sở xuất phát từ đỉnh một nón-min của hàm mục
tiêu gọi là phương pháp nón xoay tuyến tính được thể hiện dưới dạng
thuật toán chi tiết.

Thông thường việc biết một nón-min của bài toán nói chung là dễ
dàng.Chẳng hạn trong trường hợp miền ràng buộc PL của bài toán (L)
là đa diện ta có thể dễ dàng chỉ ra được một chóp đơn hình với n + 1
đỉnh đã biết chứa PL, đỉnh nào của chóp đơn hình này có giá trị của
hàm mục tiêu nhỏ nhất tại đó so với các giá trị của hàm mục tiêu tại các
đỉnh còn lại của chóp thì nón chứa chóp đơn hình tương ứng với đỉnh
này chính là một nón-min của bài toán (L).

Thuật toán đề nghị giải trực tiếp bài toán quy hoạch tuyến tính dạng
chuẩn trình bày ở đây chính là một biến thể của thuật toán nón-min giải
bài toán quy hoạch gần lồi - gần lõm nói trên với miền ràng buộc thuộc
dạng bất phương trình tuyến tính( [2]).

Xét bài toán (L) trong trường hợp biết một nón – min của bài toán

(L). Ý tưởng của thuật toán nón xoay tuyến tính giải bài toán (L) như
sau:

Xuất phát từ một nón-minM ban đầu của hàmmục tiêu bài toán,chúng
ta kiểm tra xem đỉnh của nó có thuộc miền chấp nhận của bài toán không
(tức là đỉnh này có thoả mãn tất cả các ràng buộc không) nếu đỉnh này
thuộc miền chấp nhận thì nó là một lời giải của bài toán (L).Ngược lại
ta xây dựng nón xoay mới M(r, s) (vẫn là nón-min) từ nón cũ M của
bài toán (L) và lặp lại quá trình kiểm tra nón xoay mới này tương tự
như đối với nón M ,quá trình này được thực hiện cho đến khi đỉnh của
nón xoay mớiM(r, s) thuộc miền chấp nhận của bài toán (L) ( khi miền
ràng buộc của bài toán (L) có phương án) hoặc sẽ phát hiện ra miền
ràng buộc của bài toán (L) là rỗng.

2.5.1 Thuật toán nón xoay tuyến tính

Bước chuẩn bị (bước 0).Giả sử ta đã biết M0 là nón - min
của bài toán (L) với tập chỉ số cơ sở là I0 := {i01, i02, ..., i0n}, x0 = xM0 là
đỉnh của M0 và các véc tơ chỉ phương của các cạnh i của nón M 0 là
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zi0 = ziM0
(i ∈ I0).

Bước k ( k=0, 1, 2, ...).Giả sử Mk là nón - min của bài toán (L)
(đã được xây dựng) với tập chỉ số cơ sở,đỉnh và các véc tơ chỉ phương
của các cạnh tương ứng là Ik :=

{
ik1, i

k
2, ..., i

k
n

}
, xk = xMk và zik = ziMk

.

Xác định tập J+(xk) theo (2.9):

J+(xk) :=
{
j ∈ {1, 2, ...,m} :< Aj, xk > +bj > 0

}
.

1) Nếu J+(xk) = ∅ thì dừng lại,xk chính là một lời giải của bài toán
(L).

2) Nếu J+(xk) 6= ∅,ta chọn chỉ số đưa vào cơ sở theo một trong ba
khả năng sau:
Ta chọn sk là một chỉ số tuỳ ý thuộc J+(xk) hoặc ta chọn

sk = min{j : j ∈ J+(xk)} hoặc sk = max{j : j ∈ J+(xk)}, (2.33)

gọi là qui tắc min (hoặc gọi là qui tắc max) và xác định

Isk :=
{
i ∈ Ik :< Ask, zik >6= 0

}
,

Isk+ :=
{
i ∈ Isk :< Ask, zik >< 0

}
=
{
i ∈ Isk : αki > 0

}
=
{
iksk1, i

k
sk2
, ..., ikskqk

}
.

(2.34)
2.1) Nếu Isk+ = ∅ thì dừng lại,suy ra bài toán (L) không có phương

án.
2.2) Nếu Isk+ 6= ∅ thì với mỗi i ∈ Isk+ ta tính các giao điểm của siêu

phẳng < Ask, x > +bsk = 0 với các cạnh có các véc tơ chỉ phương tương
ứng là zik của nón Mk theo (2.12)

xik = xMk + αki z
i
k = xk + αki z

i
k,

Tiếp theo gọi

V sk :=

{
v ∈ Isk+ : − < C, zvk >

< Ask, zvk >
= min

i∈Isk+
{− < C, zik >

< Ask, zik >
}

}
(2.35)

và chọn chỉ số đưa ra khỏi cơ sở theo một trong ba cách sau:
Ta chọn rk(sk) là chỉ số tuỳ ý thuộc V sk hoặc ta chọn

rk(sk) = min{v : v ∈ V sk} hoặc rk = max{v : v ∈ V sk}. (2.36)

(cách chọn này gọi là qui tắc chọn min (hoặc là qui tắc chọn max)) .
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Và ta xây dựng nón xoay Mk+1 = Mk(rk, sk) sinh ra từ nón - min Mk

(xem mục(2.4.3)) tập chỉ số cơ sở là Ik+1 = Ik(rk, sk) = (Ik ∪ {sk}\{rk})
và các véc tơ chỉ phương zik+1 (sử dụng (2.21))

zik+1 =


zik khi i ∈ I0k
(zik −

< Ask, zik >

< Ask, zrkk >
.zrkk ) khi i ∈ Iskk , i 6= rk

− 1

< Ask, zrkk >
.zrkk khi i = sk.

(2.37)

Từ (2.19)

xk+1 = xMk(rk,sk) = xrkk = xk + αkrkz
rk
k = xk − < Ask, xk > +bsk

< Ask, zik >
zrkk

=
∑

biz
i
k+1.

(2.38)

Quay trở lại bước k với k ← k + 1.
Một số chú ý:

1) Từ Định lý (2.4.9) ta dễ dàng có Bổ đề (2.5.1) dưới đây và do đó
dễ thấy nón xoayMk+1 được xây dựng (trong thuật toán) sinh ra từ nón
min trong Mk vẫn là một nón min của bài toán (L).

2)Sự lựa chọn chỉ số đưa vào sk = min{j : j ∈ J+
(
xk
)
} và chỉ số

đưa ra rk= min{v : v ∈ V s
k } sẽ làm cho thuật toán đề nghị trên kết thúc

sau một số hữu hạn bước lặp (không xảy ra xoay vòng ).Điều này được
chứng minh bởi Định lý (2.5.1) dưới đây.

3) Công thức (2.37) gọi là công thức xoay cơ sở và phần tử< Ask, zrkk >
được gọi là phần tử xoay,nó là trung tâm để đổi các véc tơ chỉ phương
zik của hệ cơ sở cũ sang hệ cơ sở mới zik+1 theo công thức xoay (2.37).

4) Để cho gọn chúng ta đặt < Ai, xk > +bi = Ai(xk), i = 1, 2, ...,m.
Dựa trên Định lý (2.4.9)chúng ta dễ dàng chứng minh được bổ đề

sau:

Bổ đề 2.5.1. Tại mỗi bước lặp k khi giải bài toán (L) theo thuật toán
nón xoay tuyến tính với quy tắc chọn chỉ số đưa vào cơ sở và đưa ra
khỏi cơ sở là (2.33),(2.34),(2.35) thì nón xoay Mk+1được xây dựng trong
thuật toán vẫn là một nón – min của hàm mục tiêu và ta có :

f(xk) ≤ f(xk+1),∀k = 1, 2, ...

Sự lựa chọn rk(sk) = min{v : v ∈ V sk} và sk = min{j : j ∈ J+(xk)}
( hoặc rk(sk) = max{v : v ∈ V sk} và sk = max{j : j ∈ J+(xk)}) sẽ
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làm cho thuật toán đề nghị trên kết thúc sau một số hữu hạn bước lặp
(không xảy ra xoay vòng).Điều này được chứng minh bởi định lý sau.

Định lý 2.5.1. Giải bài toán (L) theo thuật toán nón-min với chỉ số
chọn đưa vào cơ sở là sk = min{j : j ∈ J+(xk)} (hoặc sk = max{j : j ∈
J+(xk)}) và chỉ số chọn đưa ra khỏi cơ sở tương ứng là rk(sk) = min{v :
v ∈ V sk} (hoặc tương ứng là rk(sk) = max{v : v ∈ V sk}) sẽ kết thúc sau
một số hữu hạn bước lặp và cho ta lời giải của bài toán (L) hoặc phát
hiện ra miền ràng buộc PL của bài toán (L) là rỗng.

Định lí này vẫn đúng khi giải bài toán quy hoạch tuyến tính gần lồi
gần lõm theo thuật tón nón - min đã được chứng minh trong[1].

Năm 1977 RG. Bland đã đề xuất qui tắc tránh xoay vòng tương tự
như trên cho việc giải bài toán qui hoạch tuyến tính dạng chính tắc.

2.5.2 Bảng lặp giải bài toán qui hoạch tuyến tính bởi thuật
toán nón xoay tuyến tính và ví dụ minh hoạ

Để dễ tính toán trong mỗi bước lặp k ta thiết lập bảng dưới đây gọi
là bảng nón xoay thu gọn giải bài toán quy hoạch tuyến tính dạng chuẩn
khi biết một nón – min của hàm mục tiêu của bài toán.

Bảng lặp nón – xoay thu gọn

Bảng A
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Chỉ số bi c1 c2 ... cj ... cn < Ai, x0 > < Ai, xk >

cơ sở k=1,2...

1 b1 a11 a12 ... a1j ... a1n < A1, x0 > +b1 < A1, xk > +b1
2 b2 a21 a22 ... a2j ... a2n < A2, x0 > +b2 < A2, xk > +b1
... ... ... ... ... ... ... ...
sk bsk ask1 ask2 ... askj ... askn < Ask, x0 > +bsk < Ask, xk > +bsk
... ... ... ... ... ... ... ...
m bm am1 am2 ... amj ... amn < Am, x0 > +bm < Am, xk > +bm

ik1 bik1 z
ik1
k1 z

ik1
k2 ... z

ik1
kj ... z

ik1
kn < Ask, z

ik1
k > −

< C, z
iksk1
k >

< Ask, z
iksk1
k >

ik2 bik2 z
ik2
k1 z

ik2
k2 ... z

ik2
kj ... z

ik2
kn < Ask, z

ik2
k >

... ... ... ... ... ... ... ...

(rk = ikskpk) brk zrkk1 zrkk2 ... zrkkj ... z
rk
kn [< Ask, zrkk >] −

< C, zrkk >

< Ask, zrkk >
... ... ... ... ... ... ... ...

ikn bikn z
ikn
k1 z

ikn
k2 ... z

ikn
kj ... z

ikn
kn < Ask, z

ikn
k > −

< C, z
ikskqk
k >

< Ask, z
ikskqk
k >

Bước xk xk1 x
k
2 ... x

k
j ... x

k
n

Bảng lặp nón – xoay thu gọn A gồm 2 phần (xem bảng A): Các số
liệu ban đầu được đưa vào bảng và các số liệu cần tính toán theo các
công thức trong thuật toán nón xoay được xây dựng thứ tự theo các
bước từ trên xuống dưới và từ trái sang phải như sau:
Bước k (k=0, 1, 2, . . . )
Phần thứ nhất của bảng là khai báo số liệu của bước chuẩn bị:
Đưa vào các số liệu ban đầu của bài toán nằm trong các cột bao gồm có
cột chỉ số cơ sở 1, 2...m, cột số liệu các giá trị bi(i = 1, 2...m) dòng đầu
tiên trên cùng của phần này là các hệ số của hàm mục tiêu và ma trận
hệ số các ràng buộc A cụ thể là:

- Cột đầu tiên thứ nhất là cột chỉ số của các véc tơ dòng Ai của ma
trận ràng buộc A của bài toán (L) từ 1 đến m.

- Cột thứ hai là cột các giá trị bi(i = 1, 2, ...,m) của véc tơ cột B của
ma trận ràng buộc.

- Dòng đầu tiên trên ma trận A là dòng các toạ độ cj của véc tơ C
của hàm mục tiêu.
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- Tiếp theo bên phải cột thứ hai là bảng các giá trị của ma trận ràng
buộc A:aij(i = 1, 2, ...,m; j = 1, 2, ..., n)

Sau đó ta chuyển sang tính toán thiết kế phần thứ hai của bảng.
Phần thứ hai của bảng liền với phần thứ nhất là số liệu tính

toán các giá trị của hệ véc tơ chỉ phương zik,∀i ∈ Ikvà các toạ
độ của đỉnh xk

Tại bước k ( (k = 0, 1, 2, . . .) )Bảng gồm các cột và ma trận của giá trị
các véc tơ chỉ phương zik(∀i ∈ Ik) cụ thể như sau:

- Cột thứ nhất là cột chỉ số cơ sở i ∈ ik.

- Cột thứ hai là cột giá trị bi với i ∈ ik.

- Tiếp theo bên phải cột thứ hai là bảng ma trận các véc tơ chỉ
phương zik(∀i ∈ Ik) .Dòng cuối cùng là các giá trị toạ độ của xk là
đỉnh của nón-min Mk đã biết ở bước k.
Đến đây ta có bảng nón xoay tại bước k (k = 0, 1, 2, . . . .) đã xây
dựng xong.Bây giờ ta chuyển sang kiểm tra tiêu chuẩn tối ưu và
xây dựng bảng nón xoay mới ở bước tiếp theo k + 1 nếu xk chưa
phải là phương án tối ưu.

- Sau đó chúng ta tính tiếp dòng cuối cùng của phần hai là các toạ
độ của đỉnh xk,chúng ta tính chúng theo giá trị < Ai, xk > +bi(i =
0, 1, 2, ...,m) và xây dựng tiếp các cột chứa các giá trị này ở bên
phải ma trận ràng buộc A trong phần thứ nhất của bảng.
Từ cột các chứa các giá trị < Ai, xk > +bi(i = 0, 1, 2, ...,m) đã biết
ở bước lặp k (vị trí bên phải ma trận ràng buộc A).Theo thuật toán
nón xoay ta xác định được tập J+(xk) có hai khả năng:

- Nếu J+(xk) = ∅ thì dừng và xk là một lời giải của bài (L).

- Nếu J+(xk) 6= ∅ thì theo thuật toán nón xoay ta chọn được chỉ số
đưa vào cơ sở sk và chúng ta tiến hành tính toán các cột sau:
Bên phải bảng zik,∀i ∈ Ik, ở phần thứ hai của bảng ta xây dựng cột
chứa giá trị

< Ask, zik >,∀i ∈ Ik.
Từ cột giá trị này ta xác định được tập Isk+ và theo thuật toán ta
có hai khả năng:

+ Nếu I+(xk) = ∅ thì dừng và kết luận bài toán L không có phương
án.
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+ Isk+ 6= ∅ thì từ thuật toán nón xoay chúng ta phải xây dựng cột tính

giá trị
− < C, zik >

< Ask, zik >
,∀i ∈ Isk+ .Từ đây theo (2.35) và (2.36) của thuật

toán nón xoay tuyến tính ta chọn được chỉ số đưa ra cơ sở là rk.
Đến đây các thông tin để xây dựng bảng lặp ở bước k + 1 từ bảng
lặp ở bước k đã đầy đủ,chúng ta xây dựng bảng lặp ở bước k + 1
phía dưới bảng lặp ở bước k như sau:

- Cột đầu tiên của bảng lặp ở bước k + 1 là cột chỉ số cơ sở Ik+1 =
(Ik ∪ {sk})\ {rk} được xây dựng bằng cách chuyển cột chỉ số cơ sở
của bảng ở bước lặp k xuống và chỉ cần thay chỉ số rk bằng chỉ số
sk ở bảng mới là được.

- Cột tiếp theo là cột chứa các giá trị bi với i ∈ Ik+1 (bên phải cột
chỉ số cơ sở Ik+1 ) được xây dựng bằng cách chuyển cột chứa các
giá tri bi với i ∈ Ik của bảng ở bước lặp thứ k xuống và thay giá trị
brk bằng giá trị bsk ở bảng mới (bước k+1).

- Tiếp theo bên phải cột bi(i ∈ Ik+1) là bảng ma trận các véc tơ chỉ
phương zik+1,∀i ∈ Ik+1 của nón-min Mk+1 được tính từ các véc tơ
chỉ phương zik của nón – min Mk ở bảng lặp bước k theo công thức
xoay (2.37).

Sau đó ta tính toán đến dòng cuối cùng tiếp theo của bảng này là
dòng các toạ độ của đỉnh nón – min Mk+1 là xk+1 =

∑
i∈Ik+1

bi.z
i
k+1

(theo công thức (2.38))
Đến đây bảng nón xoay mới ở bước lặp k + 1 đã được xây dựng
xong.
Quá trình lặp này sẽ kết thúc sau hữu hạn bước bởi Định lý (2.5.1).
Một số phần tử trung tâm cần chú ý khi xây dựng bảng
nón xoay thu gọn là:

- Giá trị < Ask, xk > +bsk(k = 0, 1, 2, ...) dương nằm trong cột chứa
các giá trị < Ai, xk > +bi(i = 0, 1, 2, ...,m) được ở trong dấu móc
tròn (< Ask, xk > +bsk ) tương ứng với dòng sk (được cnọn đưa vào
cơ sở ở bước lặp k) theo mục 2 trong thuật toán nón xoay tuyến
tính

- Giá trị
− < C, zrkk >

< Ask, zrkk >
nằm trong cột chứa các giá trị

− < C, zik >

< Ask, zik >
,∀i ∈

Isk+ được ở trong dấu móc tròn (
− < C, zrkk >

< Ask, zrkk >
) tương ứng với dòng
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rk (được chọn đưa ra cơ sở ở bước lặp k) theo tiêu chuẩn (2.35) và
(2.36) của thuật toán nón xoay tuyến tính.

- Phần tử xoay < Ask, zrkk > thuộc cột chứa các giá trị < Ask, zik >
,∀i ∈ Ik được nằm trong dấu móc vuông là [ < Ask, zrkk >].

Sau đây là một ví dụ minh hoạ cho việc giải bài toán qui hoạch tuyến
tính bởi thuật toán nón xoay tuyến tính dưới dạng bảng trình bày ở trên
khi biết nón-min của hàm mục tiêu.Ví dụ này là một ví dụ đã được giải
bằng phương pháp đơn hình đối ngẫu trình bày trong [6].

x1 + 4.x2 + x3 → min
2.x1 + 3.x2 + 4.x3 ≥ 20
5.x1 − 1.x2 + 2.x3 ≥ 12
1.x1 + 2.x2 − 1.x3 ≤ 2
−1.x1 + 4.x2 − 2.x3 ≤ 1
xi ≥ 0, i = 1, 2, 3.

Dễ dàng thấy các hệ số cj của hàm mục tiêu bài toán này đều dương,
nên chúng ta có ngay nón-min ban đầu là nón đơn hình R3

+ đỉnh tại gốc
toạ độ.Ta đưa về dạng bài toán (L) để giải bài toán dưới dạng bảng khi
biết nón-min ban đầu đỉnh là gốc toạ độ.

x1 + 4.x2 + x3 → min
−2.x1 − 3.x2 − 4.x3 + 20 ≤ 0
−5.x1 + 1.x2 − 2.x3 + 12 ≤ 0
1.x1 + 2.x2 − 1.x3 − 2 ≤ 0
−1.x1 + 4.x2 − 2.x3 − 1 ≤ 0
−x1 ≤ 0
−x2 ≤ 0
−x3 ≤ 0.

Chúng ta giải ví dụ trên bằng thuật toán nón xoay tuyến tính dưới
dạng bảng lặp thu gọn A với nón-min ban đầu M0 = R3

+ và hệ chỉ số cơ
sở là I0 = {5, 6, 7}véc tơ đưa vào và ra khỏi cơ sở theo quy tắc chọn min
trong thuật toán như sau:
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1 4 1 Ai(x0) Ai(x1) Ai(x2)
(1) 20 -2 -3 -4 (20) [0] 0
2 12 -5 1 -2 12 2 0
3 -2 1 2 -1 -2 -7 -25/4
4 -1 -1 4 -2 -1 -11 -11
5 0 -1 0 0 [0] [0] -1/2
6 0 0 -1 0 [0] [0] 0
7 0 0 0 -1 [0] -5 -19/4
5 0 1 0 0 -2 1/2
6 0 0 1 0 -3 4/3
(7) 0 0 0 1 [-4] (1/4)

Bước 0 x0 0 0 0
(5) 0 1 0 -1/2 [-4] (1/8)
6 0 0 1 -3/4 5/2
1 20 0 0 1/4 -1/2 1/2

Bước 1 x1 0 0 5
2 12 1/4 0 -1/8
6 0 5/8 1 -17/16
1 20 -1/8 0 5/16

Bước 2 x2 1/2 0 19/4

Đến bảng này cột cuối cùng các số đều nhỏ hơn hoặc bằng không.Vậy
phương án tối ưu là xopt=(1/2;0;19/4).

Nếu bài toán này giải bằng phương pháp đơn hình thì chúng ta sẽ
phải đưa về bài toán (M) trung gian với số biến của nó tăng lên là 9 (vì
phải thêm vào 4 biến bù và 2 biến giả tạo) như sau:

x1 + 4.x2 + x3 +M.x8 +M.x9 → min
2.x1 + 3.x2 + 4.x3 − x4 + x8 = 20
5.x1 − 1.x2 + 2.x3 − x5 + x9 = 12
1.x1 + 2.x2 − 1.x3 + x6 = 2
−1.x1 + 4.x2 − 2.x3 + x7 = 1
xi ≥ 0, i = 1, 2, 3..., 9.
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cj Aj P/A 1 4 1 0 0 0 0 M M
A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 A8 A9

M A8 20 2 3 4 -1 0 0 0 1 0
M A9 12 5 -1 2 0 -1 0 0 0 1
0 A6 2 [1] 2 -1 0 0 1 0 0 0
0 A7 1 -1 4 -2 0 0 0 1 0 0

Bước 0 -1 -4 -1 0 0 0 0 0 0
(7) 2 6 -1 -1 0 0 0 0

M A8 16 0 -1 6 -1 0 -2 0 1 0
M A9 2 0 -11 [7] 0 -1 -5 0 0 1
1 A1 2 1 2 -1 0 0 1 0 0 0
0 A7 3 0 6 -3 0 0 1 1 0 0

Bước 1 0 -2 -2 0 0 1 0 0 //
0 -12 13 -1 -1 -7 0 0 //

M A8 100/7 0 [59/17] 0 -1 6/7 16/7 0 1 //
1 A3 2/7 0 -11/7 1 0 -1/7 -5/7 0 0 //
1 A1 16/7 1 3/7 0 0 -1/7 2/7 0 0 //
0 A7 27/7 0 9/7 0 0 -3/7 -8/7 1 0 //

Bước 2 0 -36/7 0 0 -2/7 -3/7 0 0 //
0 59/7 0 -1 6/7 16/7 0 0 //

4 A2 100/59 0 1 0 -7/59 6/59 [16/59] 0 // //
1 A3 174/59 0 0 1 -11/59 1/59 -17/59 0 // //
1 A1 92/59 1 0 0 3/59 -11/59 10/59 0 // //
0 A7 99/59 0 0 0 9/59 -33/59 -88/59 1 // //

Bước 3 0 0 0 -36/59 14/59 57/59 0 // //
0 A6 25/4 0 59/16 0 -7/16 6/16 1 0 // //
1 A3 19/4 0 17/16 1 -5/16 2/16 0 0 // //
1 A1 1/2 1 -10/16 0 2/16 -4/16 0 0 // //
0 A7 11 0 88/16 0 -8/16 0 0 1 //

Bước 4 0 -57/16 0 -3/16 -2/16 0 0 //

Đến bảng đơn hình này ta nhận được phương án tối ưu của bài toán
trung gian (M) sau 4 bước lặp là xopt=(1/2, 0, 19/4, 0, 0, 25/4, 0, 0, 0).
Vậy lời giải của bài toán ban đầu là xopt=(1/2, 0, 19/4).

Rõ ràng từ bảng lặp nón xoay thu gọn ở trên lời giải bài toán được
tìm thấy với số bước lặp và số phép tính toán trong mỗi bước ít hơn rõ
rệt so với việc tìm lời giải từ bảng đơn hình trên.
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Chương 3

Bài toán quy hoạch tuyến tính dạng
chuẩn với biến bị chặn và thuật
toán nón xoay BBC

Trong chương 1,chúng ta đã biết có rất nhiều bài toán kinh tế đưa về
các bài toán quy hoạch tuyến tính dạng chuẩn khác nhau.Mỗi một lớp
bài toán quy hoạch tuyến tính đều có những đặc thù riêng của mình.Vì
vậy chúng ta cần phải tận dụng vào các đặc thù riêng của từng lớp bài
toán cụ thể để xây dựng những thuật toán riêng hiệu quả cho từng lớp
bài toán.

Trong chương này sẽ đưa ra lớp bài toán quy hoạch tuyến tính thường
gặp trong thực tế gọi là bài toán quy hoạch tuyến tính dạng chuẩn với
biến bị chặn và từ thuật toán nón xoay tuyến tính đề nghị trong chương
2 sẽ xây dựng chi tiết cụ thể thuật toán nón xoay biến bị chặn gọi tắt
là thuật toán BBC giải cho lớp bài toán này.

Phần cuối chương này sẽ trình bày thuật toán nón xoay BBC giải
một số ví dụ bằng số mà chúng đã được giải bằng các phương pháp khác
trích trong các tài liệu và sách của nhiều tác giả khác nhau (để so sánh
với nó).

3.1 Thuật toán nón xoay giải bài toán quy hoạch

tuyến tính dạng chuẩn với biến bị chặn

Xét bài toán quy hoạch tuyến tính dạng chuẩn với biến bị chặn sau
đây:
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(N)


f(x) =< C, x >=

n∑
j=1

cj.xj → min

dmin
j ≤ xj ≤ dmaxj , j = 1, 2,..., n; (3.1)

< Ci, x > +di ≤ 0, i = 1, 2, ..., N ; (3.2)

Trong đó x,Ci, C ∈ Rn, x (x1, x2, ..., xn) , C
i (ci1, ci2, ..., cin) , C (c1, c2, ..., cn)

là các véc tơ dòng bất kỳ, dmaxj , dmin
j , di, cj ∈ R1; dmin

j < dmaxj với i =
1, 2, .....N(N ≥ 1), j = 1, 2, . . . , n.
Ta viết lại bài toán qui hoạch tuyến tính (N) này ở dạng như bài toán
(L) đã viết trong chương 2 và chúng ta gọi là bài toán (N+):

(N+)

 f(x) =< C, x >=
n∑
j=1

cj.xj → min

< Ai, x > +bi ≤ 0, i = 1, 2,...,m

Trong đó: m = N + 2n.

Ai = −Ei (i = 1, . . . , n) ; bi = dmin
i (i = 1, . . . , n) ,

An+i = Ei (i = 1, . . . , n) ; bn+i = −dmaxi (i = 1, . . . , n) ,

A2n+i = C i (i = 1, . . . , N) ; b2n+i = di (i = 1, . . . , N) .

Dễ thấy hạng của hệ véc tơ Ai (i = 1, 2, . . . ,m = 2n+N) bằng n (vì
có hệ con là hệ véc tơ đơn vị Ai = −Ei(i = 1, 2, ..., n) là độc lập tuyến
tính).

Gọi I−c := {i ∈ {1, 2, ..., n} : ci < 0},I+c := {i ∈ {1, 2, ..., n} : ci ≥ 0}
⇒ I+c ∪ I−c = {1, 2, ..., n} Để giải bài toán quy hoạch tuyến tính dạng
chuẩn bằng thuật toán nón xoay tuyến tính trước hết chúng ta sẽ trình
bày cách xây dựng nón-min ban đầu của hàm mục tiêu bài toán quy
hoạch tuyến tính dạng chuẩn với biến bị chặn.

3.1.1 Xây dựng nón – min ban đầu:

Gọi H0 là nón được xác định từ n ràng buộc trong số các ràng buộc
biến bị chặn (3.1):

H0 =

{
x ∈ Rn :< Aj, x > +bj = −xj + dmin

j ≤ 0,∀j ∈ I+c , < An+j, x > +bn+j
= xj − dmaxj ≤ 0,∀j ∈ I−c

}
Ta dễ dàng thấy H0 là một nón đơn hình của bài toán (N) với các véc
tơ chỉ phương của các cạnh của nón là :
ziH0

= Ei,∀i ∈ I+c , và zn+iH0
= −Ei,∀i ∈ I−c , đỉnh là xH0 với xH0

j =
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dmin
j ,∀j ∈ I+c và xH0

j = dmaxj ,∀j ∈ I−c . Lại dễ dàng thấy :

< C, xH0 > =
n∑
j=1

cj.x
H0

j =
∑
j∈I−c

cj.x
H0

j +
∑
j∈I+c

cj.x
H0

j

=
∑
j∈I−c

cj.d
max
j +

∑
j∈I+c

cj.d
min
j ≤< C, x > .

Từ hệ (2.4) và hệ quả (2.1.1) dễ dàng thấy H0 chính là một nón – min
của hàm mục tiêu bài toán (N+) và vì vậy chúng ta sẽ chọn nó là nón
cơ sở ban đầu trong thuật toán nón xoay trình bày ở mục dưới đây để
giải cho lớp bài toán quy hoạch tuyến tính có biến bị chặn.

3.1.2 Thuật toán nón xoay giải bài toán qui hoạch tuyến tính
với biến bị chặn:

Theo trên chúng ta có nón H0 chính là một nón – min của bài
toán(N+).Và do đó từ thuật toán nón xoay tuyến tính trình bày trong
chương 2 chúng ta thu được thuật toán giải bài toán quy hoạch tuyến
tính (N+) sau đây:
Thuật toán BBC:

Bước chuẩn bị (bước 0): Chọn nón – min ban đầu M0 := H0 ,
với tập chỉ số cơ sở là I0 = IH0

:= I+c ∪ {i : i = n+ j,∀j ∈ I−c } đỉnh
là xM0 := xH0 với xH0

j = dmin
j ,∀j ∈ I+c và xH0

j = dmaxj ,∀j ∈ I−c , các

véc tơ chỉ phương của các cạnh của M0 là zi0 = ziH0
= −Ei,∀i ∈ I+c và

zi0 = zn+iH0
= Ei,∀i ∈ I−c .

Bước k (k=0,1,2,3,..): Giả sử Mk là nón - min của bài toán (N+)
(đã được xây dựng) với tập chỉ số cơ sở,đỉnh và các véc tơ chỉ phương
của các cạnh của nón Mk tương ứng là Ik :=

{
ik1, i

k
2, ..., i

k
n

}
;xk = xMk và

zik = ziMk
.

Xác định tập J+(xk) theo (2.9):
J+(xk) :=

{
j ∈ {1, 2, ...,m} :< Aj, xk > +bj > 0

}
.

a) Nếu J+(xk) = ∅ thì dừng lại,xk chính là một lời giải của bài toán
(N),

b) Nếu J+(xk) 6= ∅,ta chọn chỉ số đưa vào cơ sở theo một trong ba
cách sau:

Ta chọn sk là một chỉ số tuỳ ý thuộc J+(xk).
và sk = min{j : j ∈ J+(xk)} (gọi là qui tắc chọn min) hoặc
sk = max{j : j ∈ J+(xk) (gọi là qui tắc chọn max) và xác định:
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Isk :=
{
i ∈ Ik :< Ask, zik >6= 0

}
;

Isk+ :=
{
i ∈ Isk :< Ask, zik >< 0

}
=
{
iksk1, i

k
sk2
, ..., ikskqk

}
, ∀i ∈ Isk.

b.1 Nếu Isk+ = ∅ thì dừng lại,suy ra bài toán (N) không có phương
án.
b.2 Nếu Isk+ 6= ∅ :

Gọi V sk :=

{
v ∈ Isk+ : − < C, zvk >

< Ask, zvk >
= min

i∈Isk+
{− <C,zik>

<Ask ,zik>
}

}
.

và chọn chỉ số đưa ra khỏi cơ sở theo một trong ba cách sau:

Ta chọn rk(sk) là chỉ số tuỳ ý thuộc V sk.

hoặc rk(sk) = min{v : v ∈ V sk} hoặc rk = max{v : v ∈ V sk}.
(cách chọn này gọi là qui tắc chọn min (hoặc là qui tắc chọn max))

Và ta xây dựng Mk+1 = Mk(rk, sk), Ik+1 = Ik(rk, sk) = (Ik ∪
{sk})\{rk}) và các véc tơ chỉ phương zik+1 (sử dụng (2.37)):

zik+1 =


zik, khi i ∈ I0k
(zik −

< Ask, zik >

< Ask, zrkk >
.zrkk ), khi i ∈ Iskk , i 6= rk

− 1

< Ask, zrkk >
.zrkk , khi i = sk.

(3.1)

xk+1 = xMk(rk,sk) = xrkk =

= xk − < Ask, xk > +bsk
< Ask, zrkk >

.zrkk =
∑
i∈Ik+1

bi.z
i
k+1. (3.2)

Quay trở lại bước k với k ← k + 1.
Sự hữu hạn bước lặp của thuật toán đã được suy ra từ định lý (2.5.1).

3.1.3 Bảng nón xoay thu gọn giải bài toán qui hoạch tuyến
tính với biến bị chặn bằng thuật toán BBC và ví dụ
minh hoạ:

Để dễ tính toán khi giải bài toán (N) dưới dạng bài toán (N+) bằng
thuật toán BBC trong mỗi bước lặp k ta thiết lập các bảng nón xoay
lặp tương tự như bảng lặp nón xoay thu gọn A trong chương 2.Sau đây
là một số ví dụ bằng số minh hoạ,các ví dụ này được lấy từ các sách đã
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được giải bởi các phương pháp thuật toán khác chẳng hạn như phương
pháp xử lý biến bị chặn trên trình bày trong [6].

Ví dụ 3.1(xem)[6]:
Giải bài toán quy hoạch tuyến tính dạng chuẩn sau:

f = −2x1 − 3x2 + 2x3 − 5x4 → min
2x1 + 2x2 + x3 + 2x4 ≤ 5
x1 + 2x2 − 3x34x4 ≤ 5
0 ≤ x1 ≤ 1
0 ≤ x2 ≤ 1
0 ≤ x3 ≤ 1
0 ≤ x4 ≤ 1.

Giải nó bằng phương pháp đơn hình thì ta phải thêm vào rất nhiều
biến bù,sau đây chúng ta sẽ giải ví dụ này bởi thuật toán nón xoay BBC
đề nghị ở trên.

Bài toán này thuộc dạng bài toán quy hoạch tuyến tính với biến bị
chặn (N)ta đưa về dạng bài toán (N+):

f = −2x1 − 3x2 + 2x3 − 5x4 → min
−x1 ≤ 0
−x2 ≤ 0
−x3 ≤ 0
−x4 ≤ 0
x1 − 1 ≤ 0
x2 − 1 ≤ 0
x3 − 1 ≤ 0
x4 − 1 ≤ 0
2x1 + 2x2 + x3 + 2x4 − 5 ≤ 0
x1 + 2x2 − 3x3 + 4x4 − 5 ≤ 0.

Theo phương pháp xác định nón-min ban đầu của bài toán quy hoạch
tuyến tính (N) trình bày ở trên thì chúng ta có tập chỉ số cơ sở ban đầu
là : I0 = IH0

:= I+c ∪{i : i = 4 + j,∀j ∈ I−c }, với I−c = {1, 2, 4} ; I+c = {3}
với I0 = {3, 5, 6, 8} và nón-min ban đầu của bài toán này là nón đơn
hình:H0 :=

{
x ∈ R3 : −x3 ≤ 0;x1 − 1 ≤ 0;x2 − 1 ≤ 0;x4 − 1 ≤ 0

}
Đỉnh

tại x0 = (1, 1, 0, 1).
Đưa các số liệu vào bảng nón xoay lặp thu gọn tương ứng và tiến

hành tính toán với quy tắc chọn chỉ số đưa vào cơ sở max chúng ta được
kết quả sau:
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CS bj -2 -3 2 -5 Ai(x0) Ai(x1) Ai(x2)
(1) 0 -1 0 0 0 -1 -1 -2/7
2 0 0 -1 0 0 -1 -1 -1
3 0 0 0 -1 0 [0] -2/3 -3/7
4 0 0 0 0 -1 -1 -1 -1
5 -1 1 0 0 0 [0] [0] -5/7
6 -1 0 1 0 0 [0] [0] 0
7 -1 0 0 1 0 -1 -1/3 -4/7
8 -1 0 0 0 1 [0] [0] 0
9 -5 2 2 1 2 1 (5/3) 0
10 -5 1 2 -3 4 (2) [0] 0

<- (3) 0 0 0 1 0 [-3] 2/3
5 -1 -1 0 0 0 -1 2
6 -1 0 -1 0 0 -2 3/2
8 -1 0 0 0 -1 -4 5/4

Bước 0 x0 1 1 0 1
10 -5 0 0 1/3 0 1/3

<-(5) -1 -1 0 0 0 [-7/3] 4/7
6 -1 0 -1 -2/3 0 -8/3 5/8
8 -1 0 0 -4/3 -1 -10/3 7/10

Bước 1 x1 1 1 2/3 1
10 -5 -1/7 0 2/7 0
9 -5 -3/7 0 -1/7 0
6 -1 8/7 -1 -2/7 0
8 -1 10/7 0 -6/7 -1

Bước 2 x2 2/7 1 3/7 1

Đến bước 2 này chúng ta thấy cột cuối cùng của bảng này có tất cả
các số đều nhỏ hơn hoặc bằng không nên chúng ta có lời giải của bài
toán trên sau 2 bước lặp là: xopt = (2/7, 1, 3/7, 1) với fopt = − (54/7) .

Ví dụ này nếu giải bằng phương pháp đơn hình thì chúng ta phải đưa
bài toán về dạng chính tắc với số chiều bài toán tăng lên là 10 chiều dưới
đây: 

f = −2x1 − 3x2 + 2x3 − 5x4 → min
2x1 + 2x2 + x3 + 2x4 + x5 = 5
x1 + 2x2 − 3x3 + 4x4 + x6 = 5
x1 + x7 = 1
x2 + x8 = 1
x3 + x9 = 1
x4 + x10 = 1
xj ≥ 0; j = 1, 2, ...10

Lời giải của bài toán chính tắc này cho bởi bảng đơn hình sau đây:
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cơ sở Aj P/A A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 A8 A9 A10

-2 -3 2 -5 0 0 0 0 0 0

0 A5 5 2 2 1 2 1 0 0 0 0 0
0 A6 5 1 2 -3 4 0 1 0 0 0 0
0 A7 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 A8 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0
0 A9 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
0 A10 1 0 0 0 [1] 0 0 0 0 0 1

Bc0 2 3 -2 5 0 0 0 0 0 0

0 A5 3 2 2 1 0 1 0 0 0 0 2
0 A6 1 1 [2] -3 0 0 1 0 0 0 4
0 A7 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 A8 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0
0 A9 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
-5 A4 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1

Bc1 2 3 -2 0 0 0 0 0 0 -5

0 A5 2 1 0 4 0 1 -1 0 0 0 -2
-3 A2 1/2 1/2 1 -3/2 0 0 1/2 0 0 0 2
0 A7 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 A8 1/2 -1/2 0 [3/2] 0 0 -1/2 0 1 0 -2
0 A9 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
-5 A4 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1

Bc2 1/2 0 5/2 0 0 -3/2 0 0 0 -11

0 A5 2/3 7/3 0 0 0 1 1/3 0 -5/3 0 10/3
-3 A2 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0
0 A7 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0
2 A3 1/3 -1/3 0 1 0 0 -1/3 0 2/3 0 -4/3
0 A9 2/3 1/3 0 0 0 0 1/3 0 -2/3 1 4/3
-5 A4 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1

Bc3 4/3 0 0 0 0 -2/3 0 5/3 0 -23/3

-2 A1 2/7 1 0 0 0 3/7 1/7 0 -5/7 0 10/7
-3 A2 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0
0 A7 5/7 0 0 0 0 -3/7 -1/7 1 8/7 0 -10/7
2 A3 3/7 0 0 1 0 -2/7 -2/7 0 3/7 0 -6/7
0 A9 4/7 0 0 0 0 -1/7 2/7 0 -2/7 1 6/7
-5 A4 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1

Bc4 0 0 0 0 -10/7 -6/7 0 -5/7 0 -67/7

Sau 4 bước lặp ta nhận được phương án ở bảng cuối có dòng chứa các
giá trị ∆j ≤ 0,∀j . Vậy lời giải tối ưu của bài toán trên với xopt (2/7, 1,
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3/7, 1, 0, 0, 5/7, 0, 4/7, 0). Từ đây suy ra lời giải của bài toán ban đầu
là xopt(2/7, 1, 3/7, 1). Nhìn vào hai bảng trên chúng ta thấy rõ ràng số
bước lặp và số phép tính toán trong mỗi bước lặp của thuật toán nón
xoay BBC là ít hơn thuật toán đơn hình rõ rệt.

Ví dụ 3.2
Giải bài toán quy hoạch tuyến tính dạng chuẩn sau:

f = −5x1 − x2 + x3 → min
|x1| ≤ 1
|x2| ≤ 3
|x3| ≤ 2
x2 − 2x3 ≤ 1
2x1 + x2 + 2x3 ≤ 8.

Bài toán này có thể đưa về bài toán thuộc dạng bài toán quy hoạch
tuyến tính dạng chuẩn với biến bị chặn (N),ta đưa về dạng bài toán
(N+): 

f = −5x1 − x2 + x3 → min
−x1 − 1 ≤ 0
−x2 − 3 ≤ 0
−x3 − 2 ≤ 0
x1 − 1 ≤ 0
x2 − 3 ≤ 0
x3 − 2 ≤ 0
x2 − 2x3 ≤ 1
2x1 + x2 + 2x3 ≤ 8.

Đây là bài toán quy hoạch tuyến tính dạng chuẩn với biến bị chặn,nếu
giải nó bằng phương pháp đơn hình thì ta phải thêm vào rất nhiều biến
bù.Sau đây chúng ta sẽ giải ví dụ này bởi thuật toán nón xoay BBC đề
nghị ở trên.

Theo phương pháp xác định nón-min ban đầu của bài toán quy hoạch
tuyến tính (N) trình bày ở trên thì chúng ta có tập chỉ số cơ sở ban đầu
là I0 = {3, 4, 5} và nón-min ban đầu của bài toán này là nón đơn hình
đỉnh tại x0 = (1, 3,−2) .

Đưa các số liệu vào bảng nón xoay lặp thu gọn tương ứng và tiến
hành tính toán với quy tắc chọn chỉ số đưa vào cơ sở max chúng ta được
kết quả sau:
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cơ sở bj -5 -1 1 Ai(x
0) Ai(x

1)

1 -1 -1 0 0 -2 -2
2 -3 0 -1 0 -6 -6
3 -2 0 0 -1 [0] -3
4 -1 1 0 0 [0] 0
5 -3 0 1 0 [0] 0
6 -2 0 0 1 -4 -1
7 -1 0 1 -2 (6) 0
8 -8 2 1 2 -7 -1

<- (3) -2 0 0 1 [-2] (1/2)
4 -1 -1 0 0 0
5 -3 0 -1 0 -1 1

Bước 0 x0 1 3 -2

7 -1 0 0 1/2
4 -1 -1 0 0
5 -3 0 -1 -1/2

Bước 1 x1 1 3 1

Đến bước 1 chúng ta thấy cột cuối cùng của bảng này có tất cả các
số đều nhỏ hơn hoặc bằng không nên chúng ta có lời giải của bài toán
trên sau 2 bước lặp là xopt = (1, 3, 1).

Ví dụ 3.3
Giải bài toán quy hoạch tuyến tính dạng chuẩn sau:

f = −x1 − 3x2 + 2x3 → min
|x1| ≤ 1
|x2| ≤ 3
|x3| ≤ 2
|4x1 − x2 − 4x3| ≤ 2.

Bài toán này có thể đưa về bài toán thuộc dạng bài toán quy hoạch
tuyến tính dạng chuẩn với biến bị chặn (N),ta đưa về dạng bài toán
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(N+): 

f = −x1 − 3x2 + 2x3 → min
−x1 − 1 ≤ 0
−x2 − 3 ≤ 0
−x3 − 2 ≤ 0
x1 − 1 ≤ 0
x2 − 3 ≤ 0
x3 − 2 ≤ 0
−4x1 + x2 + 4x3 − 2 ≤ 0
4x1 − x2 − 4x3 − 2 ≤ 0.

Đây là bài toán quy hoạch tuyến tính dạng chuẩn với biến bị chặn,nếu
giải nó bằng phương pháp đơn hình thì ta phải thêm vào rất nhiều biến
bù.Sau đây chúng ta sẽ giải ví dụ này bởi thuật toán nón xoay BBC đề
nghị ở trên.

Theo phương pháp xác định nón-min ban đầu của bài toán quy hoạch
tuyến tính (N) trình bày ở trên thì chúng ta có tập chỉ số cơ sở ban đầu
là I0 = {3, 4, 5} và nón-min ban đầu của bài toán này là nón đơn hình
đỉnh tại x0 = (1,3, - 2) .

Đưa các số liệu vào bảng nón xoay lặp thu gọn tương ứng và tiến
hành tính toán với quy tắc chọn chỉ số đưa vào cơ sở max chúng ta được
kết quả sau:

cơ sở bj -1 -3 2 Ai(x
0) Ai(x

1)

1 -1 -1 0 0 -2 -2
2 -3 0 -1 0 -6 -6
3 -2 0 0 -1 [0] -3
4 -1 1 0 0 [0] 0
5 -3 0 1 0 [0] 0
6 -2 0 0 1 -4 -1
7 -2 -4 1 4 -11 0
8 -2 4 -1 -4 (7) -1

3 -2 0 0 1 -4 1/2
(4) -1 -1 0 0 [-4] 1/4
5 -3 0 -1 0 1

Bước 0 x0 1 -3 2

3 -2 1 0 1
8 -2 -1/4 0 0
5 -3 -1/4 -1 0

Bước 1 x1 -3/4 3 -2
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Đến bước 1 chúng ta thấy cột cuối cùng của bảng này có tất cả các
số đều nhỏ hơn hoặc bằng không nên chúng ta có lời giải của bài toán
trên sau 2 bước lặp là: xopt = (-3/4, 3, -2).

Qua nhiều ví dụ minh hoạ ở trên,chúng ta thấy nếu giải bài toán quy
hoạch tuyến tính với biến bị chặn bởi thuật toán nón xoay BBC thì số
bước lặp đi đến lời giải của bài toán là ít hơn số bước lặp khi giải nó
bằng thuật toán đơn hình hoặc đơn hình đối ngẫu tương ứng bởi không
phải thêm vào các biến bù để đưa về dạng chính tắc.Và rõ ràng trên
bảng lặp rút gọn thì ma trận ràng buộc A và véc tơ cột b chỉ cần khai
báo một lần trong cơ sở dữ liệu đầu vào ở bước lặp đầu tiên,còn ở những
bước lặp sau nó vẫn dữ nguyên giá trị.Còn khi chúng ta giải bài toán
này bằng phương pháp đơn hình hay đơn hình đối ngẫu thì tất cả các
phần tử của ma trận ràng buộc A và véc tơ cột b đều phải tính lại sau
mỗi bước lặp tiếp theo (vì các cột véc tơ cơ sở bị thay đổi vị trí trong
bảng sau mỗi bước lặp như chúng ta đã biết).Chính vì vậy mà số phép
tính toán của phương pháp đơn hình đối ngẫu là nhiều hơn số phép tính
của thuật toán BBC trong mỗi bước lặp.

3.2 Thuật toán nón xoay BBC giải ví dụ KLEE –

MINTY với n=3

Xét bài toán quy hoạch tuyến tính dạng chuẩn trongRn sau:

(G)


G(X) =

n∑
j=1

10n−j.xj → max

xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n

2
i−1∑
j=1

10i−j.xj + xi ≤ 100i−1, i = 1, 2, ..., n.

Chúng ta đưa bài toán này về dạng bài toán tìm min như sau:
F (X) = −G(X) = −

n∑
j=1

10n−j.xj → min

xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n

2
i−1∑
j=1

10i−j.xj + xi ≤ 100i−1, i = 1, 2, ..., n

Chúng ta đã biết ví dụ này nếu giải bởi thuật toán đơn hình cổ điển
thì sau đúng 2n − 1 bước lặp mới đi đến nghiệm tối ưu của bài toán.
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Sau đây chúng ta giải bài toán trên trong trường hợp cụ thể với n = 3:
G(X) = 100.x1 + 10.x2 + x3 → max
xj ≥ 0, j = 1, 2, 3
x1 ≤ 1,
20.x1 + x2 ≤ 100
200.x1 + 20.x2 + x3 ≤ 10000.

Để giải bài toán này bằng thuật toán đơn hình,chúng ta đưa nó về
dạng bài toán quy hoạch tuyến tính dạng chính tắc trong R6 như sau:

F (X) = −G(X) = −100.x1 − 10.x2 − x3 → min
x1 + x4 = 1,
20.x1 + x2 + x5 = 100
200.x1 + 20.x2 + x3 + x6 = 10000
xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., 6.

Ở đây chúng ta phải thêm vào 3 biến bù x4, x5, x6 và dễ dàng thấy
chúng chính là các biến cơ sở ban đầu để tiến hành tính toán,kết quả
cho bởi bảng sau qua 7 bước lặp:
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cj Aj P/án -100 -10 -1 0 0 0

A1 A2 A3 A4 A5 A6

0 A4 1 [1] 0 0 1 0 0
0 A5 100 20 1 0 0 1 0
0 A6 10000 200 20 1 0 0 1

Bc0 100 10 1 0 0 0

-100 A1 1 1 0 0 1 0 0
0 A5 80 0 [1] 0 -20 1 0
0 A6 9800 0 20 1 -200 0 1

Bc1 0 10 1 -100 0 0

-100 A1 1 1 0 0 [1] 0 0
-10 A2 80 0 1 0 -20 1 0
0 A6 8200 0 0 1 200 -20 1

Bc2 0 0 1 100 -10 0

0 A4 1 [1] 0 0 1 0 0
-10 A2 100 20 1 0 0 1 0
0 A6 8000 -200 0 [1] 0 -20 1

Bc3 -100 0 1 0 -10 0

0 A4 1 [1] 0 0 1 0 0
-10 A2 100 20 1 0 0 1 0
-1 A3 8000 -200 0 1 0 -20 1

Bc4 100 0 0 0 10 -1

-100 A1 1 1 0 0 1 0 0
-10 A2 80 0 1 0 -20 [1] 0
-1 A3 8200 0 0 1 200 -20 1

Bc5 0 0 0 0 10 -1

-100 A1 1 1 0 0 1 0 0
0 A5 80 0 1 0 -20 1 0
-1 A3 9800 0 20 1 -200 0 1

Bc6 0 -10 0 200 0 -1

0 A4 1 1 0 0 1 0 0
0 A5 100 20 1 0 0 1 0
1 A3 10000 200 20 1 0 0 1

Bc7 -200 -20 0 0 0 -1

Vậy sau 7 bước lặp ta nhận được nghiệm tối ưu là: xopt =(0, 0, 10
000, 1, 100, 0).Suy ra phương án tối ưu của bài toán ban đầu là xopt =
(0, 0, 10 000). Bây giờ ta sẽ giải bài toán trên theo thuật toán nón xoay

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên                   http://www.lrc-tnu.edu.vn



54

BBC,trước hết dễ thấy từ 3 ràng buộc cuối cùng của bài toán,ta có:

x1 ≤ 1, x2 ≤ 100, x3 ≤ 1002.

Vậy bài toán KLEE-MINTY với n=3 ở trên có thể tương đương với
bài toán quy hoạch tuyến tính sau:

(G)



G(X) = −100.x1 − 10.x2 − x3 → min
−xj ≤ 0, j = 1, 2, 3
x1 ≤ 1,
20.x1 + x2 ≤ 100
200.x1 + 20.x2 + x3 ≤ 1002

x2 ≤ 100
x3 ≤ 1002.

Dễ dàng thấy bài toán với nón – min xuất phát ban đầu có tập chỉ
số cơ sở là {4, 7, 8} xác định bởi hệ 3 bất phương trình tuyến tính:

x1 ≤ 1
x2 ≤ 100
x3 ≤ 1002

Đỉnh của nón – min này là x0 ( 1,100, 1002) chúng ta có bảng lặp nón
xoay thu gọn với quy tắc chọn chỉ số đưa vào cơ sở là chỉ số max như
sau:
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Chỉ số Cs bj −102 -10 -1 Aj(x0) Aj(x1) Aj(x2)

1 0 -1 0 0 -1 -1 0
2 0 0 -1 0 -100 10 0
3 0 0 0 -1 -1002 -100 -1002

4 -1 1 0 0 0 0 -1
5 -100 2.10 1 0 2.10 -90 -100
6 -1002 2.102 2.10 1 (2.103+2.102) 0 0
7 -100 0 1 0 0 -110 -100
8 -1002 0 0 1 0 0 0

4 -1 -1 0 0 -200 1/2
(7) -100 0 -1 0 [-20] (1/2)
8 -1002 0 0 -1 -1 1

Bước 0 x0 1 100 1002

(4) -1 -1 10 0 [-10] (0)
6 −1002 0 -1/20 0 1/20
8 −1002 0 1/20 -1 -1/20 10

Bước 1 x1 1 -10 1002

2 0 -1/10 1 0
6 -1002 -1/200 0 0
8 -1002 1/200 0 -1

Bước 2 x2 0 0 1002

Vậy sau 2 bước lặp chúng ta đã nhận được lời giải tối ưu của bài
toán,còn nếu giải bằng thuật toán đơn hình thì phải sau 7 bước lặp và
số phép tính toán trong mỗi bước cũng nhiều hơn.

Qua nhiều ví dụ minh hoạ ở trên,chúng ta thấy nếu giải bài toán quy
hoạch tuyến tính dạng chuẩn với hàm mục tiêu bị chặn bởi thuật toán
nón xoay BBC thì số bước lặp đi đến lời giải của bài toán nói chung là
ít hơn số bước lặp khi giải nó bằng thuật toán đơn hình đối ngẫu tương
ứng .Và rõ ràng trên bảng lặp rút gọn thì ma trận ràng buộc A và véc
tơ cột B chỉ cần khai báo một lần trong cơ sở dữ liệu đầu vào ở bước
lặp đầu tiên,còn ở những bước lặp sau nó vẫn giữ nguyên giá trị.Còn khi
chúng ta giải bài toán này bằng phương pháp đơn hình đối ngẫu thì tất
cả các phần tử của ma trận ràng buộc A và véc tơ cột B đều phải tính
lại sau mỗi bước lặp tiếp theo (vì các cột véc tơ cơ sở bị thay đổi vị trí
trong bảng sau mỗi bước lặp như chúng ta đã biết).
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3.3 Vài nét về độ phức tạp tính toán của thuật toán

BBC và kết luận

Rõ ràng các thuật toán giải trực tiếp các lớp bài toán quy hoạch tuyến
tính dạng chuẩn đặc biệt không cần đưa về dạng chính tắc đã bớt đi một
khâu trung gian làm cho số chiều bài toán tăng lên và tỏ ra hiệu quả khi
áp dụng vào thực tế.Đối với thuật toán nón xoay BBC đề xuất trong
luận văn này giải cho lớp bài toán quy hoạch tuyến tính dạng chuẩn với
biến bị chặn qua những ví dụ đã được lấy trong các sách,giáo trình đại
học và các tài liệu chuyên ngành về quy hoạch tuyến tính.Qua thống kê
bước đầu chúng ta thấy số bước lặp trung bình khi giải trực tiếp bài
toán quy hoạch tuyến tính dạng chuẩn với biến bị chặn có kích thước
cỡ mxn bằng thuật toán nón xoay BBC là O(K.n) (1 ≤ K ≤ 1, 5),trong
đó n là số chiều của bài toán và số phép tính toán trong mỗi bước lặp
là O(nxn).Nếu như đánh giá này theo thời gian qua kiểm nghiệm chấp
nhận được thì thuật toán nón xoay BBC về mặt học thuật có thể coi
là một thuật toán tương tự như thuật toán đơn hình đối ngẫu và tỏ ra
hiệu quả hơn vì nó giải trực tiếp cho bài toán quy hoạch tuyến tính dạng
chuẩn không phải thêm các biến bù và phụ.Bởi nếu bài toán quy hoạch
tuyến tính dạng chuẩn với kích thước như trên đưa về dạng chính tắc để
giải bằng phương pháp đơn hình đối ngẫu hoặc đơn hình thì kích thước
của bài toán ít nhất sẽ là (m+n)xm và như vậy số phép tính toán trong
mỗi bước khi m >> n là((m+n)xm) sẽ lớn hơn O(nxn) rất nhiều.

Mặt khác đối với bài toán quy hoạch tuyến tính dạng chính tắc bất
kỳ(cỡ m.n trong đó m là số ràng buộc chính,n là số chiều của bài toán)
khi giải nó bởi phương pháp đơn hình hay đơn hình đối ngẫu đều đòi
hỏi biết trước một cơ sở đơn vị của bài toán và như vậy chúng ta đều có
thể đưa nó về bài toán quy hoạch tuyến tính dạng chuẩn tương đương
có số chiều của bài toán bằng số biến phi cơ sở là n – m.Do đó nếu
n −m << n thì sử dụng thuật toán nón xoay giải bài toán quy hoạch
tuyến tính này sẽ hiệu quả hơn nhiều khi chúng ta giải bài toán ở dạng
chính tắc ban đầu,điều này chúng ta đã thấy rõ bởi các ví dụ minh họa
trong luận văn.

Rõ ràng mỗi một thuật toán đều có những điểm mạnh riêng và điểm
yếu riêng khi sử dụng nó giải cho các lớp bài toán khác nhau.Để so sánh
tính hiệu quả của thuật toán này với thuật toán khác khi giải các lớp bài
toán khác nhau,nó chỉ mang tính tương đối chứ không thể khẳng định
được sự hơn kém nhau thực sự giữa chúng.Vấn đề chúng ta đáng quan
tâm hơn đó là đối với lớp bài toán quy hoạch tuyến tính này thì ta sử
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dụng phương pháp thuật toán nào tương ứng để giải nó sao cho “hiệu

quả nhất”.Ở đây cần nhấn mạnh rằng thuật toán nón xoay BBC về mặt
bản chất là phương pháp thuộc lược đồ xấp xỉ ngoài,còn thuật toán đơn
hình là phương pháp thuộc lược đồ xấp xỉ trong.

Một vấn đề liên quan đến số bước lặp của phương pháp nón xoay
BBC là việc lựa chọn siêu phẳng đưa vào cơ sở của nón-min mới sẽ là
mấu chốt để chúng ta có thể giảm được số lượng bước lặp của các thuật
toán đề nghị trong luận văn,chúng ta có thể tìm hiểu sâu hơn vấn đề này
trong chương IV của cuốn sách “Quy hoạch gần lồi- gần lõm ứng dụng
vào quy hoạch tuyến tính” [2].

Chúng ta dừng lại việc đánh giá độ phức tạp tính toán của phương
pháp nón xoay BBC ở đây.Còn nhiều thời gian cho phép chúng ta có
những cải tiến đối với phương pháp nón xoay này từ đó có thể xây dựng
được những thuật toán mạnh để giải bài toán quy hoạch tuyến tính nói
chung và những dạng đặc biệt của nó nói riêng.
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