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MỞ ĐẦU 

Việc nghiên cứu các tính chất của không gian phức hyperbolic đã được 

nghiên cứu từ lâu bởi nhiều nhà toán học trên thế giới.Đối với tính hyperbolic 

của các miền lồi không bị chặn cũng đã có một số kết quả được công bố. Năm 

2009, F. Bracci và A. Saracco [5] đã chứng minh được 11 điều kiện tương 

đương với tính hyperbolic theo nghĩa Kobayashi trên miền lồi không bị 

chặn.Nội dung chính của luận văn này là trình bày chi tiết kết quả nói trên. 

Luận văn gồm hai chương: 

Chương 1 trình bày một số kiến thức cơ sở liên quan chặt chẽ đến nội 

dung chính của luận văn, như :các giả khoảng cách bất biến và các không gian 

phức hyperbolic theo nghĩa Kobayashi, Brody và Caratheodory. 

Chương 2 trình bày những kết quả về tính hyperbolic của các miền lồi 

không bị chặn. Cụ thể, nội dung chính của chương là trình bày chứng minh 

định lý 11 điều kiện tương với tính hyperbolic trong miền lồi không bị chặn 

của N .Cuối cùng là một số hệ quả ứng dụng của định lý chính. 
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CHƯƠNG 1. 

KIẾN THỨC CHUẨN BỊ 

1.1. Giả khoảng cách Kobayashi 

1.1.1. Trên đĩa đơn vị mở  |  1z z   C| , khoảng cách Bergman-

Poincaré cho bởi 

 
1

0, ln , .
1


   



z
z z

z
 

1.1.2. Giả sử X là một không gian phức, p và q là hai điểm tùy ý của X. Ta gọi 

một dây chuyền chỉnh hình   nối p với q trong X là tập hợp 

  1 1,..., ; ,..., ,n na a f f Hol X    

sao cho : 

       1 10 ,  0 ,  ,  1, 1i i i n nf p f a f f a q i n      , 

trong đó,  Hol , X  là không gian các ánh xạ chỉnh hình từ   vào X được 

trang bị tôpô compact-mở. 

Đặt :  
1

0,
n

i

i

L a



   và định nghĩa:  , inf Xd p q L , trong đó infimun lấy 

theo tất cả các dây chuyền chỉnh hình   nối p với q trong X. 

Hàm  : 0,Xd X X    được gọi là giả khoảng cách Kobayashi trên 

không gian phức X. 

Dễ thấy Xd  thỏa mãn các tiên đề về giả khoảng cách. Đặc biệt, trên   thì giả 

khoảng cách Kobayashi trùng với khoảng cách Bergman-Poincare, d  . 

1.2. Giả khoảng cách Caratheodory 

Cho X  là mộtkhông gian phức,  ,Hol X   là tập hợp các ánh xạ chỉnh 

hình :f X  . Giả khoảng cách Caratheodory 
Xc  được xác định trên 

Xbởicông thức: 
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      , sup  ,X
f

c p q f p f q  , với ,p q X  

trong đó supremum được lấy theo toàn bộ  ,f Hol X  . 

1.3. Một số tính chất 

1.3.1. Mệnh đề.Nếu X và Y là hai không gian phức thì mỗi ánh xạ chỉnh hình 

:f X Y  có tính chất giảm khoảng cách: 

      

        , ,  , f Hol , ,

,

.

,

, 



 Y X

Y Xc f p f q c

d f p f q d p q X Y p q

p

X

q
 

Chứng minh: Vì :g X   và :h Y   là các ánh xạ chỉnh hình nên 

:h f X   cũng là ánh xạ chỉnh hình. Do đó, với hai điểm ,p q X  luôn 

có: 

       , sup ,Xc p q g p g q ,  ,g Hol X  ; 

          , sup ,Yc f p f q h f p h f q   ,  ,h f Hol X  . 

Theo Bổ đề Schwarz ta có: 

         , ,h f p h f q f p f q    

suy ra 

           sup , sup ,f p f q h f p h f q    . 

Tức là :       , ,X Yc p q c f p f q . 

Tính chất giảm khoảng cách của giả khoảng cách Kobayashi là hiển nhiên 

vì nếu   là dây chuyền chỉnh hình nối hai điểm p và q trong X thì f   cũng 

là dây chuyền chỉnh hình nối    ,f p f q  trong Y.      

Hơn nữa Xd  còn là giả khoảng cách lớn nhất trên X thỏa mãn mọi ánh xạ 

chỉnh hình :f X  là giảm khoảng cách. 

Từ mệnh đề ta có hệ quả:Mỗi song chỉnh hình :f X Y  giữa các không 

gian phức là một đẳng cự. 
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Tức là 

      

      

, , ;  

, , ,  p,q X.



  

X Y

X Y

c p q c f p f q

d p q d f p f q
 

1.3.2. Mệnh đề. Cho không gian phức X, ta có 

   , , ,   p, qX Xd p q c p q X  . 

Chứng minh.Như trong định nghĩa  ,Xd p q , chọn p = p0 , p1 ,…, pk = q 

của X, các điểm a1, a2,…, ak, b1,…, bkcủa   và các ánh xạ chỉnh hình f1, f2,…, 

fk trong Hol( ,X) thỏa mãn  

   1,i i i i i if a p f b p  . 

Cho flà một ánh xạ chỉnh hình từX vào . Khi đó 

      

    

    

1 1

1 1

, ,

                 ,

                  = , .

k k

i i i i i i

i i

k k

a b f f a f f b

f f a f f b

f p f q

 





   

 

 





 

Trong đó bất đẳng thức thứ nhất được suy ra từ bổ đề Schwarz và bất 

đẳng thức thứ hai là hệ quả của bất đẳng thức tam giác. 

Do đó  

          
1

, inf , sup , , .
k

X i i X

i

d p q a b f p f q c p q


        

1.3.3. Mệnh đề.Cho   là đĩa đơn vị mở trong C , ta có :d c    . 

Chứng minh.Từ bổ đề Schwarz-Pick ta thấy : ánh xạ chỉnh hình 

:f    là giảm khoảng cách đối với khoảng cách Poincaré  .  

Hơn nữa, từ định nghĩa của các giả khoảng cách Caratheodory và 

Kobayashi với cách lập luận tương tự như trong phần chứng minh Mệnh đề 

1.3.2, ta cũng thu được: 

     , , , ,         p,qd p q p q c p q    . 
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Sử dụng phép biến đổi đồng nhất của   ta thu được đẳng thức 

     d ,  = , , ,   p, q .   p q c p q p q     

1.3.4. Mệnh đề.Cho X là không gian phức. 

a) Nếu X là một giả khoảng cách như sau 

        , ,       Hol , ; ,X p q f p f q f X p q X        

thì 

   , ,        ,X Xc p q p q p q X   . 

b) Nếu X  là một giả khoảng cách trên X thỏa mãn 

        , ,       Hol , ; ,X f a f b a b f X a b        

thì 

   , ,  , p,q XX Xp q d p q    . 

Chứng minh .Phần a) là hiển nhiên. Ta đi chứng minh b). 

Thật vậy, chọn 0 1 1 1 1, ,..., , ,..., , ,..., , ,...,k k k kp p p a a b b f f  như trong chứng 

minh mệnh đề 1.3.2. Khi đó 

        

 

1

1 1

1

, , ,

              , .

k k

X X i i X i i i

i i

k

i i

i

p q p p f a f b

a b

  





 



 



 


 

Vì thế,      
1

, inf , ,
k

X i i X

i

p q a b d p q 


  .      

1.3.5. Mệnh đề.Giả sửX và Y là hai không gian phức.Với 

   , ,  ,  x Y  x y x y X  ta có 

          , , , , , ,X  x Y X Yd x y x y max d x x d y y      (1) 

             , , , , , , , ,X Y X  x Y X Ymax c x x c y y c x y x y c x x c y y        (2) 

Chứng minh.Vì phép chiếu : X Y X    là chỉnh hình và tính giảm 

khoảng cách, ta có 
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      , , , , .X Y Xd x y x y d x x
    

Tương tự 

      , , , , .X Y Yd x y x y d y y
    

Không mất tính tổng quát, ta có thể giả sử    , ,X Yd x x d y y  . Nên ta 

chỉ còn phải chứng minh       , , , , .X Y Xd x y x y d x x
    

Lấy một dây chuyền các đĩa chỉnh hình có độ dài  l   từ x  tới  x trong 

X, ta xây dựng một dây chuyền   các đĩa chỉnh hình có độ dài  l   từ  ,x y  

tới  ,x y   trong X Y  sao cho    l l   . Theo giả thiết, có một dây 

chuyền   các đĩa chỉnh hình có độ dài  l   từ  y  tới y  trong Y sao cho 

   l l   . Lấy  và    như sau: 

  0 1 1 1: ,..., ;  , ..., , ; ,..., ,k k k kx x x x X a a a a f f Hol X          

  0 1 1 1: ,..., ;  , ..., , ;  ,..., ,m m m my y y y Y b b b b g g Hol Y         . 

Ta có thể giả sử  k = m  và     , , , 1,...,i i i ia a b b i k      bằng cách làm 

mịn các dây chuyền trên như sau: 

Lấy 
ia  là một điểm trên đường trắc địa từ 

ia  tới  
ia  sao cho 

     , , , .i i i i i ia a a a a a       

Lấy  i i ix f a  . Ta nhận được một dây chuyền  từ  x  tới x  gồm có  k+1  

đĩa chỉnh hình: 

 

0 1

1 1

1

,..., , , ,..., ;

: , ..., , , , ,..., , ;

,..., , ,..., , .

i i i k

i i i i k k

i i k

x x x x x x x X

a a a a a a a a

f f f f Hol X


   


      
  

 

Lặp lại quá trình trên sau một số hữu hạn lần và được kết quả là dây 

chuyền   là sự làm mịn của dây chuyền  với    l l    . 
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Ta có thể giả sử k m và    , ,i i i ia a b b   . Bằng cách hợp 

thành  và i if g với các đẳng cấu thích hợp của  , ta có thể giả sử rằng 

a 0i ib   và ,i ia b   là các số thực dương. Khi đó 0 1i ib a    . Lấy 

:i   là phép nhân với /i ib a . Ta định nghĩa ánh xạ chỉnh hình 

:ih X Y   bởi 

      ,   ,    i i i ih z f z g z z     . 

Lấy   là dây chuyền từ  ,x y  tới  ,x y   bao gồm 

         0 0 1 1, , , , ,..., , , ;k kx y x y x y x y x y X Y      

 10, ,...,0, ;   h ,..., , .i k ka a h Hol X Y       

Vậy   có được các tính chất được yêu cầu,(1) được chứng minh. 

Chứng minh (2): Bất đẳng thức thứ nhất được chứng minh tương tự như 

(1). Để chứng minh bất đẳng thức thứ hai, trước tiên, do tính chất giảm 

khoảng cách của các ánh xạ chỉnh hình 

   ,  x   và   ,  x x X x y X Y x y X Y x X     , 

nên ta có:  

      , , , ,X Y Xc x y x y c x x
   

và 

              

   

 x Y  x Y  x Y, , , , , , , , ,

                                 , , .

X X X

X Y

c x y x y c x y x y c x y x y

c x x c y y

      

  
 

Vậy (2) được chứng minh.         

Trong trường hợp tổng quát ta cũng có: 

Với một đa đĩa ...n    , ta có 

       1 1,..., , ,..., ax ,n n n i i
i

d x x y y m d x y
    1  

       1 1,..., , ,..., ax ,n n n i i
i

c x x y y m c x y
 .   2  
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1.3.6. Mệnh đề.Với một không gian phức X, cả 
Xc  và 

Xd  đều liên tục trên 

X X . 

Chứng minh.TheoMệnh đề 1.3.2 ta chỉ cần chứng minh 
Xd là hàm liên 

tục.Để chứng minh tính liên tục của 
Xd tại  ,p q X X  , lấy   ,n np q  là 

một dãy trong X X mà hội tụ về (p,q) trong tôpô của không gian 

phức X X . Theo bất đẳng thức tam giác ta có: 

       , , , , .X n n X X n X nd p q d p q d p p d q q    

Ta chứng minh  , 0X nd p p  khi 
np p .  Lấy U là một lân cận của p. 

Do 
X Ud d  trong U  (theo Mệnh đề 1.3.1)  nên ta chỉ cần chứng 

minh  , 0U nd p p  khi 
np p  trong U. 

Nếu p không là điểm chính quy của X, thì ta có thể giả sử U là một đa đĩa 

n . Do đótheo công thức (1’) ta có điều phải chứng minh. 

Nếu p là điểm kì dị và giả sử có một số dương   sao cho  ,U nd p p    

với mọi n. Lấy :U U  là một phép giải kì dị và  nq  là một dãy trong U  

sao cho  n nq p  . Vì   là ánh xạ riêng, bằng cách lấy dãy con ta có thể giả 

sử  nq  hội tụ về một điểm q U  . Do tính liên tục nên ta có  q p  . Lấy V 

là một đa đĩa lân cận của qtrong U . Do :V U   làm giảm khoảng cách và 

Vd  liên tục nên ta có 

        , , , 0U n U n V nd p p d q q d q q     ,khin . 

Điều này mâu thuẫn với điều giả sử.Vậy mệnh đề được chứng minh.   

 

1.4. Hàm Lempert 

Cho một không gian phức X và đĩa đơn vị mở   trong mặt phẳng phức 

C . Khi đó, hàm Lempert X  được xác định bởi 

            , inf 0, :  0,1 ,  , : 0 ,  X z w t t Hol X z t w           , 
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với  là khoảng cách Poincaré trong  . 

1.5. Hàm đa điều hòa dưới 

+ Giả sử D là miền trong C . Một 2C - hàm h xác định trên D được gọi là 

điều hòa nếu 

2

: 4 0


  
 

h

h

z z
trên D. 

+ Hàm  : ,u D    được gọi là điều hòa dưới trong miền D nếu u 

thỏa mãn hai  điều kiện sau: 

i) u là nửa liên tục trên trong D, tức là tập   ;   z D u z s  là tập mở đối 

với mỗi số thực s; 

ii) Với mỗi tập con mở compact tương đối trong G của D và mọi hàm 

:h G R  là điều hòa trong G và liên tục trong G  ta có: nếu u h  trên G  

thì u h  trên G. 

Ta có tiêu chuẩn điều hòa dưới sau: 

Để hàm u nửa liên tục trên trong miền D là điều hòa dưới trong D, cần và 

đủ là với mỗi điểm z D , tồn tại r0(z) >0 sao cho 

   
2

0

1

2

itu z u z re dt
i




  , với mọi r <r0(z). 

+ Giả sử G là một tập con mở trong nC . Một hàm  : ,G    được 

gọi là đa điều hòa dưới nếu 

i)   là nửa liên tục trên và   không đồng nhất với   chỉ trên thành 

phần liên thông của G; 

ii) Với mỗi 0z G  và
naC  mà 0a  , và với mỗi ánh xạ : n c C C , 

  0z z az   , hàm    trên mỗi thành phần liên thông của  1 G   (là các 

miền trong C ) hoặc bằng   hoặc là điều hòa dưới. 

+ Trong các không gian phức bất kỳ ta có định nghĩa: 
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Giả sử Xlà một không gian phức. Một hàm đa điều hòa dưới trên X là một 

hàm  : ,X     thỏa mãn tính chất sau: 

Với mỗi x X  tồn tại một lân cận mở U của x sao cho với một ánh xạ 

song chỉnh hình :h U V  lên một không gian phức con đóng V của một 

miền 
mG  C  nào đó và một hàm đa điều hòa dưới   : ,   G  sao cho 


U h   . 

Tập các hàm đa điều hòa dưới trên X kí hiệu là  psh(X). 

Ngoài ra, Narasimhan và Fornaess đã chứng minh rằng :một hàm nửa liên 

tục trên  : ;X     trên không gian phức X là đa điều hòa dưới trên X 

khi và chỉ khi f  là điều hòa dưới hoặc đồng nhất bằng   trên đĩa đơn vị 

  trong C  với mọi ánh xạ chỉnh hình :f X . 

1.6. Metric Bergman 

1.6.1. Định nghĩa. Cho X là không gian phức.Lấy  je là cơ sở trực chuẩn của 

không giancác hàm chỉnh hình bình phương khả tích trên X. 

Khi đó, ta định nghĩa hàm 
0

( ,w) : ( ) (w)X j j

j

l z e z e




 , với ,wz X . 

Nếu ( , ) 0Xl z z  ta có thể xác định dạng đối xứng  

,

: 2 X jk j k

j k

b h dz dz với 
2 log ( , )


 

X
jk

j k

l z z
h

z z
. 

Ta cóbXlà một dạng Hermitian nửa xác định dương, và gọi là giả metric 

Bergman trênX. Nếu bX xác định dương khắp nơi, ta nói rằng X chứa metric 

Bergman bX .  

Ví dụ, C
k
, 1k   không chứa những hàm chỉnh hình bình phương khả tích, 

do đó 0kC
l   và C

k
 không chứa metric  Bergman. 
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1.6.2. Mệnh đề. [11, Mệnh đề 4.10.17].Giả sử X và Y là các không gian 

phức. Khi đó ta có công thức tích 

. ;     X Y X Y X Y X Yl l l b b b    . 

1.6.3. Định nghĩa. 

(1) Một không gian phức X được gọi là hyperbolic Caratheodory (hay C-

hyperbolic), nếu 
Xc  là khoảng cách và sinh ra tôpô của không gian phức X. 

(2) Một không gian C-hyperbolic X được gọi là đầy (đầy chặt) nếu X là 

đầy Cauchy đối với 
Xc  (nếu mọi cầu đóng đối với 

Xc  là compact). 

(3) Cho một miền nD C , và một điểm biên 
0x D , một hàm chỉnh hình 

fxác định trong một lân cận của bao đóng D  được gọi là một hàm peak (peak 

yếu) đối với D tại x0nếu      0 0,f x f x x X x     (tương ứng, 

   0 ,f x f x x D   ). 

(4) Một hàm peak (peak yếu) địa phương đối với miền nD    tại x0 được 

xác định bởi một hàm peak (peak yếu) đối với  0,D B x r  tại x0, trong đó 

 0,B x r  là một hình cầu mở tâm x0, bán kính r. 

1.6.4. Hệ quả. [11, Hệ quả 4.10.19].Cho X là một không gian phức với 

 , 0Xl z z   khắp nơi. 

(1) Nếu nó là hyperbolic Caratheodory,thì nó chứa metric Bergman 
Xb . 

(2) Nếu nó là hyperbolic Caratheodory và đầy chặt đối với 
Xc , thì nó đầy 

đối với metric Bergman 
Xb . 

1.6.5. Hệ quả.[11, Hệ quả 4.10.20].  Nếu nD C  là một miền bị chặn sao 

cho có một hàm peak yếu đối với D tại mỗi điểm của biên, thì nó là đầy đối 

với metric Bergman 
Db  của nó. 

Đặc biệt, mỗi miền lồi bị chặn trong n
C là đầy đối với metric Bergman 

của nó. 
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Chứng minh.Để chứng minh hệ quả này ta cần các định lý và hệ quả sau: 

1.6.5.1. Định lý.Nếu nD C  là một miền bị chặn sao cho có một hàm peak 

yếu đối với D tại mỗi điểm của D , thì nó là C-hyperbolic và đầy chặt đối với 

Dc . 

Chứng minh.Với mỗi điểm biên x D , chọn một hàm peak yếu 
xf  sao 

cho   1xf x   (và   1,xf x x D    ). Gọi F  là họ các hàm peak như vậy. 

Khi đó  ,F Hol D  . 

Cho o D và 0a , ta sẽchỉ ra rằng hình cầu đóng 

 , K o a   ;  , Dx D c o x a là compact. 

Thật vậy, chọn một số dương b < 1 sao cho 

     ;  , ,  ;  z f o z a f F z z b       . 

Khi đó 

         

     

  

, ;  ,  ,   ,

            ;  ,  ,   

            ;  ,   .

     

    

   

K o a x D f o f x a f Hol D

x D f o f x a f F

x D f x b f F

 

Tập cuối cùng là compact, vì mỗi điểm biên 
0x  của D có một lân cận 

không giao với tập   
0

;   xx D f x b . Vì vậy  ,K o a  là compact.   

1.6.5.2. Hệ quả.Mỗi miền lồi bị chặn nD C  là C-hyperbolic và là đầy chặt 

đối với Dc . 

Chứng minh.Với mỗi 
0x D  có một hàm tuyến tính phức : n C C  

sao cho      0Re Re ,x x x D     . Khi đó f e  là một hàm peak yếu 

đối với Dtại 
0x .           

Từ Định lý 1.6.5.1 và Hệ quả 1.6.5.2 suy ra Hệ quả 1.6.5 được chứng 

minh.             
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1.7. Không gianphức hyperbolic 

1.7.1. Định nghĩa.Một không gian phức X được gọi là hyperbolic nếu giả 

khoảng cách Kobayashi Xd  là khoảng cách trên X, tức là: 

 , 0Xd p q p q   . 

- Một không gian phức X được gọi là hyperbolic đầy nếu nó là hyperbolic 

và đầy đối với khoảng cách Kobayashi trên nó. 

1.7.2. Tính chất 

- Tính hyperbolic của không gian phức là bất biến song chỉnh hình. 

-Nếu X là hyperbolic và compact, thì X là hyperbolic đầy. 

Giả sử X là không gian phức và Y là một tập con tùy ý, r > 0. 

Đặt  

    , |  ,  ,XU Y r x X y Y d x y r     . 

Nói cách khác,  ,U Y r  là tập các điểm trong X thỏa mãn khoảng cách tới 

một điểm nào đó của Y nhỏ hơn r. 

1.7.3. Mệnh đề.Giả sử X là không gian phức hyperbolic liên thông. Khi đó X 

là hyperbolic đầy nếu và chỉ nếu với mọi x X  và mọi 0r  , hình cầu đóng 

 ,B x r  là compact. 

Để chứng minh mệnh đề trên ta cần các bổ đề sau: 

1.7.3.1. Bổ đề. Giả sử X là không gian phức, a X và ,  0r r  . Khi đó 

   , , ,U U a r r U a r r     . 

Chứng minh.Trước hết ta chứng minh    , , ,U U a r r U a r r     . 

Lấy  , ,x U U a r r    , theo định nghĩa tập U, có điểm  ,y U a r  sao 

cho 

     , , ,X X Xd x a d x y d y a r r    . 

Do đó,  ,x U a r r  . 
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Ngược lại, với bất kỳ  ,x U a r r  , lấy 0   sao cho 

 , 3Xd a x r r    . 

Tồn tại dây chuyền chỉnh hình trong X nối a với x, gọi đường nối 

 1 2, ,..., m    là ảnh của dây chuyền đó trong X, thỏa mãn 

   , tæng Kobayashi ,
X X

d a x d a x    . 

Gọij là số lớn nhất sao cho độ dài của đường nối  1 1,..., jL r     .Chia 

cung 
j  thành hai cung  và j j

    bởi điểm 
jx  trên 

j  sao cho 

 1 1,..., ,j jL r
      . 

Khi đó,  ,X jd a x r , tức là  ,jx U a r . Xét đường nối 

 1,..., , ,...,j j m
      

ta có 

     , , 3 2X j Xd x x d a x r r r r r                 . 

Vậy tồn tại  ,jx U a r  sao cho  ,X jd x x r . Từ đó  , ,x U U a r r    . 

Bổ đề được chứng minh.          

1.7.3.2. Bổ đề.Giả sử X là không gian phức compact địa phương với hàm 

khoảng cách  d  thỏa mãn đẳng thức 

   ; ; ;U U a r r U a r r     , 

với mọi a X  và với mọi , 0r r  . Khi đó với a X và 0r  , nếu tồn tại 

0s  sao cho  ,U x s  là compact với mỗi  ,x U a r  thì  ,U a r  là compact. 

Chứng minh.Vì X là compact địa phương nên có t > 0 sao cho t 

<rvà  ,U a t  là compact. Ta chỉ cần chứng minh   , / 2U a t s  là compact. 

Lấy  nx  là một dãy trong   , / 2U a t s . Ta chứng minh  nx  có dãy 

con hội tụ. Theo giả thiết, với mỗi n  tồn tại điểm  ,ny U a t  sao cho 
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3

,
4

n nd x y s . 

Vì  ,U a t  là compact, bằng cách lấy dãy con nếu cần ta có thể giả thiết 

 ny  hội tụ tới  ,y U a t . Khi đó  ,U y s chứa  xn  với n đủ lớn. Vì  ,U y s  

là compact theo giả thiết, nên dãy    ,nx x U y s  . Rõ ràng 

  , / 2x U a t s  . Bổ đề được chứng minh.      

1.7.3.3. Bổ đề.Giả sử X là không gian compact địa phương với hàm khoảng 

cách d thỏa mãn đẳng thức 

   , , ,U U a r r U a r r     , 

với mọi a X và với mọi , 0r r  . Khi đó X là đầy đối với hàm khoảng cách d 

nếu và chỉ nếu bao đóng  ,U x r là compact với mọi x X và với mọi số 

dương r. 

Chứng minh.Nếu mọi hình cầu đóng  ,U a r  là compact với mọi a X , 

thì hiển nhiên X là đầy. Thật vậy, giả sử  nx  là dãy Côsi trong X, khi đó 

 nx  bị chặn, do đó tồn tại r > 0, x X  sao cho    ,nx U x r . Theo giả 

thiết  ,U x r  là compact, nên tồn tại dãy con 

       ,   ,
k kn n nx x x y U x r   . 

Mà  nx  là dãy cơ bản nên  nx y X  . Vậy X là đầy. 

Ngược lại, giả sử X là đầy.Theo Bổ đề 1.7.3.2, ta chỉ cần chứng minh tồn 

tại số s > 0 sao cho với mọi x X  hình cầu đóng  ,U x s  là compact.Giả sử 

ngược lại, khi đó tồn tại 1x X  sao cho  1,1 / 2U x  không là compact.Theo 

Bổ đề 1.7.3.2, tồn tại  2 1,1 / 2x U x  sao cho  2

2 ,1 / 2U x  không là compact. 

Lập luận tương tự, tồn tại 

 1

1,1 / 2n

n nx U x 

 sao cho  ,  1 / 2n

nU x  không là compact. (*) 
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Theo giả thiết, dãy Côsi  nx  hội tụ tới điểm x. Vì X là compact địa 

phương, tồn tại hình cầu đóng  ,U x t  với t >0  nào đó thỏa mãn 

 ,  1 / 2n

nU x  nằm trong  ,U x t  với n đủ lớn, và do đó  ,  1 / 2n

nU x  là 

compact. Điều này mâu thuẫn với (*).Bổ đề được chứng minh.    

Chứng minh Mệnh đề 1.7.3. 

Suy ra từ Bổ đề 1.7.3.1 và Bổ đề 1.7.3.3.       

1.7.4. Không gian hyperbolic Brody 

1.7.4.1. Định nghĩa.Giả sử X là một không gian phức. Ta nói rằng X là 

hyperbolic Brody nếu mỗi ánh xạ chỉnh hình :f XC  đều là ánh xạ hằng. 

1.7.4.2. Mệnh đề.Nếu X là không gian phức hyperbolic, thì mọi ánh xạ chỉnh 

hình :f XC đều là ánh xạ hằng. 

Chứng minh.Giả sử :f XC  là ánh xạ chỉnh hình. Theo tính giảm 

khoảng cách của dX, với mọi ,a bC  ta có 

      , , 0Xd f a f b d a b C
. 

Do đó,  f(a) = f(b)  với mọi ,a bC . Vậy f  là ánh xạ hằng.    

Nhận xét: Từ Mệnh đề 1.7.4.2 ta thấy: Nếu X là hyperbolic (theo nghĩa 

Kobayashi) thì X là hyperbolic Brody. 

1.7.4.3. Định nghĩa.Giả sử X là một không gian phức và E là hàm độ dài xác 

định trên X. Một ánh xạ chỉnh hình khác hằng :h XC  thỏa mãn 

2 .h E c dzdz  , 

với một hằng số  c > 0  nào đó, được gọi là một đường thẳng affine phức. 

1.7.4.4. Định lý Brody. [1]Giả sử X là một không gian phức compact. Nếu X 

không là hyperbolic thì tồn tại một đường thẳng phức :h XC . 
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1.7.4.5. Hệ quả.[1]Giả sử X là một không gian phức compact và một ánh xạ 

chỉnh hình khác hằng :f XC . Khi đó, tồn tại một đường thẳng phức 

:h XC  sao cho  

   h fC C . 

1.7.4.6. Hệ quả.[1]Giả sử X là một không gian phức compact, nếu X là 

hyperbolic Brody thì X là hyperbolic . 

1.7.5. Định nghĩa. Giả sử D là một miền trong không gian phức X. 

i) Giả sử G là một miền khác D. Ta có nếu  k  là một dãycác ánh xạ 

chỉnh hình từ G đến D, thì dãy này được gọi là phân kì chặt (hay là phân kì 

compact) nếu với bất kỳ hai tập compact 1K G , 2K D  và 

  1 2# : kk K K     N . 

ii) Một họ F các ánh xạ chỉnh hình từ G đến D được gọi là chuẩn tắc nếu 

mỗi dãy ánh xạ của Fcó một dãy con hoặc phân kì compact hoặc hội tụ đều 

trên các tập con compact. 

iii) Miền D được gọi là taut nếu họ tất cả các ánh xạ chỉnh hình từ đĩa đơn 

vị   tới D là chuẩn tắc. 

iv) Miền D được gọi là taut địa phương tại một điểm p D  nếu tồn tại 

một lân cận U của p sao cho D U  là taut. 

v) Họ hàm  ,Hol D  gọi là đồng liên tục nếu với mọi p X  và mọi lân 

cận U của p luôn luôn tồn tại số  0,1r  và lân cận U  của  p , U U  sao 

cho: nếu  ,f Hol X   mà  0f U   thì  f r U  . 

vi) Miền  , XD d  gọi là tight nếu họ hàm  ,Hol D  là họ đồng liên tục. 

1.7.6. Định lý Kiernan.[10]Cho D là một miền trong không gian phức X. 

i) Mỗi miền taut trong X là miền hyperbolic; 

ii) Mỗi miền hyperbolic đầy trong X cũng là miền taut; 
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Để chứng minh định lý trên, ta đưa vào một số khái niệm sau: 

Giả sử p và q là hai điểm phân biệt của miền D trong không gian phức X. 

Không mất tính tổng quát, ta giả sử  p = 0  và  

  22

1 1,..., |  ... 1n nB         

là một lân cận của p trong D sao cho q B ; 

  22 2

1 1,..., |  ...      s n nB s ; 

  ;  ,sV p D p p s     , 

với  là một metric sinh ra tôpô của D ; 

 2
|  1z z      . 

1.7.6.1. Định nghĩa.Một cặp thứ tựcác số dương  ,r   được gọi là có tính 

chất A nếu với mỗi ánh xạ chỉnh hình :f D với  0 rf B , ta có 

 f B  . 

1.7.6.2. Bổ đề.Nếu tồn tại cặp  ,r   có tính chất A thì  , 0Dd p q  . 

Chứng minh. 

Chọn hằng số c > 0 sao cho 

    /20, 0, ,    |  
2

d a cd a a z z
 


 

 
      

 
. 

Giả sử  0 1 1 1: , ,..., ;  ,..., ;  ,...,m m mp p p p q a a f f    là một dây chuyền 

Kobayashi nối p với q. Theo giả thiết, không mất tính tổng quát, ta có thể giả 

sử rằng 1 /2 0 1 1,...,  ;  p , ,...,k k ra a p p B  và k rp B ,  1,..., ,lf f Hol D  .  

Khi đó:  

       1

1 1 1

0, 0, , 0,
k k k

i i B i i B k

i i i

d a c d a c d p p cd p c


   

  

       , 
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trong đó c’> 0 là hằng số dương. Do đó  , 0Dd p q c  . 

Bổ đề được chứng minh.         

1.7.6.3. Chứng minh định lý Kiernan. 

i) Giả sử Dkhông là hyperbolic. Khi đó tồn tại hai điểm phân biệt  p, q  

sao cho  , 0Dd p q  . Theo Bổ đề 1.7.6.2, cặp 
1 1

,
2 n

 
 
 

 không thỏa mãn tính 

chất A với bất kì n > 0. 

Do đó tồn tại ánh xạ chỉnh hình :nf D  mà   1/20nf B và 

 1/2nf B  . Dãy  if  không có dãy con hoặc hội tụ đều trên các tập 

compact hoặc phân kì compact. Do đó D không là taut. 

ii) Do tính giảm khoảng cách qua các ánh xạ chỉnh hình đối với khoảng 

cách Kobayashi trên D nên  ,Hol D  là đồng liên tục. Mặt khác D là 

hyperbolic đầy nên mỗi tập con bị chặn trong D là compact tương đối. Vì vậy 

 ,Hol D  là chuẩn tắc, do đó D là taut.       

1.7.7. Định lý.Một miền bị chặn trong nC  là taut địa phương thì là taut. 

Chứng minh.Giả sử nD C  là một miền bị chặn. Lấy Y là một hình cầu 

chứa D  và  kf  là một dãy bất kì trong  ,Hol X . Giả sử rằng  kf  không 

phân kì compact. Khi đó tồn tại các tập compact ,  K L D   sao cho 

 
jkf K L  , với  j  đủ lớn. 

Chúng ta sẽ chỉ ra rằng  
jkf  có một dãy con hội tụ trong  ,Hol X . 

Thật vậy, do Y là taut, lấy một dãy con, giả sử là  
jkf  hội tụ tới một ánh 

xạ  ,f Hol Y  . Từ  
jkf K L   với mọi  j , nên ta có  f K L  . 
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Ta phải chỉ ra rằng  ,f Hol D  . Giả sử ngược lại. Khi đó tập con mở 

 1f D  của   là khác biệt với  . Nó là khác rỗng bởi  f K L  . Cho 

a  là một điểm biên của  1f D  trong  , và đặt  p f a . Ta có p D . 

Cho V là một lân cận của  p  trong Ysao cho V D  là taut. Cho W là một 

lân cận của a  trong sao cho  Wf V . Bằng cách lấy dãy con chúng ta giả 

sử rằng:  W ,
jkf V j  . Do V D  là taut,  nên   ,

jkf Hol V D    là 

hoặc phân kì compact hoặc có một dãy con hội tụ. Do 

   lim
jk

j
f a f a p D


   , nên nó không thể có một dãy con hội tụ. Nó cũng 

không thể phân kì compact, vì với bất kì điểm  1Wb f D  , chúng ta có 

   lim
jk

j
f b f b V D


   . Đây là sự mâu thuẫn.Và điều giả sử là sai.Vậy D 

là taut.            

 

 

 

 

 

 

 

 

CHƯƠNG 2. 

TÍNH HYPERBOLIC CỦA CÁC MIỀN LỒI KHÔNG BỊ CHẶN 

2.1. Một số kết quả ban đầu 

2.1.1. Định nghĩa. 

+ Một miền lồi NDC  là một miền mà với bất kỳ cặp ,p q D  đoạn thẳng 

thực nối p và q được chứa trong D. 
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+ Miền D được gọi là lồi chặt nếu  1 ,tp t q D   với  0,1t , p q , 

,p q D . 

+ Một miền lồi D được gọi là lồi mạnhnếu 

(1) D có biên trơn lớp 
2C  ( hay là 

2C - biên trơn); 

(2)  Tồn tại một hàm r xác định trên D sao cho: 

   
22

*
, 1

0,  ,  
n

j k D

j k j k

r
p X X p D X T p

x x


  

 
   

trong đó    
1

: Re 0
n

n

D j

j j

r
T p X p X

z

  
   

  
   là không gian tiếp xúc thực 

của miền D (có biên trơn lớp 
1C ) tại điểm p D ; 

1,..., nx x  là các tọa độ cơ 

sở trong 
2n n n ni      ; 

1,..., nz z  là các tọa độ cơ sở trong n . 

Chú ý rằng, D là lồi mạnh thì vừa là lồi, vừa là lồi chặt và D cũng là lồi 

tuyến tính. 

+ Với bất kỳ điểm Dp tồn tại ít nhất một siêu phẳng thực táchrời 

 H : Re ( )n

p z L z a  C , với L là phiếm hàm tuyến tínhphức và aR sao 

cho pp H và pD H  . Một siêu phẳng pH  như vậy đôi khi còn được 

gọi là một siêu phẳng tiếp xúc với D tại p. Ta nói rằng k siêu phẳng 

táchrời  Re ( ) j j jH L z a , j = 1, ..., k, là độc lập tuyến tính nếu 
1,..., kL L  là 

các phiếm hàm độc lập tuyến tính. 

2.1.2. Mệnh đề.Cho 
ND C  là một miền. 

(1) Giả sử  , 0Db z z   với mọi z D . Nếu Dc là khoảng cáchvà sinh ra 

tôpô của D, nếu các Dc -cầu là compact, thì D chứa metric Bergman Db và nó 

là đầy đối với Db . 

(2) Nếu D là một miền lồi bị chặn thì D chứa metric Bergman
Db  và là đầy 

đối với metric Bergman
Db . 
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Chứng minh. Theo Định nghĩa metric Bergman ở mục 1.6, 

thì  , 0Db z z   khắp nơi kéo theoD chứa metric Bergman. Mặt khác D là 

hyperbolic –Caratheodory và đầy chặt đối với Dc , nên theo Hệ quả 1.6.4 ta 

suy ra nó là đầy đối với Db . Vậy (1) được chứng minh. 

Theo Hệ quả 1.6.5,thì  (2) được chứng minh. 

Mệnh đề được chứng minh.         

2.1.3. Định lí.Giả sử NDC  là một miền. 

(1) (Kiernan) D là hyperbolic đầy  tautD  D hyperbolic . 

(2) (Royden) Nếu D bị chặn thì D là hyperbolic. 

(3) (Harris) Nếu D là miền lồi bị chặn thì D là hyperbolic đầy. 

2.1.4. Định nghĩa. Giả sử D là một miền trong NC . 

(i) Một hàm   được gọi là peak đa điều hòa dưới địa phương tại một 

điểmp trong  D   nếu tồn tại một lân cận U của p sao cho  là đa điều 

hòa dưới trên U D , tức là liên tục trên U D  và thỏa mãn  

 

   
0                         

0 , z .

p

z U D




   




 

(ii) Một hàm  được gọi là antipeakđa điều hòa dưới địa phương tại điểm 

p trong  D    nếu có một lân cận U của p sao cho  là đa điều hòa dưới 

trên U D , tức là liên tục trên U D  và thỏa mãn  

 

     

                                   

,   z \ .

p

z U D p

 


    




 

2.1.5. Mệnh đề. Cho a là một điểm trong  D   . Giả sử rằng tồn tại các 

hàm peak và antipeak đa điều hòa dưới địa phương tương ứng là ,   tại 
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ptrên một lân cận pU của p. Khi đó với mỗi lân cận U của p luôn tồn tại một 

lân cận U  của p sao cho mỗi đĩa giải tích trong D thỏa mãn 

   1/20f U f U    , 

trong đó  1/2 :  1 / 2z z    . 

Chú ý: Mệnh đề này chỉ ra rằng mọi dãy hàm chỉnh hình 

   j j 1
f Hol ,D




   thỏa mãn   


j

j
lim f 0 p  thì 

jf  hội tụ đều đến ptrên  1

2

. 

Chứng minh.Do   là hàmpeak  đa điều hòa dưới địa phương tại p, nên 

tồn tại hai lân cận U vàV của p   pU V V , U bị chặn và hai hằng số 

0c c  sao cho  

 

 

inf '

sup .

z D U

z D V

z c

z c

 

 

   



  

 

Do giả thiết   là liên tục và D U  là compact (vì U bị chặn và D  

đóng) nên ta định nghĩa được hàm   trên D  như sau: 

  

 

   

                    ,   z

'
sup ,   ,    z \

2

'
            ,   z \ .

2

z nÕu D U

c c
z z nÕu D V U

c c
nÕu D V



 


  

    

      
  

  
   

  

 

Rõ ràng     z là một hàm peak đa điều hòa dưới, âmtại p. 

Lấy  f  là một hàm chỉnh hình từ   vào D thế thì hàm   f  là điều hòa 

dưới trên  . 

Giả sử rằng  là một số âm tùy ý  sao cho     0f  thì độ đo của 

tập hợp 
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    0,2 : 2i
E f e , 

kí hiệu là  mes E , thỏa mãn   

   .                                           1 mes E  

Thật vậy, giả sử      mes E mes E 

       

(trong đó 



E  là phần bù của E  trong đoạn  0,2 . Tức 

là           

    0,2 | 2
i

E f e ). 

Khi đó,theo bất đẳng thức về giá trị trung bình (tích phân Poinsson), có 

        
 

  

0,2 \

1 1
0

2 2

2
                        < es .

2

 



 



 



        
 


 



 



   



i i

E E

i

E

f f re d f re d

f re d m E

 

Do    0i

E

f re d



    nên 
 

 


    


  mesE mesE . Mâu 

thuẫn.Vậy nên, ta có nếu    < 0f thì  mes E   . 

Bây giờ, ta lấy   > 0  đủ nhỏ sao cho 

 

 

1

2 1

inf 0    

sup .

D U

D V

c

c c





   



    

 

 
 

Do    


   lim 0,  0,  z  và   
z a

z z a  đủ nhỏ nên ta xác định được hàm 

  trên D  như sau: 

 

  

    1 2

1 2

                     ,    z

sup ,  ,   z \
2

                      ,   z \ .
2

nÕu

nÕu

nÕu

 

  


   

    

       
  

  
   
 

z D U

c c
z z D V U

c c
D V
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Dễ thấy   là hàm đa điều hòa dưới liên tục, âmtrên D  và thỏa mãn 

   1    p . 

Theo công thức tích phân Poinsson, với bất kỳ 1/2   ta có 

        

  
  

    

2 2

2 2

0 0

22

2

0 0

1
1

1 1 34
2 2 4

3 3
      .          2

8 10

 

 

 

 





     
 


    

 


 

 

  


 

 

  


 

i i

i i

i

i

i

f f e d f e d
e z e z

f e
f d f e d

e z

 

Do   là hàm peak đa điều hòa dưới tại p và   thỏa mãn  lim
z a

z


   

nên với mỗi 0L  tồn tại hằng số 0   sao cho z D   mà 

    2 .z z L       

Do   là hàm âm, nên từ (1)  và (2) và với   1/2, ,f Hol D      ta 

có : 

        
3

0                            3
10

      f f L  

Do    1    p  nên họ tập mở   
3

:
10

n

n

U z D z n
  

     
  

 là một cơ 

sở lân cận của ptrong  D . 

Vậy với mỗi số nguyên dương n tồn tại một hằng số 0 n  sao cho  

    2 nz z n      . 

Lấy nU  là lân cận của p trong D  xác định bởi : 

   : .n nU z D z       

Từ (3) suy ra 0n  có    1/20 n nf U f U    . Mệnh đề được chứng 

minh.             

2.1.6. Định nghĩa.Cho D là một miền trong nC , ta ký hiệu  
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     Aut Hol , :  là song chØnh h×nhD f D D f . 

Thế thì  Aut D  làm thành một nhóm với phép hợp thành hai ánh xạ. Ta 

gọi  Aut D  là nhóm tự đẳng cấu của D. 

Nếu   là đĩa đơn vị trong C  thì với mọi  g Aut   đều có thể viết được 

dưới dạng     


 1

i z
g z e

z
 hoặc  





 


 1

i

i

e z
g z

e z
 với    0,2  ,  nào 

đó. Ta ký hiệu  
,g g  . 

2.1.7. Mệnh đề.Với bất kì tập compact tương đối K   có một hằng số thực 

dương Kr  sao cho  Autg    thỏa mãn 

      1/20 0 , Kg K B g r g    , 

trong đó       0 , :  0K KB g r g r     . 

Chứng minh.Cho    g K, 0,2  ,  g Aut      ta luôn có với 

 g Aut    mà    0g  suy ra   


,
g g . 

Ta lại có     
 

    

       
  

 

2

, ,
0

1

i i

i

e e
g g

e
 

 
 





   
   

 

2

2
1

1 , .
21

i

i

e
=

e
 

Suy ra        2 2

, ,1 1

2 2

1
inf 0 inf 1 1 , .

2 4
g g   

   


          

Đặt 

     
2

, ,1

2

1
min 1 inf 0 , ,

4
K K Kr g g r K    

 

          (*) 

Khi đó, ta có         ,0 , ,K KB g r B r g g          (do glà song 

chỉnh hình).Từ đó ta có  
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     , , ,

1
0  0  .

2
K Kg r g g r                

Do (*) ta có 1/2  thì    1/2 .g g      

Vậy     1/20 , .KB g r g           

Một lân cận của vô cực trong một miền không bị chặn D là một tập có 

chứa phần bù của một hình cầu đóng trong D. Nếu   là một hàm định nghĩa 

trên D và c là một số phức, ta đặt   c    nếu  lim
z

z c


  . 

Tính hyperbolic (đầy) là có liên quan mật thiết với sự tồn tại của các hàm 

peak tại mỗi điểm biên. Trong trường hợp D là một miền không bị chặn, 

H.Gaussier [7] đưa ra khái niệm các “hàm peak and antipeak” tạimột điểm 

biên, như sau: 

 

2.1.8. Định nghĩa.Giả sử NDC  là một miền không bị chặn. 

(i) Hàm  : D   R  được gọi là một hàm peakđa điều hòa 

dướitoàn cục tại vô cực nếu nó là đa điều hòa dưới trên D, tức là liên tục trên 

D  (bao đóng trong NC ) và thỏa mãn 

 

 

lim 0,         

0,  z D






 


  

z
z

z
 

(ii) Một hàm  : D   R  được gọi là một hàm antipeak đa điều hòa 

dưới toàn cụctại vô cực nếu nó là đa điều hòa dưới trên D, tức là liên tụctrên 

D  và thỏa mãn 

 

 

lim ,        

,  z D






  


   

z
z

z
 

Để cho tiện, ta chỉ  gọi đơn giản là các hàm peak và antipeak (theo nghĩa 

Gaussier)tại vô cực. 
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Gaussier [7] đã chứng minh được kết quả sau : 

2.1.9. Định lý.Giả sử NDC là  một miền không bị chặn. Giả sử rằng D là 

taut địa phương tại mỗi điểm biên D của Dvà tồn tại các hàm peak và 

antipeak đa điều hòa dưới tạivô cực. Khi đó D là taut. 

Chứng minh.Lấy một dãy bất kì các hàm chỉnh hình 

   
1

,j j
f Hol D




  . Ta chứng minh  

1j j
f




 là dãy hàm chuẩn tắc. 

Trường hợp 1: Tồn tại   và   
11kj j jk

f f
 


  sao cho 

 lim
kjk

f


   . 

Đặt    : lim .
kjk

E f


      

Với mỗi E , theo Mệnh đề 2.1.5ta có :   

,lim
kjk

f g 


  hội tụ đều trên 1

2

    (*) 

Theo Mệnh đề 2.1.7, do tập    là compact, nên tồn tại r  sao cho : 

  lim ,
kj g

k
f B r


   . 

Bởi vì    , 0g     , nên cũng theo Mệnh đề 2.1.7, ta có: 

       , 1/2 , 1/2, ,
k kg j jB r g f r f g            . 

Vậy ta phải có:    lim ,
kj k

k
f B r


  . Do đó  , kB r E  . Và E là tập 

mở. 

Hơn nữa, ta lấy  n E   hội tụ tới  . Do  ,n   là compact nên theo 

Mệnh đề 2.1.7 ta suy ra tồn tại 0r   sao cho với mỗi số nguyên  n  ta có: 

      , , 1/20 , ,
n nnB g r B r g        

      , 1/2, ,   * .
k k nj n jf B r f g do       
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Vậy lim
kjk

f


   đều trên mỗi tập  ,nB r . 

Theo định lý Montel, ta có:  lim
kjk

f


   . Vậy tập E đóng. 

Do   liên thông, E là tập vừa đóng và vừa mở nên E   . 

Do đó,    
1

lim ,  
kj j jk

f f



     là phân kì compact. 

Trường hợp 2: Với mọi  , dãy   jf   là tập compact tương đối 

trong nC .Vậy nó bị chặn địa phương. Theo định lý Arzela-Ascoli ta suy ra 

  jf   có một dãy con hội tụ đều trên các tập con compact tới hàm chỉnh 

hình  ,f Hol D  , tức là  ,
kj

f f Hol D   . Ta chứng minh  
1j j

f



 

hoặc phân kì compact hoặc hội tụ đều trên các tập con compact. 

Thật vậy, gọi     | \E f     . Rõ ràng E là tập đóng, do   

là đóng. 

Giả sử E  . Lấy  E f    . Do D là taut địa phương tại 

 f  , suy ra tồn tại lân cận V  của  f   sao  cho V D  là taut. 

Do 
kj

f f  suy ra tồn tại lân cận U-mở của   và  V của  f  , V V   

sao cho  
kj

f U D V    với k đủ lớn, suy ra  :  
kj Vf U D V  với D V  

là taut. Vậy  f U D do  f D  . 

Vậy U là mở trong E  suy raElà tập mở. Do   liên thông nên ta có E   . 

Do đó    
1j j

f D f



     là phân kì compact. Do vậy D là taut. Như 

vậy ta đã chứng minh xong định lý.        

Rõ ràng một miền lồi là taut địa phương  tại mỗi điểm biên, do đó tính 

taut được suy ra từsự tồn tại của các hàm peak và antipeaktại vô cực. 

2.1.10. Định lý. Nếu nD C  là một miền bị chặn sao cho có một hàm chỉnh 

hình,peak yếu địa phương tại mỗi điểm biên của D, thì D là taut. 
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Chứng minh.Theo Định lý 1.7.7, ta có thể giả sử rằng có một hàm chỉnh 

hình, peak yếu tại mỗi điểm biên của D. Do Dbị chặn, nên mọi dãy con 

   ,kh Hol D   có một dãy con hội tụ tới ánh xạ  , nh Hol  C . Do vậy 

 h D  .  Điều đó chứng tỏ hoặc  h D  hoặc  h D  . 

Giả sử rằng có một điểm 0z   sao cho  0h z D . Cho f  là một hàm 

peak yếu đối với D tại  h(z0) . Khi đó f h  là hàm chỉnh hình trên   mà đạt 

được cực đại tại z0 . Do đó,      0f h z f h z trên  , điều đó kéo theo 

 h D   . Do đó  h D  . Vậy D là taut.      

 

2.1.11. Hệ quả.Mọi miền lồi bị chặn nD C  đều là taut. 

Chứng minh.Với mỗi x D  có một phiếm hàm tuyến tính phức 

: n C C  sao cho 

     Re Re ,z x z D     . 

Khi đó f e  là một hàm peak yếu chỉnh hình tại  x . Vậy theo Định lý 

2.1.10, D là taut.           

Nếu :f D D  là một hàm chỉnh hình, dãy lặp của nó  okf  được xác 

định bằng phương pháp qui nạp như sau  1
:

kkf f f



  . Nếu f  có một 

điểm cố định oz D , thì  okf  không phân kì compact. Mặt khác, tùy thuộc 

vào hình học của D, tồn tại hàm chỉnh hình f thỏa mãn  okf  không phân kì 

compactnhưng f  không có điểm bất động trong D. Kết quả sau được chứng 

minh bởi Abate [3] 
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2.1.12. Định lý.Giả sử NDC  là một miền taut. Giả sử rằng  ; 0jH D Q  

với mọi j > 0 và :f D D  là ánh xạ chỉnh hình. Khi đó dãy lặp  okf  phân 

kì compact nếu và chỉ nếu f  không có các điểm tuần hoàn trong D. 

Nếu D là miền lồi bị chặn thì dãy lặp  okf  phân kì compact khi và chỉ 

khi f  không có điểm bất động trong D. 

2.2. Tính hyperbolic của các miền lồi không bị chặn 

Nội dung chính của phần này là chứng minh định lý sau: 

2.2.1. Định lý.Giả sử NDC  làmột  miền lồi(có thể không bị chặn). Cácđiều 

kiện sau đây là tương đương: 

(1) D là song chỉnh hình với một miền bị chặn; 

(2) D là hyperbolic; 

(3) D là taut; 

(4) D là hyperbolic đầy; 

(5)  D không chứacác đường cong nguyên khác hằng; 

(6)  D không chứa các đường thẳng affine phức; 

(7)  D có N siêu phẳng thựcđộc lập tuyến tính tách rời; 

(8)  D có các hàm peak và anti-peaktại vô cực; 

(9)  D có chứa metric Bergman bD; 

(10) D là đầy ứng với  metric Bergman bD ; 

(11)Với bất kì ánh xạ :f D D  chỉnh hình sao cho dãy lặp  kf   không 

phân kì compact, tồn tại 0z D  sao cho  0 0f z z . 

Để chứng minh định lý ta cần một số kết quả sau: 

Cho D  là một miền trong nC ,ta định nghĩa hàm Lempert D  được xác 

định bởi: 

            ,w inf 0, : 0,1 , ,D : 0 ,  D z t t Hol z t w           , 
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trong đó  là khoảng cách Poincaré trong  ,  ,Hol D  là tập các ánh xạ 

chỉnh hình từ   vào D. 

Nói chung hàm Lempert D  không phải là giả khoảng cách bởi vì nó 

không  thỏa mãn bất đẳng thức tam giác. Giả khoảng cách Kobayashi là một 

hàm con lớn nhất của D  mà thỏa mãn bất đẳng thức tam giác. 

Bổ đề sau đây là  mở rộng một kết quả của Lempert [13] cho miền lồi 

không bị chặn : 

2.2.2. Bổđề.Cho NDC  là một miền lồi (có thể không bị chặn). Khi đó 

D D Dk c  . 

Chứng minh. Với D là miền lồi bị chặn thì bổ đề được chứng minh bởi 

Lempert [13]. 

Giả sử D không bị chặn. Lấy DR là giao của D với hình cầu tâm là gốc tọa 

độ và bán kính R>0. Với 1R   tập DR là một miền lồi bị chặn không rỗng.  

Do đó 
R R RD D Dk c  .  

Bây giờ lấy  RD là một dãy tăng các miền mà hợp của chúng là D. Khi 

đó, lim ,  lim ,  lim 
  

  
R R RD D D D D D

R R R
k k c c ([9, Mệnh đề 2.5.1 và Mệnh đề 

3.3.5]). 

Như vậy D D Dk c  .Bổ đề được chứng minh.     

2.2.3. Mệnh đề. Cho NDC  là miền lồi (có thể không bị chặn) . Khi đó, các 

hình cầu Kobayashi trong D là lồi. 

Chứng minh. Đối với trường hợpD bị chặn(xem [2, Mệnh đề 2.3.46]).  

Đối với trường hợp Dkhông bị chặn, lấy B  là hình cầu Kobayashi bán 

kính   và tâm 0z D . 

GọiDRlà giao của D với một hình cầu Euclide tâm là gốc tọa độ và bán 

kính R>0.Giả sử
RB  là hình cầu Kobayashi trong DR bán kính   và tâm z0. 
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Khi đó, các tập lồi 
R RB B B

  

   với mọi 1R  , 0  , và hợp lồi tăng của 

chúng R

R

B B  , vì lim
RD D

R
k k


 . 

Vậy mệnh đề được chứng minh.        

2.2.4. Bổ đề.Cho NDC  là miền lồi taut (có thể không bị chặn). Khi đó, với 

bất kì cặp ,z w D đều tồn tại ánh xạ  ,DHol  sao cho: 

     0 , ,  0,1z t w t     và    , 0,Dk z w t  . 

Chứng minh.Theo Bổ đề2.2.2, ta có D Dk  , do đó tồn tại một dãy 

 k các đĩa chỉnh hình và  0,1kt   sao cho  0k z   và  k kt w   và 

   , lim 0,D k
k

k z w t


  . 

Do D là taut và  0k z   với mọi k, chúng ta có thể giả sử rằng  k  hội 

tụ đều trên các tập con compact đến ánh xạchỉnh hình : D ,khi đó 

 0 .z  

Mặt khác, vì  ,Dk z w  , nên tồn tại
0 1t  sao cho 0kt t  với mọi k. Bằng 

cách lấy dãy con, ta có thể giả sử rằng 0kt t t  . Khi đó  

     , lim 0, 0,D k
k

k z w t t


   . 

Hơn nữa,    lim k k
k

t t w 


   và chúng ta có điều cần chứng minh. 

             

2.2.5. Mệnh đề.Cho NDC là miền lồi (có thể không bị chặn). Khi đó D là 

taut nếu và chỉ nếu nó là hyperbolic đầy. 

Chứng minh. Giả sử D là hyperbolic đầy. Gọi M là một miền khác trong 

NC . Vì  , DD d  là tight, theo định nghĩa miền tight thì tập các ánh xạ chỉnh 

hình từ M vào D là đồng liên tục và vì D là hyperbolic đầy, nên mỗi tập bị 

chặn trong D là compact tương đối. Điều này kéo theo  ,Hol M D là chuẩn 

tắc. Vì vậy D là taut. 
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 Ngược lại, giảsửD là taut. Chúng ta sẽ chứng minh rằng mỗi cầu đóng 

Kobayashi là compact (tương đương với tính hyperbolic đầy, theo Mệnh đề 

1.7.3 trong Chương 1). 

Lấy R 0 , z D  và hình cầu     , : ,  DB z R w D k z w R .  

Nếu  ,B z R  không compact thì tồn tại dãy  kw  sao cho 

   kw p D     và  ,D kk z w R . 

Với bất kì k, lấy  ,Dk Hol   là đĩa cực trị cho bởi Bổ đề 2.2.4 sao cho 

   0 ,    k k k kz t w , với  0,1kt   nào đó và    , 0,D k kk z w t  . 

Chú ý rằng, do  ,D kk z w R , nên tồn tại
0

1t  sao cho 0kt t  với mọi k. 

Bằng cách lấy dãy con nếu cần, ta có thể giả sử rằngvới 1t  . Do D là taut và 

 0k z , dãy  k  hội tụ đều trên các tập con compact tới một đĩa chỉnh 

hình : D  sao cho  0 z  .  

Mặt khác,    lim limk k k
k k

t t w p
 

    , điều này mâu thuẫn.  

Bởi vậy  ,B z R  là compact và do đó D là hyperbolic đầy.Mệnh đề được 

chứng minh.            

2.2.6. Mệnh đề.[5, Bổ đề 3].Cho NDC  là miền lồi, không chứa đường 

thẳng affine phức nào. Khi đó tồn tại các siêu mặt phức 1 0L  ,…,  0NL   

độc lập tuyến tính chứa gốc tọa độ và
1,..., Na a R  sao cho 

 1 1Re ,...,Re N ND L a L a   . 

Chứng minh. Không mất tính tổng quát, ta có thể giảsử rằng O D . Do  

D không chứa đường thẳng affine phức, suy ra D  không rỗng. Lấy một điểm 

1p D  và một siêu phẳngtiếp xúc thực qua 1p , được cho bởi  1 1Re L a  

(nếu biên trơn thì chỉ có một siêu phẳng tiếp xúc), ở đó L1 được xác định sao 

cho  1 1ReD L a  . 
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Giả sử rằng L1,…,Lk , k <N, đều xác định, chúng độc lập tuyến tính và 

 1 1Re ,...,Re k kD L a L a   . 

Giao  
1

0
k

k i

i

h L


   là một (N-k)-phẳng phức đi qua gốc O( nó cũng 

chứa trong D theo giả thiết). Do D không chứa đường thẳng affine phức, 

nên
kD h  không rỗng. Lấy một điểm 

1k kp D h    và xét một siêu phẳng 

tiếp xúc thựcqua
1kp 
,  1 1Re k kL a  , mà ở đó 

1kL 
được xác định sao cho 

 1 1Re k kD L a   . Bằng cách xây dựng 
1kL 
là độc lập tuyến tính đối 

vớiL1,…,Lk và  1 1 1 1Re ,...,Re k kD L a L a    .  

Tiếp tục lập luận tương tự ta có điều phải chứng minh.    

2.2.7. Mệnh đề.Giả sử NDC  là miền lồi.Những điều sau đây là tương 

đương: 

(1) D là song chỉnh hình với một miền bị chặn; 

(2)  D là hyperbolic ; 

(3)  D là taut; 

(4)  D là hyperbolic đầy ; 

(5)  D không chứa các đường cong nguyên khác hằng; 

(6)  D không chứa các đường thẳng affine phức; 

(7)  D có N siêu phẳng thực độc lập tuyến tính rời nhau; 

(8)  D có hàm peak và antipeak tại vô cực. 

Chứng minh.   1 2 :Ta có tính hyperbolic là bất biến song chỉnh hình. 

Hơn nữa, mỗi miền bị chặn trong NC  là hyperbolic (vì theoHệ quả2.1.11 

và Định lý 1.7.6). Từ đó ta có (2). 

   2 5 : VìD là hyperbolic (Kobayashi),do tính chất giảm khoảng cách 

của khoảng cách Kobayashi nên mọi ánh xạ chỉnh hình :f DC  đều là ánh 
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xạ hằng. Do đó D cũng là hyperbolic Brody nênD không chứa đường cong 

nguyên khác hằng. 

   5 6 : Hiển nhiên theo định nghĩa. 

   6 7 : Được suy ra từMệnh đề 2.2.6. 

   7 1 : Lấy L1, …, LN là các hàm độc lập tuyến tính phức và 

1,..., Na a R để  Re j jL a  với j = 1,…, N là các siêu phẳng thực tách rời 

đối vớiD. Ta có thể giả sử rằng  Re j jD L a  . Khi đó ánh xạ 

 
   1

1 1

1 1
,..., : ,....,

1 1
N

N N

F z z
L z a L z a

 
  

    

làmột song chỉnh hình từ D tới một 

miền lồi bị chặn của NC . 

   6 8 : Lấy L1, …, LNnhư trong Mệnh đề 2.2.6. Bằng cách thay đổi 

tuyến tính hệ tọa độ, ta có thể giả sử rằng zj = Lj với mọi 1 .j N   Một hàm 

peak được cho bởi công thức 
1

1
Re

1

N

j j jz a


 

 . 

Lấy  : Rej j jD L a  . Khi đó 
1

N

j

j

D D


 , và Dj là song chỉnh hình vớiD 

với mỗi j. Đặc biệt, \ jDC không là tập cực. Ta có thể giả sử rằng 0 jD . 

Lấy Gj là ảnh của Dj qua phép biến đổi 
1

z
z

 . Do \ jG  không là tập cực, 

nên tồn tại 0   sao cho \ jG  cũng không có cực, ở đó G j jG    . 

Kí hiệu jg 
là hàm Green của G j


. Khi đó  g 0;  j jh  

là hàm điều hòa âm 

trên
jG ,  

0
lim j
z

h z


   và 
\

inf
j

j
G r

h


   với bất kì 0r  . Khi đó 

 
1

j jz h
z

 
  

 
  là hàm antipeak của Dj tại vô cực và do đó 

1

N

j

j





    là hàm 

antipeak của D tại vô cực. 



 

 

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên                   http://www.lrc-tnu.edu.vn 

 

37 

   8 3 : Được suy ra từ Định lí 2.1.9. 

   3 4 : Được suy ra từ Mệnh đề 2.2.5. 

   3 2 : Hiển nhiên vì theo Mệnh đề 2.2.5, nếu D là taut thì D là 

hyperbolic đầy, do đó D là hyperbolic.       

Kết quả sau là một hệ quả của Mệnh đề 2.2.7 đưa ra một biểu diễn chính 

tắc của một miền lồi thông qua tích của một miền hyperbolic đầy với mC . 

2.2.8. Mệnh đề.Cho NDC  là miền lồi(có thể không bị chặn). Khi đó tồn 

tại duy nhất số k (0 k N  ) và một miền lồi hyperbolic đầy duy nhất  

' kD C , sao cho : ' N kD D  C , sai khác một phép đổi tọa độ tuyến tính. 

Chứng minh. Ta chứng minh bằng quy nạptheo N. 

Nếu N = 1 thì hoặc D C  hoặc D  song chỉnh hình với đĩa và do đó là 

hyperbolicđầy. 

Giả sửmệnh đề đúng với N, ta chứng minh nó đúng với N+1. Lấy 

1ND    là miền lồi. Khi đó, theoMệnh đề 2.2.7, hoặc D là hyperbolic đầy 

hoặc D chứa một đường thẳng affine, sai khác một phép đổi tọa độ tuyến tính 

 1 1,..., 0N Nl z z D    . 

Rõ ràng, tồn tại c  sao cho  1ND z c   . Bằng một phép tịnh 

tiến  ta có thể giả sử rằng c = 0. Ta địnhnghĩa  1 0N ND D z    ; Khi 

đó
N

ND    là lồi. Ta chứng tỏ rằng ND D  .  

Lấy 0z ND ,ta phải chỉ ra rằng  0,z D với mọi  . Do 1Nl D   

nên  0, D  với mọi  . Giả sử 0 0z  . Cố định  . Vì 
ND là mở, 

nên tồn tại 0 0  sao cho  1 0 0: 1 Nz z D   . Do D là lồi, nên với bất kì 

 0,1t  ta có  

    1,0 1 0,t z t D    với mọi  . 
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Đặt 0
0

0

1
:


 


 


 và    

1

0 0t 1  0,1


   , ta nhận được  

      0 0 1 0 0,   t z ,0 1 0,z t D     . 

Lập luận quy nạp tương tự ta có điều phải chứng minh.    

Để hoàn thành  chứng minh của Định lý 2.2.1, chúng ta cần phải chỉ ra 

rằng tám điều kiện đầu tiên (xemMệnh đề 2.2.7), tương đương với (9), (10), 

(11). 

2.2.9. Chứng minh Định lý 2.2.1.Các điều kiện từ (1) đến (8) là tương đương 

bởi Mệnh đề 2.2.7. 

   10 9 : Hiển nhiên. 

   4 10 : TheoBổ đề 2.2.2, khoảng cách Caratheodory Dc bằng khoảng 

cách Kobayashi kD, vì thế,doD là hyperbolic đầy, nên Dc  là một khoảng cách 

cảm sinh tôpô trên D và các Dc -cầu là compact. Áp dụngMệnh đề 2.1.2ta cóD 

chứa metric Bergman và nó đầy ứng với metric đó. 

   9 4 : Giả sử D không là hyperbolic đầy. Khi đó từMệnh đề 2.2.8, ta 

có   kD D   trong đó D  là miền hyperbolic đầyvà 1k  . Theo công thức 

tích (Mệnh đề 1.6.2) ta có . 0kD Dl l l 


,do đóD không chứa metric 

Bergman. 

   11 4 : Giả sử D không là hyperbolic đầy. Ta phải chỉ ra một ánh 

xạchỉnh hình :f D D  sao cho  okf  không phân kì compact và không tồn 

tại 0z D  sao cho  0 0f z z . 

TheoMệnh đề 2.2.8,ta có '   kD D   với D là miền hyperbolic đầy và 

1k  .  

Lấy 

                     

1 1:  
, , , , 

  k k

w
f

z w w z w e w
D D

  
   
   

 

 
    


    . 
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Khi đó rõ ràngfkhông điểm bất động trong D. Hơn nữa, nếu  0 logw i   

thì    2

0 0, ', , ',of z w w z w w  và do vậy dãy  okf  không phân kì compact. 

   4 11 : Ta có, nếu D là hyperbolic đầy, thì nó là taut và các hình cầu 

đóng Kobayashi của nó là lồi và compact. Lập luận tương tự như trong trường 

hợp các miền lồi bị chặn (xem [2, Định lí 2.4.20]) ta có điều phải chứng minh. 

Định lý được chứng minh.         

 

 

2.3. Ứng dụng 

2.3.1. Hệ quả.Cho ND   là một miền lồi. Nếu tồn tại một điểm p D  sao 

cho D là lồi chặt tại p thì D là hyperbolic đầy. 

Chứng minh. TừMệnh đề 2.2.8, nếu D không là hyperbolic đầy, 

thì ' kD D  với D  là một miền lồi, hyperbolic đầy và 1k  . Khi đó 

' kD D     không thể là lồi chặt.        

Chú ý rằng phần đảo của hệ quả trên là sai: nửa mặt phẳng 

 : Re 0    là một miền lồi hyperbolic đầy trong   với biên không 

lồi chặt. 

2.3.2. Mệnh đề.Cho ND   là một miền lồi (không bị chặn). Khi đó D có sự 

phân tích chính tắc (sai khác một phép đổi tọa độ tuyến tính) ' kD D   với 

D là hyperbolic đầy, nếu và chỉ nếu với mỗi p D  và mỗi siêu phẳng tách 

pH  thì    p pH D i H D    chứa k  nhưng không chứa  1k . 

Chứng minh.   : Từ ' kD D  , với mỗi p D  và mỗi siêu phẳng 

táchHp ta có 

           k

p p p pH D i H D H D i H D           
 

 . 
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Vì D  là hyperbolic đầynên biên của nó không chứa đường thẳng phức 

nào. 

  Vì D là lồi nên kD D    (theoMệnh đề 2.2.8). Theo chứng minh 

phần thuận ta có, với mỗi p D  và mỗi siêu phẳng tách 
pH , 

    k'
p pH D i H D     . Do vậy k’ = k.      

2.3.3. Hệ quả.Cho NDC  là một miền lồi (không bị chặn). Nếu tồn tại 

p D  và một siêu phẳng tách Hp sao cho    p pH D i H D    không 

chứa bất kì đường thẳng affine phức nào thì D là hyperbolic đầy. Ngược lại, 

nếu D là hyperbolic đầy, thì với bất kì điểm p D  và bất kì siêu phẳng tách 

Hp nào, ta có   p pH D i H D    không chứa bất kì đường thẳng affine 

phức nào. 

2.3.4. Nhận xét. Ta biết rằng, định lý của Abate (Định lý 2.1.12)[2, Định lý 

2.1.9] là nền tảng cho việc nghiên cứu lý thuyết lặp trong các miền lồi bị 

chặn. VớiĐịnh lý2.2.1 và Mệnh đề 2.2.8, ta có thể được áp dụng có hiệu quả 

trong việc nghiên cứu các miền lồi không bị chặn. Đây là một hướng phát 

triển tiếp theo của đề tài này. 
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KẾT LUẬN 

Luận văn nghiên cứu về tính hyperbolic của các miền lồi không bị chặn 

trong NC . Cụ thể, luận văn đã đạt được các kết quả chính sau: 

1) Hệ thống các khái niệm và kết quả trong không gian hyperbolic. 

2) Trình bày và chứng minh một số kết quả về tính hyperbolic của các 

miền lồi Dtrong NC  thông qua định lý gồm các điều kiện tương đương: 

(1) D là song chỉnh hình với một miền bị chặn; 

(2) D là hyperbolic; 

(3) D là taut; 

(4) D là hyperbolic đầy; 

(5) D không chứacác đường cong nguyên khác hằng; 

(6) D không chứa các đường thẳng affine phức; 

(7) D có N siêu phẳng thựcđộc lập tuyến tính tách rời; 

(8) D có các hàm peak và anti-peaktại vô cực; 

(9) D có chứa metric Bergman bD; 

(10) D là đầy ứng với  metric Bergman bD ; 

(11) Với bất kì ánh xạ :f D D  chỉnh hình sao cho dãy lặp  kf   

không phân kì compact, tồn tại 0z D  sao cho  0 0f z z . 
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3) Trình bày một số ứng dụng liên quan mật thiết tới tính hyperbolic của 

miền lồi không bị chặn. 
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