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MO PAU

Viéc nghién ctru cac tinh chat ctia khong gian phtic hyperbolic da dugc
nghién ctru tir 14u boi nhiéu nha toan hoc trén thé giéi.Déi véi tinh hyperbolic
clia cac mién 16i khong bi chan cling da c6 mdt s6 két qua duoc cong b6. Nam
2009, F. Bracci va A. Saracco [5] dd ching minh dugc 11 diéu kién tuong
duong voi tinh hyperbolic theo nghia Kobayashi trén mién 16i khéng bi
chan.No6i dung chinh cia luan vin nay 1a trinh bay chi tiét két qua noi trén.
Luan van gom hai chuong:

Chuong 1 trinh bay mot sb kién thire co so lién quan chat ché dén noi
dung chinh cta luan van, nhu :cac gia khoang cach bat bién va cac khong gian
phtrc hyperbolic theo nghia Kobayashi, Brody va Caratheodory.

Chuong 2 trinh bay nhitng két qua vé tinh hyperbolic cta cac mién 16i
khong bi chan. Cu thé, ndi dung chinh cua chuong 1a trinh bay chirng minh
dinh 1y 11 diéu kién twong véi tinh hyperbolic trong mién 16i khong bi chan

ciia 0 " .Cubi cung 1a mot s6 hé qua ung dung cua dinh 1y chinh.
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CHUONG 1.
KIEN THUC CHUAN BI
1.1. Gia khoang cach Kobayashi
1.1.1. Trén dia don vi md A:{Z e C| ‘z‘<1}, khoang cach Bergman-

Poincaré cho boi

p(0,2)= Inii—“j,w eA.

1.1.2. Gia str X 1a mot khong gian phuc, p va g 13 hai diém tuy ¥ ctia X. Ta goi
mot ddy chuyén chinh hinh y néi p véi g trong X 1a tap hop
{a,,...a, €A f,.... f, e Hol (A, X))}
sao cho :
f,(0)=p, f,(a)=f..(0), f,(a,) =0, Vi=Ln-1,
trong do, HOI(A, X) la khong gian cac anh xa chinh hinh tr A vao X duoc

trang bi topo6 compact-md.

bat:L = Zp(O, a;) va dinh nghia:d, (p,q)=infL , trong d6 infimun lay

i=1

theo tat ca cac day chuyén chinh hinh y ndi p véi g trong X.

Ham d, : X x X —>[0,oo) duoc goi 1a gia khoang cach Kobayashi trén
khong gian phtrc X.
Dé thay d, thoa méin céc tién dé vé gia khoang cach. Dic biét, trén A thi gia
khoang cach Kobayashi tring vdi khoang cach Bergman-Poincare, d, =p.
1.2. Gia khoang cach Caratheodory

Cho X 1a motkhong gian phirc, Hol(X,A) la tap hop cac anh xa chinh
hinh f:X — A. Gia khoang cach Caratheodory c, duoc xac dinh trén

Xbdicong thuec:
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¢ (P.a)=sup p(f(p), T (a)), véi p.geX
trong d6 supremum duoc 14y theo toan bo f e Hol (X ,A).

1.3. Mt sb tinh chét
1.3.1. Ménh dé.Néu X va Y la hai khéng gian phirc thi méi anh xa chinh hinh
f:X =Y ¢ tinh chdt giam khodng cdch:

o, ((p). f(a))<cy(p.a)

d, (f(p). f(a))<dy(p.q),vfeHol(X,Y),p,qeX.

Chung minh: Vi g: X > A va h:Y - A 1a cac anh xa chinh hinh nén
hof:X — A ciing 1a 4nh xa chinh hinh. Do d6, v&i hai diém p,qe X ludn
co:

¢, (p.g)=sup{p(9(p).9(a))j.g €Hol(X,A);

e, (f(p),f (q)):sup{p(ho f(p)hof (q))} ho f e Hol(X,A).
Theo B6 dé Schwarz ta co:

p(he f(p).hef(a))<p(f(p). f(a))

suy ra

sup{p( f(p),f (q))}zsup{p(ho f(p)hof (q))}

Tacla: ¢, (p.a)=c, (f(p). f(a)).

Tinh chat giam khoang cach cua gia khoang cach Kobayashi 1a hién nhién
vinéu « 1a day chuyén chinh hinh ndi hai diém p va q trong X thi f o« ciing
1a day chuyén chinh hinh néi f (p), f(q) trong Y. ]

Hon nita d, con la gia khoang cach 16n nhat trén X thoa man moi anh xa
chinh hinh f :A — X la giam khoang cach.

Tir ménh dé ta 6 hé qua:Mdi song chinh hinh f:X —Y giita cdc khdng

gian phirc la mét dang cu.
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Ttc la

o (P.a)=¢(f(p).f(a));

dy (p.g)=d,(f(p).f(a)), vpgeX.
1.3.2. Ménh dé. Cho khéng gian phire X, ta c6
dy (p.a)=c,(p.q), p,aeX.

Chirng minh.Nhu trong dinh nghia d, ( p,q), chonp =po, P1,..-» Pk = q
cia X, cac diém ay, @y, ..., ax, by, ..., bclia A va cac anh xa chinh hinh f;, f,, ...,
f trong Hol( A ,X) thdéa man

fi(a'i): Pi_s» fi (bu): b -
Cho fla mot anh xa chinh hinh trX vao A . Khi 6

kK k

dp(ab)=d p(fofi(a) fofi(h))

i=1 i=1

>p(fof(a) fof (b))
=p(f(p).(a))
Trong d6 bat dang thtrc thr nhat duge suy ra tir bo dé Schwarz va bat
dang thire tha hai 1a hé qua cua bat dang thire tam giac.
Do do

dx(p,q):infiZ:p(ai,bi)ZSupp(f(p), f(a))=cy (p.q) L

1.3.3. Ménh d&.Cho A |a dia don vi mé trong C ,tac6 :d, =c, = p.

Chirng minh. Tt bd d& Schwarz-Pick ta thdy : anh xa chinh hinh
f 1A — A la giam khoang cach ddi v6i khoang cach Poincaré p.

Hon nita, tr dinh nghia ctia cac gid khoang cach Caratheodory va
Kobayashi véi cach 1ap luan twong ty nhu trong phan chang minh Ménh dé

1.3.2, ta cling thu dugc:
d.(p.a)zp(p.a)zc,(p.a),  pOeA.
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St dung phép bién d6i dong nhat cia A ta thu duoc dang thirc
d,(p.a) =c,(p.a)=p(p.q), P.qeA i
1.3.4. Ménh dé.Cho X 1a khdng gian phitc.
a) Néu 6, la mot gia khoang cach nhir sau
5 (p.a)=p(f(p).f(q)) VfeHol(X,A);p,qeX
thi
¢ (p.a)<dc(p.a)  Vp.geX.
b) Néu &, la mét gia khodng cdch trén X théa man
5,(f(a),f(b))<p(ab) VfeHol(A X)abeA
thi
5, (p.a)<d,(p,q), VpgeX.
Ching minh .Phan a) 1 hién nhién. Ta di chimg minh b).
That vay, chon Py, Piyeess Per@yeens @, 0000, 0, fyeey £, nhu trong ching
minh ménh dé 1.3.2. Khi d6

k

5x(p’Q)SiZkl‘,5x(pi11 pi):Z5X(fi(ai)’ f (bi))
Sép(ai,bi).

i=1

k
Vi thé, 6, (p,a)<inf) p(a.b)=d, (p.q). L

i=1
1.35.Ménh d8.Gia siX va Y 1a hai khdng gian phic.Véi
(xy), (X,y)eX xY taco
Ay (), (X)) = max(dy (x,x).dy (v Y")) (1)

max{cy (X,X'),¢, (¥, ¥')} <Cy oy (X, ¥). (X1 y")) <y (%, X) +¢, (V,Y') (2)
Chirng minh.Vi phép chiéu m: X xY — X 1a chinh hinh va tinh giam

khoang céch, ta co
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o (XY)(X.Y)) 2 dy (1.X).
Tuong tu
Ay (6 Y).(X,¥)) 24, (v, Y).
Khong mt tinh tong quat, ta c6 thé gid st d, (x,X)=d, (y,y’). Nén ta
chi con phai chimg minh d,, ((X,y),(X,y"))<d (x,X).
Lay mot day chuyéna cac dia chinh hinh c6 d6 dai I (o) tr X' téi x trong
X, ta xay dung mot ddy chuyén y cac dia chinh hinh c6 d¢ dai 1(y) tir (x,Y)
t6i (X,y’) trong X xY sao cho I(y)<l(a). Theo gia thiét, co mot day
chuyén B céac dia chinh hinh c6 d¢ dai I(B) tr y téi y' trong Y sao cho
I(B)<I(ct). Lay o va B nhu sau:

o X=Xy X =X €X; a,8...,8,,8, €A; ..., f, e Hol (A, X)}

B{Y=VYorYn=Y€Y;b,bl b b €A g,,..0, eHol(AY)}.
Ta c6 thé gia st k=m va p(a,a)=p(b,b),vi=1..k bang cach 1am
min cac ddy chuyén trén nhu sau:
Liy a" la mot diém trén duong tric dia tir &, t6i a; sao cho
p(a.a)=p(a.a))+p(ad).
Lay x = f, (a{’). Ta nhan dugc mot diy chuyénao/tir X toi X' gom co k+1
dia chinh hinh:

X=Xgyeens X 1o Xy Xiyeory X, =X € X

oy X X Xy
oy a,a...a,a,a,a,..,a,a A,
ot f, f e HOI(A,X).

Lap lai qué trinh trén sau mot s6 hitu han 1an va duoc két qua la day

chuyén o 12 sy 1am min cia day chuyén a véil (o) =1(a’).
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Ta c6 thé gia st k=mva p(a,a)>p(b,b). Bang cich hop
thanh f, va g, voi céc dang cdu thich hop cua A, ta c6 thé gia st rang
a,=b =0 va a,b 1a cic s6 thuc duong. Khi d6 O<b'<a <1. Lay
¢,:A—A la phép nhan voib'/a. Ta dinh nghia 4nh xa chinh hinh
h:A— XxY boi

h (z):[fi (2),9; ((pi(Z))] , ZEA.
Léy y la day chuyeén tir (X,y) téi (X,y') bao gom
(%) = (%1 Y0 )s (% Yo )rooss (% Vi) = (X ) € X XY
0,a,....0,a, €A; h,,....h, e Hol(A, X xY).

Vay y c6 dugc cac tinh chit dugc yéu céu,(l) dugc chiing minh.

Chtng minh (2): Bt dang thirc thir nhat duoc chimg minh tuong ty nhu
(1). Pé ching minh bat dang thirc thir hai, trudc tién, do tinh chat giam
khoéang cach ctia cac anh xa chinh hinh

xeX>(xy)eX xY va (xy)eX xY>xeX,
nén ta co:
o (6 ¥),(X,¥)) =0 (x,X)
va
i (%)) <0y (X)) + e (X (X)
=cy (x,X)+c, (y.Y).
Vay (2) duogc chiing minh. L
Trong truong hop téng quét ta cling co:

Véi mot da dia A" =Ax...xA, tacod

A (X X0 )s (Yoo Vo)) = m?x{dA(xi, Y} (1)

Con (X X, )s(Yireoms Vo)) = m?x{cA(xi,yi )} (2)
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1.3.6. Ménh @8.V6i mét khéng gian phire X, cd c, va d, déu lién tuc trén
XxX.

Chirng minh.TheoMénh dé 1.3.2 ta chi can ching minh d, 1 ham lién
tuc.Dé chimg minh tinh lién tuc cia d, tai (p,q)e X x X, 13y {( pn,qn)} la

mot diy trong X xXma hoi tu vé (p,g) trong topd cua khong gian

phtc X x X . Theo bat dang thirc tam giac ta co:
A (Pry0h) = (P.a) <0y (P, P)+dy (0,,9).

Ta chung minhd, (p,, p)—0khi p, — p. Lay U 1a mot lan can cua p.
Do d, <d, trong U (theo Mé¢nh dé 1.3.1) nén ta chi can ching
minhd, (p,, p)—0khi p, — p trong U.

Néu p khong 1a diém chinh quy ciia X, thi ta c6 thé gia st U 1a mot da dia
A". Do d6theo cong thic (1°) ta ¢6 diéu phai chimg minh.

Néu p la diém ki di va gia s c6 mot s6 dwong & sao cho d, (p,, p)=3
v6i moi n. Liy m:U — U 1a mot phép giai ki di va {qn} 12 mot day trong U
sao cho n(q,)=p,. Vi 7 1a 4nh xa riéng, bang cach lay ddy con ta c6 thé gia
str {,} hoi tu vé mot diém g eU . Do tinh lién tuc nén ta co n(q)=p. Lay V
1a mot da dia 1an cén cua gtrong U . Do n:V —U lam giam khoang cach va

d, lién tuc nén ta co

dy (P, p)=d, (n(a,).m(q))<d, (g,,q)—0,khin —co.

DPiéu nay mau thuan vdi diéu gia sit.Vay ménh dé dugc chimg minh. [

1.4. Ham Lempert
Cho mot khong gian phic X va dia don vi mé A trong mat phang phuc
C . Khi d6, ham Lempert 6, dugc xac dinh boi

Sy (zw)=inf{p(0,t): t[0,1), IpeHol(AX):0(0)=12, p(t)=w},
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voi p la khoang cach Poincaré trong A .
1.5. Ham da diéu hoa duéi
+ Gia str D 1a mién trong C. Mot C?- ham h xac dinh trén D duoc goi la
diéu hoa néu
o°h
070z

=0trén D.

A, =4

+ Ham u:D —[-o0,00) duge goi 1a diéu hoa dudi trong mién D néu u
thoa man hai diéu kién sau:

1) u la ntra lién tuc trén trong D, tirc 1a tap {Z e D; u(z) < S} 1a tap mo doi
véi mbi s6 thuc s;

i) Voi mdi tdp con md compact twong d6i trong G ciia D va moi ham
h:G — R la diéu hoa trong G va lién tuc trong G ta c6: néu u<h trén 6G
thi u<h trén G.

Ta c6 tiéu chuan diéu hoa dudi sau:

Pé ham u nira lién tyc trén trong mién D 1a diéu hoa dudi trong D, can va

du 1a véi mdi diém z € D, ton tai re(z) >0 sao cho
u(z)< i_hu(z + re“)dt , V&1 moi r <ry(2).
27l 3,

+ Gia st G la mdt tap con mé trong C". Mot ham ¢:G —)[—oo,oo) duoc
0i 1a da diéu hoa dwdi néu

i) ¢ 1a ntra lién tuc trén va ¢ khong dong nhat voi —oo chi trén thanh
phan lién thong cua G;

i) Véi mdi z,€G vaaeC" ma a=0, va v6i mdi anh xa 7:c C—>C",
T(Z) =2,+az, ham oz trén mdi thanh phﬁn lién thong cta r‘l(G) (la cac
mién trong C ) hodc bang —oo hodc 1a diéu hoa dudi.

+ Trong cac khong gian phirc bat ky ta c6 dinh nghia:
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Gia st X1a mot khong gian phirc. Mot ham da diéu hoa duéi trén X 1a mot
ham ¢: X —> [—oo,oo) thoa man tinh chat sau:

V&i mdi xe X tdn tai mdt 1an cdn md U caa X sao cho v6i mot anh xa
song chinh hinh h:U —»V 1én mot khong gian phitc con dong V cua mot

mién G = C™ nao d6 va mdt ham da diéu hoa dusi ©:G — [—o0,0) sao cho

gp‘u = @ oh.

Tap cac ham da diéu hoa dudi trén X ki hiéu 1a psh(X).

Ngoai ra, Narasimhan va Fornaess da chimg minh rang :mét ham ntra lién
tuc trén @: X — [—oo;oo) trén khong gian phirc X 1a da diéu hoa dudi trén X
khi va chi khi @o f 1a diéu hoa dudi hodc dong nhat bang —oo trén dia don vi
A trong C v6i moi anh xa chinh hinh f 1A — X.
1.6. Metric Bergman
1.6.1. Pinh nghia. Cho X 1a khong gian phirc.Lay {e;}1a co s& truc chuén cuia

khdng giancac ham chinh hinh binh phuong kha tich trén X.

Khi d¢, ta dinh nghia ham |, (z,W) = Z:ej(z)éj (W), vé1 z,we X.

j=0

Néu I, (2,7)>0 taco thé xac dinh dang dbi ximg

b, = 2%hjko|zj ®dzvei h = "(;2:27(:’7) .

Ta cObyla mdt dang Hermitian nira xac dinh duwong, va goi la gia metric
Bergman trénX. Néu by xac dinh duong khap noi, ta néi rang X chtra metric
Bergman by .

Vi dy, C*, k >1 khéng chira nhitng ham chinh hinh binh phwong kha tich,

dodo |, =0 va C* khong chira metric Bergman.
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1.6.2. Ménh dé. [11, Ménh dé 4.10.17).Gia sir X va Y la cdc khdng gian
phirc. Khi do ta co cong thuc tich

Lo =l dy; by = Dby + by,
1.6.3. Pinh nghia.

(1) Mot khong gian phitc X dugce goi la hyperbolic Caratheodory (hay C-
hyperbolic), néu C, la khoang cach va sinh ra topo cua khong gian phurc X.

(2) Mot khong gian C-hyperbolic X duoc goi 1a day (day chat) néu X 1a
diy Cauchy d6i v6i ¢, (néu moi cau dong db6i véi ¢, la compact).

(3) Cho mdt mién D = C", va mot diém bién X, € 0D, mot ham chinh hinh
fx4c dinh trong mot 1an cin cta bao dong D duoc goi 1a mot ham peak (peak
yéu) db6i v6i D tai Xonéu‘ f (X)‘ < ‘ f (XO)‘,VX e X —{X,} (twong vumg,
| (%) <|f (%), ¥xeD).

(4) Mot ham peak (peak yéu) dia phuong doi véi mién D <" tai X, duoc
xac dinh boi mot ham peak (peak yéu) ddi voi D B(XO, r) tai Xo, trong do
B(X,,r) 12 mot hinh cau m& thm Xo, ban kinh r.

1.6.4. H¢ qua. [11, HE qua 4.10.19].Cho X la mot khong gian phirc voi
|, (2.2) >0 khap noi.

(1) Néu n6 la hyperbolic Caratheodory,thi né chita metric Bergman b, .

(2) Néu né la hyperbolic Caratheodory va day chit doi voi ¢, , thi né day
doi voi metric Bergman b, .

1.6.5. Hé qua.[11, Hé qua 4.10.20]. Néu D cC" la mét mién bi chan sao
cho c6 mét ham peak yéu doi véi D tai méi diém ciia bién, thi né la day doi
voi metric Bergman by cua no.

Pdc biét, méi mién 16i bi chan trong C"la dc”iy doi véi metric Bergman

cua no.
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Chirng minh.Dé chimg minh hé qua nay ta can cac dinh Iy va hé qua sau:
1.6.5.1. Pinh ly.Néu D < C" la mét mién bi chan sao cho ¢6 mét ham peak
yéu doi véi D tai méi diém cua 8D , thi nd 1a C-hyperbolic va day chdit doi véi
Co -

Chirng minh.V4i mdi diém bién x e D, chon mot ham peak yéu f, sao
f(X)

Khi d6 F < Hol(D,A).

cho <LVx'eD). Goi F la ho cac ham peak nhu vay.

f(x)|=1 (va

Cho oeDva a>0, ta séhi ra rang hinh ciu dong
K(0,a)={xeD; ¢,(0,x)<a}la compact.
That vay, chon mét s6 duong b < 1 sao cho
{ZEA; p(f(o),z)ga, fe F}c{ZeA; \z\gb}.
Khi d6
K(O,&)Z{XE D; p(f(0), f(x))<a, fe HoI(D,A)}

c{Xe D; p(f(0), f(x))<a, f eF}

c{Xe D; |f(x)|<b, f eF}.
Tap cudi cung la compact, vi mdi diém bién x, cia D c¢6 mét 1an can

khong giao voi tap {x eD; ‘fxo (x)‘ < b}. Vivéy K(o,a) la compact. L

1.6.5.2. Hé qua.Mdi mién 16i bi chian D — C" 1a C-hyperbolic va la ddy chat
doi véi cp.

Chirng minh.Véi mdi x, €D c¢6 mot ham tuyén tinh phirc ¢:C" —C
sa0 cho Re(¢(x))<Re(p(x,)),¥xeD. Khi d6 f =€ 1a mot ham peak yéu
d6i voi Dtai X, . L

Tt DPinh Iy 1.6.5.1 va H¢ qua 1.6.5.2 suy ra Hé qua 1.6.5 dugc ching
minh. i
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1.7. Khong gianphirc hyperbolic
1.7.1. Pinh nghia.Mot khong gian phiuc X dugc goi 1a hyperbolic néu gia
khoang cach Kobayashi d, 1a khoang céch trén X, tirc la:
dy(p,a)=0<p=q.
- Mot khong gian phirc X dugc goi 13 hyperbolic day néu né 1a hyperbolic
va day d6i voi khoang cach Kobayashi trén no.
1.7.2. Tinh chat
- Tinh hyperbolic ciia khéng gian phirc la bdt bién song chinh hinh.
-Néu X la hyperbolic va compact, thi X la hyperbolic day.
Gia su X l1a khong gian phtrc va Y 1a mot tap con tuy y, r > 0.
bat
U(Y,r)={xeX|3yeY, d,(xy)<r}.
NOi cach khac, U (Y, r) 1a tap cac diém trong X thoa min khoang cach t&i
mot diém nao d6 ctia Y nho hon .
1.7.3. Ménh dé.Gia sit X la khong gian phire hyperbolic lién théng. Khi d6 X
la hyperbolic ddy néu va chi néu véi moi X e X va moi v >0, hinh cau déng
B(x,r) 1a compact.
Pé chimg minh ménh dé trén ta can cac bo dé sau:
1.7.3.1. B6 d@. Gia sir X la khéng gian phirc, ac X va r, r' > 0. Khi dé
U[U(ar).r']=U(ar+r).
Chirng minh.Trudc hét ta chimg minh U [U (a,r), r’] cU(ar+r').
Liy xeU [U (a,r),r’], theo dinh nghia tdp U, c6 diém yeU (a,r) sao
cho
dy (x,a)<d, (x,y)+d,(y,a)<r'+r.

Do do, xeU (a,r+r').
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Ngugc lai, voi batky xeU (a,r+r'), 1ay € >0 sao cho
dy (a,x)<r+r'—3e.
Tén tai day chuyén chinh hinh trong X ndi a véi x, goi dudong ndi

{Y1,V2:--»Ym | 12 4nh ciia day chuyén do trong X, thoa man
dy (a,x) < téng Kobayashi <d, (a,x)+¢.
Goij 12 s6 16n nhét sao cho d6 dai cua dudng ndi L{yl,...,yj_l} <r—¢.Chia
cung y; thanh hai cung v/ vay] boi diém X; trén v; sao cho
L{yl,...,yj_l,y'j} =r-c¢.
Khi d6, d (a,x;)<r, tic 1a x; €U (a,r). Xét dudng ndi
{yl,...,y’j,y';,...,ym}
ta co
d, (xj,x)sdx (a,x)+e—(r—g)<r+r'—-3e+2e—-r=r'-¢.
Vay ton tai x; €U (a,r) sao cho d, (x;,x)<r'. Tirdé xeU[U (a,r),r'].
B6 dé duoc ching minh. L
1.7.3.2. B6 d8.Gid s X la khéng gian phirc compact dia phwong véi ham
khodng cdach d théa méan dang thirc
UU(ar);r']=U(ar+r),
Vi moi ae X va véi moi r,r'>0. Khi dé véi ae Xva r>0, néu ton tai
s>0sa0 cho U (x,s) la compact véi méi x €U (a,r) thi U (a,r) 1a compact.
Chwng minh.Vi X la compact dia phuong nén c6 t > 0 sao cho t
<rvau (a,t) la compact. Ta chi can chimg minh U(a,t +(s/ 2)) la compact.
Lay {x,} la mét day trong U(a,t +(S/2)). Ta ching minh {x,} c6 day

con hoi tu. Theo gia thiét, voi mdi n ton tai diém y_ e U(a,t) sao cho
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3
d(xn,yn)<zs.

Vi U (a,t) la compact, bing cach ldy ddy con néu cén ta co thé gia thiét
{y,} hoitutéi yeU (a,t). Khidé U(y,s)chira X, véindalén. ViU (y,s)
la compact theo gid thiét, nén ddy {x,}—>xeU(y,s). R3 rang
X elj(a,t +(s/ 2)) . B6 d& duogc chimg minh. i
1.7.3.3. Bo @8.Gid sir X la khong gian compact dia phwong véi ham khodng
cach d théa méan ding thirc

U[U(ar).r']=U(ar+r),
véi moia e X va véi moi v,v' >0. Khi dé X la day doi véi ham khodng cdch d
néu va chi néu bao déng U (X,r)la compact véi moi X € X va véi moi s6
dwong r.

Chirng minh.Néu moi hinh cu déng U (a,r) 1a compact v6i moi ae X,
thi hién nhién X 1a ddy. Thét vdy, gia st {x,} 1a ddy Cosi trong X, khi do
{x,} bi chan, do do ton tai r > 0, Xe X sao cho {Xn}cU(x,r). Theo gia
thiét L_J(x, r) la compact, nén ton tai ddy con

{xnk } <{x,}, {xnk } —yeU(xr).
Ma {x,} 1a ddy co bannén {x,} -y e X. Vay X la day.

Nguoc lai, gid st X la dﬁy.Theo B6 dé 1.7.3.2, ta chi can chimg minh tdn
tai s6 s > 0 sao cho v6i moi xe X hinh ciu déng U (x,s) 1a compact.Gia sir
nguoc lai, khi d6 ton tai X, € X sao cho U(x1,1/2) khong la compact.Theo
B6 dé 1.7.3.2, ton tai X, U (x,,1/2) sao cho U (x,,1/2*) khong la compact.
Lap luan tuong tu, tdn tai

X, €U (x,,,1/2"*)sa0 cho U (x,, 1/2") khong la compact.(*)
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Theo gia thiét, ddy Cosi {x,} hoi tu t6i diém x. Vi X 1a compact dia
phuong, ton tai hinh cdu déng U(x,t) véi t >0 nao d6 thoéa main

L_J(Xn, 1/2”) nim trong U(X,t) véi n da 16n, va do do L_J(Xn, 1/2”) la

compact. Diéu nay mau thuin véi (*).B6 dé duoc chirng minh. L
Chitng minh Ménh dé 1.7.3.
Suy ra tir B6 d¢ 1.7.3.1 va B6 dé 1.7.3.3. ]

1.7.4. Khong gian hyperbolic Brody
1.7.4.1. Pinh nghia.Gia st X 1a mot khong gian phtc. Ta noéi rang X la
hyperbolic Brody néu mdi 4nh xa chinh hinh f :C — X déu la 4nh xa hang.
1.7.4.2. Ménh @é.Néu X la khong gian phirc hyperbolic, thi moi dnh xa chinh
hinh f :C — X déu la dnh xa hang.

Chung minh.Gia st f:C — X 1a anh xa chinh hinh. Theo tinh giam
khoang cach cua dy, véi moi a,b e C taco

d, (f(a), f(b))<d.(ab)=0.

Do d6, f(a) =f(b) véimoi a,beC . Vayf 1a anh xa hang. L

Nhén xét: Tir Ménh dé 1.7.4.2 ta thiy: Néu X 1a hyperbolic (theo nghia
Kobayashi) thi X la hyperbolic Brody.
1.7.4.3. Pinh nghia.Gia st X 1a mot khong gian phtrc va E 1a ham do dai xac
dinh trén X. M6t anh xa chinh hinh khac héng h:C — X thoa man

h"E? <c.dzdz ,

v6éi mot hang s6 ¢ >0 nao d6, dugc goi 1a mot dudng thang affine phuc.
1.7.4.4. Pinh ly Brody. [1]Gid si: X la mét khéng gian phitc compact. Néu X
khéng la hyperbolic thi ton tai mot dwong thang phire h:C — X .
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1.7.4.5. H¢ qua.[1]Giad su X la mot khong gian phirc compact va mét anh xq
chinh hinh khdc hang f:C— X . Khi db, ton tai mét dwong thang phirc
h:C — X saocho

h(C)c<T(C).

1.7.4.6. H¢ qua.[1]Gid sir X la mét khong gian phite compact, néu X la
hyperbolic Brody thi X la hyperbolic .
1.7.5. Pinh nghia. Gia sir D 1a mot mién trong khong gian phirc X.

i) Gia sit G la mot mién khéc D. Ta c6 néu {¢,} 1a mot ddycac anh xa
chinh hinh tr G dén D, thi ddy nay dugc goi 1a phan ki chat (hay 1a phan ki
compact) néu v&i bat ky hai tdp compact K.cG, K,cD va
#keN:g (K )NK, =@} <+o.

i) Mot ho F cac anh xa chinh hinh tir G d&én D duoc goi 1a chuén tic néu
moi day anh xa ctua Fcd mot ddy con hodc phan ki compact hoac héi tu déu
trén cac tap con compact.

iii) Mién D duoc goi 13 taut néu ho tit ca cac anh xa chinh hinh tir dia don
vi A t6i D 1a chuan tac.

iv) Mién D dugc goi la taut dia phuong tai mot diém pedD néu ton tai
mot 1an can U cia p sao cho D nU la taut.

v) Ho ham Hol (A, D) goi 1a dong lién tuc néu voi moi pe X va moi lan
can U cta p ludn ludn ton tai s0 re(0,1) va lan cén U cua p,UcU sao
cho: néu f ¢ HOI(A,X) ma f (O)eU thi f (I’A)CU .

vi) Mién (D, d, ) goi la tight néu ho ham Hol (A, D) 1a ho dong lién tyc.

1.7.6. Pinh ly Kiernan.[10]Cho D la mét mién trong khéng gian phirc X.
i) Moi mién taut trong X la mién hyperbolic;

i) M6i mién hyperbolic ddy trong X ciing la mién taut;
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Pé chimg minh dinh 1y trén, ta dua vao mot s6 khai niém sau:
Gia st p va g 12 hai diém phan biét cia mién D trong khong gian phtic X.

Khong mat tinh tong quat, ta gia st p=0 va
2 2
B:{(a)la)n)| o] +...+ |, <1}
la mot 1an can cua p trong D sao cho q¢ B;

B :{(a)l,...,a)n)| ‘a)l‘z +...+‘a)n‘2 < SZ};

S
V,={p'eD; p(p.p')<s},
v6i1 o 1a mot metric sinh ra topd cua D ;

A§={Z€A| |z|2<5<1}.

1.7.6.1. Pinh nghia.Mot cdp thir tycac sé duong(r,8) duge goi la ¢6 tinh
chdt A néu véi mdi 4nh xa chinh hinh f:A—>Dvéi f(0)eB,, ta co

f(AS)CB.

1.7.6.2. B6 dé.Néu ton tai cdp (r,8) 6 tinh chdt A thi dy(p.q)>0.
Chirng minh.

Chon hang s ¢ > 0 sao cho

d,(0.a)=cd, (0,a). VaeAm:{ZGM \z\<g}.

Gid sta:{p= Py Prs Pn =0 &,es@p; Frre f,} 12 mot ddy chuyén
Kobayashi ndi p voi g. Theo gia thiét, khong mat tinh tong quat, ta ¢ thé gia
St rang &,,...,8 €Ay, 3 Po, Py Py €B,Va p €dB,, f,,.., f, eHol(A,D).

Khi do:

K

K k
2| > d,(0,a)=c> d, (0,a)=cD> dy( Py p;)2cdy(0,p,)=C,
i=1 i=1

i=1
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trong d6 ¢ > 0 1a hang s6 duong. Do d6 dy(p,q)>=¢'>0.

B6 & duoc ching minh. L
1.7.6.3. Chirng minh dinh ly Kiernan.

i) Gia str Dkhong 13 hyperbolic. Khi d6 ton tai hai diém phan biét p, q

sao cho d,(p,q)=0. Theo B6 dé 1.7.6.2, cap (%,Ej khong thoéa man tinh
n

chat A véi batkin > 0.

Do d6 ton tai 4nh xa chinh hinh f :A—>D ma f (0)eB,va
f.(Ay,)zB. Day {f]} khong c6 ddy con hogc hoi tu déu trén céc tap
compact hodc phan ki compact. Do d6 D khong la taut.

ii) Do tinh giam khoang cach qua cac anh xa chinh hinh d6i véi khoang
cach Kobayashi trén D nén Hol(A,D) 1a dong lién tuc. Mit khéc D la
hyperbolic day nén mdi tap con bi chin trong D 1a compact twong d6i. Vi vay
Hol (A, D) 1a chuén tic, do d6 D la taut. i
1.7.7. Pinh Iy.M¢t mién bi chdn trong C" la taut dia phwong thi la taut.

Chirng minh.Gia st D < C" 1a mot mién bi chan. Lay Y 1a mot hinh cau
chira D va {f,} la mot day bt ki trong Hol(A, X ). Gia str rang { f,} khong
phan ki compact. Khi d6 ton tai cac tap compact K A, Lc D sao cho
fi (K)NL=d, véi j dalon.

Chung ta s& chi ra rang { fkj} c6 mot ddy con hdi ty trong Hol (A, X).

That vay, do Y 1a taut, ldy mot ddy con, gia su 1a { fkj} hoi tu t&i mot anh

xa f eHol(AY). Tu fkj(K)mL;t@ voimoi j,néntacod f(K)nL=dD.

S6 héa boi Trung tam Hoc liéu — Pai hoc Thdi Nguyén http://www.Irc-tnu.edu.vn



20

Ta phdi chi ra rang f € Hol(A, D). Gia st nguoc lai. Khi d6 tip con mé
f (D) ctia A 1a khac biét voi A. N6 1a khac rong boi f (K)nL=&. Cho
a 1a mot diém bién cua f (D) trong A, vadit p=f(a). Tacé pgD.

Cho V 1a moét 1an can caa p trong Ysao cho V D la taut. Cho W 1a mét

lan c4n cua a trongAsao cho f ( ) —V . Bing cach 1ay ddy con chung ta gia

sir rang: f, ( )CV Vj. Do VD la taut, nén{fkj}cHol(A,VmD) la

hoac phan ki compact hodac c¢6 mot day con hoi tu. Do

lim f, (a)=f(a)=peD, nén n6 khong thé c6 mot ddy con héi tu. N6 ciing

j—)oo
khong thé phan ki compact, vi véi bat ki diém be W (D), ching ta ¢6

lim f, (b) = f (b)eV N D. Day la sy mau thudn.Va dicu gia sir 1a sai.Vay D

J—)oo

la taut. ]

CHUONG 2.
TINH HYPERBOLIC CUA CAC MIEN LOI KHONG BI CHAN

2.1. Mot s két qua ban dau
2.1.1. Dinh nghia.
+ Mot mién 16i D = C" 1a mot mién ma véi bat ky cip p,qe D doan thang

thuc noi p va g dugc chira trong D.
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+ Mién D duoc goi 1a 16i chit néu tp+(1-t)gqe D, véi te(0,1), p=q,
p,qeD.
+ Mot mién 16i D duoc goi la 16i manhnéu
(1) D c6 bién tron 16p C* (‘hay la C?- bién tron);

(2) Ton tai mot ham r xac dinh trén D sao cho:

2n aZr
> P (p)X;X, >0, pedD, X T, (p).
k=1 EAEA

trong d6 T, (p)= {X el": Rei%( p)X, = 0} 1a khong gian tiép xuc thuc
=1 O]

ctia mién D (c6 bién tron 16p C') tai diém pedD; X, X, 12 cac toa do co

sotrong 0" =0"+i0"002"; z,,...,z, 1a cac toa d6 co so trong [1",

Chu ¥ rang, D 13 16i manh thi vira 12 1i, vira 13 16i chat va D ciing 1a 10i
tuyén tinh.

+ V6i bat ky diém peoDton tai it nhat mot sibu phang thuc tachroi
H,={zeC":Rel(z)=a}, véi L la phiém ham tuyén tinhphtrc va ae R sao
chopeH va DnH =J. Mot siéu phang H o nhu vay do6i khi con dugce
goi 1a mot siéu phang tiép xtic véi D tai p. Ta ndi rang k siéu phang
tachroiH,; ={ReL;(z2)=a;}, j = 1, ..., k, la doc lap tuyén tinh néu L,,....L, la
cac phiém ham ddc lap tuyén tinh.

2.1.2. Ménh dé.Cho D < C" 1a mgt mién.

(1) Gia su bD(z,E)>O véi moi e D. Néu Cyla khoang cachva sinh ra

topod ciia D, néu cacCp -cdu la compact, thi D chira metric Bergman by va no
la ddy doi véi by .
(2) Néu D la mét mién 16i bi chan thi D chita metric Bergmanb,, va la day

doi voi metric Bergmanb, .
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Chirng minh. Theo BDinh nghia metric Bergman & muc 1.6,

thi bD(z,E)>O khip noi kéo theoD chira metric Bergman. Mt khac D la

hyperbolic —Caratheodory va day chit d6i v6i Cp, nén theo Hé qua 1.6.4 ta
suy ra n6 la day dbi véi b, . Vay (1) dugc chitng minh.
Theo HE qua 1.6.5,thi (2) dugc chirng minh.
Ménh dé duoc chimg minh. L
2.1.3. Pinh 1i.Gid sit D = C" & mét mién.
(1)(Kiernan) D la hyperbolic day = D taut = D hyperbolic.
(2)(Royden)  Néu D bi chan thi D 1a hyperbolic.
(3)(Harris)  Néu D la mién 16i bi chin thi D la hyperbolic day.
2.1.4. Pinh nghia. Gia sir D 1a mot mién trong CV.
(i) Mot ham ¢ duogc goi 1a peak da diéu hoa dudi dia phuong tai mot
diémp trong oD U {oo}néu ton tai mot 1an can U cua p sao cho ¢la da dicu

hoa dudi trén U N D, tire 1a 1ién tuc trén U N D va théa mén

{(p(p)=0

9(2)<0, vz e(U 05).
(i) Mot ham w duoc goi 14 antipeakda diéu hoa dudi dja phuong tai diém
p trong oD U{oo} néu c¢6 mot 1an can U cta p sao cho y 1a da diéu hoa dudi

trén U N D, tirc 1a lién tuc trén U M D va thoa man

{w(p)=oo

w(z)> -, VZG(U mﬁ)\{p}.

2.1.5. Ménh d&. Cho a la mét diém trong oD U{OO}. Gid sir rang ton tai cdc

ham peak va antipeak da diéu hoa duwdi dia phwong twong mg la @,w tai
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ptrén mot lan cdn Upcﬁa p. Khi do voi maéi lan cdn U cua p lubn ton tai mot
lan can U ciia p sao cho méi dia gidi tich trong D théa man
f (O)eU~ = f(AuZ)CU ,
trong do A, ={Z eA: |z]<1/ 2} .
Cha y: Ménh dé nay chi ra rang moi didy ham chinh hinh

{f;} ,€Hol(A,D) thoaman limf;(0)=p thi f, hoi tu déu dén ptrén A, .

j—oo
2
Chirng minh.Do ¢ 13 hampeak da diéu hoa dudi dia phuong tai p, nén
ton tai hai lan can U vaV cita p(U <V <V, ), U bj chan va hai hing s6

c>c' >0sao cho

inf (p(

zeDMoU

z)
sup o(z)

zeDMoV

_C'
—C.

Do gia thiét ¢ 1a lién tuc va DU 1a compact (vi U bj chin va D

dong) nén ta dinh nghia dugc ham (B trén D nhu sau:

(p(z) ,néu zeDNU
o(z)= sup[g/)(z), —(C;C'D , néi zeBm(V\l_])
—(C;C'j . néi ze D\V.

RG rang @(z)1a mot ham peak da diéu hoa dudi, amtai p.

Ly f 1a mot ham chinh hinh tir A vao D thé thi ham ¢o £ 1a diéu hoa
dudi trén A.

Gia st range 12 mot sb 4m tuy ¥ sao cho (%of)(O) > thi d§ do cua
tap hop
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E,={0c[0.27]:(pof)(¢”)>2a},
ki hiéu 1a mes(E, ), thoa man
mes(E, )= . (1)
That vy, gia sit mes(E,)<n = mes(E,")2n

(trong d6 E, la phan bu cua E, trong doan [0,27]. Tuc

BE, ={0[0,27]1(¢o F)(e”) < 2a)).
Khi d6,theo bat dang thirc vé gia tri trung binh (tich phan Poinsson), c6
~ 1 ¢/~ i 1 ~ i
a<(§e1)(0)<5-[(oof)(re")do+— [ (oo f)(re")do

E, T 10,27)\,

<EJ;((Bo f)(re“’)d6+§—:mesEaL.

Do I(E)of)(reig)d¢9<0nén 0L<gmesEml = mesE,” <m. Mau
E, T

thudn.Vay nén, ta c6 néu a< @o f(O)thi mes( Ea) >,

Bay gio, ta ldy £ >0 d nho sao cho

{inf (p+ey)=-c <0

DnouU

sup (¢ + ey )=—c, <—C,.
DoV

Do limq)(z) =0, (p(z) <0, Vz#a vae di nho nén ta xac dinh dugc ham

z—>a

o trén D nhu sau:

(p+ev)(z) ,néu zeDNU
p(z)= sup(((p+3w)(z),—(clzczn , néu ZEBm(V\U)
_(LZCZJ néu zeD\V.
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Dé théy o 1la ham da diéu hoa duéi lién tuc, Amtrén D va théa man
-1
p(=0)={p}.
Theo cong thiic tich phan Poinsson, vdi bat ky ¢ e A,, taco
1

2z 1—* 2
1 i0 4 1 i0 3
[¢) f < — o f —d@_— o f d@
(,0 )(§)< 27 .([(,0 )(e )‘eie _ 2‘2 : 2 -([('0 )(e )4‘ei9 _ 2‘2
3 7P t)E") 3 F
= s_l ‘e _Z‘ )desloﬂ ‘(‘;(po f)(e" )de. (2)

Do ¢ 14 ham peak da diéu hoa dudi tai p vd p thoa man lim p(z)=—w

2->a
nén v6i mdi L<Otdn tai hing s§ «<0 sao cho VzeD ma
%(2)2205:,0(2)<—L.
Do p la ham am, nén tr (1) va (2) va véi VI € Hol (A, D),‘v’é’eAﬂ2 ta
co :
3

#(1(0)>a=(pe )(E)s—L ©

10

Do p*(—0)={p} nén ho tdp mé {Un:{Zeﬁ:p(z)<—%n}} 1a mot co

so lan can cua ptrong D.
Vay véi mdi s6 nguyén duong n ton tai mot hang s6 a, <0 sao cho
(I)(Z) >2a, = p(z)<-n,
Ly U/ 14 lan can ciia p trong D xac dinh boi :
U’ :{z eB:(B(z)>ocn}.
Tur (3) suy ra ¥Yn>0c6 f (0)eU, = f(A,,)cU,. Ménh dé dugc chimng
minh. i

2.1.6. Pinh nghia.Cho D 1a mot mién trong C", ta ky hiéu
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Aut(D)={f eHol(D,D): f lasong chinh hinh} .
Thé thi Aut(D) lam thanh mot nhém véi phép hop thanh hai 4nh xa. Ta
goi Aut(D) 1a nhém ty dang cau cua D.
Néu A la dia don vi trong C thi véi moig € Aut(A) déu c6 the viét dugc

.. 0 Z2—& 3 E—ez . .
dudi dang g(z)zeeﬁ hOan(Z):l—eiezE voi 0€[0,2n] ,E€A nao

do. Taky hiu g=g,,.

2.1.7. Ménh @@.Véi bat ki tdp compact twong doi K = A ¢é mét hang s thuec

dwong 1, sao cho Vg e Aut(A) thoa man
9(0)eK=B(g(0).r.)=9(Ay,),
trong do B(g(O),rK):{ieA: ‘l—g(O)‘<rK}.
Chitng minh.Cho geK, 6€[0,2n] , geAut(A) ta luén co6 voi

vgeAut(A) ma g(0)=C suyra g=g.,.

. — e ) - 2 e
Ta lai c6 ‘gc,e(k)_gc,e(o)‘:‘c e 1—5;72? :
6167\. 1—‘@‘2 A
. \1‘—(4‘%5\ LQ(I“C‘Z)’WEA-
Swyra 0 (1)~ 0O 501 ) = {1~ f w0
Pt

1 . )
Ik = ZmlngeK (1—‘C‘2) — Lrlfl‘gge (X)— gge(O)‘ >r.,Vv0,0eK (*)
=2

Khi d6, ta ¢6 Voe B(g(0),r,)=B(& r)=a=9.,(1)=g() (do gla song
chinh hinh).Tur d6 ta c6
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0= 90 (O < = 80(4) - 82 (O)] <R =<

Do (*)tacd LeA,, thi a=g(L)=g(A,,).

Véy B(g(0).rc)=g(Ay,). N
Mot lan can cia vo cuc trong mot mién khong bi chan D 1a mot tap co
chtra phan bu ciia mot hinh ciu dong trong D. Néu ¢ 1a mot ham dinh nghia

trén D va ¢ 1a mot so phuc, ta dat @(0)=c néu limo(z)=c.

Z—>0
Tinh hyperbolic (day) 14 ¢ lién quan mat thiét véi su ton tai cia cac ham
peak tai moi diém bién. Trong truong hgp D la mot mién khong bi chan,
H.Gaussier [7] dua ra khai niém cac “ham peak and antipeak” taimot diém

bién, nhu sau:

2.1.8. Pinh nghia.Gia sit D = C" 1a mot mién khong bi chin.

()Ham ¢: D—>RuU {—OO} dugc goi 1a modt ham peakda diéu hoa
duwditoan cuc tai vé cuc néu né 1a da diéu hoa dudi trén D, tic 1a lién tuc trén
D (bao déng trong C") va théa man

limp(z)=0,

Z—0

(0(2)<O, VzeD

(i) Mot ham ¢ D—>RuU {—oo} duoc goi 1a mot ham antipeak da diéu hoa
duwdi toan cuctai vé cue néu no 1a da diéu hoa dudi trén D, tirc 1a lién tuctrén
D va thoéa min

imo(z) =~
(p(z) > —o0, VZ eD
Pé cho tién, ta chi goi don gian 1a cac ham peak va antipeak (theo nghia

Gaussier)tai vo cuc.
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Gaussier [7] dd ching minh duoc két qua sau :
2.1.9. Pinh 1y.Gid sit D = C"la mot mién khéng bi chin. Gia sik rang D la
taut dia phwong tai méi diém biéndD ciia Dva ton tai cdc ham peak va
antipeak da diéu hoa dudi taivé cue. Khi dé D Id taut.

Ching minh.Ldy mot diy bat ki cac ham chinh hinh

{ f, }; < Hol(A,D). Ta chirng minh { fj}j_o=1 1a ddy ham chuan tic.

Truong hop 1: Ton tai & € A Vé{ f, }; c { fj}?:l sao cho
lim £, (&) =co.
Bt E={1eA:fim|f, ()=o) »&,
V6i mdi & e E, theo Ménh dé 2.1.5ta co :
lim|f; o géye‘:ooh(f)i tu déu trén A, ™)

k—o =
2

Theo Ménh d¢ 2.1.7, do tép {&} 1a compact, nén ton tai r, sao cho:

fjk(B(‘tﬂ’rg))‘:w'

Bdi vi g.,(0)=&e{&}, nén ciing theo Ménh dé 2.1.7, ta co:

lim

k—o0

B(ﬁ, rg)c géye(Auz): f, (g, I’a)g f, °ga,e(A1/z)—>00-

Vay ta phai co: lim

k—00

f, (B(&))| == Do do B(&r)=E. VaE latp

Jk
mo.

Hon nita, ta lay {£,} c E hoitu téi E€A. Do m la compact nén theo
Ménh dé 2.1.7 ta suy ra ton tai r >0 sao cho véi mdi s6 nguyén n ta co:

B(g&nye(O),r) =B(&,.r) = 9., 0(Ay,)

= fjk(B(an,r))c f, ogan'e(Al,z)—>oo, do (*).
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Vay lim|f, |= o0 déu trén mdi tap B(&,,r).
Theo dinh 1y Montel, ta co: lim f; (§)=o0. Vay tap E dong.
Do A lién thong, E 1a tap vira dong va vira mo nén E =A.
Do do, fim f, (1)=c0, VAeA= { fj},-=1 la phan ki compact.
Truong hop 2: Voi moi EeA, diy {fj(é)} la tap compact twong d6i
trong C".Vay n6 bi chan dia phuong. Theo dinh 1y Arzela-Ascoli ta suy ra

{f j (E,)} c6 mot diy con hoi tu déu trén cac tdp con compact t&i ham chinh

hinh f e Hol(A,D), tirc 1a f, — f e Hol(A,D). Ta chimg minh {f,}’

ifja
hoac phan ki compact hoac hoi tu déu trén cac tap con compact.

That vay, goi E = {k eA| f(h)eoA\ {oo}} RO rang E 1a tap dong, do 0A
la dong.

Gid st E=#@. Ldy heE= f(1)edA. Do D la taut dia phuong tai

f(X),suyra tdn tai 1an can V cua f (1) sao choV N D lataut.

Do f, —f suyra ton tai 1an cn U-m¢ cua A va V'cua f (1), V'cV
sao cho f, (U)c DNV’ véik dilén, suyra f, |, :U—>DnNV véi DAV
la taut. Vay f (U ) cobDdo f (k) cadD.

Vay U la m¢é trong E suy raEla tap mo. Do A lién thong nénta co E =A.

Do do f(A)c oD = { f j}; 1a phan ki compact. Do vay D 1a taut. Nhu
vay ta da chirng minh xong dinh 1y. L

R& rang mot mién 16i 13 taut dia phuong tai mdi diém bién, do d6 tinh

taut dugc suy ra tirsu ton tai ciia cac ham peak va antipeaktai vo cuc.

2.1.10. Dinh ly. Néu D = C" la mét mién bi chan sao cho c¢é mot ham chinh

hinh,peak yéu dia phirong tai moi diém bién ciia D, thi D 1 taut.
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Chitrng minh.Theo Dinh 1y 1.7.7, ta ¢6 thé gia st rang c6 mot ham chinh
hinh, peak yéu tai mdi diém bién cua D. Do Dbi chin, nén moi diy con
{hk} c Hol (A, D) c6 mot day con hdi tu tdi anh xa he HOI(A,C”). Do vay
h(A) — D. Diéu d6 ching t6 hoic h(A) c Dhoac h(A) coD.

Gia str ring c6 mot diém z, € A sao cho h(z,)€oD. Cho f 1a mét ham
peak yéu d6i voi D tai h(z) . Khi d6 f oh 1a ham chinh hinh trén A ma dat
dwoc cyc dai tai zo . Do do, f(h(z))=f(h(z,))trén A, diéu do kéo theo

h(A)nD=. Do d6 h(A)cdD. Vay D la taut. L

2.1.11. Hé qua.Moi mién 16i bi chgn D < C" déu la taut.

Chitng minh.Véi mdi xe€dD c6 mdt phiém ham tuyén tinh phic
¢:C" — C saocho

Re(¢p(z))<Re(¢(x)),VzeD.

Khi d6 f =e® 1a mot ham peak yéu chinh hinh tai X . Vay theo Dinh Iy
2.1.10, D la taut. L

Néu f:D—D la mot ham chinh hinh, ddy l3p cia n6 {f*} dugc xac
dinh bang phuong phap qui nap nhu sau f™*:= f Yo f. Néu f co mot
diém c6 dinh z, €D, thi { f*} khong phan ki compact. Mt khac, tiry thudc
vao hinh hoc ctia D, ton tai ham chinh hinh f théa méan { f °k} khong phén ki
compactnhung f khong co diém bat dong trong D. Két qua sau dugc ching

minh béi Abate [3]
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2.1.12. Pinh 1y.Gid sit D = C" la mét mién taut. Gid sir rang H'(D;Q)=0
véi moij > 0va f:D—> D ladnhxa chinh hinh. Khi d6 day Igp { £*} phan
ki compact néu va chi néu f khong co cac diém tuan hoan trong D.

Néu D la mién 16i bi chin thi day lap {£*} phdn ki compact khi va chi
khi f khong cé diém bat déng trong D.

2.2.  Tinh hyperbolic ciia cac mién 16i khong bi chin

Noi dung chinh cua phan nay 1a ching minh dinh 1y sau:

2.2.1. Pinh Iy.Gid s1i:D = C" lamgt mién 16i(cé thé khong bi chan). Cacdiéu
kién sau ddy la twong dwong:
(1) D la song chinh hinh véi mét mién bi chan;
(2) D la hyperbolic;
(3) D la taut;
(4) D la hyperbolic day;
(5) D khéng chiracac duong cong nguyén khac hdang;
(6) D khong chira cac dwong thang affine phirc;
(7) D c6 N siéu phang thucddc ldp tuyén tinh tach roi;
(8) D cd cac ham peak va anti-peaktai vo cuc,
(9) D co chira metric Bergman bp;
(10) D la day iing véi metric Bergman bp ;
(L1)V6i bét ki énh xq f :D — D chinh hinh sao cho day igp {f™*} khong
phan ki compact, ton tai z, € D sao cho f (z,)=1z,.
Pé chimg minh dinh 1y ta cin mot s6 két qua sau:
Cho D 1a mot mién trong C",ta dinh nghia ham Lempert 5, dugc xac
dinh boi:
5, (z,w)=inf{p(0,t):te(0,1),3p e Hol(AD):p(0) =z, o(t)=w},
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trong d6 o 1a khoang cach Poincaré trong A, Hol(A,D) la tdp cdc anh xa
chinh hinh tir A vao D.

NoOi chung ham Lempert 6, khong phai la gia khoang cach badi vi nod
khéng thoa min bat dang thirc tam giac. Gia khoang cach Kobayashi 1a mot
ham con 16n nhét cta 0, ma thoa man bat dang thirc tam giac.

B6 dé sau diy 13 mo rong mot két qua cua Lempert [13] cho mién 16
khong bi chén :

2.2.2. Bodé.Cho D<= C" la mét mién 16i (c6 thé khéng bi chan). Khi do
Ky =0, =Cp.

Chirng minh. V&i D 1a mién 16i bi chan thi bo dé duoc ching minh boi
Lempert [13].

Gia st D khong bi chin. Liy Dg 14 giao ctia D véi hinh cau tim 1a gbc toa
d6 va ban kinh R>0. V4i R >1 tap Dg 1a mot mién 16i bi chin khong rong.

Do d6 k, =0, =Cp .

Bay gio lay {DR} 1a mot diy ting cac mién ma hop cia chung 1a D. Khi
do, limk, =k, lime, =cp, limd, =4, ([9, Ménh dé 2.5.1 va Ménh dé

R— R—
3.3.5)).
Nhu vay K, =3, =C,.Bb dé dugc chimg minh. N

2.2.3. Ménh dé. Cho D = C" la mién 16i (c6 thé khéng bi chén) . Khi d6, cdc
hinh cau Kobayashi trong D 1d 16i.

Chirng minh. Ddi véi truong hopD bi chan(xem [2, Ménh dé 2.3.46)).

Déi v6i truong hop Dkhong bi chan, 1y B_ 1a hinh cau Kobayashi ban
kinh € vatam z,eD.

GoiDgla giao ctia D véi mot hinh ciu Euclide tam 13 gdc toa do va ban

kinh R>0.Gia sirB" 1 hinh cdu Kobayashi trong D ban kinh & va tam z,.
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Khi d6, cac tap 16i BY < B < B, véi moi R>1, 6 >0, va hop 16i ting clia

ching UBY =B,, vilimk, =k,.
R R

R

Vay ménh dé dugc chimg minh. L]

2.2.4. B6 @8.Cho D = C" la mién 16i taut (c6 thé khéng bi chan). Khi d6, voi
bat ki cap z,w e Ddéu ton tai dnh xa ¢ € Hol (A,D)sao cho:
9(0)=z, p(t)=w, t[0,1) va k,(z,w)=p(0,t).

Chirng minh.Theo B6 dé2.2.2, ta ¢c6 k, =J,, do dé ton tai mot day
{@,}cac dia chinh hinh va t €(0,1) sao cho ¢, (0)=z va ¢t )=w va
ko (z,w)= mp(o,tk ).

Do D la taut va ¢, (0) =7 v&i moi k, chiing ta c6 thé gia st rang {(ok} hoéi
tu déu trén CcAc tap con compact dén anh xachinh hinhg:A — D khi d6
p(0)=z.

Mat khac, Vi K;(z,W) <00, nén ton tait, <1sao cho t, <t, véi moi k. Bang
cach ldy day con, ta co thé gia sir rellngtk —>t<t,. Khido

ko (z,W) = II(iﬁn;,o(o,tk)=,o(0,t).

Hon nita, ¢(t)= limg, (t.)=w va chung ta c6 diéu can chimg minh.

L
2.2.5. Ménh dé.Cho D « C"la mién 16i (cé thé khéng bi chan). Khi do D la
taut néu va chi néu né la hyperbolic day.

Chirng minh. Gia sir D 13 hyperbolic day. Goi M 1a mot mién khéc trong
cV. Vi (D,dD) |4 tight, theo dinh nghia mién tight thi tdp cic 4nh xa chinh
hinh tir M vao D 1a dong lién tuc va vi D 13 hyperbolic diy, nén mdi tap bi
chin trong D 1a compact twong doi. Diéu nay kéo theo Hol(M,D)la chuan

tac. Vi vay D 14 taut.
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Nguoc lai, giasitD 13 taut. Ching ta s& chimg minh rang mdi cau déng
Kobayashi 14 compact (twong duong voi tinh hyperbolic day, theo Ménh dé
1.7.3 trong Chuong 1).

LayR >0, ze D vahinh cauB(z,R)={we D:k;(z,w)< R}.
Néu B(z,R) khong compact thi ton tai ddy {w, } sao cho
(W} —> pedDu{wo} va k,(z,w,)<R.

Véibat ki k, lay ¢, € Hol (A,D) 1a dia cyc tri cho béi BO dé 2.2.4 sao cho
9. (0)=2, ¢ (t)=W,, voi t, €(0,1) nao dé6 va k,(z,w, )= p(0t,).

Chi ¥ ring, do ko(z,W )<R, nén ton taiz, <1sao cho t, <t, voi moi k.
Bang cach lay diy con néu can, ta co thé gia s rangvéir < 1. Do D la taut va
@, (O) =1z, day {(ok} hoi tu déu trén C4c tap con compact téi mot dia chinh
hinh ¢:A— D sao cho ¢(0)=z.

Mit khac, ¢(t) = limg, (t)= limw, =p, diéu nay mau thuan.

Boi vay B(z,R) la compact va do d6 D 1a hyperbolic day.Ménh dé duoc
chirg minh. L
2.2.6. Ménh dé.[5, Bo dé 3]1.Cho D<C" la mién 16i, khéng chira duwong
thang affine phirc nao. Khi dé ton tai cdc siéu mat phLZ*c{L1 = 0} e {LN = 0}
doc lap tuyén tinh chua géc toa do vaa,..,a,€R sao cho
Dc{Rel, >a,..,ReL, >a,}.

Chirng minh. Khong mét tinh tong quét, ta co thé giast rang O € D. Do
D khong chira duong thang affine phirc, suy ra 6D khong rong. Ly mot diém
p, € 0D va mot siéu phangtiép xuc thyc qua p;, duge cho bdi {Re L = ai}
(néu bién tron thi chi c6 mot siéu phang tiép xuc), & d6 L, duge xac dinh sao

choD c{Rel, >a,}.
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Gia su réng Ly, ....L , k <N, déu xéac dinh, chung doc lap tuyén tinh va
Dc{Rel, >a,..,Rel >a,}.

K
Giaoh, =(]{Li = O} 1a mot (N-k)-phang phirc di qua géc O( nd ciing

i=1
chia trong D theo gia thiét). Do D khong chira duong thang affine phtc,
nénoD M h khong rdng. Liy mot diém p,,, € dD N h, va xét mot siéu phang
tiép xuc thucqua p,,,, {Rel,, =a,,}, ma ¢ d6 L, ,dugc xic dinh sao cho
D C{Re L., >ak+1}. Bang cach xiy dung L...l1a doc lap tuyén tinh d6i
voily,....Lyva D < {Rel, > a,,...,ReL; >a,,,}.

Tiép tuc 1ap luan tuong tu ta co diéu phai chimg minh. L

2.2.7. Ménh @@.Gid sitD = C" la mién 16i.Nhitng diéu sau ddy la twong
dwong:

(1) D la song chinh hinh véi mét mién bi chan;

(2) D la hyperbolic ;

(3) D la taut;

(4) D la hyperbolic day ;

(5) D khéng chira cac dwong cong nguyén khdic hang;

(6) D khéng chira cac dwong thang affine phirc;

(7) D c6 N siéu phang thuwe déc lgp tuyeén tinh roi nhau;

(8) D co ham peak va antipeak tai vo cuc.

Chirng minh. (1) = (2) :Ta c6 tinh hyperbolic 14 bat bién song chinh hinh.

Hon nita, mdi mién bi chin trong C" 1a hyperbolic (vi theoHé qua2.1.11
va Pinh 1y 1.7.6). Tir d6 ta co (2).
(2) = (5): ViD 1a hyperbolic (Kobayashi),do tinh chat giam khoang cach

ctia khoang cach Kobayashi nén moi anh xa chinh hinh f :C — D déu 1a 4nh
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xa hang. Do d6 D ciing 1a hyperbolic Brody nénD khong chtra duong cong
nguyén khac hang.

(5) = (6): Hién nhién theo dinh nghia.

(6) = (7): Puoc suy ra ttMénh dé 2.2.6.

(7) :>(1): Ldy L, ..., Ly 1a cac ham doc lap tuyén tinh phirc va

a,,...a8, €Rdé {Rel;=a;} v6ij=1,.., N la cc siéu phang thyc tach roi

d6i voiD. Ta c6 thé gia sir rang Dc{ReLj>aj}. Khi d6 éanh xa

F(zy.02y) = 1 1 lamét song chinh hinh tir D t61 mot
v L(z)-a+1"""Ly(2)-a, +1

mién 10i bi chdn ctia C".
(6):>(8): L4y Ly, ..., Lynhu trong Ménh dé 2.2.6. Bang cach thay doi

tuyén tinh hé toa dd, ta c6 thé gia sir rang z; = Lj v6i moi 1< j <N. Mot ham

N
: 1
peak dugc cho boi cong thirc —Re E .

N
Lay D;={ReL; >a;{.Khidé D=]]D;, va D;lasong chinh hinh véiD
j=1

v6i mdi j. Ddc biét, C\ D,khong la tap cuc. Ta c6 thé gia st ring 0¢ D;.

, L .. 1
Lay G;j la anh ctia D; qua phép bien doi z+ =. Do [I \G; khong la tap cuc,
yA

nén ton tai & >0 sao cho [J \G7 ciing khong c6 cuc, § d6 G =G, U eA.
Ki hiéu g$la ham Green cua G¢. Khi d6 h; =g%(0; [)1a ham diéu hoa am

trénG,,limh.(z)=— va inf h >—0 v6i bat ki r>0. Khi doé
2s0 ) Gj\ra !

N
(z)=h, 1 la ham antipeak cua Dj tai vO cuc va do d6 yw= ) y. la ham
j j J j

Z j=1
antipeak cua D tai vo cuc.
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(8) = (3) : Puoc suy ra tr Binh 1i 2.1.9.

(3) < (4): Dugc suy ra tir Ménh dé 2.2.5.

(3)=(2): Hién nhién vi theo Ménh d& 2.2.5, néu D 1a taut thi D Ia
hyperbolic diy, do d6 D 1a hyperbolic. L

Két qua sau la mot hé qua cua Ménh dé 2.2.7 dua ra mot biéu dién chinh
tdc cia mot mién 161 théng qua tich ciia mot mién hyperbolic day voi C™.
2.2.8. Ménh dé.Cho D<CN la mién 16i(cé thé khéng bi chan). Khi dé ton
tai duy nhat s6 k (0<SKk<N) va mét mién 16i hyperbolic ddy duy nhdit
D'cC¥, sao cho : D =D C"™, sai khdc mét phép déi toa do tuyén tinh.

Chirng minh. Ta chtig minh bang quy naptheo N.

Néu N = 1 thi hoic D=C hodc D song chinh hinh véi dia va do d6 la
hyperbolicday.

Gia stménh dé dung v6i N, ta ching minh né dang voi N+1. Lay
D <0 "™* 1a mién 16i. Khi d6, theoMénh dé 2.2.7, hoic D 1a hyperbolic day
hodc D chira mot duong thang affine, sai khac mot phép doi toa do tuyén tinh
lyo1 ={2,...2y =0} = D.

R4 rang, ton tai Cel] sao cho Dr\{ZN+1 =C} # ¢. Bang mot phép tinh
tién ta co thé gia st rang ¢ = 0. Ta dinhnghia Dy = DN {z,,,=0}; Khi
d6D, <" 1a16i. Ta chimg té rang D = D, x[] .

Lay z, €D, ta phai chi ra rang (z,,¢)eDvé6i moid el . Do l,, <D
nén (0,{)eD véi moi & ell . Gia st z,#0. C6 dinh¢ e[l . Vi Dyla mé,
nén ton taig, >0 sao cho z,:=(1+¢,)z,€D,. Do D la 16i, nén véi bat ki
te[0,1] taco

t(z,0)+(1-t)(0,£)e D véimoi £l .
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bit & = 14 Cell vaty=(1 + &) e(0,1), tanhan duoc
&y
(2,¢) = 1,(2,,0)+(1-1,)(0,&)eD.
Lap luan quy nap tuong tu ta ¢ diéu phai chtrng minh. L

Pé hoan thanh chung minh cta Pinh 1y 2.2.1, ching ta can phai chi ra
rang tam diéu kién dau tién (xemMénh dé 2.2.7), teong duong véi (9), (10),
(112).

2.2.9. Chitng minh Pinh 1y 2.2.1.Cac diéu kién tir (1) dén (8) 1a twong duong
boi Ménh dé 2.2.7.

(10)=(9): Hién nhién.

(4) = (10) : TheoB6 dé 2.2.2, khoang cach Caratheodory Co bang khoang
cach Kobayashi kp, vi thé,doD 14 hyperbolic day, nén c, la mot khoang cach
cam sinh topd trén D va cacC -cau 1a compact. Ap dungMénh dé 2.1.2ta c6D
chtra metric Bergman va n6 day tung v6i metric do.

(9)=>(4): Gia st D khong 1a hyperbolic day. Khi d6 tirtMénh dé 2.2.8, ta
cOD=D' x [ *trong 46 D’ 1a mién hyperbolic dayva k >1. Theo cong thirc
tich (Ménh dé 1.62) ta ¢6 I, =Ipl ,=0,do doD khong chira metric
Bergman.

(11):>(4): Gia sa D khdng 1a hyperbolic ddy. Ta phai chi ra mot anh
xachinh hinh f :D — D sao cho {f"k} khéng phan ki compact va khong ton
taizy e D sao cho f(z;)=1z,.

TheoMénh dé 2.2.8ta c6D=D"' x [ *v4i D’Ia mién hyperbolic day va
k>1.
Lay

f:D'x05 ] — D'x]ktx[]
[z,vv',wj - (z, w, eW+W]
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Khi d6 rd rangfkhong diém bat dong trong D. Hon nita, néu W, = |Og(i7t)
thi £°2(z,w',w,)=(z,w',w,) va do vay ddy { f**} khong phan ki compact.

(4) = (11): Ta cd, néu D 1a hyperbolic dy, thi n6 1a taut va cac hinh cau
dong Kobayashi ciia n6 1a 161 va compact. Lap luan twong tu nhu trong truong

hop cac mién 16i bi chan (xem [2, Binh 1i 2.4.20]) ta c6 diéu phai chimg minh.
Dinh 1y dugc chimg minh. L

2.3. Ung dung

2.3.1. Hé qua.Cho D <0 N 1& mét mién 16i. Néu ton tai mét diém p € D sao
cho 6D 14 161 chit tai p thi D la hyperbolic day.

Chitng minh. TuMénh dé 2.2.8, néu D khéng 1a hyperbolic dy,
thiD=D%[*v6i D' 1a mot mién 18i, hyperbolic ddy va k>1. Khi dé
oD = 0D %[ * khéng thé 14 15i chit. ]

Chi y rang phan dao cia hé qua trén 1a sai: nia mat phang

{4’ ell :Red > O} 14 mot mién 16i hyperbolic day trong [ véi bién khong
16i chat.
2.3.2. Ménh dé.Cho D <0 ™ la mét mién 16i (khéng bi chan). Khi d6 D c6 sw
phan tich chinh tac (sai khdc mét phép doi toa d tuyén tinh) D = D'x0* vi
D'1& hyperbolic ddy, néu va chi néu véi méi p e éD va méi siéu phang tach
H, thi (Hp m@D)mi(Hp m@D) chira 1 nhung khéong chira 1.

Ching minh. (=): T D=D%0*, véi mdi pedD va mdi siéu phang
tachH, ta co

(HpmGD)mi(HpmGD)z[(Hpm oD’ ) i(H, N aD')]x Ok,
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ViD' 14 hyperbolic daynén bién cia né khong chira dudng thing phuc
nao.

(<)ViDlaloi nénD = D' x[] K" (theoMénh d& 2.2.8). Theo chiing minh
phin thuan ta c6, véi mdi pedD va mdi siéu phang tach H o

(H,ndD)ni(H, naD)=0%. Do vay k* = k. i

2.3.3. Hé qua.ChoD cC" 1a mét mién 16i (khéng bi chan). Néu ton tai
pedD va mét siéu phang tach H, sao cho (H, ndD)i(H, naD) khong
chita bat ki dwong thang affine phirc ndo thi D la hyperbolic day. Ngwoc lai,
néu D la hyperbolic ddy, thi véi bat ki diém p e 6D va bat ki siéu phang tach
H, nao, ta Cé(H e 6D) NI ( H, m@D) khéng chira bdt ki dwong thang affine
phirc nao.
2.3.4. Nhin xét. Ta biét rang, dinh 1y cia Abate (Pinh 1y 2.1.12)[2, Pinh ly
2.1.9] 13 nén tang cho viéc nghién ctru 1y thuyét lip trong cac mién 16i bi
chan. Véibinh 1y2.2.1 v Ménh dé 2.2.8, ta c¢6 thé duoc ap dung c6 hiéu qua
trong viéc nghién ctru cac mién 10i khong bi chin. Pay 1a mot huéng phat

trién ti€p theo cua dé tai nay.
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KET LUAN
Luan van nghién ctru vé tinh hyperbolic cta cac mién 16i khong bi chin
trong C". Cu thé, luan van da dat duoc cac két qua chinh sau:
1) Hé thong cac khai niém va két qua trong khong gian hyperbolic.
2) Trinh bay va chimg minh mot s6 két qua vé tinh hyperbolic cia cac
mién 16i Dtrong C" thong qua dinh 1y gdm céc diéu kién twong duong:
(1) D la song chinh hinh véi mot mién bi chin;
(2) D la hyperbolic;
(3) D la taut;
(4) D la hyperbolic day;
(5) D khéng chiracac dwong cong nguyén khdc hang;
(6) D khéng chira cac dwong thang affine phire;
(7) D ¢6 N siéu phang thucddc Idp tuyén tinh tach roi;
(8) D c6 cac ham peak va anti-peaktai vo cuc;
(9) D ¢o chira metric Bergman bp;
(10) D la day iing véi metric Bergman bp ;
(11) Véi bat ki dnh xa f :D— D chinh hinh sao cho day Iip {f"k}

khong phan ki compact, #on tai z, € D sao cho f (z,)=1z,.
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3) Trinh bay mot sb ting dung lién quan mat thiét t6i tinh hyperbolic cua

mién 161 khong bi chan.
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