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MG DAU

Ly thuyét toi uu vecto c6 nhiéu ting dung trong kinh té, ki thuat. V. Pareto
da dua ra khai niém nghiém httu hiéu ctia bai toan t6i wu da muc tiéu. Tu
do6 1y thuyét t6i wu vecto da phat trién manh mé va thu dugc nhidu két qua
dep dé. Khai niem cuc tiéu chinh thuong duge Kuhn - Tucker dua ra va phat
trien bdi: A.M. Geoffrion, H.P. Benson, J.M. Borwein, M.I. Henig,...

Dé nghién cttu bai toan téi wu vecto, ngusi ta thuong dung phuong phap
vo huéng hoa, tiic 1a thay thé bai toan t6i uu vecto bang mot bai toan toi
uu vo hudng thich hop va st dung cac két qua clia t6i uu vo hudng. Cac két
qud veé diéu kién can va du cho nghiém httu hiéu da cho ta cac diéu kién vo
huéng héa mot bai toan téi uu vecto. Cac dieu kién can va di cho nghiém
hitu hiéu ctia bai toan t6i uu vecto 1a dé tai da va dang dugce nhiéu nha toan
hoc trong va ngoai nuéc quan tam nghién cttu. Chinh vi vay t6i da chon dé
tai: "T61i wu héa mot tap". Dé tai ¢ tinh thai su.

Luan van trinh bay 1y thuyét t6i wu héa mot tap bao gom nghién ctiu ve
cac loai nghiém httu hiéu clia mot bai toan t6i wu mot tap (cuc tiéu, cuc tieu
manh, ciic tiéu chinh thuong va cyc tiéu yéu), cic didu kién can va cac diéu
kién du cho cac loai nghiém httu hiéu doé.

Luan van bao gom phan mdé dau, hai chuong, két luan vd danh muc cac
tal liéu tham khao.

Chuong 1. Nghiém hitu hiéu ciia bai toan t6i uu mot tap

Trinh bay cac khai niém cuc tiéu, cuc tiéu manh, cuc tiéu chinh thuong,

cue tidu yéu va cac khai niem cyc dai tuong tng clia mot tap trong khong
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gian tuyén tinh c6 thi tu bo phan cing véi mot sé6 vi du minh hoa, mot
s6 tinh chat clia ching. Cac két qua trinh bay trong chuong nay dudc tham
khao tur cac tai lieu [1] - [5].
Chuong 2. Diéu kién t6i uu

Trinh bay céc diéu kién can cho cuc tiéu, cuc tiéu manh, cuc tiéu chinh
thuong, cuc tiéu yéu ctia mot tap, va cac diéu kien di dé mot phan ti 1a cuc
tieu ctia mot tap. Cac diéu kien d cho cuc tiéu chinh thuong va cuc tiéu yéu
clia mot tap ciing duge trinh bay trong chuong nay. Cac két qua trinh bay
trong chuong nay duge tham khao tur cac tai lieu [3], [5].

Nhan dip nay toi xin bay té long biét on sau sic t6i thay gidao PGS.TS D6
Van Luu, ngusi da tan tinh huéng dan, gitp dé to6i hoan thanh ban luan vin
nay. T6i xin chan thanh cam on Ban chti nhiém khoa toan, phong dao tao
sau dai hoc truong Dai hoc Khoa hoc - Dai hoc Thai Nguyén cling cac thay
cO giao da tham gia giang day khoa hoc. Xin chan thanh cam on gia dinh,
ban beé dong nghiép va cac thanh vién trong 16p cao hoc toan K5 da luon
quan tam, dong vién, gitp dd toi trong sudt thdi gian hoc tap va qua trinh

lam luan van.

Thai Nguyén, thang 06 nam 2013

Tac gia

T6 Thi Hoai Ngoc
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Chuong 1

NGHIEM HUU HIEU CUA BAI TOAN
TOI UU MOT TAP

Chuong 1 trinh bay cac khai niém cuc tiéu, cuc dai, cuc tiéu manh, cuc dai
manh, cuc tiéu chinh thuong, cuc dai chinh thuong, cuc tiéu yéu va cuc dai
yéu clia mot tap hop trong khong gian tuyén tinh c6é thi ty bo phan cing
v6i cac vi du minh hoa va mot s tinh chat ctia ching. Cac két qua trinh bay

trong chuong nay duge tham khao tir cac tai lieu [1] - [5].

1.1 Diém cuc tiéu va diém cuc dai
Dinh nghia 1.1

Cho S la mot tap hop con khong rong cia khong gian tuyén tinh cé thi tu

bo phan vdi non thia tu C.

a) Phan tt T € S dugc goi la cuc tieu (minimal element) ciia tip S, néu

{z} — C)n S c {z} + C. (1.1)
b) Phan tiT € S dugc goi la cuc dai (mazimal element) cia tap S, néu

{z} + C)n S c {z} - C. (1.2)
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Néu non thit ty C 1a nhon thi cac bao ham thiic (1.1) va (1.2) c¢6 thé thay
thé bang

{z} —C)n S = {7} (hodc:z<¢cT,x € S = z = T),
va

{z} + )N S = {7} (hoac:T<gzx,x € S = x = T).

Bé&i vi moi phan ti cuc dai clia S ciing la cuc tiéu v6i nén tha tu 16i —C,

khong mat tinh tong quét ta chi nghién ctu khai niém cuec tiéu la du.

Vi du 1.1

Cho X la khong gian tuyén tinh thiyc gom cdc ham xac dinh trén khong
gian tuyén tinh thuc E va thi tu bo phan theo thit tu ting diem. Hon nita,
cho S 1a tap con ctia X bao gom tat ci cdc ham dudi tuyén tinh tren E. Khi
do, khong gian déi ngau dai s6 E’ 1a tap hop tat ca cac phan ti cuc tiéu cia

S. Khang dinh nay dugce chiing minh trong Bo dé 3.7[3].

Vidu 1.2

Cho X va Y 1a céac khong gian tuyén tinh c¢6 thi tu bo phan véi cic nén
thit tu Cx va Oy, vacho T : X — Y la mot anh xa tuyén tinh. Gia thiét
rang ton taiq € Y saocho S := {z € Cx | T (x) + ¢ € Cy} khac rong.
Khi d6, mot bai toan b tritu tuong dan dén bai toan tim mot phan ti cuc

tiéu ctia tap hop S.
Trong 1y thuyét thong ke va 1y thuyét kiem dinh, c6 nhiéu bai toan nghién

cttu cac phan ti cyc tiéu ctia tap hop (xem [3]). Vi du sau day c6 thé duge

hiéu nhu 1& mot bai toan tim cac ma tran hiep phuong sai cuc tiéu.
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Vidu 1.3

Cho X 1a khong gian tuyén tinh thyc ciia cac (n, n) - ma tran doi xing
thuc va thit tuw bo phan trong X xac dinh sinh béi nén 161 C := {A € X | A
la ban xac dinh duong}. Khi do6, ching ta tim céc phan ti cyc tiéu ctia mot
tap con khong réng S ctia C. Chang han, néu c6 mot ma tran A € S trong
d6 c6 mot vét nhd nhat trong s6 tat cd cac ma tran ciia S, thi A 13 mot phan

t cuc tieu cia tap hop S.

Vidul4

Cho X va Y 1a cac khong gian tuyén tinh thic, va Cy 1a mot noén 161 trong
Y. Hon nita, cho S 1a mot tap hgp con khong rong cia X, va cho anh xa

f S — Y. Khido, bai toan t6i uu tritu tuong

min f () (1.3)

resS

dugc hiéu nhu sau: Nghiem cuc tieu z € S dude xac dinh 1a nghich anh cta
phan ti cye tiéu f () clia tap anh f (S). Néu f 1a mot chuan vecto, thi bai

toan (1.3) duge goi 1a mot bai toan xap xi vecto.

Bay gio, ching ta xét mot bai toan t6i uu vecto phat sinh trong 1y thuyét

tro choi

Vidu 1.5

Xét mot tro choi hgp tac c6 n ngusi choi. Cho X, Yi,...., Y, la cac
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khong gian tuyén tinh thuc, S 1& mot tap hop con khong réng ctia X, va

cho Cy,,....,Cy, 1a céc non 161 trong Yy, ...., Y, tuong ung. Ngoai ra, véi
moi ngusi choi ta cho mot anh xa muc tiéu f; : S — Y (v6i moi
i € {1,..., n}). Mdi ngudi choi cb ging dé t6i thicu héa anh xa muc tieu

f; tréen S. Tuy nhién, béi vi ho choi hgp tac cho nén ho khong thé lam ton
thuong 1an nhau. Dé c6 thé dua vio mot khai niem t6i uwu, ta xac dinh khong
gian tich Y = ﬁ Y;, nén thit tu tich C' = ﬁ Cy,vaanhxa f : X — Y
xac dinh béi f Zz:l (f1,---ry fn). Khi do, métz_gh?m tdi Tz € S duge goi la
mot nghiem cyc tiéu (hodc mot nghiém toi wu Edgeworth — Pareto), néu 7
I3 nghich anh ctia mot phan tit cyc tiéu ctia tap f (S). Thi tu tich cho phép
mo ta st hop tac bdi vi mot phan tt z € S dude ua thich, néu né dude va
thich béi tat cad ngudi choi. Do d6, tro choi hop tac n ngusi choi 1a mot bai

toan toi uu hoéa tritu tuong.

B6 dé sau day chi ra ring cac phan tit cuc tiéu ctia mot tap S va cac phan
t cuc tieu cta tap hgp S + C, trong dé6 C ky hiéu la nén th tu, lien quan

chat ché véi nhau.

de 1.1

(@)™

B

Cho S la mot tap hop con khong rong cia khong gian tuyén tinh cé thi tu

bo phan vdi non thi tu C.

(a) Néu non thi tu C la nhon thi moi phan ti cuc tiéu cta tap hop S + C

cting la mot phan té cuc tiéu cia tap hop S.

(b) Moi phan ti cuc tiéu cia tap hop S ciing la mot phan ti cuc tiéu cia
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tap hop S + C.

Ching minh
(a) Chox € S + C la mot phan tit ciye tiéu ctia tap hop S + C. Néu
T ¢ S, thiton taiphantitz # Tvéix € SvaT € {z} + C. Do do, ta

~

co
re {z —OC)n S+ C).

Diéu nay mau thuan véi gia thiét 1a T 14 mot phan ti cuc tiéu ctia tap hop S

+ C. Vi vay, ching ta nhan dugcx € S C S 4+ C. Do do, T cling la mot

phan ti cuc tiéu cta tap hop S.

(b) Lay mot phan tit cyc tiéu tiy y 7 € S ctia tap hop S, va lay o €
({z} — C) n (S + (). Khi do, ton tai cac phan tit s € S vac € C sao
choz = s + c. Két qud, ching ta nhan dugc s = z — ¢ € {z} — C. Bdi
vi 7 14 mot phan t1t cue tiéu clia tap hop S, chiing ta két luan s € {z} + C.
Nhung khi d6 chting ta ciing nhan duge z € {T} + C. D6 la diéu phai

chiing minh.

1.2 Cac diém cuc tiéu va cuc dai manh va yéu
Dinh nghia 1.2

Cho S la mot tap hop con khong rong cia khong gian tuyén tinh cé thi tu bo
phan vdi non thia tu C'.
(a) Mot phan ti T € S dude goi la cuc tiéu manh (strongly minimal

element) cia tap hop S, néu
S cAz} + C (hay la: 7T <cz, Yz € §) (1.4)
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(b) Mot phan ti T € S dugc goi la cuc dai manh (strongly mazimal

element) ctia tap hop S, néu

S c{z} — C (hayla:x<cT, Vo € §) (1.5)

Khai niém cuc tiéu manh 1a rat chit va thuong khong ap dung dugce trong

thuce té.

Vi du 1.6

Véi cac gid thiét cta vi du 1.2 ching ta xét tap hop

S = {QZ € Cx|T(l‘) + q € Cy}

Hién nhién, néu ¢ € Cy thi Oy 14 mot phan ti cuc tiéu manh cta tap

hop S.

B6 dé duéi day cho mot mbi quan hé gitta cuc tieu manh va cac phan ti

cuc tieéu ctia tap hop S.

Bo dé 1.2[3]

Cho S la mot tap hop con khong rong cia khong gian tuyén tinh cé thi tu bo
phan. Khi dé, moi phan ti cuc tiéu manh cia tap hop S cing la mot phan
t cuce tieu cia S.
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Nhéc lai: Cho S 1a tap con ctia khong gian dinh chuan X, nén tiép lién cta

tap S tai diem # € S dude dinh nghia nhu sau:

TS;7) =4{v e X: Jv, — v, I, — 04 se0choT + t,v, € S, Vn}.

Dinh nghia 1.3

Cho S la mot tap hop con khong rong ciua khong gian dinh chudan thuc

(X, || - ) ma thi tu b6 phan cia X dugc sinh bdi nén loi C.

(a) Mot phan ti T € S dugc goi la cuc tiéu chinh thuong (properly mini-
mal element) ciia tap hop S, néu T la mot phan ti cuc tiéu cia tip hop S va

phan ti Ox la cuc tiéu cia non tiép lien T (S + C, 7).

(b) Mot phan tiT € S dugc goi la cuc dai chinh thuong (properly mai-
mal element) ciia tap hop S, néu T la mot phan ti cuc dai cia tdap hop S va

phan tii 0x la cuc dai cia non tiép lien T (S — C, T).

R6 rang 1a mot phan t cuc tiéu chinh thuong ctia tap hop S ciing la

cuc tieu cua S.
Ta xét mot khai niem t6i wu yéu hon so vdi tat ca cac khai niem da xét.

Nhéc lai: Phan trong dai s6 ciia tap S # ) trong khong gian tuyén tinh
thire X 1a tap

cor(S) ={z € S|V € X,3X > 0: T+ Xz € S, VA € [0, \] }.
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Dinh nghia 1.4

Cho S la mot tap hop con khong rong cia khong gian tuyén tinh cé thi tu

b6 phan X vdi nén thit tw C cé phan trong dai so cor (C) khong rong.

a) Mot phan té T € S duge goi la cuc tieu yéu (weakly minimal element)

ctia tap hop S, néu ({T} — cor (C)) N S = 0

b) Mot phan ti T € S dugc goi la cuc dai yéu (weakly mazimal element)
ctia tap hop S, néu ({Z} + cor (C)) N S = 0

¢ ¢

Cha v rang cac khai niem “ cuc tieu” va “ cuc tiéu yéu” lien quan chat ché
v6i nhau. Lay tiy ¥ mot phan ti cuc tieu yéuz € S cia tap hgp S, tic la
({z} — cor(C))N S = (. Theo bd dé 1.12.(a)[3] tap C' := cor (C) U {0x}
& mot nén 161 va né sinh ra thit tu bo phan khac trong X. Do d6, T ciing 1a
cuc tieu ctia tap hop S déi véi thit tuw bo phan sinh ra béi C. Khai niém cuc
tieu yéu rat hay vé mat 1y thuyét, va né khong phai 1a mot khai niem thich

hop cho cac bai toan ting dung.

B6 dé tiép theo tuong tu nhu bo dé 1.1.

Bo dé 1.3

Cho S la mot tap hop con khong mong cia khong gian tuyén tinh cé thi tu
bo phan vdi non thi tuw C cé phan trong dai so khong rong.

(a) Moi phan ti cuc tiéu yéu T € S cia tap hop S+ C ciing la cuc tiéu
yéu ctia tap hop S.

(b) Moi phan ti cuc tiu yéu T € S cia tap hop S ciing la cuc tiéu yéu

cua tap hop S+ C.
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Chiimg minh
(a) Cho phan ttt cie tiéu yéu bat ky T € S clia tap hop S + C,
ta co
{z} — cor(C) NS C ({{T} — cor (C)) N (S + C) = 0.
Didu nay kéo theo 7 ciing 13 cic tiéu yéu ciia tap hop S.
(b) Lay phan tit bat ky * € S khong phai 14 mot phan ti cyc tiéu yéu

ctia tap hop S + C. Khi d6, ton tai mot phan ti

v e ({T}t —cor(C) N (S +C) # 0

vatontais € Sv6iT — 2 € cor(C)vax — s € C. Do dé, theo bo dé

1.12(3], ta c6
T—s=T—-x+x—3s € cor(C)+ C = cor(C),

hoac s € ({x} — cor(C)) N S. Vi vay, T khong la cuc tiéu yéu cia tap
hop S, va khang dinh dugc chitng minh. O]

V6i bd dé tiép theo ching ta lai xét méi lien hé giita cuc tiéu va cuc tieu

yéu clia mot tap hop.

Bo dé 1.4
Cho S la mot tap hop con khong rong cia khong gian tuyén tinh cé thi tu
b6 phan X vdi non thi tu C ma C # X va cor (C) # 0. Khi dé, moi phan
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i cuc tiéu cia tap hop S cing la cuc tiéu yéu cia tap hop S.

Ching minh
Gia thiét C # X kéo theo (—Cor (C)) N C = . Do do, v6i mot phan

t cuc tiéu T cua S, ta co

0 = (=} — Cor(C)) N ({7} + O)
= ({z} = Coxr(C)n {z} —C)N S
= ({7} — Cor(C)) N S.

Diéu dé c6 nghia 13 7 ciing 14 mot phan tit cyc tiéu yéu cia S. O

N6i chung, ménh dé dao ctia bo dé 1.4 1a khong ding. Diéu nay duge minh

hoa bang vi du sau

Vidu 1.7. Xét tap hop

s= {nm e 0 lm21- i@ -1 me o)
trong X := R? v6i nén thi tu C := R2. Khong c6 céc phan ti cuc tiéu
manh ctia tap hop S. Tap hop M gom tat ca cac phan ti cuc tiéu ctia S dugc

xac dinh bdi

M = {(:1;1 1 — \/1 — (z — 1)2> |z, € [0, 1]}.

Tap hop Mp gom tat ca cac phan ti cuc tieu chinh thuong ctia S la

Mp = M\{(0, 1), (1, 0)},
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va tap hop M, gom tat ca cac phan ti cuc tiéu yéu cia S la

M, = MU{(0, z) € R*|zy € (1, 2]} U{(z1, 0) € R* |2y € (1, 2]}.

Do d6, taco Mp & M & M,
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Chuong 2

DIEU KIEN TOI UU

Chuong 2 trinh bay céc diéu kién can cho cyc tiéu, cuc tieu manh, cuc tiéu
chinh thudng ciia mot tap va cac diéu kien dia dé mot phan ti 1a cuc tiéu,
cuc tieu chinh thudng va cuc tiéu yéu ctia mot tap. Céc két qua trinh bay

trong chuong nay duge tham khao tir cac tai lieu [3], [5].

2.1 Diéu kién can toi uvu

Trude hét ta dinh nghia cac khai niem don diéu.

Dinh nghia 2.1

Cho S la mot tap hop con khong rong cia tap hop T trong khong gian tuyén

tinh co thi tu bo phan vdi non thi tu C.

(a) Mot ham s6 f : T — R dugc goi la ham tang don dieu trén S, néu

vdi mot T € S,

re@-0ns = f) <

AN
©

(hayla: z<cZ, v € § = f(a)

IN

S~
&l
~—r
N~—

(b) Mot ham s6 f : T — R dugc goi la ham tang don diéu manh trén S,

new vdi moit T € S,
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re ({Ty —C)N S,z #7= — f(z) < f(T)

(hayla: z<cz, z € S,z #7 = f(z) < [(T)).

(c) Néu cor (C) # 0, thi mot ham f : T — R dugc goi la ham tdang

don diéu ngat trén S, néu vdi moi T € S,

r € ({Z} —cor(C) NS = f(z) < f(T).

Néu cor (C') # @, thi moi ham tang don diéu manh trén S cling 13 ham

tang don diéu ngat.

Vidu 2.1

Cho S 1a mot tap hop con bat ky ciia khong gian tuyén tinh cé thit tu bo
phan X vé6i nén thi tu Cx. Moi phiém ham tuyén tinh [ € Cx 13 ham ting
don diéu trén S trong d6 X’ 1a khong gian déi ngau dai s6 ciia X. Hon nita,
moi phiém ham tuyén tinh I € C%, 1a ham tang don dieu manh tren S trong

d6 C7, 1a ta phan trong (quasi - interior) ciia nén déi ngéu ciia Cy :
Ct = {d € X'|2'(z) > 0, Ve € Cx\{0x}}.

Néu cor (Cx) #  theo bo dé 3.21.(b)[3] moi phiém ham tuyén tinh

[ € Cx/\{0x/} la ham tang don diéu ngat trén S.

Vi du 2.2
Cho (X, (.,.)) 1a khong gian Hilbert ¢6 thit tu bo phan v6i nén thit tu Cy.
Khi d6, chuan trén X la ham ting don diéu manh trén Cx néu va chi néu
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Ching minh
Trude hét, ching ta gid thiét rang bao ham thic Cx C Cyx- khong ding.
Khi d6, ton tai cac phan ti z, y € Cx véi (z, y) < 0. Véia € (0, 1) ta

xét phan t 2z, := = + oy. Hién nhién, z, € Cx va

v € ({2} — Cx) N Cx.
Nhung khi d6 v6i a di nh6é o € (0, 1), ta co

[zl = (z + ay, v + ay)

= (z, 2) + 2a(z, y) + *{y, y)

< =)
Do d6, chuan || - || khong don diéu tang manh trén Cy.
Bay gio, chiing ta gid thiét rang bao ham thic Cx C Cx- ding. Chon tiy
vy € Cx va

r € ({y} — Cx) N Cx véixz # y.

Béiviy+ 2 € Cx,y — 2 € CxvaCx C Cx+, taco

Fyll> =zl = (y— 2,y + 2) 20

Nhung diéu nay chi kéo theo tinh don diéu ctia chuan trén Cx. Véi chiing
minh ctia tinh don di¢u manh ta gid st rang || z || = || v ||. Do tinh don diéu

ctia chuan tren Cy ta c6
[z <[[Ax + (1= Nyl <[yl vA € [0, 1].
V6i gid thiét || z || = || y || chung ta nhan dugc

[Ar + (1= Nyll= Azl + 0@ =Xyl vA e [0, 1].
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Néu binh phuong phuong trinh nay ta nhan duce (z, y) =1z || || v | -
béng thitc Cauchy - Schwarz kéo theo ton tai 8 > 0 véi z = By . Béi vi ta
gia thiét || z || = || y ||, trong truong hop = # 0Ox ching tacé § = 1 va
r = y. Trong truong hop + = Ox ching ta c6 ngay + = y. Nhung diéu
nay mau thuan véi gid thiét « # y. Vi vay, chuan trén X 1a ham ting don

diéu manh trén C'y.

Dinh 1y 2.1

Cho S la mot tap hop con khong rong cua khong gian tuyén tinh cé thi
tw bo phan X vdi nén thit tu dong dai so6, nhon C va C cé phan trong dai
s0 khong rong. Néeu T € S la mot phan té cuc tieu cla tap S, thi vdi moi
T € {xz} — cor(C), ton tai mot chuan || - || trén X la ham tang don diéu

tréen C vdi tinh chat

L= ||z - & <]la - 2], vz € S\ {z}.

Ching minh
Lay mot phan ti tuy y 7 € {Z} — cor (C). Ta dinh nghia chuan || - ||

trén X bang phiém ham Minkowski:
. 1 ~ — o~
| x| = gg Nizelz-z,7 -7}, Ve e X

Khi d6, khoang [z — T, T — Z] 1a hinh cau don vi déng. Bdi vi T 14 mot

phan tit cuc tiéu cta tap hop S, ta co
z -z, -2 n (S —{7}) = {7 — 7}.
Diéu nay kéo theo
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L=z -2[<[ = -] vz e S\{7}.

Cudi cling, v6i Iy luan tuong ti trong chiing minh ctia Bo dé 1.45.(b)[3] chiing

ta nhan duge v6i moi ¢ € C,
v € [0x,c] = [z <]c].

Diéu nay c6 nghia 1a chuan || - || 1a ham téng don diéu trén C. []

Mot diéu kién can don gian c6 thé nhan duge, khi tap S + C 16i

Dinh 1y 2.2

Cho S la mot tap hop con khong rong cia khong gian tuyén tinh cé thi tu
bo phan X vdi non thi tu khong tam thuong nhon Cx. Néu tap hop S + Cx
10i va cé phan trong dai s6 khong rong, thi vdi moi phan i cuc tieu T € S
ctia tdp hop S, ton tai mot phiém ham tuyén tinh | € Cx/\{0x/} vdi tinh
chat

[(Z) < I(x), Ve € S.

Chimg minh
Néu T € S la mot phan ti cyc tiu ctia tap S, thi theo B dé 1.1.(b) =

ciing 1a cuc tiéu cia tap S + Cy, tic 1a
{z} — Cx) n (S + Cx) = {7}.

Béivi {z} — Cx va S+Cx 1oi, cor (S + Cx) # Ovax ¢ cor(S + Cy),
theo dinh 1y tach 3.14[3], ton tai mot phiém ham tuyén tinh [ € X'\ {Ox/}

va mot so thuc o véi
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(T — ) <a <l + ¢), Ve € 5, Vey, ¢ € Ck.
T d6 Cx 1a mot hinh noén, ta c6 | € Cx/\ {Ox}. Hon nita, ching ta nhan
duge (v6i ¢; = ¢ = 0x):

1(T) < I(z), Yz € S

Dinh 1y 2.2 ciing c¢6 thé dudc giai thich theo cach sau: véi cac gia thiét da
phat biéu, v6i moi phan tit cuc tiéu Z, ton tai mot phiém ham tuyén tinh

| € Cx/\{0x} sao cho T 1 cyc tiéu clia bai toan t6i wu vo hudng:
min [ (z).
xeS ( )

Dinh 1y sau day trinh bay mot dicu kién can va du véi cac phiém ham

tuyén tinh nhung khong c6 gia thiét 16i ctia Dinh 1y 2.2.

Dinh 1y 2.3

Cho S la mot tap hop con khong rong ciua khong gian tuyén tinh 107 dia
phuong cé thi tu bo phan X vdi non thit tu déng nhon Cx. Phan té T la cuc
tiéu ctia tdp hop S néu va chi néu vdi mei x € S\ {T} ton tai phiém ham

tuyén tinh lien tuc | € Cx\{0x+} thda man,

1(Z) < I(x).
Ching minh
Gia st T € S la mot phan tit cuc tiéu cta tap hgp S, tic la
{z} — Cx) n S = {7}.
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Dang thiic nay c6 thé viét lai nhu sau:

r ¢ {7} — Cx, Vx € S\{T} (2.1)

Bdi vi Cx doéng va 1oi, tap hop {Z} — Cyx cing dong va 16i. Theo Dinh 1y

3.18[3], (2.1) tuong duong véi: véi moi z € S\ {T} ton tai mot phiém ham
tuyén tinh lien tuc I € Cx+\ {0x:} sao cho

1(Z) < I(x).

]

Theo dinh 1y 2.3, T 13 mot phan tit cyc ticu ctia S néu va chi néu Cx-\ {0x-}

tach T véi cac phan ti khac trong S. Dinh 1y 2.3 thuc chat khong phai 14 mot

két qua vo hudng hoa. Nhung véi 1ap luan tuong tu ching ta nhan duge mot

két qua vo huéng hoa cho cac phan ti cuc tieu manh.

Dinh 1y 2.4

Cho S la mot tap hop con khong rong cia khong gian tuyén tinh loi dia
phuong cé thi tuw bo phan X vdi non thit tu dong Cx. Mot phan tix € S la

mot phan ti cuc tiéu manh cia tap hop S néu va chi néu véi moil € Cy-,

() < l(x),Vx € S.

Ching minh

Gid st T € S la cuc tieu manh ctia mot tap hop S, tic 1a

S C {f} + Cy. (2.2)
Bdi vi Cy 1a nén 16i dong va X 1a 16i dia phuong, theo Bb dé 3.21.(a)[3],
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Cx = {$ € X|l(£€) > 0, Vl € CX*}
Do do, bao ham thitc (2.2) tuong duong véi
S —{z} c{zr e X|l(x) > 0,Vl € Cx:+}.
Bao ham thitc nay kéo theo: véi moi x € S,
[(Z) < I(z), VI € Cx-.

]
Chi ¥ réng ching ta khong can gia thiét 16i trong Dinh 1y 2.4. Nhu vay,
mot phan t cuc tieu manh 1a mot nghiem cuc tiéu cho toan bo 16p cac bai

toan tdi wu vo huéng. Dieu nay chitng t6 rang khai niém t6i wu nay rat manh.

Tiép theo, chiing ta trinh bay vé cuc tiéu chinh thuong.

Dinh 1y 2.5

Cho S la méot tap hop con khong rong cia khong gian dinh chudan cé thi
tu bo phan (X, || -||lx) vdi non thi tu Cx, va Cx cé mot co sé compact yéu.
Vi T nao dé thuoc S, gida st non (T'(S + Cx,7) U (S — {Z})) la dong
yéu. Néu T la mot phan ti cuc tiéu chinh thuong cua tap hop S, thi vdi mot
T € {z} — Cx, T # T, ton tai mot chuan lién tuc || - || (trén X) tang don

dieu manh trén Cx va cé tinh chat

L=z -Zl<l[z -] ve € S\{7}.

Ching minh
Chitng minh dinh 1y nay rat ki thuat va, do d6, mot tong quan ngin duge

dua ra dau tien dé hinh dung vé mat hinh hoc. Phan (1) chi ra ring co sé clia
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nén 16i - C'y va nén C sinh ra béi tap T'(S + Cx, T) U (S — {T}) ¢6 mot
“khoang cach” duong e. Diéu nay cho phép chiung ta xay dung thém noén 4
phan hai "16n hon" nén thit tu Cx, nhung (—C) N € = {0x}. Ta c6 thé
chi ra riing C 1a 161, déng, nhon vi c6 phin trong khic réng. Trong phan (3)
chiing ta xac dinh chuan || - || 1a phiém ham Minkowski theo khodng thit tu
thich hop. Hon nita, trong phan (4) mot s6 tinh chéat ctia chuan duge ching
minh. Cha y rdng nén thit tu Cx 1a nhon, bdi vi né ¢c6 mot co sG (so sanh

Bo dé 3.3[3] va Bo dé 1.27.(b)[3]).

(1) Sau day B dugc ky hi¢u la co s6 compact yéu ctia non thit ty Cy, va

C ky hiéu la non sinh béi T'(S + Cx, 7) U (S — {T}), tic la
C = cone(T(S + Cx, T) U (S — {7T})).

Bdi vi B 1a compact yéu, va, véimoiz € Cphiémham ||z —|[x : X — R

14 nita lien tuc dudi yéu, nén véi moi € C, bai toan toi uu vo hudng:
ot B
inf |z — ylx
la giai dugc, tic 1a ton tai y () € —B c¢6 tinh chat
[z —y@)|x <|z — ylx, Vy € —B.
Tiép theo, ching ta xét bai toan t6i wu vo hudng:
e = inf ||z — y(2)]x.
zeC
Néu ching ta gia thiét ¢ = 0, thi ton tai mot luéi
(|| 2 — y (i) [)ie; = 0, vOiz; € C, Vi € I (2.3)
Do B 1a compact yéu va C 1a déng yéu, tap hop C' + B déng yéu, va diéu
kién (2.3) kéo theo
Ox € cl(C + B) C l(C + B),x xy = C + B. (2.4)
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7 dudc gia thiét 1a mot phan tit cuc tieu chinh thuong cia tap hop S. Do do,
Ox 13 mot phan tit cye tiéu clia nén tiép lien T (S + Cyx, T) vd mot phan

t1t cic tieu ctia tap hop S — {Z}, va ching ta nhan duge

{0x} = (-Cx)NT(S + Cx,7) U (—Cx) N (S — {7})
= (—Cx) N (TS + Cx,z) U (S — {7}))

{0x} = (=Cx) Ncone(T (S + Cx, T) U (S — {7}))
> (=B)nC.
BdiviOx ¢ B,taco (—B) N C = (). Diéu d6 mau thuan véi diéu kién

(2.4). Do do, ching ta nhan dugc

0 < e = inf inf —
e = If mf e —vlx

tic la, cac tap hop C va —B ¢6 mot “khoang cach” duong e.

(2) Bay gio, chung ta “tach” cac tap hop C' va —B bdéi mdt noén —C.

Bdi vi co 86 B la compact yéu va Ox ¢ B ta nhan dugc
0 < ¢ := inf | y|x.
yeB

V6i f := min {5, g} > 0 ta dinh nghia tap hop U = B + N (0x, B)
(N (0x, 8) ky hiéu hinh cau déng tam Ox vé6i ban kinh 3). Ro rang 1a U 1a
mot tap 10i. Vi vay, nén sinh bdi U va bao déng ciia né C = d (cone (U))
1a nén 16i. Theo dinh nghia, nén nay cé phan trong topo khac réng. Dé thay
rang C la nhon, ching ta nghién cttu néon C := cone (B + N (OX, % )) :
Néu ching ta gid thiét ring ton tai 7 € (=C) N C véi T # Oy, thi ton tai
sOA> 0vaz € B+ N(0x, 38) v6iT = Az. Vi =2 = A(—z) € C ta
nhan dugc véi s6 u > 0 nado do,
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—pr € B + N(OX, %6)

Vi vay,  va —ua 1a cac phan tii ctia tap hop 101 B + N (0x, 24). Diéu nay
kéo theo0 € B + N (0 X, %5) Nhung day 14 mot mau thuan dén viéc chon

~

g < g. Vi vay, C nhon va véi C c C, nén C cting nhon.

(3) Tiép theo, ching ta chon tuy y 7 € {Z} — Cx, v6iT # T va

chiing ta xac dinh khodng thi tu (theo thi tu bo phan sinh béi C)
F - 7,7 — 7] = ({f-— 7} + 6) F]({f - 6).
Do céach xay dung C va tap hop U phin t& T — 7 thuoc phan trong ciia C.
Hon nita, C' 1a déng va nhon. Do d6, phiém ham Minkowski || - || : X — R
xac dinh bdi
s 1 ~ — — ~
| x| = AH;fo Nz ez —z,7—72},Vz e X

N ~ 2 ~ N
la mot chuan trén X, va

2 -77T -3 = {z e X||z|<1}. (2.5)

(4) Chiing ta chi ra mot vai tinh chat ctia chuan || - ||. Bsi vi Ox thuoc
phan trong topo ctia khoang thit ty [ — T, T — 7], ton tai s6 o > 0 véi
N(Ox,a) C [z — T, T — Z].
Tt bao ham thtc trén va (2.5), ta suy ra
|| < a z||x, Ve € X.

T bat dang thic nay ta suy ra
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[Tzl =Myl <llz —yll < alle —yllx, Yo,y € X.

Do d6, chuan || - || lién tuc.
Dé thay rang chuan || - || 14 ham téng don diéu manh trén Cy, ta dé ¥ rang
chudn nay la ham tang don dieu (theo C) tren C, tifc la

FeC uc ({z} - 6) NC = [z <||F].
Véimoiz € Cx € Cvamoiz € ({Z} — (Cx\{0x})) N Cx, ta c6 véi

~

Cx\ {Ox} C int(C’),
[zl <zl
Do d6, chuan || - || 1a ham tang don diéu manh trén C.
Cudi cling, ching ta ching minh rang 7 13 mot nghiém duy nhat ctia mot
bai toan xap xi nao d6. Béi vi # — 7 thuoc bao déng ctia hinh cau don vi,
ta nhan dudc || T — 7 || = 1. Hon nita, chiing ta khang dinh ring
(=C) N C = {0x}. (2.6)

Do cach xay dung tap hgp U va lya chon 8 < 5, véi moi € C\{0x},
ton tai s6 n > 0 vdi

N (z, n) N cone(U) = 0.
T do6 suy ra

x ¢ cl(cone(U)) = C.

Do do,

(= C) n (C\{ox}) =0,
va dang thiic tap (2.6) 1a hién nhién. Hon nita, v6i (2.5) va (2.6) chiing ta
nhan dugc

z -z, 7z —z]n {T -z} + C) = {7 — =},
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1=z -2 <||z —% + x|, Ve € C\{0x}.
Béivi S — {z} C C, ta nhan dugc
1 =7 -2 <||z — 7|, Vr € S\{Z}.
Dinh 1y dugc ching minh day du. O
Trong dinh 1y trudc nén thi tu Cx dude gid thiét c6 mot co sé compact

yéu. Khi d6, Cx nhat thiét khong tam thuong, nhon va déng. V6i cac bo dé

sau trinh bay cac diéu kieén du cho cic gid thiét ctia Dinh 1y 2.5.

Bé dé 2.1

Cho (X, || *||x) la khong gian Banach phdn za cé thi tw b phan vdi non
thit tw déng khong tam thuong Cx. Nén thi tu Cx cé mot co sé compact yéu
néu va chi néu ton tai phiém ham tuyén tinh lien tuc | € C’?;* sao cho tap

hop {z € Cx |l(x) = 1} bi chan.

Chiing minh
Bo dé nay 1a hé qua ctia Bo dé 3.3[3] (tinh lién tuc ctia 1 c6 thé nhan dugc

tit Bo dé 3.15[3]) va gia thiét X 1a phan xa. ]

Nh&c lai: tap S ctia khong gian tuyén tinh thyc X 1a hinh sao (starshaped

set) tal T € S, néuVe € S,

Ar + (1 — )T € S, VA € [0,1].
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Bo dé 2.2

Cho S la mot tap hop con khong rong cia khong gian dinh chudn cé thi
tu bo phan (X, || -||x) vdi nén thi ty Cx. Néu tdp hop S + Cx cé hinh sao
tai T nao dé thuoc S va nén tiép lien T (S + Cx, T) la déng yéu, thi nén

(T(S + Cx, 7) U (S — {T})) cing déng yéu.

Ching minh
Béi vi tap hop S + Cx ¢6 hinh sao tai Z, tit Dinh 1y 3.43[3] ta suy ra
S—-—{z} c S+ Cx —{z} TS + Cx, 7).
Do do, chung ta nhan dugce
cone (T (S + Cx, z) U (S — {7T})) = cone(T (S + Cx, 7))
=T(S + Cx, @)

Tt do ta suy ra diéu phai chitng minh. O

Bé dé 2.3

Cho S la mot tap hop con khong rong ciua khong gian dinh chudn cé thit ty
bo phan (X, || -||x) vdi nén thit tuw Cx. Néu tap hop S + Cx 107 thi vdi moi
T € S, tap hop non cone (T (S + Cx, T) U (S — {Z})) la dong yéu.

Chiimg minh

Noén tiép lien T (S + Cx, T) dong va 16i vi tinh 16i ctia tap hgp S + Cy.
Do d6, theo Dinh ly 3.24[3], nén tiép lien T (S + Cy, 7) la déng yéu. Do
do6, khang dinh dudc suy ra tit Bo dé 2.2. O
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Bo6 dé (2.3) cho thiy riang cic gia thiét ctia Dinh 1y 2.5 c¢6 thé gidm nhe,
néu tap hop S + Cx 1oi.

Dinh ly 2.6

Cho S la mot tap hop con khong rong cia khong gian dinh chudn cé thi
tw bo phan X, trong dé cho topo trén X la khong gian topo doi ngau cia X*,
va cho Cx la mot non thi ty déng trong X vdiint (Cx-) # (0. Néu tap hop
S + Cx 101, thy vdi moi phan ti cuc tiéu chinh thuong T € S ciia tap S ton

tai phiém ham tuyén tinh lien tuc l € C}?* vdi tinh chat

[(T) < I(z), Vo € S,

Ching minh
Néu z € S la phan t cuc tiéu chinh thuong ctia tap S, thi phan ti Ox
I3 phan ti cie tiéu ctia nén tiép lien T (S + Cyx, ), tiic 1a (theo cac Bo dé

3.21.(d)[3] va 1.27.(b)[3])
(—CX) N T(S + CX, E) = {Ox} (27)
Bai vi tap hop S + Cx 10, cone (S + Cx — {Z}) cling 16i, va theo Bo dé
1.32[3] bao déng cl(cone (S + Cx — {T})) cling 16i. Theo Dinh 1y 3.43[3]
va Dinh 1y 3.44[3] ching ta nhan duge
T(S + Cx, T) =cl(cone (S + Cx — {7}))
16i. Khi d6, theo Dinh 1y 3.22[3], phuong trinh (2.7) 1a tuong duong véi sy
ton tai cia mot ham tuyén tinh lien tuc I € X*\ {0x+} v6i
(ce) <0 <I{f)Vee Crt e T(S+ 07 (28

29
S6 héa boi Trung tam Hoc liéu — Dai hoc Thdi Nguyén http://'www.lrc-tnu.edu.vn



l(c) > 0, Ve € Cx\{0x}. (2.9)
Tit bat déng thic (2.9) ta c6 1 € C¥.. Tit Dinh ly 3.43[3] ta c6
S—{z}t c S+ Cx — {z} Cc T(S + Cx, 7).
Do do, tit bat dang thic (2.8) ta nhan dugc

[(@) < l(z), Yz € .

So sanh Dinh 1§ 2.6 véi Dinh 1y 2.2 va Dinh 1§ 2.3 ta thay ring phiém
ham tuyén tinh 1 trong Dinh 1y 2.6 thuoc tya phan trong clia nén thi tuy lién
haop.

Chiing ta trinh bay tiép 2 diéu kién can cho cuyc tiéu yéu.

Dinh ly 2.7
Cho S la mot tap hop con khong rong cia khong gian tuyén tinh cé thit tu
bo phan X vdi non thit tu C cé phan trong dai s6 khong rong. NeuT € S la

mot phan ti cuc tieu yéu cia tap hop S, thi véi meiz € {T} — cor(C) co

mot nita chuan || - || trén X la ham tang don diéu ngdt trén cor(C) vdi tinh
chat

L=z -7 <|lv - 7, vz €
Chiimng minh

Liy 7 € {T} — cor(C). Nhu trong chiing minh ctia Bd dé 1.45.(a)[3]
chiing ta xac dinh mot ntta chuan || - || trén X qua ham Minkowski
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|z || = }\Iig {Mizez -z 7 -1}, Vo e X.
Khi do,
cor(z — 7,7 —71]) = {z € X[ [z <1},
va do 7 1a cuc tiéu yéu, ta ¢
{z e X[ [[z]|< 1} n (S —{z}) =0
Diéu nay kéo theo
1 <|lz — 2|, Ve € S.

AN

T — 7 thudc bien dai s6 ciia khodng thi tu [T — T, T — T
Do do, || T — Z || = 1. Véi cac 1ap luan giong nhu trong Bo dé 1.45.(a)[3] ta

suy ra v6i moi ¢ € cor(C),
c e cor(ox, ) = Jal<lell.

Diéu nay c6 nghia la nita chuan || - || 12 ham tang don diéu ngat trén cor(C).
[
V6i khéi niem cuc tiéu yéu, mot két qua vo huéng hoa dic biet duge trinh

bay v6i gid thiét do 161 nhu sau.

Dinh ly 2.8

Cho S la mot tap hop con khong rong cia khong gian tuyén tinh cé thi tu
bo phan X vdi non thi tu Cx c6 phan trong dai so khong rong. Néu tap hop
S + Cx 101, thy vdi moi phan ti cuc tiéu yéu T € S cia tap S, ton tai ham

tuyén tinh | € Cx/\{0x'} ¢d tinh chat

[(z) < l(z), Vx € S.
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Chimg minh
Cho = € S la cuc tiéu yéu ciia tap S. Theo Bo dé 1.3, 7 ciing la cuc tiéu

yéu clia tap s + Cy, tic 1a
({z} — cor(Cx)) N (S + Cx) =0.

Tu Dinh 1y 3.14[3], ta suy ra ton tai phiém ham tuyén tinh [ € X'\ {0y}

va mot so thuc o véi
(T — 1) <a < Il(s+ ¢) Vg € Cx, s € Svacy, € Cy.

Bdi vi C'x 1a nén, ta nhan duge I € Cyx/\ {Ox/} va suy ra diéu phai chiing

minh. L]

2.2 Diéu kién du to6i uu
Muc dich ctia phan nay la nghién cttu cac gia thiét dé cac diéu kién can dugc

trinh bay trong phan 2.1 ciing 1a diéu kieén du t6i uu.

B6 dé 2.4

Cho S la mot tap hop con khong rong cia khong gian tuyén tinh cé thi tu
bo phan vdi nén nhon thit tu C. Hon nita, gid st f : S — R la mot phiém

ham, va cho phan t& T € S c6 tinh chat

(@) < flz), Vo € 5. (2.10)

(a) Néu ham f tang don diéu trén S, va néu T zdc dinh duy nhat bdi (2.10),
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thi T la mot phan té cuc tiéu cia tap hop S.
(b) Néu ham f tang don dieu manh trén S thi T la mot phan i cuc tiéu

cua tap hop S.

Ching minh

Dé chitng minh ca hai phan ching ta gid st rang = khong 1a phan ti cuc
tieu ctia tap hop S. Khi d6, ton tai phantitz € ({Z} — C) N Svéiz # 7.
Diéu nay kéo theo f(x) < f(7Z). Trong phan (a), dieu ndy mau thuan vdéi
tinh giai duge duy nhat ctia bai toan t6i uu hoa vo huéng da xét. Trong phan
(b) ching ta nhan duge f(z) < f (7). Diéu d6 mau thudn véi tinh cyc tiéu

cua f tai 7. ]

Sau day, ching ta ap dung Bb dé 2.4 cho mot 16p ham dac biét f.

Dinh 1y 2.9
Cho S la mot tap con khong rong ciia khong gian tuyén tinh cé thi tu bo
phan X vdi non thi tu nhon C. Hon nita, gid st || - || la mot nita chuan trén

X, cic phan titx € X vaxT € S vdi

S c {z} + C, (2.11)
va
|z —Z||<||z — 2|, Vo € S.
(a) Néu nita chuan || - || tang don dieu trén C va néu T la zdp wi tot nhat

duy nhat ti tap hop S tdi T, thi T la mot phan té cuc tiéu cia tap hop S.
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(b) Néu nita chuan || - || tang don diéu manh trén C, thi T la mot phan ti

cuc tiéu cia tap hop S.

Ching minh

Chting ta chi chiing minh phan (a). Chting minh phan (b) tuong tu. Dé
c6 thé 4p dung Bo dé 2.4.(a) ching ta ching minh tinh don di¢u ctia ham
| -—2 || trén S. T (2.11), v6i moi T € S chung ta nhan dugc

{5} —O)ns c ({5} —O)n({z} + C) = [7, 5 = {7} + [0x, 5 — 7.

Vi vay, chung ta c6 véi moi x € ({5} — C) N S,
r — 7T € [0x,5 — 7.
Do d6, do tinh don di¢u ctia nita chuan || - || trén C, ta c6

e =z <ls—-2].

Vi vay, ham || - — 7 || tdng don diéu trén S. Dinh 1y duge ching minh. [

Dinh Iy 2.1 va Dinh 1y 2.9.(a) dan dén mot tinh chat dic trung cta cyc

tieu mot tap.

Hé qua 2.1

Cho S la tap hop con khong rong cia khong gian tuyén tinh cé thi tu bo
phan X vdi nén thi ty déng dai s6, nhon C cé phan trong dai so khong rong.
Hon nita, cho phan tiT € X vdi S C {Z} + cor(C). Mot phan tiT € S
la cuc tiéu cia tip S néu va chi néu ton tai mot chuan || - || trén X la ham

tang don diéu tren C vdi tinh chat
[z -z <[z =2, Vo € S\{7}.
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Néu tap S khong c6 can duéi 7, tiic 1a bao ham thic (2.11) khong thoa
méan, cac bai toan xap xi van da diéu kién dé xac dinh cac phan ti cuc tiéu

cua tap hop S.

Dinh 1y 2.10
Cho S la tap hop con khong rong cia khong gian tuyén tinh cé thit tu bo
phan X vdi nén thit tw nhon C. Hon nita, cho mot nata chudn || - || trén X va

phan t¢ T € S sao cho vdi T nao dé thuoec S N ({7} — C),

|z — 2| >z —2|,Vz € SN ({7} - C). (2.12)

(a) Néu nita chudn || - || tang don di¢u tren C, va néu @ dugc dc dinh duy
nhat bdi bat dang thiic (2.12), thi T la mot phan i cuc tiéu cia tap hop S.
(b) Néu nita chuan || - || tang don diéu manh trén C, thi T la mot phan ti

cuc tiéu cia tap hop S.

Ching minh
Chiing ta chi chiing minh phan (a) ctia dinh li. Phan (b) duge chiing minh
tuong tu. Dau tién, ching ta ching t6 rang ham — || - — 7 || 1a ham tang don
dieu tren {7} — C.Lay bat ky y € {¥} — C va chon bat ky
re({yy -O)n(zt -0 ={y} - C
Khido,tac6z —x € { — gy} + Cvaz —y € {T — 2} — C. Nhung
taciing c6 2 — y € C. Do tinh don diéu ctia nita chuan tréen C ching ta

nhan dugc
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[z —yl<lz —=|.

Diéu nay kéo theo
g -2 1>~z -2].
Khi d6, Bo dé 2.4.(a) ap dung dugc, va T 1a mot phan ti cyc tiéu cia tap
hop S N ({7} — O), tic la
=z} —O)nsn ({z} - C) = {7}

Cudi cuing, bao ham thic ({z} — C) N S C {Z} — C dan dén

{z} — O)n S = {7},

ttc 1a, T 1a mot phan ti cuc tiéu cta tap hop S. O

Cht ¥ rang trong Dinh I 2.9 ta phai x4c dinh mot “khodng cach” cuc tiéu
gitta T va tap hop S, con trong Dinh 1y 2.10 mot “khodng cach” cyc dai gitta

T va cac phan ti trong tap hop S N ({7} — C) phai duge xac dinh.

Dinh Iy 2.11

Cho S la mot tap hop con khong rong cia khong gian tuyén tinh cé thit tu
bo phan X vdi non thia tu nhon Cyx.

(a) Néu ton tai mot phiém ham tuyén tinh | € Cyx va mot phan tiT € S
thoa man

L(Z) < l(z), Yz € S\{T},

thi T la mot phan ¢ cuc tiéu cia tap hop S.

(b) Néu ton tai mot phiém ham tuyén tinh [ € C'}%, va mot phan téx € S
thoa man
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(@) < I(z), Vo € S,

thi T la mot phan té cuc tiéu cia tap hop S.

Chitng minh. Chitng minh suy truc tiép tit Bo dé 2.4 va trong Vi du 2.1.
[]

Chiing ta da dac trung cho cac phan ti cuc tiéu manh cla tap hop trong

Dinh 1y 2.4, bay git chiing ta nghién cttu khai niém cuyec tiéu chinh thuong.

Dinh 1y 2.12

Cho S la mot tap hop con khong rong ciua khong gian dinh chudan cé thi ty
b6 phan (X, || “||x) vdi nén thi tv nhon C cé phan trong dai so6 khong rong.
Gida st || - || la chuan lién tuc trén X, ham tang don diéu manh trén C. Hon
nita, cho mot phan ti T € X théa man S C {Z} + cor(C). Néu ton tai

phan t& T € S théa man tinh chat
|z — 2| <|2 - 7|, Vo € S, (2.13)

thi T la cuc tiéu chinh thuong cua tap hop S.

Chimg minh

Bdi vi chuan || - || 14 ham ting don di¢u manh tréen C va S — {Z} C
cor(C'), theo Bo dé 2.4.(b), T 1a mot phan t1t cyc tiéu ctia tap hop S. Tiép
theo, chiing ta chiing minh ring Oy 13 mot phan ti cuc tiéu ctia nén tiép lien

T(S + C, 7).
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Bdi vi chuan || - || tdng don diéu manh trén C, tit (2.13) ta nhan dugc
|z —Z||<||lz -2 <||zx+c¢c—2|,Vr € S, Vc € C

Do do
1T — 2| <]z —Z|,Vz e S+ C. (2.14)

Hién nhién ham || - — Z || 16i va lién tuc theo topd duge sinh ra bdi chuan

| -|lx. Khi d6 theo Dinh ly 3.48.(a)[3] bat dang thiic (2.14) kéo theo
|Z — 2| <||Z -2+ hl,Yh € T(S + C, 7). (2.15)

Vai T = T(S + C,z) N ({z — 7} + C) bat dang thic (2.15) ciing
ding véi moi h € T. Theo Bo dé 2.4.(b), Ox 14 mot phan ti cyc tiéu clia
tap T.

Bay gio ta gid st Ox khong 14 mot phan tit cuc tieu ciia nén tiép lien
T(S + C, 7). Khido, ton taiz € (—C) NT(S + C, 7) véi z # Ox.
Do bao ham thic S C {Z} + cor(C), ton tai A > 0 sao cho

Ar € {¥ — T} + C. Vivay, ta nhan duge
Aoe (=C)nTES +C7)n{x -7} + C).

Do do, ta c6 Az € (—C) N T. Diéu ndy mau thuan véi Ox 1a mot phan tu
cuc tieu ctia tap hop T. Do d6, Ox 1a mot phan ti cuc tiéu clia noén tiép lien

T(S + C, 7). Dbinh ly duge chiing minh. O

Trong Dinh 1y 2.5 ta khong can gia thiét cor(C) # O vazr € {T} —
cor(C). Gia thiét d6 déong mot vai trdo quan trong trong Dinh ly 2.12. Mat
khac trong Dinh 1y 2.12, khong doi hoi 7 duge xac dinh duy nhat bdi bat
dang thiic (2.13). Véi Dinh 1y 2.5 v Dinh 1y 2.12 ta nhan dudc mot dic trung
clia cuc tiéu chinh thuong.
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Hé qua 2.2

Cho S la mot tap hop con khong rong ciua khong gian dinh chudn cé thi tu bo
phan (X, || -||x) vdi nén thit tu C cé phan trong dai s6 khong rong va mot co
sd compact yéu. Hon niia, cho phan té¢T € X théa man S C {Z} + cor(C),
va vdi T nao do thuoc S gid si tap cone (T (S + C, x) U (S — {ZT})) la
dong yéu. Khi do, T la mot phan ti cuc tiéu chinh thuong cia tap hop S néu
v chi néu ton tai mot chuan lien tuc || - || tréen X tang don diéu manh trén

C vi ¢ tinh chat

L=z -7 <lle - 2|, vz € S\{T}.

Trong hé qua trudc ching ta gia thiét rang nén thi tuv C c6 phan trong
dai s6 khong rdng va mot co sé compact yéu. Khi d6, theo B dé 1.45[3], ton
tai mot chuan || - || trén X dé cho khong gian dinh chuan thuye (X, || - ||) 1&
phan xa. Diéu nay cho thay céac gia thiét ciia hé qua 2.2 1a rat chat.

Mot diéu kien du khac cho cuc tiéu chinh thudng duge phat biéu nhu sau

Dinh 1y 2.13

Cho S la mot tap hop con khong rong cia khong gian dinh chudn cé thi
tw bo phan X vdi non thit tu nhon Cx cé tua phan trong khong rong C%. ciia
nén thit tu doi ngau topo. Néu ton tai mot phiém ham tuyén tinh lién tuc
| € CE va mot phan té T € S théa man

[ () < l(x), Vx € S, (2.16)
thi T la mot phan ¢ cuc tiéu chinh thuong cua tap hop S.
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Ching minh
Theo Dinh 1y 2.11.(b), Z 14 mot phan ti cyc tiéu ctia tap hop S. Lay bat
ky tiép tuyén h € T (S + Cx, 7). Khi do, ton tai day (z,), .y céc phan ti

cia S + Cx va mot day (\,), oy cac s6 thuc duong véi

T = lim z,vah = lim A\,(z, — 7).
n—oo n—o0
Phiém ham tuyén tinh 1 lién tuc va, do d6, ta nhan dugc [ (T) = lim [ (z,).

n—oo

Bdi vi ham 1 cling tiang don diéu trén X, bat dang thic (2.16) kéo theo

[(Z) < (=), Vx € S + Ck.

Vi vay
I(h) = nlg& (A (2 — T))
= lim A, (I(z) = 1(7))
> 0.

Do dé, ta thu dugc
0 < I(h), Vh € T(S + Cx, T).
Vi vay, theo Dinh 1y 2.11.(b), Ox 13 mot phan ti cyc tiéu clia nén tiép lien

T(S + Cx, T). Dinh Iy dugc chiing minh. O

V6i Dinh 1y 2.6 va Dinh 1y 2.13 chiing ta c6 thé phat biéu dic trung sau

day ctia cuce tiéu chinh thuong véi mot gia thiét do 16i.

Hé qua 2.3
Cho S la mot tap hop con khong rong cia khong gian dinh chudan cé thit ty
bo phan X, trong dé topo trén X la doi ngau topo cia X*, va cho Cx la non
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thi tu dong trong X vdi int(Cx-) # 0. Hon niia, gid si tap S+ Cx loi. Mot
phan t& T € S la cuc tiéu chinh thuong cia tap hop S néu va chi néu ton

tai mot phiém ham tuyén tinh lien tuc l € C’)#;* thoa man

[(T) < I(z), Yz € S

Chi ¥ ring theo BS dé 3.21.(d)[3] ta c6 int(Cx-) = C¥. v6i cac gid thiét

cua Hé qua 2.3.

Dinh nghia 2.2

Cho S la mot tap hop con khong rong ciia khong gian tuyén tinh topo cé
thit tw bo phan X vdi non thi tu Cx c6 tua phan trong khong rong Cf;* cla
nén thit tw doi ngau topo. Mot phan te T € S dugc goi la mot phan ti hau
cuc tiéu chinh thuong (almost properly minimal element) ciia tap S, néu ton

tai phiém ham tuyén tinh | € C}%* vdi tinh chat

[(T) < I(z), Vo € S,

Nhéc lai rang, theo Dinh 1y Krein — Rutman 3.38[3], trong khong gian dinh
chuan tach c6 thtt tu bo phan (X, || - ||) véi nén thit ty nhon va déng Cy,
tap hop . khong rong. Ro rang 1a véi cac gid thiét ctia He qua 2.3 cac khai
niém “cuc tiéu chinh thuong” va “hau cuc tiéu chinh thuong” trung nhau.
Hon nita, theo Dinh Iy 2.11.(b), moi phan tit hau cyc tiéu chinh thudsng ciing
14 mot phan ti cuc tieu.

Bay gis, chung ta trinh bay vé khai niém cuyc ticu yéu.
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Bo6 dé 2.5

Cho S la mot tap hop con khong rong cia khong gian tuyén tinh cé thi tu
bo phan vdi non thi tu C cé phan trong dai s6 khong rong. Hon nita, cho
f S — R la mot phiém ham tang don diéu ngdt trén S. Néu ton tai phan
teT € S thoa man

f@ < f(z), Ve € S,

th T la cuc tiéu yéu cia tap hop S.

Ching minh
Néu z € S khong la cuyc tiéu yéu ctia tap hop S, thi ta c6 f(z) < f(T)
véi z nao dé thuoe ({T} — cor (C)) N S. Dieu d6 mau thudn véi tinh cyc

tieu cua f tai 7. ]

Dinh 1y 2.14

Cho S la mot tap hop con khong mong ciia khong gian tuyén tinh cé thi tu
bo phan X vdi non thit tu C' c6 phan trong dai s6 khong rong. Hon nita, gid
st || - || la mot mita chuan trén X tang don diéu ngdt trén C, va cho mot phan
tiT € X sao cho S C {x} + C. Néu ton tai phan té T € S théa man

Iz —z<lz -2l Vo e 5,

thy T la cuc tiéu yéu cia tap hop S.

Ching minh. Ching minh dinh Iy nay tuong tu nhu ching minh Dinh
Iy 2.9. []
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V6i dinh 1y 2.7 va Dinh 1y 2.14 ching ta nhan dugc dac trung sau day cta

cac phan tit cuc tieu yéu ctia mot tap hop.

Hé qua 2.4

Cho S la mot tap hop con khong mong ciia khong gian tuyén tinh cé thi tu
bo phan X vdi non thit tu C c6 phan trong dai so khong rong. Hon nita, cho
mot phan tt T € X théa man S C {ZT} + cor(C). Mot phan tiT € S la
cuc tiéu yéu clia tap hop S néu va chi néu ton tai mot nita chuan || - || ting

don diéu ngat trén X thoa man

|z —2||<||z — 7|, Vo € S.

So sanh v6i He qua 2.1 vé cac phan tit cuc tieu, He qua 2.4 khong doi hoi T
la mot xap xi t6t nhat duy nhat tit 7 dén S. Trong két qua sau day, ching

ta khong can gia thiét rang can duéi "ngat" 7 ton tai.

Dinh 1y 2.15

Cho S la mot tap hop con khong rong cia khong gian tuyén tinh cé thit tu
bo phan X vdi non thit tu C cé phan trong dai so khong rong. Hon nita, cho
mot phan ti T € S va mot nita chuan || - || trén X tang don dieu ngdt trén
C. Néu ton tai phan t&T € S cé tinh chat

|7 -zl =]z -2, Vee Sn({z} - C),

thy T la cuc tiéu yéu cia tap hop S.
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Chitng minh Dinh 1y 2.15 tuong tu nhu Dinh 1y 2.10. T Bo dé 2.5, ta

c6 ngay Dinh ly sau day.

Dinh 1y 2.16

Cho S la mot tap hop con khong rong cia khong gian tuyén tinh cé thi
tw bo phan X vdi nén thi tu Cx cé phan trong dai so khong rong. Néu vdi

T nao dé thuoc S, ton tai phiém ham tuyén tinh | € Cx/\ {Ox:} cé tinh chat
1(Z) < I(z), Vx € S,

thi T la mot phan ti cuc tiéu yéu cta tap hop S.

Trong truong hop S + Cx 10i ta nhan dudc hé qua sau.

Hé qua 2.5[3]

Cho S la mot tap hop con khong rong cia khong gian tuyén tinh cé thit tu
bo phan X vdi nén thi tu Cx cé phan trong dai so6 khong rong. Hon nia, gid
st tap hop S + Cx 1oi. Mot phan té T € S la cuc tiéu yéu cia tap hop S

néu va chi néu ton tai phiém ham tuyén tinh 1 € Cx/\{0x:} cé tinh chat

[(@) < I(z), Yz € 8.
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KET LUAN

Luan van da trinh bay 1y thuyét t6i vu héa mot tap bao gom:
e Céc khai niem nghiem hitu hieu: cuc tiéu, cuc tieu manh, cuc tiéu chinh

thuong, cic ticu yéu va cac vi du minh hoa;
e Cac khai niém cuc dai, cuc dai manh, cuc dai chinh thuong, cuc dai yéu;
e Mot s6 tinh chat ciia cac nghiém hitu hiéu;

e Cac diéu kién can cho cuc tiéu, cyc tieu manh, cuc tiéu chinh thuong va

cuc tieu yéu clia mot tap;

e Céc dieu kien dua dé mot phan t 1a cuc tiéu, cuc tieu chinh thudng va
cuc tieu yéu clia mot tap.

T61 wu hoa mot tap 1a dé tai da va dang duge nhiéu tac gid quan tam nghién

-

cuu.
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