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Danh mục các kí hiệu

• Pn(C): không gian xạ ảnh phức n− chiều.

• Bm(r): hình cầu mở bán kính r trong Cm.

• Sm(r): mặt cầu bán kính r trong Cm.

• d = ∂ + ∂, dc = i
4π(∂ − ∂): các toán tử vi phân.

• ωm(z) = ddc log ||z||2, σm(z) = dc log ||z||2 ∧ ωm−1
m (z) và νm(z) =

ddc||z||2: các dạng vi phân.

• Mm: trường các hàm phân hình trên Cm.

• R(
{
aj
}q
j=1) ⊂Mn: trường con nhỏ nhất chứa C và tất cả các

ajk
ajl

với ajl 6≡ 0.

• O(1): hàm bị chặn đối với r.

• O(r): vô cùng lớn cùng bậc với r khi r → +∞.

• o(r): vô cùng bé bậc cao hơn r khi r → +∞.

• log+r = max{log r, 0}.

• Tf(r): hàm đặc trưng của ánh xạ f : Cm → Pn(C).

• µf1∧f2···∧fk : divisor không điểm của ánh xạ f1 ∧ f2 · · · ∧ fk.

• N(r,D) : hàm đếm của divisor D.

• nf(r, a), Nf(r, a): hàm đếm của divisor f ∗a với f : Cm → P1(C)

và a ∈ P1(C).
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• mf(r, a): hàm xấp xỉ của hàm f : Cm → P1(C) ứng với

a ∈ P1(C).

• δ(a, f), δ[k](a, f): số khuyết và số khuyết chặn bội bởi k của f tại

a.

• ρf , γf : bậc và bậc dưới của hàm f .

• Df(z) =
∑m

j=1 zjfzj(z): đạo hàm toàn thể của hàm f .

• mf,H(r),mf,a(r): lần lượt là hàm xấp xỉ của f ứng với siêu phẳng

H và ứng với ánh xạ phân hình a.

• W (f): Wronski của hàm f .

•
∧k Cm: tích ngoài bậc k của Cm.

• ′′|| P ′′: có nghĩa là mệnh đề P đúng với mọi r ∈ [0,+∞) nằm

ngoài một tập con Borel E của [0,+∞) thoả mãn
∫
E dr < +∞.



Mở đầu

1. Lý do chọn đề tài

Vào cuối những năm 20 của thế kỷ trước R. Nevanlinna đã xây dựng

lý thuyết phân bố giá trị của các hàm phân hình một biến. Trong

những thập niên tiếp theo nhiều nhà toán học lớn trên thế giới như H.

Cartan, W. Stoll, P. A. Griffiths, L. Carlson, P. Vojta, J. Noguchi...

đã quan tâm nghiên cứu và phát triển lý thuyết Nevanlinna cho những

lớp đối tượng tổng quát hơn. Cho đến nay, lý thuyết Nevanlinna đã trở

thành một trong những lý thuyết quan trọng của toán học với nhiều

định lý đẹp đẽ và sâu sắc đã được chứng minh. Kết quả nổi bật nhất

của nó là bất đẳng thức về số khuyết và các định lý duy nhất. Bởi sự

hấp dẫn mang tính hình học của lý thuyết này, chúng tôi lựa chọn đề

tài "Về quan hệ số khuyết và sự phụ thuộc đại số của ánh xạ

phân hình". Cụ thể, chúng tôi tập trung nghiên cứu và đã đưa ra

được các kết quả về số khuyết cho các hàm phân hình vào P1(C) và

các ánh xạ phân hình vào Pn(C), đồng thời chúng tôi cũng nghiên cứu

sự phụ thuộc đại số và ứng dụng các kết quả này vào việc nghiên cứu

vấn đề duy nhất với bội bị chặn đối với các ánh xạ phân hình nhiều

biến phức.

2. Mục đích và đối tượng nghiên cứu

Mục đích của luận án là nghiên cứu ánh xạ phân hình có tổng số

khuyết cực đại và sự phụ thuộc đại số của ánh xạ phân hình nhiều

biến. Trong luận án, tư tưởng chính là xét xem lớp hàm phân hình

khi tổng số khuyết đối với nó là cực đại.

Đối tượng nghiên cứu là các ánh xạ phân hình có tổng số khuyết
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cực đại và các ánh xạ phân hình nhiều biến phụ thuộc đại số.

3. Phương pháp nghiên cứu

Sử dụng các phương pháp nghiên cứu và kỹ thuật truyền thống của

Giải tích phức nhiều biến, lý thuyết Nevanlinna. Đồng thời, chúng tôi

cũng sáng tạo ra những kỹ thuật mới nhằm giải quyết những vấn đề

đặt ra trong luận án. Thứ nhất là khi nghiên cứu về tổng số khuyết

cực đại của các hàm phân hình, chúng tôi đã nghĩ ra cách "nhiễu"

chúng bằng những hàm "nhỏ". Thứ hai là khi nghiên cứu về vấn đề

duy nhất của các ánh xạ phân hình thì các tác giả thường chứng minh

trực tiếp và thông qua định lý cơ bản thứ hai. Ở đây, chúng tôi tiếp

cận vấn đề bằng lý thuyết về "sự phụ thuộc đại số" của các ánh xạ

phân hình nhiều biến do W. Stoll đề xuất.

4. Các kết quả đạt được và ý nghĩa của đề tài

Trong số những định lý mà R. Nevanlinna đã chứng minh, định lý

về quan hệ số khuyết giữ một vai trò đặc biệt. Cụ thể, định lý được

phát biểu như sau:

Định lý A [9] Nếu f là một hàm phân hình khác hằng trên C thì∑
a∈P1(C)

δ(a, f) ≤ 2.

Định lý A cũng được chứng minh cho lớp hàm phân hình nhiều biến

phức. Chẳng hạn, định lý Cartan-Nochka nói rằng nếu f : C→ Pn(C)

là ánh xạ chỉnh hình không suy biến tuyến tính và {Hj}q−1
j=0 là các siêu

phẳng ở vị trí N -tổng quát dưới trong Pn(C) thì
∑q−1

i=0 δ
[n](Hi, f) ≤

2N − n+ 1. Có một câu hỏi tự nhiên được đặt ra là: Ta có thể nói gì

về lớp hàm f mà tổng số khuyết đối với nó là cực đại? Nói cách khác,

ta có thể nói gì về dấu bằng xảy ra trong bất đẳng thức số khuyết?

Vấn đề trên đã được nhiều nhà toán học quan tâm nghiên cứu trong

thời gian vừa qua. Chẳng hạn, năm 2003 N. Toda đã chứng minh định
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lý sau:

Định lý B([21, Theorems 5.1, 6.1] và [24, Theorems 3.1, 4.1]) Giả sử

f : Cm −→ Pn(C) là ánh xạ phân hình không suy biến tuyến tính và

{Hj}qj=1 là các siêu phẳng ở vị trí N-tổng quát dưới trong Pn(C), ở đó

1 ≤ n < N và 2N−n+1 < q ≤ +∞. Giả sử δ(Hj, f) > 0 (1 ≤ j ≤ q)

và
∑q

j=1 δ
[n] (Hj, f) = 2N−n+1. Khi đó, một trong hai phát biểu sau

đây là đúng:

(I) Có ít nhất

[
2N − n+ 1

n+ 1

]
+1 siêu phẳng Hj trong số q siêu phẳng

trên mà tại đó f có giá trị số khuyết bằng 1, tức là δ(Hj, f) = 1,

(II) {Hj}qj=1 có phân bố Borel.

Tiếp tục hướng nghiên cứu trên, trong hai chương đầu của luận án

chúng tôi nghiên cứu về lớp ánh xạ phân hình có tổng số khuyết là

cực đại. Cụ thể, trong chương 1 chúng tôi đã chỉ ra một số tính chất

liên quan đến những hàm phân hình có tổng số khuyết cực đại, đồng

thời cũng chỉ ra rằng lớp hàm phân hình đó là rất nhỏ. Cụ thể, chúng

tôi đã chứng minh 2 định lý sau:

Định lý 1.3.1 Giả sử f : C → P1(C) là một hàm phân hình với

bậc hữu hạn. Với mỗi n ≥ 1, ta đặt gn(z) = f(zn), ∀z ∈ C và

hn(z) = fn(z), ∀z ∈ C. Khi đó, λ := ρf ∈ Z+ và λ bằng bậc dưới

của f nếu có một trong hai điều kiện sau:

(i) Tồn tại n0 ≥ 2 sao cho
∑

a∈C δ(a, gn0
) = 2.

(ii) Tồn tại một dãy {ni}+∞i=1 ⊂ Z+ sao cho
∑

a∈C δ(a, hni) = 2 với

mọi i ≥ 1.

Định lý 1.3.2 Giả sử f : Cm → P1(C) là một hàm phân hình có bậc

hữu hạn thỏa mãn

λ := ρf /∈ Z và
∑

a∈C δ(a, f) = 2.



10

Ký hiệu A là tập tất cả các hàm phân hình khác hằng h : Cm → P1(C)

sao cho Th(r) = o
(
Tf(r)

)
và TDh

(r) = o
(
TDf

(r)
)
. Khi đó, với mỗi

h ∈ A, ta có ∑
a∈C

δ(a, f + h) ≤ 2− 2k(λ) < 2,

ở đó k(λ) là một hằng dương chỉ phụ thuộc vào λ.

Chương 2 của luận án đã mở rộng kết quả của N. Toda cho lớp ánh

xạ phân hình nhiều biến có tổng số khuyết cực đại đối với mục tiêu

di động. Cụ thể, chúng tôi đã chứng minh định lý sau:

Định lý 2.3.1 Giả sử f : Cm −→ Pn(C) là ánh xạ phân hình khác

hằng, {ai : Cm −→ Pn(C)}q−1
i=0 là các ánh xạ phân hình nhỏ đối với

f ở vị trí N-tổng quát dưới sao cho f là không suy biến tuyến tính

trên R({ai}q−1
i=0 ), ở đó 1 ≤ n < N và 2N − n + 1 < q < +∞. Giả

sử f có giá trị số khuyết khác không tại ai với mỗi 0 ≤ i ≤ q − 1 và∑q−1
j=0 δ (aj, f) = 2N − n+ 1. Khi đó, một trong hai khẳng định sau là

đúng:

(I) Có ít nhất

[
2N − n+ 1

n+ 1

]
+ 1 mục tiêu di động aj tại đó f có giá

trị số khuyết bằng 1, tức là δ(aj, f) = 1,

(II) n là lẻ và họ {aj}q−1
j=0 có phân bố Borel.

Năm 1926 R. Nevanlinna đã chứng minh rằng nếu f và g là

hai hàm phân hình khác hằng trên C sao cho tập các nghịch ảnh

f−1(ai) = g−1(ai) tại 5 điểm phân biệt a1, · · · , a5 thì f và g trùng

nhau.

Trong khung cảnh của việc xem xét định lý 5 điểm của R. Nevan-

linna đối với hàm phân hình nhiều biến phức vào không gian xạ ảnh

phức, năm 1975 H. Fujimoto đã chứng minh được định lý quan trọng

sau đây:
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Định lý C [6] Giả sử Hi (1 ≤ i ≤ 3N + 2) là 3N + 2 siêu phẳng

ở vị trí tổng quát trong PN(C), f và g là hai ánh xạ phân hình khác

hằng từ Cn vào PN(C) sao cho f(Cn) * Hi, g(Cn) * Hi đồng thời

v(f,Hi) = v(g,Hi) với 1 ≤ i ≤ 3N + 2. Khi đó, nếu f hoặc g là không suy

biến tuyến tính thì f ≡ g.

Trong những thập niên vừa qua đã có nhiều công trình tiếp tục phát

triển kết quả trên của H. Fujimoto và đã hình thành nên một hướng

nghiên cứu trong lý thuyết Nevanlinna đó là nghiên cứu vấn đề duy

nhất (hay còn gọi là các định lý duy nhất). Đặc biệt, các định lý duy

nhất đã được nghiên cứu liên tục trong những năm gần đây và đã thu

được những kết quả sâu sắc (xem trong [2], [3], [4], [8], [17], [19], [27],

[28]). Trong số những phương pháp tiếp cận đến vấn đề duy nhất có

một phương pháp do W. Stoll đề xuất, đó là nghiên cứu vấn đề duy

nhất thông qua nghiên cứu sự phụ thuộc đại số của họ ánh xạ phân

hình. Phát triển những ý tưởng nói trên của W. Stoll, năm 2001 trong

[17] M. Ru đã chỉ ra định lý duy nhất cho đường cong chỉnh hình vào

không gian xạ ảnh phức với mục tiêu di động. Cụ thể, M. Ru đã chứng

minh được định lý sau:

Định lý D [17] Giả sử f và g là hai hàm phân hình khác hằng.

Nếu tồn tại 7 hàm phân hình a1, a2, · · · , a7 đôi một phân biệt sao cho

Taj(r) = o(max{Tf(r), Tg(r)}) (0 ≤ j ≤ 7) và f(z) = aj(z)⇔ g(z) =

aj(z) thì f ≡ g.

Tiếp tục hướng nghiên cứu trên, trong chương III của luận án chúng

tôi đã chỉ ra một số định lý duy nhất cho ánh xạ phân hình nhiều biến

vào không gian xạ ảnh phức thông qua nghiên cứu sự phụ thuộc đại

số của họ ánh xạ này. Những kết quả mà chúng tôi đạt được là những

mở rộng đáng kể cho các định lý của M. Ru trong [17]. Cụ thể, chúng

tôi đã chứng minh được các định lý về sự phụ thuộc đại số của các

ánh xạ phân hình sau:
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Định lý 3.2.4 Giả sử f1, · · · , fk : Cm → Pn(C) là các ánh xạ phân

hình khác hằng, gi : Cm → Pn(C) (0 ≤ i ≤ q − 1) là các mục tiêu di

động ở vị trí tổng quát thỏa mãn Tgi(r) = o(max1≤j≤k Tfj(r)) (0 ≤ i ≤
q − 1) và (fi, gj) 6≡ 0 (1 ≤ i ≤ k, 0 ≤ j ≤ q − 1). Gọi κ là số nguyên

dương hoặc κ = +∞ và κ = min{κ, n}. Giả thiết rằng các điều kiện

sau được thỏa mãn:

(i) min{κ, v(f1,gj)} = · · · = min{κ, v(fk,gj)} với 0 ≤ j ≤ q − 1,

(ii) dim{z|(f1, gi)(z) = (f1, gj)(z) = 0} ≤ n−2 với 0 ≤ i < j ≤ q−1,

(iii) tồn tại số nguyên l (2 ≤ l ≤ k) sao cho với mỗi dãy tăng

1 ≤ j1 < · · · < jl ≤ k thì fj1(z) ∧ · · · ∧ fjl(z) = 0 với mỗi điểm

z ∈ ∪q−1
i=0 (f1, gi)

−1{0}.
Khi đó,

(i) Nếu q >
n(2n+ 1)k − (κ − 1)(k − 1)

k − l + 1
thì f1, · · · , fk là phụ thuộc

đại số trên C, tức là f1 ∧ · · · ∧ fk ≡ 0 trên Cm.

(ii) Nếu fi, 1 ≤ i ≤ k là không suy biến tuyến tính trên R({gj}q−1
j=0)

và q >
n(n+ 2)k − (κ − 1)(k − 1)

k − l + 1
thì f1, · · · , fk là phụ thuộc đại số

trên C.

(iii) Nếu fi, 1 ≤ i ≤ k là không suy biến tuyến tính trên C và

gi, 0 ≤ i ≤ q − 1 là các ánh xạ hằng, đồng thời

(q − n− 1)((k − 1)(κ − 1) + q(k − l + 1)) ≤ qnk

thì f1, · · · , fk là phụ thuộc đại số trên C.

Định lý 3.3.1 Giả sử f1, f2 : Cm → Pn(C) là các ánh xạ phân

hình khác hằng, gj : Cm → Pn(C) là các mục tiêu di động ở vị trí

tổng quát và Tgj(r) = o(max1≤i≤2{Tfi(r)}) (1 ≤ j ≤ q), đồng thời

(fi, gj) 6≡ 0 (1 ≤ i ≤ 2, 1 ≤ j ≤ q). Gọi κ là số nguyên dương hoặc

κ = +∞ và κ = min{κ, n}. Giả sử các điều kiện sau được thỏa mãn:

(i) min{κ, v(f1,gj)(z)} = min{κ, v(f2,gj)} với mọi z ∈ Cm, 1 ≤ j ≤ q,
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(ii) dim{(f1, gi)
−1{0}∩(f1, gj)

−1(z)} ≤ n−2 với mọi 1 ≤ i < j ≤ q,

(iii) f1(z) = f2(z) với mọi z ∈ ∪qj=1(f1, gj)
−1{0}.

Khi đó, nếu q > 2n(2n+ 1)− 2(κ − 1) thì f1 ≡ f2.

5. Cấu trúc luận án

Bố cục của luận án ngoài phần mở đầu và kết luận bao gồm ba

chương.

Chương I: "Về lớp hàm phân hình có tổng số khuyết cực

đại".

Chương II: "Ánh xạ phân hình có tổng số khuyết cực đại đối

với mục tiêu di động".

Chương III: "Sự phụ thuộc đại số của các ánh xạ phân hình

và ứng dụng".



Chương 1

Về lớp hàm phân hình có tổng số

khuyết cực đại

Trong chương này, chúng tôi đã chỉ ra một số tính chất liên quan

đến những hàm phân hình từ Cm vào P1(C) có tổng số khuyết cực đại

và chỉ ra rằng lớp các hàm phân hình với tổng số khuyết cực đại là

rất "mỏng" theo nghĩa nếu "nhiễu" các hàm phân hình với tổng số

khuyết cực đại bởi các hàm phân hình "nhỏ" thì chúng không còn là

các hàm phân hình có tổng số khuyết cực đại nữa. Chương này được

viết dựa trên bài báo [4].

Định lý Nevanlinna cổ điển về quan hệ số khuyết đã chỉ ra

rằng: Nếu f : C −→ P1(C) là một hàm phân hình khác hằng thì∑
a∈P1(C) δ(a, f) ≤ 2. Một câu hỏi tự nhiên được đặt ra là: Có thể nói

gì về lớp các hàm phân hình f có
∑

a∈P1(C) δ(a, f) = 2?

Vấn đề trên đã được quan tâm nghiên cứu bởi nhiều nhà toán học

như N. Toda [20], [21], [22], [23], [24], [25], [26], J. Lu và Y. Yasheng

[11]...

Như đã trình bày trong phần Mở đầu, mục đích của chương này là

tiếp tục nghiên cứu vấn đề trên cho hàm phân hình với mục tiêu cố

định. Cụ thể, chúng tôi sẽ chỉ ra một số tính chất liên quan đến những

hàm phân hình có tổng số khuyết cực đại. Sau đó chỉ ra rằng lớp các

hàm phân hình có tổng số khuyết cực đại là rất "mỏng" theo nghĩa

nếu "nhiễu" chúng bởi các hàm phân hình "nhỏ" thì chúng không còn
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là các hàm phân hình có tổng số khuyết cực đại nữa. Hơn nữa, ta có

thể đo được độ lệch của tổng số khuyết trước và sau khi nhiễu bằng

một hằng số cụ thể. Trước hết, ta nhắc lại một số khái niệm và kết

quả cơ bản đối với các hàm phân hình trong lý thuyết Nevanlinna.

1.1 Định nghĩa và ký hiệu

Giả sử F là hàm chỉnh hình không đồng nhất bằng không trên

miền Ω trong Cm. Với mỗi bộ α = (α1, ..., αm) các số nguyên không

âm, ta đặt |α| = α1 + ... + αm và DαF =
∂|α|F

∂α1z1...∂αmzm
. Xét ánh xạ

vF : Ω→ Z cho bởi

vF (z) := max {n : DαF (z) = 0 với mọi α ∈ Zm
+ thoả mãn |α| < n}.

Định nghĩa 1.1.1.

Một divisor trên miền Ω trong Cm là một ánh xạ v : Ω → Z thoả

mãn: với mỗi a ∈ Ω, tồn tại các hàm chỉnh hình F và G trên một lân

cận mở liên thông U ⊂ Ω của a sao cho v(z) = vF (z)− vG(z) với mọi

z ∈ U nằm ngoài một tập con giải tích có chiều ≤ m− 2. Hai divisor

được coi là đồng nhất nếu chúng trùng nhau trên một tập giải tích

có chiều nhở hơn hoặc bằng m − 2. Với mỗi divisor v trên Ω, ta đặt

|v| := {z : v(z) 6= 0}. Khi đó, |v| là một tập con giải tích chiều thuần

tuý (m− 1) của Ω hoặc là tập rỗng.

Xét hàm phân hình không đồng nhất bằng không ϕ trên miền Ω

trong Cm. Với mỗi a ∈ Ω, ta chọn các hàm chỉnh hình F và G trên

một lân cận mở liên thông U ⊂ Ω của a sao cho ϕ =
F

G
trên U và

dim(F−1(0) ∩ G−1(0)) ≤ n − 2. Các divisor vϕ, v
+∞
ϕ được xác định

bởi vϕ(z) := vF (z), v+∞
ϕ (z) := vG(z) với mọi z ∈ U . Dễ thấy các định

nghĩa trên không phụ thuộc vào việc chọn F và G. Do vậy, ta xác định

được các divisor trên toàn bộ Ω.
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Bây giờ, ta xét hàm phân hình f : Cm −→ P1(C). Với mỗi a ∈ P1(C)

mà f−1(a) 6= Cm, ta ký hiệu:

• vaf là divisor của hàm f−a nếu a ∈ C và của hàm 1
f nếu a =∞,

• |vaf | = {z : vaf(z) 6= 0},

• vaf(r) = Bm(r)
⋂
|vaf |.

Khi đó, ta có định nghĩa sau:

Định nghĩa 1.1.2.

Các hàm sau đây được gọi là hàm đếm của f ứng với giá trị a:

nf(r, a) = r2−2m
∫

vaf (r)

νm−1
m (z), Nf(r, a) =

r∫
1

nf(t, a)

t
dt.

Hàm xấp xỉ của hàm f ứng với giá trị a được định nghĩa bởi:

mf(r, a) =


∫

Sm(r)
log+ 1

|f(z)−a|σm(z), a 6=∞∫
Sm(r)

log+ |f(z)|σm(z), a =∞.

Hàm đặc trưng của f được định nghĩa bởi:

Tf(r) = mf(r,∞) +Nf(r,∞).

Định lí cơ bản thứ nhất cho hàm phân hình của Nevanlinna (xem

trong [9]) khẳng định rằng: Nếu f là hàm phân hình khác hằng thì

với mọi a ∈ P1(C), ta có

Tf(r) = mf(r, a) +Nf(r, a) +O(1).

Định nghĩa 1.1.3.

Cho f : Cm −→ P1(C) là một hàm phân hình khác hằng. Với mỗi

a ∈ P1(C), ta gọi đại lượng

δ(a, f) = lim inf
r→+∞

mf(r, a)

Tf(r)
= 1− lim sup

r→+∞

Nf(r, a)

Tf(r)
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là số khuyết của f tại a. Rõ ràng 0 ≤ δ(a, f) ≤ 1.

Bây giờ, ta định nghĩa bậc, bậc dưới và đạo hàm của hàm phân

hình.

Định nghĩa 1.1.4.

Cho f : Cm −→ P1(C) là một hàm phân hình khác hằng. Ta gọi đại

lượng

ρf = lim sup
r→+∞

log Tf(r)

log r

là bậc của f và đại lượng

γf = lim inf
r→+∞

log Tf(r)

log r

là bậc dưới của f.

Với mỗi z = (z1, z2, · · · , zm) ∈ Cm, ta ký hiệu

Df(z) =
m∑
j=1

zjfzj(z),

ở đó fzj là đạo hàm riêng của hàm f theo biến zj.

1.2 Một số kết quả ban đầu

Trước hết, ta có Định lý Nevanlinna cổ điển về quan hệ số khuyết

trong lý thuyết phân bố giá trị:

Định lý 1.2.1 (xem trong [9]). Nếu f : C −→ P1(C) là một hàm

phân hình khác hằng thì
∑

a∈P1(C) δ(a, f) ≤ 2.

Bổ đề 1.2.2. ([32, Bổ đề 6]) Giả sử f : Cm → P1(C) là một hàm

phân hình khác hằng. Khi đó, với mỗi 1 ≤ j ≤ m, ta có

m fzj
f

(r,∞) =

∫
Sm(r)

log+
∣∣fzj
f

(z)
∣∣σm(z) = O

(
log(rTf(r))

)
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với mọi r > 1 ngoài một tập có độ đo Lebesgue hữu hạn. Hơn nữa,

nếu ρf < +∞ thì m fzj
f

= O(log r).

Bổ đề 1.2.3. Giả sử f, g : Cm → P1(C) là hai hàm phân hình khác

hằng có bậc hữu hạn. Giả thiết rằng ρf = λ, ρg = λ′ và λ > λ′. Khi

đó, ta có hai khẳng định sau:

(i) ρf+g = λ.

(ii) ρf ·g = λ.

Chứng minh. (i) Ta cố định ε > 0. Do ρf = λ nên theo định nghĩa bậc

của f , ta có
log Tf(r)

log r
< λ + ε với r đủ lớn. Điều này tương đương

với log Tf(r) < (λ + ε)log r với r đủ lớn. Vì vậy, Tf(r) < rλ+ε với r

đủ lớn. Tương tự, ta có Tg(r) < rλ
′+ε với r đủ lớn. Điều đó suy ra

Tf+g(r) ≤ Tf(r) + Tg(r) +O(1) < rλ+ε + rλ
′+ε +O(1).

Ta suy ra
log Tf+g(r)

log r
< λ+ 2ε với r đủ lớn. Do đó, ρf+g ≤ λ+ 2ε với

mỗi ε > 0, nghĩa là

ρf+g ≤ λ. (1.1)

Lấy 0 < ε < 1
2(λ− λ′). Do lim sup

r→+∞

log Tf(r)

log r
= λ nên tồn tại một dãy

{rn} sao cho

lim
n→+∞

log Tf(rn)

log rn
= λ.

Điều này suy ra rằng, tồn tại no sao cho
log Tf(rn)

log rn
> λ− ε, ∀n > no

và do vậy,

Tf(rn) > rλ−εn , ∀n > no.

Mặt khác, ta có

Tf(r)− Tg(r) +O(1) < Tf+g(r).
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Vì thế Tf(rn) − Tg(rn) < Tf+g(r) + O(1), nghĩa là rλ−εn − rλ
′+ε
n <

Tf+g(r) +O(1). Từ đó suy ra

log Tf+g(rn)

log rn
≥ λ− ε, ∀n > no.

Lúc này, ta được

lim sup
n→+∞

log Tf+g(rn)

log rn
≥ λ− ε.

Do vậy, ρf+g ≥ λ− ε, ∀ε > 0, nghĩa là

ρf+g ≥ λ. (1.2)

Kết hợp (1.1) và (1.2), ta được khẳng định thứ nhất.

(ii) Bằng lập luận tương tự, ta cũng có ρf ·g = λ. Vì vậy, Bổ đề được

chứng minh.

Bổ đề 1.2.4. Giả sử f : Cm → P1(C) là một hàm phân hình khác

hằng có bậc hữu hạn. Thế thì TDf
(r) ≤ 2Tf(r) +O(log(rTf(r))) và do

đó ρDf
≤ ρf .

Chứng minh. +) Ta sẽ chỉ ra rằng

mDf
(r,∞) ≤ mf(r,∞) +O

(
log(rTf(r))

)
. (1.3)

Thật vậy, theo tính chất của log+, ta có

log+ |Df | = log+ |Df

f
| · |f | ≤ log+ |Df

f
|+ log+ |f |.

Lấy tích phân hai vế, ta được:

mDf
(r,∞) ≤ mDf

f

(r,∞) +mf(r,∞).

Mặt khác, ta có

Df

f
=

m∑
j=1

zjfzj

f
=

m∑
j=1

zj ·
fzj
f
.
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Do đó, theo Bổ đề 1.2.2, ta có

mDf
f

(r,∞) ≤
m∑
j=1

(
mzj(r,∞) +m fzj

f

(r,∞)
)

+O(1)

≤ O
(

log(rTf(r))
)
.

Vậy, ta có (1.3).

+) Ta cũng sẽ chỉ ra rằng

NDf
(r,∞) ≤ 2Nf(r,∞). (1.4)

Thật vậy, do f =
g

h
với g và h là các hàm chỉnh hình không có không

điểm chung trên Cm nên Df =
hDg − gDh

h2 . Điều này suy ra

NDf
(r,∞) ≤ Nh2(r, 0) = 2Nh(r, 0) ≤ 2Nf(r,∞).

Từ (1.3) và (1.4), ta có

TDf
(r) = mDf

(r,∞) +NDf
(r,∞)

≤ mf(r,∞) + 2Nf(r,∞) +O(log(rTf(r)))

≤ 2Tf(r) +O(log(rTf(r))).

Lấy log hai vế và sử dụng bất đẳng thức

log
n∑
i=1

ai ≤
n∑
i=1

log ai + log n với ai > 1(i = 1, 2, . . . , n),

ta được

log TDf
(r) ≤ log(2Tf(r)) + log(O(log(rTf(r)))) + log 2

≤ log Tf(r) + log(O(log(rTf(r)))) + 2 log 2.

Vì f có bậc hữu hạn nên ta suy ra được

ρDf
= lim sup

r→+∞

log TDf
(r)

log r
≤ lim sup

r→+∞

log Tf(r)

log r

+ lim sup
r→+∞

log(O(log(rTf(r))))

log r
+ lim sup

r→+∞

2 log 2

log r
= ρf .

Vì vậy, Bổ đề được chứng minh.
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Bổ đề 1.2.5. Giả sử f : Cm → P1(C) là một hàm phân hình khác

hằng có bậc hữu hạn. Ta đặt g = fn, ở đó n ∈ Z+ và h = f + a với

a ∈ C. Thế thì ρg = ρf , ρh = ρf và ρ 1
f

= ρf .

Chứng minh. Theo định nghĩa hàm đếm, ta dễ dàng thấy rằng

Ng(r,∞) = Nfn(r,∞) = n ·Nf(r,∞).

Theo định nghĩa hàm xấp xỉ, ta có

mg(r,∞) =

∫
Sm(r)

log+ |fn(z)|σm(z)

= n ·
∫

Sm(r)

log+ |f(z)|σm(z) = n ·mf(r,∞).

Do đó, Tg(r) = Ng(r,∞) +mg(r,∞) = n · Tf(r). Suy ra

ρg = lim sup
r→+∞

log Tg(r)

log r
= lim sup

r→+∞

log nTf(r)

log r
= ρf .

Theo định nghĩa hàm xấp xỉ, ta có

m 1
f
(r, 0) =

∫
Sm(r)

log+ |f(z)|σm(z) = mf(r,∞).

Mặt khác N 1
f
(r, 0) = Nf(r,∞) nên theo định lý cơ bản thứ nhất, ta

có
T 1
f
(r) = m 1

f
(r, 0) +N 1

f
(r, 0) +O(1)

= mf(r,∞) +Nf(r,∞) +O(1) = Tf(r) +O(1).

Vậy,

ρ 1
f

= lim sup
r→+∞

log T 1
f
(r)

log r
= lim sup

r→+∞

log Tf(r) +O(1)

log r
= ρf .

Lập luận tương tự, ta có ρh = ρf . Vì vậy, Bổ đề được chứng minh.
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Bổ đề 1.2.6. Các ánh xạ sau đây không làm thay đổi tổng số khuyết:

α : f 7→ 1
f và βa : f 7→ f + a, ∀a ∈ C.

Chứng minh. Với mỗi z ∈ C, ta dễ dàng thấy Nf(r, z) = N 1
f
(r, 1

z), ở

đây ta coi 1
z là ∞ nếu z = 0 và là 0 nếu z =∞. Mặt khác, do

Tf(r) = T 1
f
(r) +O(1)

nên

δ(z, f) = 1− lim sup
r→+∞

Nf(r, z)

Tf(r)
= 1− lim sup

r→+∞

N 1
f
(r, 1

z)

T 1
f
(r) +O(1)

= δ(
1

z
,

1

f
).

Vậy, ∑
z∈C

δ(z, f) =
∑
z∈C

δ(
1

z
,

1

f
).

Do đó, tổng số khuyết là không đổi qua phép nghịch đảo. Lập luận

tương tự, ta cũng có tổng số khuyết là không đổi qua phép tịnh

tiến.

Bổ đề 1.2.7. Giả sử f : Cm → P1(C) là một hàm phân hình khác

hằng có bậc hữu hạn. Khi đó, một trong các khẳng định sau đây là

đúng:

(i) ρDf
= ρf .

(ii) ρD 1
f

= ρ 1
f
.

Chứng minh. Theo Bổ đề 1.2.4, ta có ρDf
≤ ρf . Ta có hai trường hợp:

Nếu ρDf
= ρf thì khẳng định được chứng minh, tức ta có (i).

Nếu ρDf
< ρf thì ta đặt f1 = 1

f . Khi đó, Df1 =
−Df

f2 . Mặt khác,

theo Bổ đề 1.2.5, ta có ρf2 = ρf . Do đó, ρ 1
f2

= ρf2 = ρf . Do

ρ−Df
= ρDf

< ρf = ρf2 nên theo Bổ đề 1.2.3, ta có

ρ−Df
f2

= ρ−Df .
1
f2

= ρf2 = ρf = ρ 1
f
.

Vậy, ρDf1
= ρf1, tức ta có (ii). Bổ đề được chứng minh.
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Bổ đề 1.2.8 (xem trong [9]). Giả sử a1, · · · , aq là q điểm phân biệt

trong C. Định nghĩa

F (z) =

q∑
j=1

1

z − aj
và δ =

1

3
min
j<k
|aj − ak|.

Khi đó,

log+ |F (z)| ≥
q∑
j=1

log+ 1

|z − aj|
− q log+ 3q

δ
− log 3.

Bổ đề 1.2.9 (xem trong [11]). Giả sử f : Cm → P1(C) là một hàm

phân hình khác hằng và a1, · · · , aq là q điểm phân biệt trong C. Khi

đó,
q∑
j=1

mf(r, aj) ≤ mDf
(r, 0).

Bổ đề 1.2.10. Giả sử f : Cm → P1(C) là một hàm phân hình khác

hằng sao cho δ(∞, f) = 0. Khi đó, ta có∑
a∈C

δ(a, f) =
∑
a∈C

δ(a, f) ≤ 2δ(0, Df).

Chứng minh. Lấy q điểm phân biệt a1, a2, · · · , aq ∈ C. Theo Bổ đề

1.2.9, ta có
q∑
j=1

mf(r, aj) ≤ mDf
(r, 0).

Theo Bổ đề 1.2.4, ta có TDf
(r) ≤ 2Tf(r) + O(log(rTf(r))). Điều này

suy ra
q∑
j=1

mf(r, aj)

Tf(r) +O(log(rTf(r)))
≤ 2

mDf
(r, 0)

TDf
(r)

.

Do đó, chuyển qua giới hạn, ta được

q∑
j=1

δ(aj, f) ≤ 2δ(0, Df).
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Vì số các điểm mà tại đó f có số khuyết khác không là không quá đếm

được nên
∑

a∈C δ(aj, f) ≤ 2δ(0, Df). Vì thế, theo giả thiết δ(∞, f) = 0

cho nên, ta có ∑
a∈C

δ(aj, f) ≤ 2δ(0, Df).

Bổ đề được chứng minh.

Bằng lập luận tương tự như trong Bổ đề 1.2.3, ta có bổ đề sau đây:

Bổ đề 1.2.11. Giả sử f, g : Cm → P1(C) là hai hàm phân hình khác

hằng có bậc hữu hạn thỏa mãn ρf = λ và Tg(r) = o
(
Tf(r)

)
. Khi đó,

ta có

(i) ρf+g = λ.

(ii) ρf.g = λ.

Bổ đề 1.2.12. Giả sử f, h : Cm → P1(C) là hai hàm phân hình khác

hằng thỏa mãn δ(∞, f) = 0 và Th(r) = o
(
Tf(r)

)
. Đặt g = f + h. Thế

thì δ(∞, g) = 0.

Chứng minh. Do log+ |g| = log+|f+h| ≤ log+ |f |+log+ |h|+log 2 nên

mg(r,∞) =

∫
Sm(r)

log+ |g(z)|σm(z)

≤
∫

Sm(r)

log+ |f(z)|σm(z) +

∫
Sm(r)

log+ |h(z)|σm(z)

+

∫
Sm(r)

log 2σm(z) = mf(r,∞) +mh(r,∞) + log 2.

Theo định lý cơ bản thứ nhất và theo giả thiết Th(r) = o
(
Tf(r)

)
, ta

có

mg(r,∞) = mf(r,∞) + o
(
Tf(r)

)
.

Bởi vậy,

Tg(r) = Tf(r) + o
(
Tf(r)

)
.
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Do đó

δ(∞, g) = lim inf
r→+∞

mg(r,∞)

Tg(r)
= lim inf

r→+∞

mf(r,∞) + o
(
Tf(r)

)
Tf(r) + o

(
Tf(r)

)
= lim inf

r→+∞

mf(r,∞)

Tf(r)
= δ(∞, f) = 0.

Bổ đề được chứng minh.

Bổ đề sau đây của J. Noguchi đóng vai trò rất quan trọng trong kết

quả tiếp theo:

Bổ đề 1.2.13 (xem trong [14]). Giả sử g : Cm → P1(C) là một hàm

phân hình khác hằng sao cho ρg = λ < +∞. Khi đó,

(i) Với mỗi a1, a2 ∈ P1(C), ta có

lim sup
r→+∞

Ng(r, a1) +Ng(r, a2)

Tg(r)
≥ k(λ),

ở đó k(λ) =
2Γ4(3/4)|sinλπ|

π2λ+ Γ4(3/4)|sinλπ|
với hàm Gamma cho bởi Γ(x) =

+∞∫
0
e−ttx−1dt.

(ii) Nếu có a1, a2 ∈ P1(C) sao cho δ(a1, g) = δ(a2, g) = 1 thì λ ∈ Z+

và λ bằng bậc dưới của g.

Bổ đề 1.2.14. Giả sử f : Cm → P1(C) là một hàm phân hình khác

hằng. Ta đặt g = fn, ở đó n ∈ Z+. Khi đó, TDg
(r) ≤ n+1

n Tg(r) +

O(log(rTf(r))).

Chứng minh. Bằng lập luận như trong Bổ đề 1.2.4, ta có

mDg
(r,∞) ≤ mg(r,∞) +O

(
log(rTg(r))

)
.

Ta chỉ ra rằng

NDg
(r,∞) ≤ n+ 1

n
Ng(r,∞).
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Thật vậy, giả sử rằng f =
f0

f1
với f0, f1 là các hàm chỉnh hình trên

Cm không có không điểm chung. Thế thì

g =
fn0
fn1

và Dg = n · f
n−1
0 (f1Df0 − f0Df1)

fn+1
1

.

Do đó, mỗi một cực điểm của Dg là một không điểm của f1 và cũng là

một cực điểm của g. Điều này suy ra rằng, nếu f1 có bội không điểm

là k thì g có bội cực điểm là nk còn Dg có bội cực điểm ≤ (n + 1)k

do f1Df0 − f0Df1 có thể có không điểm. Vậy,

bội của cực điểm của Dg

bội của cực điểm của g
≤ n+ 1

n
.

Do đó, ta có NDg
(r,∞) ≤ n+ 1

n
Ng(r,∞). Ta suy ra

TDg
(r) = mDg

(r,∞) +NDg
(r,∞)

≤ mg(r,∞) +O
(

log(rTg(r))
)

+
n+ 1

n
Ng(r,∞)

≤ n+ 1

n
mg(r,∞) +

n+ 1

n
Ng(r,∞) +O

(
log(rTg(r))

)
=
n+ 1

n
Tg(r) +O

(
log(rTg(r))

)
.

Bổ đề được chứng minh.

Bổ đề 1.2.15. Giả sử f : Cm → P1(C) là một hàm phân hình

khác hằng có bậc hữu hạn. Thế thì tồn tại một hàm phân hình

f1 : Cm → P1(C) có bậc hữu hạn sao cho∑
a∈C δ(a, f1) =

∑
a∈C δ(a, f), ρf1 = ρDf1

và δ(∞, f1) = 0.

Chứng minh. Xét hai trường hợp.

Trường hợp 1: δ(∞, f) = 0.

Nếu ρf = ρDf
thì chọn f1 là f . Khẳng định được chứng minh.

Nếu ρf 6= ρDf
thì ta chọn a ∈ C sao cho δ(a, f) = 0. Do hầu hết các
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điểm trong C có giá trị số khuyết bằng không nên theo Bổ đề 1.2.5,

ta có ρf−a = ρf . Mặt khác, do Df−a = Df nên ρf−a 6= ρD(f−a). Theo

Bổ đề 1.2.7, ta có

ρ 1
f−a

= ρD 1
f−a
.

Đặt f1 = 1
f−a . Thế thì ρf1 = ρDf1

và δ(∞, f1) = δ(a, f) = 0. Vậy, f1 là

hàm thỏa mãn yêu cầu.

Trường hợp 2: δ(∞, f) 6= 0.

Chọn a ∈ C sao cho δ(a, f) = 0. Thay thế f bằng h = 1
f−a , ta có

δ(∞, h) = δ(a, f) = 0. Theo bổ đề 1.2.6, ta thấy h có tổng số khuyết

bằng tổng số khuyết của f . Ta lại áp dụng Trường hợp 1 cho hàm h.

Vì vậy, Bổ đề 1.2.15 được chứng minh.

1.3 Về lớp hàm có tổng số khuyết cực đại

Trước hết, ta chứng minh định lý sau:

Định lý 1.3.1. Giả sử f : C → P1(C) là một hàm phân hình khác

hằng có bậc hữu hạn. Với mỗi n ≥ 1, ta đặt gn(z) = f(zn), ∀z ∈ C và

hn(z) = fn(z), ∀z ∈ C. Khi đó, λ := ρf ∈ Z+ và λ bằng bậc dưới của

f nếu có một trong hai điều kiện sau:

(i) Tồn tại n0 ≥ 2 sao cho
∑

a∈C δ(a, gn0
) = 2.

(ii) Tồn tại một dãy {ni}+∞i=1 ⊂ Z+ sao cho
∑

a∈C δ(a, hni) = 2 với

mọi i ≥ 1.

Chứng minh. (i) Chỉ cần chứng minh cho trường hợp n = 2. Thật vậy,

theo định nghĩa hàm xấp xỉ, với mỗi a ∈ C, ta có

mg(r, a) =


∫
|z|=r

log+ |g(z)|dc log |z|2 nếu a =∞∫
|z|=r

log+ 1
|g(z)−a|d

c log |z|2 nếu a 6=∞.
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Suy ra

mg(r, a) =


1
2

∫
|z|=r

log+ |f(z2)|dc log |z2|2 nếu a =∞

1
2

∫
|z|=r

log+ 1
|f(z2)−a|d

c log |z2|2 nếu a 6=∞

=
1

2
mf(r

2, a).

Mặt khác, do bội không điểm z của hàm g(z) − a bằng hai lần bội

không điểm z của hàm f(z2)− a nên vag(z) = 2vaf(z
2) với a ∈ C. Điều

đó cũng đúng khi a =∞. Do đó, ng(r, a) = 2nf(r
2, a). Suy ra

Ng(r, a) =

r∫
1

ng(t, a)

t
dt =

r∫
1

2nf(t
2, a)

t
dt =

r∫
1

nf(t
2, a)

t2
dt2

=

r2∫
1

nf(t, a)

t
dt = Nf(r

2, a).

Do đó

δ(a, g) = lim inf
r→+∞

mg(r, a)

Tg(r)
= lim inf

r→+∞

mg(r, a)

mg(r, a) +Ng(r, a) +O(1)

= lim inf
r→+∞

1

1 +
Ng(r,a)
mg(r,a)

= lim inf
r→+∞

1

1 + 2
Nf (r2,a)
mf (r2,a)

=
1

1 + 2
(

1
δ(a,f) − 1

) =
δ(a, f)

2− δ(a, f)
=

δ(a, f)

1 + (1− δ(a, f))
≤ δ(a, f).

Dấu bằng ” = ” xảy ra nếu và chỉ nếu δ(a, f) = 0 hoặc δ(a, f) = 1.

Vậy, ∑
a∈C

δ(a, g) ≤
∑
a∈C

δ(a, f) ≤ 2.

Theo giả thiết
∑

a∈C δ(a, g) = 2 nên ta có

2 =
∑
a∈C

δ(a, g) =
∑
a∈C

δ(a, f) ≤ 2.
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Điều này xảy ra khi và chỉ khi tất cả các dấu bằng ở trên xảy ra. Có

nghĩa là 
∑

a∈C δ(a, f) = 2

∀a : thì δ(a, f) = 0 hoặc δ(a, f) = 1

Do tổng số khuyết bị chặn trên bởi 2 nên tồn tại a1, a2 phân biệt

sao cho δ(a1, f) = δ(a2, f) = 1. Vậy, theo Bổ đề 1.2.13 khẳng định (i)

được chứng minh.

(ii) Theo Bổ đề 1.2.9, với mỗi họ tùy ý {aj}qj=1 ⊂ C, ta có

q∑
j=1

mhn(r, aj) ≤ mDhn
(r, 0).

Từ Bổ đề 1.2.14 ta suy ra TDhn
(r) ≤ n+1

n Thn(r) + O(log(rTf(r))). Do

đó
q∑
j=1

mhn(r, aj)

Thn(r)
≤ n+ 1

n
·
mDhn

(r, 0)

TDhn
(r)

+
mDhn

(r, 0).O(log(rTf(r)))

Thn(r).TDhn
(r)

.

Do giả thiết bậc của f là hữu hạn nên theo Bổ đề 1.2.5 bậc của hn

cũng hữu hạn. Mặt khác, do Tf(r) là hàm tăng đối với biến log r nên

chuyển qua giới hạn bất đẳng thức trên ta được

q∑
j=1

δ(aj, hn) ≤
n+ 1

n
· δ(0, Dhn) ≤

n+ 1

n

⇒
∑
a∈C

δ(a, hn) ≤
n+ 1

n

⇒
∑
a∈C

δ(a, hn) ≤
n+ 1

n
+ δ(∞, hn).

Vậy, nếu với mọi n mà δ(∞, hn) < 1 thì tồn tại n0 đủ lớn sao cho∑
a∈C

δ(a, hn) ≤
n+ 1

n
+ δ(∞, hn) < 2, ∀n ≥ n0.
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Mâu thuẫn với giả thiết
∑

a∈C δ(a, hn) = 2. Do đó, tồn tại n sao cho

δ(∞, hn) = 1. Theo chứng minh Bổ đề 1.2.5, ta có ngay

δ(∞, f) = δ(∞, hn) = 1.

Bây giờ, ta thay f bằng 1
f và hn bằng 1

hn
. Rõ ràng các hàm này vẫn

thỏa mãn giả thiết của định lý. Lặp lại lập luận trên, ta có δ(∞, 1
f ) = 1,

nghĩa là δ(0, f) = 1. Do đó,

δ(∞, f) = δ(0, f) = 1.

Vậy, theo Bổ đề 1.2.13 khẳng định (ii) của định lý được chứng

minh.

Định lý 1.3.2. Giả sử f : Cm → P1(C) là một hàm phân hình khác

hằng có bậc hữu hạn thỏa mãn

λ := ρf /∈ Z và
∑
a∈C

δ(a, f) = 2.

Ký hiệu A là tập tất cả các hàm phân hình khác hằng h : Cm → P1(C)

sao cho Th(r) = o
(
Tf(r)

)
và TDh

(r) = o
(
TDf

(r)
)
. Khi đó, với mỗi

h ∈ A, ta có ∑
a∈C

δ(a, f + h) ≤ 2− 2k(λ) < 2,

ở đó k(λ) là một hằng dương chỉ phụ thuộc vào λ.

Chứng minh. Theo Bổ đề 1.2.15 và Bổ đề 1.2.5, ta chỉ cần xét hàm

phân hình f : Cm −→ P1 thỏa mãn

δ(∞, f) = 0 và ρf = ρDf
.

Do δ(∞, f) = 0 và theo Bổ đề 1.2.10 nên ta có

2 =
∑
a∈C

δ(a, f) ≤ 2δ(0, Df) = 2− 2lim sup
r→+∞

NDf
(r, 0)

TDf
(r)

.
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Do đó,

lim sup
r→+∞

NDf
(r, 0)

TDf
(r)

= 0. (1.5)

Giả sử rằng h ∈ A. Đặt g = f + h. Thế thì Dg = Df + Dh. Theo Bổ

đề 1.2.11 và Bổ đề 1.2.12, ta có

ρg = ρf = ρDf
= ρDg

= λ và δ(∞, g) = 0.

Một lần nữa theo Bổ đề 1.2.10, ta suy ra rằng∑
a∈C

δ(a, g) ≤ 2δ(0, Dg) = 2− 2lim sup
r→+∞

NDg
(r, 0)

TDg
(r)

. (1.6)

Bây giờ, ta đi đánh giá đại lượng

lim sup
r→+∞

NDg
(r, 0)

TDg
(r)

.

Do mỗi cực điểm của Dh là một không điểm của 1
Dh

và do giả thiết

TDh
(r) = o

(
TDf

(r)
)
nên theo tính chất của hàm đếm, ta có

NDg
(r, 0) = NDf+Dh

(r, 0) ≥ NDf
Dh

(r,−1)−NDh
(r,∞)

≥ NDf
Dh

(r,−1)− o
(
TDf

(r)
)
.

(1.7)

Mặt khác, do TDh
(r) = o

(
TDf

(r)
)
nên lập luân như trong Bổ đề 1.2.12,

ta có

TDg
(r) = TDf

(r) + o
(
TDf

(r)
)

và

TDf
Dh

(r) = TDf
(r) + o

(
TDf

(r)
)
.

Suy ra TDg
(r) = TDf

Dh

(r) + o
(
TDf

(r)
)
. Đặt f1 =

Df

Dh
. Kết hợp với (1.7),

ta được

lim sup
r→+∞

NDg
(r, 0)

TDg
(r)

≥ lim sup
r→+∞

Nf1(r,−1) + o
(
TDf

(r)
)

Tf1(r) + o
(
TDf

(r)
)

= lim sup
r→+∞

Nf1(r,−1)

Tf1(r)
.

(1.8)
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Ta thấy rằng

Nf1(r, 0) ≤ NDf
(r, 0) +NDh

(r,∞)

≤ NDf
(r, 0) + o

(
TDf

(r)
)
.

Tf1(r) = TDf
(r) + o

(
TDf

(r)
)
.

Do đó, kết hợp với (1.5), ta có

lim sup
r→+∞

Nf1(r, 0)

Tf1(r)
≤ lim sup

r→+∞

NDf
(r, 0) + o

(
TDf

(r)
)

TDf
(r) + o

(
TDf

(r)
)

= lim sup
r→+∞

NDf
(r, 0)

TDf
(r)

= 0.

Suy ra

lim sup
r→+∞

Nf1(r, 0)

Tf1(r)
= 0.

Theo Bổ đề 1.2.11, ta có ρf1 = ρDf
= λ. Vì vậy, theo Bổ đề 1.2.13, ta

có

lim sup
r→+∞

Nf1(r,−1)

Tf1(r)
= lim sup

r→+∞

Nf1(r,−1)

Tf1(r)
+ lim sup

r→+∞

Nf1(r, 0)

Tf1(r)

≥ lim sup
r→+∞

Nf1(r,−1) +Nf1(r, 0)

Tf1(r)
≥ k(λ).

Kết hợp với (1.8), ta có

lim sup
r→+∞

NDg
(r, 0)

TDg
(r)

≥ k(λ).

Do λ /∈ Z nên

k(λ) =
2Γ4(3/4)|sinλπ|

π2λ+ Γ4(3/4)|sinλπ|
> 0.

Từ (1.6), ta có∑
a∈C

δ(a, g) ≤ 2− 2 lim sup
r→+∞

NDg
(r, 0)

TDg
(r)

≤ 2− 2k(λ) < 2.

Do đó, Định lý được chứng minh.
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Chú ý 1.3.3. Lớp hàm phân hình xét trong hai định lý trên là tồn tại

vì R. Nevanlinna ([12, trang 83]) đã chỉ ra những hàm phân hình f

trên C có bậc hữu hạn sao cho

λ := ρf /∈ Z và
∑
a

δ(a, f) = 2.



Chương 2

Ánh xạ phân hình có tổng số

khuyết cực đại đối với mục tiêu di

động

Chương này dành cho việc nghiên cứu các ánh xạ phân hình từ Cm

vào Pn(C) có tổng số khuyết cực đại đối với mục tiêu di động và được

viết dựa trên bài báo [3].

Trong khoảng 20 năm trở lại đây, việc nghiên cứu lý thuyết Nevan-

linna đối với mục tiêu di động đã được nhiều nhà toán học quan tâm.

Đây là sự mở rộng tự nhiên khi ta thay thế các siêu phẳng (hoặc siêu

mặt) cố định trong không gian xạ ảnh phức bằng các siêu phẳng (hoặc

siêu mặt) di động với hệ số là các hàm nhỏ. Một trong những kết quả

quan trọng nhất theo hướng nghiên cứu này là định lý Cartan-Nochka

đối với mục tiêu di động được chứng minh bởi M. Ru và W. Stoll trong

[18].

Định lý. Giả sử f : Cm −→ Pn(C) là ánh xạ phân hình khác hằng

và giả thiết rằng {ai}q−1
i=0 là các ánh xạ phân hình "nhỏ" đối với f từ

Cm vào Pn(C) ở vị trí N-tổng quát dưới sao cho f là không suy biến

tuyến tính trên R({ai}q−1
i=0 ). Khi đó

∑q−1
j=0 δ (aj, f) ≤ 2N − n+ 1.

Như thế lại có một câu hỏi tự nhiên được đặt ra là: Ta có thể nói gì

về hàm f mà tổng số khuyết đối với nó là cực đại? Nói cách khác, ta

có thể mở rộng kết quả của N. Toda cho ánh xạ phân hình nhiều biến

có tổng số khuyết cực đại đối với mục tiêu di động được hay không?
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Mục đích chính của chương này là trả lời cho câu hỏi trên. Trước hết

ta nhắc lại một số khái niệm trong lý thuyết Nevanlinna nhiều chiều.

2.1 Một số khái niệm cơ bản trong lý thuyết Nevanlinna

Định nghĩa 2.1.1.

Với mỗi divisor v trên Cm, ta định nghĩa các hàm đếm của v là

n(t, v) =


∫

|v| ∩Bm(t)
v(z)νm−1

m nếu m ≥ 2∑
|z|≤t

v(z) nếu m = 1

và

N(r, v) =

r∫
1

n(t, v)

t2m−1 dt (1 < r < +∞).

Cho ϕ : Cm −→ C là một hàm phân hình. Ta định nghĩa

Nϕ(r) = N(r, vϕ).

Cho f : Cm −→ Pn(C) là một ánh xạ phân hình. Với mỗi tọa

độ thuần nhất cố định (w0 : · · · : wn) của Pn(C), ta lấy một biểu

diễn rút gọn f = (f0 : · · · : fn) của f , tức mỗi fi là một hàm chỉnh

hình trên Cm và f(z) =
(
f0(z) : · · · : fn(z)

)
ngoài một tập giải tích

I(f) = {f0 = · · · = fn = 0}
có đối chiều lớn hơn hoặc bằng 2. Ta đặt

‖f‖ = (|f0|2 + · · ·+ |fn|2)1/2.

Định nghĩa 2.1.2.

Hàm đặc trưng của f được định nghĩa là:

Tf(r) =

∫
Sm(r)

log‖f‖σm −
∫

Sm(1)

log‖f‖σm.
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Định nghĩa 2.1.3.

Cho f và a là hai hàm phân hình từ Cm vào Pn(C). Ta nói rằng a

là "nhỏ" đối với f nếu Ta(r) = o(Tf(r)) khi r → +∞.

Cho f : Cm −→ Pn(C) là ánh xạ phân hình với biểu diễn rút gọn

f = (f0 : · · · : fn) và a : Cm −→ Pn(C) là ánh xạ phân hình với biểu

diễn rút gọn a = (a0 : · · · : an). Ta đặt (f, a) =
n∑
i=0

aifi, nghĩa là

(f, a)(z) =
n∑
i=0

ai(z)fi(z). Khi đó, ta có định nghĩa sau:

Định nghĩa 2.1.4.

Ta gọi mf,a(r) là hàm xấp xỉ của f ứng với a và được xác định như

sau:

mf,a(r) =

∫
Sm(r)

log
||f || · ||a||
|(f, a)|

σm −
∫

Sm(1)

log
||f || · ||a||
|(f, a)|

σm.

Định lý cơ bản thứ nhất đối mục tiêu di động (xem trong [30])

khẳng định rằng: Nếu f, a : Cm → Pn(C) là các ánh xạ phân hình

thỏa mãn (f, a) 6≡ 0 thì

Tf(r) + Ta(r) = mf,a(r) +N(f,a)(r) +O(1) (r > 1).

Khi đó, ta có định nghĩa sau:

Định nghĩa 2.1.5.

Ta định nghĩa số khuyết của f tại a tương ứng là

δ(a, f) = lim inf
r→+∞

m(f,a)(r)

Tf(r)
= 1− lim sup

r→+∞

N(f,a)(r)

Tf(r)
.

Xét họ q ánh xạ phân hình
{
aj
}q−1
j=0 từ Cm vào Pn(C) với các biểu

diễn rút gọn tương ứng là aj = (aj0 : · · · : ajn) (0 ≤ j ≤ q − 1). Ký

hiệuMm là trường các hàm phân hình trên Cm và R(
{
aj
}q−1
j=0) ⊂Mm

là trường con nhỏ nhất chứa C và tất cả các
ajk
ajl

với ajl 6≡ 0.
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Định nghĩa 2.1.6.

Cho f là ánh xạ phân hình từ Cm vào Pn(C) với biểu diễn rút gọn

f = (f0 : · · · : fn). Ta nói rằng f là không suy biến tuyến tính trên

R(
{
aj
}q−1
j=0) nếu f0, . . . , fn là độc lập tuyến tính trên R(

{
aj
}q−1
j=0).

Định nghĩa 2.1.7.

Ta nói họ {aj}q−1
j=0 là ở vị trí N-tổng quát dưới nếu với mỗi tập con

R ⊂ Q với |R| = N + 1 thì

rank Mm
(ajk)j∈R,0≤k≤n = n+ 1.

Khi chúng ở vị trí n-tổng quát dưới ta gọi đơn giản là chúng ở vị trí

tổng quát.

Định nghĩa 2.1.8.

Cho f0, · · · , fn là các hàm phân hình trên Cm thỏa mãn

f = (f0, · · · , fn)

không suy biến tuyến tính trên C. Khi đó, tồn tại bộ số nhỏ nhất

α = (α1, · · · , αn) theo thứ tự từ điển với αi = (αi1, · · · , αim) ∈ Zm
+ sao

cho

W (f0, · · · , fn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f0 · · · fn

Dα1f0 · · · Dα1fn
...

...
...

Dαnf0 · · · Dαnfn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6≡ 0.

∆(f0, · · · , fn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 · · · 1

Dα1f0
f0

· · · Dα1fn
fn

...
...

...
Dαnf0
f0

· · · Dαnfn
fn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6≡ 0.

Ta ký hiệu các định thức trên bởi
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W (f) = W (f0, · · · , fn) và ∆(f) = ∆(f0, · · · , fn),

đồng thời lần lượt gọi chúng là Wronski và Wronski logarit của f .

Với hàm phân hình g trên Cm và A ∈ GL(n + 1,C), ta dễ dàng có

tính chất sau đây:

W (gf0, · · · , gfn) = gn+1W (f0, · · · , fn),

W ((f0, · · · , fn)A) = W (f0, · · · , fn)× (detA),

∆(gf0, · · · , gfn) = ∆(f0, · · · , fn),

∆
(
1,
f1

f0
· · · , fn

f0

)
= ∆(f0, · · · , fn).

Định nghĩa 2.1.9.

Cho φ là hàm không âm tùy ý trên Cm. Ta nói rằng hàm φ là một

S(r, f)-hàm nếu ∫
Sm(r)

log+ φσm = o(Tf(r)).

Cho N > n và q là số nguyên thỏa mãn 2N−n+1 < q < +∞. Đặt

Q = {0, 1 . . . , q − 1}. Giả sử {aj : j ∈ Q} là họ các ánh xạ phân hình

từ Cm vào Pn(C) ở vị trí N -tổng quát dưới. Giả sử G(j1, . . . , jk)(z) là

định thức Gram của họ (aj1, · · · , ajk), ở đó 0 ≤ j1 ≤ · · · ≤ jk ≤ q − 1

và 2 ≤ k ≤ n+ 1. Ta đặt

I = {(j1, · · · , jk)| G(j1, · · · , jk) 6≡ 0}

và

S = {z| tồn tại (j1, · · · , jk) ∈ I sao cho G(j1, · · · , jk)(z) = 0}.

Khi đó, S là tập con giải tích có đối chiều lớn hơn hoặc bằng 1 của

Cm và nó có thể bỏ qua được khi lấy tích phân một hàm trên mặt cầu
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Sm(r). Với ∅ 6= P ⊂ Q và z ∈ Cm, giả sử V (z, P ) là không gian tuyến

tính sinh bởi {aj(z)| j ∈ P}. Ta đặt

d(z, P ) = dimV (z, P ).

Khi đó, d(z, P ) là hằng đối với z ∈ Cm − S. Vì vậy, với z ∈ Cm − S,
ta đặt

d(P ) = d(z, P ).

Nếu P ⊂ Q và N + 1 ≤ |P | thì hiển nhiên d(P ) = n+ 1 do tính chất

của tổng quát dưới. Từ đó, ta có định nghĩa sau:

Định nghĩa 2.1.10.

Cho {aj}j∈Q là họ các ánh xạ phân hình "nhỏ" đối với f từ Cm vào

Pn(C) ở vị trí N -tổng quát dưới. Họ {aj}j∈Q gọi là có phân bố Borel

nếu n = 2l− 1 là lẻ và tồn tại P1, P2, . . . , Pp như là các tập con của Q

thỏa mãn các điều kiện sau:

(i) |Pv| = N − l + 1 và d(Pv) = l với mỗi 1 ≤ v ≤ p,

(ii) Q = ∪pv=1Pv là hợp rời.

Chú ý 2.1.11. Ta sử dụng ký hiệu ′′|| P ′′ để nói rằng mệnh đề P đúng

với mọi r ∈ [0,+∞) nằm ngoài một tập con Borel E của [0,+∞) thoả

mãn ∫
E

dr < +∞.

Sau đây, ta nhắc lại một số kết quả và đưa ra một bổ đề về quan hệ

số khuyết đối với mục tiêu di động.

2.2 Các kết quả ban đầu

Trước hết, ta nhắc lại hai bổ đề về trọng Nochka cho mục tiêu di

động (xem trong [15] hoặc [16]). Cách chứng minh chúng được lặp lại

hoàn toàn các khẳng định tương ứng cho siêu phẳng cố định.
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Bổ đề 2.2.1. ([15, Bổ đề 3.3]) Giả sử {ai}i∈Q là họ q các mục tiêu di

động trong Pn(C) ở vị trí N-tổng quát dưới và giả thiết q > 2N−n+1.

Khi đó, có các hằng số hữu tỉ dương ωj, j ∈ Q thỏa mãn:

(i) 0 < ωj ≤ 1, ∀j ∈ Q.

(ii)
∑q

j=1 ωj = ω̃(q − 2N + n− 1) + n+ 1 với ω̃ = maxj∈Q ωj.

(iii)
n+ 1

2N − n+ 1
≤ ω̃ ≤ n

N
.

(iv) Với R ⊂ Q thỏa mãn 0 < |R| ≤ N + 1 thì∑
j∈R

ωj ≤ rank{ai}i∈R.

Ta gọi ωj ở trên là các trọng Nochka và ω̃ là hằng số Nochka. Để

thuận tiện ta sẽ ký hiệu θ = ω̃−1.

Bổ đề 2.2.2. ([15, Bổ đề 3.4]) Giả sử q > 2N − n+ 1, {ai}i∈Q là họ

q mục tiêu di động trong Pn(C) ở vị trí N-tổng quát dưới và {ωj}j∈Q
là các trọng Nochka của nó. Gọi Ej ≥ 1, j ∈ Q là các số cho trước tùy

ý. Khi đó, với mỗi tập con R ⊂ Q thỏa mãn 0 < |R| ≤ N + 1 có tập

con Ro ⊂ R thỏa mãn |Ro| = rank{ai}i∈R và
∏

i∈RE
ωi
i ≤

∏
i∈Ro Ei.

Chú ý 2.2.3. Bổ đề 2.2.2 vẫn đúng khi {ωj}j∈Q chỉ thỏa mãn các

điều kiện (i) và (iv) của Bổ đề 2.2.1.

Với mỗi 1 ∈ Φ ⊂ Mm và |Φ| < +∞, ta ký hiệu L(Φ) là

C-không gian véctơ sinh bởi Φ. Với mỗi số nguyên dương k đặt

Φk = {ϕ1ϕ2 · · ·ϕk|ϕj ∈ Φ với j = 1, ..., k}. Khi đó, 1 ∈ Φk và Φk

là hữu hạn.

Bổ đề 2.2.4. Giả sử ε là số thực thỏa mãn 0 < ε < 1 và 1 ∈ Φ ⊂Mm

và q = |Φ| < +∞. Cho P (ε) =
(Pε+q+1

q+1

)
, ở đó Pε là số nguyên dương

nhỏ nhất thỏa mãn
(Pε+q+1

q+1

)
≤ (1 + ε)Pε. Khi đó, tồn tại số nguyên

P ′ε ≤ Pε thỏa mãn
dimL(ΦP ′ε+1)

dimL(ΦP ′ε)
≤ (1 + ε) và dimL(ΦP ′ε+1) ≤ P (ε).
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Chứng minh. Giả sử
dimL(Φp+1)

dimL(Φp)
> (1 + ε) với mọi 1 ≤ p ≤ Pε. Khi

đó,

dimL(ΦPε+1) ≥
Pε∏
i=1

dimL(Φi+1)

dimL(Φi)
> (1 + ε)Pε.

Do đó, (Pε+q+1
q+1

)
> (1 + ε)Pε.

Điều này là mâu thuẫn. Do đó, tồn tại số nguyên dương P ′ε ≤ Pε thỏa

mãn
dimL(ΦP ′ε+1)

dimL(ΦP ′ε)
≤ 1 + ε.

Hơn nữa, ta có dimL(ΦP ′ε+1) ≤ dimL(ΦPε+1) ≤
(Pε+q+1

q+1

)
≤ (1 + ε)Pε.

Bổ đề được chứng minh.

Chú ý 2.2.5. Với mỗi số thực x, ký hiệu [x] là phần nguyên của

x, tức là [x] là số nguyên lớn nhất nhỏ hơn hoặc bằng x. Giả sử

P ∗ε =
[ (q+1)2

log2(1+ε)

]
. Khi đó,

(P ∗ε +q+1
q+1

)
≤ (1 + ε)P

∗
ε và do đó,

P (ε) ≤
[
(1 + ε)P

∗
ε
]
≤
[
(1 + ε)

(q+1)2

log2(1+ε)
]
.

Thật vậy, dễ dàng thấy rằng P ∗ε +1 ≥ (q + 1)2

log2(1 + ε)
và do đó, (P ∗ε +1)

1
2 ≥

(q + 1)

log(1 + ε)
. Từ đó, suy ra (q+1)(P ∗ε +1)−

1
2 ≤ log(1+ε). Vì P ∗ε > 1 nên

ta có logP ∗ε ≤ (P ∗ε − 1)
1
2 ≤ P ∗ε (P ∗ε + 1)−

1
2 ⇒ logP ∗ε

P ∗ε
≤ (P ∗ε + 1)−

1
2 , do

đó, (q + 1) logP ∗ε
P ∗ε
≤ log(1 + ε). Điều này kéo theo (P ∗ε )q+1 ≤ (1 + ε)P

∗
ε .

Vậy, ta có
(P ∗ε +q+1

q+1

)
≤ (1 + ε)P

∗
ε .

Bổ đề 2.2.6 (xem trong [15]). Giả sử f là một hàm phân hình trên

Cm. Khi đó, ∣∣∣∣∣∣∣∣ m

(
r,
Dα(f)

f

)
= O(log+ Tf(r)), α ∈ Zn

+.
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Bổ đề trên được gọi là Bổ đề đạo hàm logarit. Sau đây, chúng tôi sẽ

chứng minh một bổ đề đóng vai trò then chốt trong việc chứng minh

định lý về tổng số khuyết cực đại cho ánh xạ phân hình đối với mục

tiêu di động.

Bổ đề 2.2.7. Giả sử f là ánh xạ phân hình từ Cm vào Pn(C) với biểu

diễn rút gọn f = (f0 : · · · : fn). Giả sử N > n và q là số nguyên tùy

ý thỏa mãn 2N − n+ 1 < q < +∞. Đặt Q = {0, 1 . . . , q − 1}. Giả sử

{aj : j ∈ Q} là họ q ánh xạ phân hình "nhỏ" (đối với f) từ Cm vào

Pn(C) ở vị trí N-tổng quát dưới. Giả sử rằng f là không suy biến trên

R({ai}q−1
i=0 ) và ω : Q → (0, 1] là hàm nào đó thỏa mãn điều kiện (iv)

trong Bổ đề 2.2.1. Khi đó, ta có
q−1∑
j=0

ω(j) · δ (aj, f) ≤ n+ 1.

Chứng minh. Giả sử ai có biểu diễn rút gọn ai = (ai0 : . . . : ain) (0 ≤
i ≤ q − 1). Bằng cách đổi hệ tọa độ thuần nhất của Pn(C) nếu cần

thiết, không mất tính tổng quát, ta có thể giả sử ai0 không đồng nhất

bằng không với mọi i. Với mỗi 0 ≤ i ≤ n, ta đặt

gij =
aij
ai0
, ãi = (gi0, . . . , gin), Fi = (ai, f), F̃i = (ãi, f)

và

Ej =
‖ãj‖‖f‖
|F̃j|

=
‖aj‖‖f‖
|Fj|

.

Rõ ràng Ej ≥ 1.

Với mỗi số nguyên không âm s, ta gọi V (s) là C-không gian véctơ

sinh bởi

{
n∏
k=0

q−1∏
j=0

g
s(j,k)
jk |

n∑
k=0

q−1∑
j=0

s(j, k) ≤ s, s(j, k) là các số nguyên không âm}.

Đặt d(s) = dimV (s). Khi đó, V (s) là không gian con của V (s+ 1) và
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theo Bổ đề 2.2.4, ta có

lim inf
s→+∞

d(s+ 1)

d(s)
= 1.

Giả sử {b1, . . . , bd(s), bd(s)+1, . . . , bd(s+1)} là cơ sở của V (s + 1) thỏa

mãn họ {b1, . . . , bd(s)} là một cơ sở của V (s). Vì f là không suy biến

trên R({ai}q−1
i=0 ) nên dễ dàng thấy rằng họ {btfk}1≤t≤d(s+1), 0≤k≤n+1 là

độc lập tuyến tính trên C. Ta đặt

W = W (b1f0, b2f0, . . . , bd(s+1)fn).

Khi đó, theo Bổ đề đạo hàm logarit tức Bổ đề 2.2.6 và định lý cơ bản

thứ nhất, ta có N 1
W

(r) = S(r, f).

Giả sử z là một điểm của Cm \ {0} thỏa mãn z không là không

điểm hoặc cực điểm của các hàm {F̃j}q−1
j=0 và {gjn}q−1

j=0. Ta sắp xếp lại

{F̃j(z)}q−1
j=0 như sau:

|F̃j0(z)| ≤ |F̃j1(z)| ≤ · · · ≤ |F̃jN (z)| ≤ · · · ≤ |F̃jq−1
(z)|.

Vì {aj}q−1
j=0 là các hàm "nhỏ" so với f nên ta luôn chọn được những

S(r, f)-hàm sao cho

|F̃jk(z)| ≤ S(z, f)‖f(z)‖ với (0 ≤ k ≤ q − 1) và

‖f(z)‖ ≤ S(z, f)|F̃jk(z)| với (N ≤ k ≤ q − 1).

Mặt khác, tại mỗi điểm z, ta có(∏q−1
j=0E

ω(j)
j

)d(s)
≤ S(z, f)

(∏N
ν=0E

ω(jν)
jν

)d(s)
.

Ta đặt

K = S(z, f)

(∏N
ν=0E

ω(jν)
jν

)d(s)
.

Theo Bổ đề 2.2.2, ta suy ra

K ≤ S(z, f)

(
n∏
i=0

‖f‖
|H̃i|

)d(s)

, (2.1)



44

ở đó {H̃0, . . . , H̃n} ⊂ {F̃j0(z), . . . , F̃jN (z)} tùy ý và họ {H̃0, . . . , H̃n} là
độc lập tuyến tính trên R

({
aj
}q−1
j=0

)
. Ta chọn

H̃µ = (ãjµ, f), 0 ≤ µ ≤ n và đặt K ′ =

(
‖f‖n+1

|H̃0 · · · H̃n|

)d(s)
.

Do {H̃0, . . . , H̃n} là độc lập tuyến tính trên R
({
aj
}q−1
j=0

)
nên họ

{b1H̃0, b2H̃0, . . . , bd(s)H̃n} là độc lập tuyến tính trên C. Thật vậy, xét

c1b1H̃0+c2b2H̃0+ . . .+cd(s)bd(s)H̃n = 0 với cj ∈ C, j = 1, 2, ..., d(s). Suy

ra cjbj ≡ 0, do đó cj = 0, j = 1, 2, ..., d(s). Vì F̃j = (ãj, f) =
n∑
i=0

gjifi

nên (n + 1)d(s) hàm trên có thể được biểu diễn như là một tổ hợp

tuyến tính với các hệ số hằng của {btfk|1 ≤ t ≤ d(s+ 1), 0 ≤ k ≤ n}.
Điều này có nghĩa là

(b1H̃0, b2H̃0, . . . , bd(s)H̃n) = (b1f0, b2f0, . . . , bd(s+1)fn)D1,

trong đó D1 là một (n+ 1)d(s+ 1)× (n+ 1)d(s)-ma trận mà các phần

tử là hằng và có hạng bằng (n+ 1)d(s).

Giả sử D2 là một (n+ 1)d(s+ 1)× (n+ 1)(d(s+ 1)− d(s))-ma trận

với các phần tử hằng sao cho ma trận D = (D1D2) là khả nghịch. Đặt

L = (n+ 1)(d(s+ 1)− d(s))

và

(K1, . . . , KL) = (b1f0, b2f0, . . . , bd(s+1)fn)D2.

Khi đó,

(b1H̃0, b2H̃0, . . . , bd(s)H̃n, K1, . . . KL) = (b1f0, b2f0, . . . , bd(s+1)fn)D.

Do đó,W (b1H̃0, b2H̃0, . . . , bd(s)H̃n, K1, . . . KL) = (detD)W với detD 6=
0, trong đó

W = W (b1f0, b2f0, . . . , bd(s+1)fn).
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Vì |H̃k(z)| ≤ S(z, f)‖f(z)‖, Kj(z) ≤ S(z, f)‖f(z)‖ nên ta có

1∏n
k=0 |H̃k|d(s)

=
|W (b1H̃0, . . . , bd(s)H̃n, K1, . . . , KL)|

|W || detD|
· 1∏n

k=0 |H̃k|d(s)

=
1

| detD||W |
·
|W (b1H̃0, . . . , bd(s)H̃n, K1, . . . , KL)|∏n

k=0 |H̃k|d(s)

≤ S(z, f)
‖f(z)‖L

|W |
·
|W (b1H̃0, . . . , bd(s)H̃n, K1, . . . , KL)|
|b1H̃0 · · · bd(s)H̃n ·K1 · · ·KL|

.

Do đó,

K ′ =

(
‖f‖n+1

|H̃0 · · · H̃n|

)d(s)
≤ S(z, f) · ‖f(z)‖(n+1)d(s+1)

|W |
·
|W (b1H̃0, . . . , bd(s)H̃n, K1, . . . , KL)|
|b1H̃0 · · · bd(s)H̃n ·K1 · · ·KL|

.

Theo (2.1) thì K ≤ S(z, f) ·K ′. Từ đó, suy ra

K ≤ S(z, f) · ‖f(z)‖(n+1)d(s+1)

|W |
·
|W (b1H̃0, . . . , bd(s)H̃n, K1, . . . , KL)|
|b1H̃0 · · · bd(s)H̃n ·K1 · · ·KL|

.

Do đó, (q−1∏
j=0

E
ω(j)
j

)d(s)≤ K ≤ S(z, f) ·K ′

≤ S(z, f) · ‖f(z)‖(n+1)d(s+1)

|W |
·
|W (b1H̃0, . . . , bd(s)H̃n, K1, . . . , KL)|
|b1H̃0 · · · bd(s)H̃n ·K1 · · ·KL|

.

Bất đẳng thức trên đúng với việc lấy họ

{H̃0, . . . , H̃n} ⊂ {F̃j0(z), . . . , F̃jN (z)}

tùy ý và độc lập tuyến tính trên R
({
aj
}q−1
j=0

)
. Do vậy, lấy "log +" hai

vế ta nhận được bất đẳng thức sau:

d(s)

q−1∑
j=0

ω(j) log+ ‖aj(z)‖.‖f(z)‖
|Fj(z)|

≤ log+ ‖f(z)‖(n+1)d(s+1)

W
+ log+ S(z, f)

+
∑

H0,...,Hn

log+ |W (b1H̃0, . . . , bd(s)H̃n, K1, . . . , KL)|
|b1H̃0 · · · bd(s)H̃n ·K1 · · ·KL|

,

(2.2)
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trong đó tổng
∑

H0,...,Hn
được lấy theo tất cả các hệ độc lập tuyến tính

trên R
({
aj
}q−1
j=0

)
các tập con {H0, . . . Hn} của họ {F0, . . . , Fq−1}. Dễ

dàng thấy rằng bất đẳng thức trên độc lập với việc chọn z ∈ Cm \ {0}
sao cho z không là không điểm hay cực điểm của các hàm {F̃j}q−1

j=0 và

{gjn}q−1
j=0. Mặt khác, theo Bổ đề đạo hàm logarit, ta có∫
Sm(r)

log+ |W (b1H̃0, . . . , bd(s)H̃n, K1, . . . , KL)|
|b1H̃0 · · · bd(s)H̃n ·K1 · · ·KL|

σm = S(r, f),

trong đó S(r, f) = o(Tf(r)). Lấy tích phân hai vế bất đẳng thức (2.2)

trên mặt cầu Sm(r) ứng với σm, ta nhận được

d(s)

q−1∑
j=0

ω(j)maj ,f(r) ≤
∫

Sm(r)

log+‖f(z)‖(n+1)d(s+1)

|W |
σm + S(r, f)

≤ (n+ 1)d(s+ 1)Tf(r)−N 1
W

(r) + S(r, f).

Do đó

d(s)

q−1∑
j=0

ω(j)maj ,f(r) ≤ (n+ 1)d(s+ 1)Tf(r) + S(r, f).

Chia hai vế bất đẳng thức trên cho Tf(r) và cho r → +∞, ta được

d(s)
∑q−1

j=0 ω(j)δ(aj, f) ≤ (n + 1)d(s + 1). Do lim inf
s→+∞

d(s+ 1)

d(s)
= 1 và

cho s→ +∞ nên ta có
q−1∑
j=0

ω(j)δ(aj, f) ≤ n+ 1.

Bổ đề được chứng minh.

2.3 Ánh xạ phân hình với tổng số khuyết cực đại

Trong mục này, ta sẽ dùng các bổ đề trên để chứng minh định lý

về số khuyết của các ánh xạ phân hình với tổng số khuyết cực đại đối

với mục tiêu di động.
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Định lý 2.3.1. Giả sử f : Cm −→ Pn(C) là ánh xạ phân hình khác

hằng, {ai : Cm −→ Pn(C)}q−1
i=0 là các ánh xạ phân hình "nhỏ" đối với

f ở vị trí N-tổng quát dưới sao cho f là không suy biến tuyến tính

trên R({ai}q−1
i=0 ), ở đó 1 ≤ n < N và 2N −n+ 1 < q < +∞. Giả thiết

rằng f có giá trị số khuyết khác không tại ai với mỗi 0 ≤ i ≤ q− 1 và

q−1∑
j=0

δ (aj, f) = 2N − n+ 1.

Khi đó, một trong hai phát biểu sau là đúng:

(I) Có ít nhất

[
2N − n+ 1

n+ 1

]
+ 1 mục tiêu di động aj tại đó f có giá

trị số khuyết bằng 1, tức là δ(aj, f) = 1,

(II) n là lẻ và họ {aj}q−1
j=0 có phân bố Borel.

Chứng minh. Giả sử ϑ = {P ⊂ Q||P | ≤ N + 1}. Ta đặt

λ = min
P∈ϑ

d(P )

|P |
và ω(j) = λ với j = 0 . . . q − 1.

Vì {ω(j) = λ, 0 ≤ j ≤ q − 1} thỏa mãn các điều kiện (i) và (iv) của

Bổ đề 2.2.1 nên chúng thỏa mãn điều kiện của Bổ đề 2.2.7. Theo Bổ

đề 2.2.7, ta có

λ

q−1∑
j=0

δ (aj, f) ≤ n+ 1.

Theo giả thiết
q−1∑
j=0

δ (aj, f) = 2N − n+ 1

nên

λ ≤ n+ 1

2N − n+ 1
.

Bây giờ, ta xét 2 trường hợp:
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Trường hợp A1:

λ <
n+ 1

2N − n+ 1
.

Lặp lại lập luận như trong [20, Remark 1 và Theorem 2], khẳng định

(I) được chứng minh.

Trường hợp A2:

λ =
n+ 1

2N − n+ 1
.

Giả sử ϑ1 là tập các phần tử P ∈ ϑ thỏa mãn d(P )
|P | = λ.

Ta chứng minh mệnh đề sau:

Mệnh đề 2.3.2. Nếu P1, P2 ∈ ϑ1 thì P1 ∪ P2 ∈ ϑ1 ngoại trừ trường

hợp

(i) n là lẻ và

(ii) d(P1) = d(P2) = n+1
2 và V (P1) ∩ V (P2) = {0}.

Chứng minh. Giả sử P1 ∪ P2 /∈ ϑ1. Khi đó, |P | − d(P ) ≤ N − n với

bất kỳ P ∈ ϑ (*). Thực vậy, nếu ta thêm N + 1 − |P | véctơ vào tập

hợp {ai : i ∈ P} thì số chiều của tập hợp sẽ là n + 1 do tính N -tổng

quát dưới. Vì số chiều thêm vào nhiều nhất là N + 1− |P | nên ta có

d(P ) +N + 1− |P | ≥ n+ 1. Từ đó, ta có (*). Mặt khác, vì

d(P1)

|P1|
=
d(P2)

|P2|
= λ =

n+ 1

2N − n+ 1

nên

d(P1) + d(P2) = λ · (|P1|+ |P2|) ≤ λ · (d(P1) + d(P2) + 2(N − n)).

Điều này kéo theo

d(P1) + d(P2) ≤ n+ 1. (2.3)

Do

d(P1 ∪ P2) + d(P1 ∩ P2) ≤ d(P1) + d(P2) (2.4)
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nên d(P1 ∪ P2) ≤ n+ 1.

Xét hai trường hợp sau:

Trường hợp B1: d(P1 ∪ P2) ≤ n.

Khi đó, |(P1 ∪P2)| ≤ N và do đó nó thuộc ϑ. Theo định nghĩa của

λ, ta có λ·(|(P1∩P2|) ≤ d(P1 ∩ P2) (thậm chí ngay cả khi P1∩P2 = ∅).
Kết hợp khẳng định này với λ · (|P1| + |P2|) = d(P1) + d(P2) và với

d(P1∪P2)+d(P1∩P2)) ≤ d(P1)+d(P2), ta có λ·|(P1∪P2)| ≥ d(P1 ∪ P2).

Suy ra λ · |(P1 ∪ P2)| = d(P1 ∪ P2). Do đó, P1 ∪ P2 nằm trong ϑ1.

Trường hợp B2: d(P1 ∪ P2) = n+ 1.

Khi đó, các bất đẳng thức (2.3) và (2.4) xảy ra dấu bằng. Vì vậy,

ta có P1 ∩P2 = ∅. Bây giờ, ta chứng tỏ rằng d(P1) = d(P2). Thật vậy,

giả sử ngược lại. Không mất tính tổng quát, ta có thể giả thiết rằng

d(P1) > d(P2). Khi đó, d(P1) >
n+1

2 . Chọn tập hợp chứa tất cả các

véctơ trong P1 và d(P2)−1 véctơ trong P2. Khi đó C-không gian véctơ

sinh bởi tập này có chiều nhiều nhất là d(P1) + d(P2) − 1 ≤ n. Lực

lượng của tập này là

|P1|+ d(P2)− 1 =
1

λ
· d(P1) + (n+ 1− d(P1)− 1)

=

(
1

λ
− 1

)
· d(P1) + n

>

(
2N − 2n

n+ 1

)
·
(
n+ 1

2

)
+ n = N.

Điều này mâu thuẫn với tính N -tổng quát dưới. Vì vậy, ta có

d(P1) = d(P2) = n+1
2 và n phải là lẻ. Vì V (P1) + V (P2) = V (P1 ∪ P2)

nên

d(V (P1) ∩ V (P2)) = d(V (P1)) + d(V (P2))− d(V (P1) + V (P2)) = 0.

Do đó, Mệnh đề 2.3.2 được chứng minh.

Ta cũng cần mệnh đề sau:
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Mệnh đề 2.3.3. Ta có
⋃
{P : P ∈ ϑ1} = Q.

Chứng minh. Đặt
⋃
P∈ϑ1

P = Q1. Nếu Q1 6= Q thì tồn tại

λ1 = min
{P∈ϑ, P−Q1 6=∅}

d(P )

|P |
.

Hơn nữa, λ1 > λ. Ta đặt

ω(j) =

λ nếu j ∈ Q1,

λ1 nếu j /∈ Q1.

Dễ dàng thấy rằng các hàm trọng được xây dựng trên thỏa mãn điều

kiện (i) và (iv) trong Bổ đề 2.2.1. Theo Bổ đề 2.2.7, ta có

q−1∑
j=0

ω(j) · δ (aj, f) ≤ n+ 1 = λ ·
q−1∑
j=0

δ (aj, f) .

Do đó 0 < (λ1 − λ) ·
∑

j∈ Q−Q1
δ (aj, f) ≤ 0. Điều này là mâu thuẫn.

Vì vậy, ta phải có Q = Q1 và Mệnh đề 2.3.3 được chứng minh.

Để kết thúc chứng minh Định lý 2.3.1, ta chỉ cần xét 2 trường hợp

sau:

Trường hợp 1: n là chẵn.

Theo Mệnh đề 2.3.2 hợp của 2 phần tử trong ϑ1 nằm trong ϑ1. Do

đó, hợp của tất cả các phần tử của ϑ1 cũng nằm trong ϑ1. Theo Mệnh

đề 2.3.3, ta suy ra Q ∈ ϑ1. Vậy, q ≤ N + 1. Điều này là mâu thuẫn.

Do đó, Trường hợp A2 không thể xảy ra nếu n là chẵn. Vì vậy, khẳng

định (I) của Định lý 2.3.1 luôn đúng nếu n là chẵn.

Trường hợp 2: n là lẻ.

Giả sử n = 2l − 1. Ta phải chứng minh rằng hệ đã cho có phân

bố Borel. Để chứng minh điều này, ta chỉ cần chứng tỏ rằng với mỗi

P ∈ ϑ1 thì |P | = N − l + 1 và d(P ) = l (**). Thật vậy, giả sử có
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P0 ∈ ϑ1 sao cho P0 không thỏa mãn khẳng định trên.

Nếu khả năng (ii) trong Mệnh đề 2.3.2 không thể xảy ra thì hợp của

hai phần tử trong ϑ1 nằm trong ϑ1. Lập luận tương tự như trong

Trường hợp 1, ta nhận được mâu thuẫn.

Giả sử khả năng (ii) trong Mệnh đề 2.3.2 đúng với các phần tử

A,B ∈ ϑ1. Khi đó, ta có A ∪ P0 ∈ ϑ1 và B ∪ P0 ∈ ϑ1. Vì

(A ∪ P0) ∩ (B ∪ P0) 6= ∅ nên ta có (A ∪ P0) ∪ (B ∪ P0) ∈ ϑ1. Do

đó, N + 1 ≥ |(A ∪ P0) ∪ (B ∪ P0)| ≥ 2N − 2m+ 2 > N + 1. Điều này

là mâu thuẫn. Vì vậy, khẳng định (**) được chứng minh.



Chương 3

Sự phụ thuộc đại số của các ánh

xạ phân hình và ứng dụng

Mục đích của phần này là dành cho việc nghiên cứu sự phụ thuộc

đại số của các ánh xạ phân hình từ Cm vào Pn(C) với mục tiêu di

động ở vị trí tổng quát và ứng dụng vào việc nghiên cứu vấn đề duy

nhất. Chương này được viết dựa trên hai bài báo [1] và [2].

Lý thuyết về sự phụ thuộc đại số của các ánh xạ phân hình nhiều

biến phức vào các không gian xạ ảnh phức với mục tiêu cố định được

nghiên cứu bởi W. Stoll [31] vào năm 1989. Sau đó Min Ru [17] đã

tổng quát các kết quả của W. Stoll lên cho trường hợp đường cong

chỉnh hình vào không gian xạ ảnh phức với mục tiêu di động và ứng

dụng chúng để chỉ ra một số định lý duy nhất đối với đường cong

chỉnh hình vào không gian xạ ảnh phức với mục tiêu di động. Đây

cũng là các kết quả đầu tiên về vấn đề duy nhất đối với mục tiêu di

động. Ta sẽ trình bày rõ hơn các kết quả nói trên của M. Ru [17].

Giả sử ft : Cm → Pn(C) (1 ≤ t ≤ k) là họ ánh xạ phân hình

với biểu diễn rút gọn ft := (ft0 : · · · : ftn). Giả sử gj : Cm →
Pn(C) (0 ≤ j ≤ q − 1) là các mục tiêu di động ở vị trí tổng quát

với biểu diễn rút gọn gj := (gj0 : · · · : gjn). Giả thiết rằng với mỗi

1 ≤ t ≤ k, 0 ≤ j ≤ q − 1 ta có (ft, gj) :=
∑n

i=0 ftigji 6≡ 0 và

(f1, gj)
−1{0} = · · · = (fk, gj)

−1{0}. Đặt Aj = (f1, gj)
−1{0} (0 ≤ j ≤

q − 1). Giả sử rằng mỗi tập giải tích Aj có biểu diễn bất khả quy là
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Aj = ∪tji=1Aji (1 ≤ tj ≤ +∞). Với mỗi 1 ≤ i ≤ tj, 1 ≤ l ≤ tk, 0 ≤
j, k ≤ q − 1, ta đặt A = ∪Aji 6≡Akl{Aji ∩ Akl}. Ký hiệu T [n + 1, q]

là tập các đơn ánh từ {1, · · · , n + 1} vào {0, · · · , q − 1}. Với mỗi

z ∈ Cm \{∪β∈T [n+1,q]{z|gβ(1)(z)∧· · ·∧gβ(n+1)(z) = 0}∪A∪∪ki=1I(fi)},
ta định nghĩa ρ(z) = ]{j|z ∈ Aj}. Khi đó, ρ(z) ≤ n. Thật vậy, giả sử

rằng z ∈ Aj với mỗi 0 ≤ j ≤ n. Thế thì
∑n

i=0 f1i(z) · gji(z) = 0 với

mỗi 0 ≤ j ≤ n. Vì gβ(1)(z)∧ · · · ∧ gβ(n+1)(z) 6= 0 nên f1i(z) = 0 với mỗi

0 ≤ i ≤ n. Tức là z ∈ I(f1). Điều này là không thể.

Với r > 0 tùy ý, ta định nghĩa ρ(r) = sup{ρ(z)||z| ≤ r}, trong đó

supremum được lấy theo tất cả

z ∈ Cm \{∪β∈T [n+1,q]{z|gβ(1)(z)∧· · ·∧gβ(n+1)(z) = 0}∪A∪∪ki=1I(fi)}.

Thế thì ρ(r) là hàm tăng. Giả sử

d := lim
r→+∞

ρ(r).

Dễ thấy d ≤ n. Nếu dim{Ai ∩ Aj} ≤ n− 2 với mỗi i 6= j thì d = 1.

Định lý A ([17, Định lý 1]). Giả sử f1, · · · , fk : C → Pn(C)

là các đường cong chỉnh hình khác hằng, gi : C → Pn(C) (0 ≤
i ≤ q − 1) là các mục tiêu di động ở vị trí tổng quát sao cho

Tgi(r) = o(max1≤j≤k Tfj(r)) (0 ≤ i ≤ q − 1) và (fi, gj) 6≡ 0 (1 ≤
i ≤ k, 0 ≤ j ≤ q − 1), đồng thời Aj := (f1, gj)

−1{0} = · · · =

(fk, gj)
−1{0} (0 ≤ j ≤ q − 1). Ký hiệu A = ∪q−1

j=0Aj. Giả thiết rằng

l (2 ≤ l ≤ k) là số nguyên sao cho với mỗi dãy tăng 1 ≤ j1 < · · · <
jl ≤ k thì fj1(z) ∧ · · · ∧ fjl(z) = 0 tại mỗi điểm z ∈ A. Khi đó, nếu

q >
dn2(2n+ 1)k

k − l + 1
thì f1, · · · , fk là phụ thuộc đại số trên C, tức là

f1 ∧ · · · ∧ fk ≡ 0 trên C.

Định lý B ([17, Định lý 2]). Với giả thiết như trong Định lý trên, ta

giả thiết thêm rằng fi (1 ≤ i ≤ k) không suy biến tuyến tính. Khi đó,



54

f1, · · · , fk là phụ thuộc đại số trên C, tức là f1 ∧ · · · ∧ fk ≡ 0 trên C

nếu q >
dn(n+ 2)k

k − l + 1
.

Sử dụng các định lý cơ bản thứ hai của Đỗ Đức Thái và Sĩ Đức

Quang [27], [28], trong phần đầu của Chương 3 chúng tôi đã mở rộng

các kết quả trên của M. Ru bằng cách giảm đi đáng kể số các mục

tiêu di động.

Như đã trình bày trong phần Mở đầu, các định lý duy nhất với

bội bị chặn đối cho các ánh xạ phân hình từ Cm vào không gian xạ

ảnh phức Pn(C) với mục tiêu là các siêu phẳng cố định (hay di động)

trong Pn(C) đã được nghiên cứu liên tục trong những năm gần đây

bởi nhiều nhà toán học (xem G. Dethloff và Trần Văn Tấn [3], [4]; Đỗ

Đức Thái và Sĩ Đức Quang [27], [28]; Phạm Hoàng Hà, Sĩ Đức Quang

và Đỗ Đức Thái [10]...). Trong trường hợp mục tiêu di động một trong

những kết quả tốt nhất cho đến nay đó là kết quả của Đỗ Đức Thái

và Sĩ Đức Quang.

Định lý C ([27]) Giả sử f : Cm → Pn(C) là ánh xạ phân hình, κ là

số nguyên dương và {aj}qj=1 là các ánh xạ phân hình nhỏ (đối với f)

từ Cm vào Pn(C) ở vị trí tổng quát sao cho

dim{z ∈ Cm : (f, ai)(z) = (f, aj)(z) = 0} ≤ n− 2 (1 ≤ i < j ≤ q).

Giả sử f không suy biến tuyến tính trên R({aj}qj=1). Ta ký hiệu

F(f, {aj}qj=1,κ) là tập hợp gồm tất cả các ánh xạ phân hình g : Cm →
Pn(C) không suy biến tuyến tính trên R({aj}qj=1) thỏa mãn các điều

kiện:

(i) min (v(f,aj),κ) = min (v(g,aj),κ) (1 ≤ j ≤ q),

(ii) f(z) = g(z) trên
⋃q
j=1{z ∈ Cm : (f, aj)(z) = 0}.

Khi đó, ta có

(i) Nếu q = 2n2 + 4n và n ≥ 2 thì ] F(f, {aj}qj=1, 1) = 1, ở đó ] S
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là ký hiệu lực lượng của tập hợp S.

(ii) Nếu q =
(3n+ 1)(n+ 2)

2
và n ≥ 2 thì ] F(f, {aj}qj=1, 2) ≤ 2.

Định lý trên đòi hỏi một giả thiết chặt về tính không suy biến của

các ánh xạ phân hình trên R({aj}qj=1). Một vấn đề nảy sinh tự nhiên

là nghiên cứu các định lý duy nhất mà không cần giả thiết này. Sử

dụng lập luận của Đỗ Đức Thái và Sĩ Đức Quang trong [27], các tác

giả Z. Chen, Y. Li và Q. Yan [2] đã chứng minh được định lý duy nhất

sau mà không cần giả thiết đó.

Định lý D ([2]) Giả sử f : Cm → Pn(C) là ánh xạ phân hình khác

hằng và κ là số nguyên dương. Xét {aj}qj=1 là tập các ánh xạ phân

hình từ Cm vào Pn(C) nhỏ (đối với f) ở vị trí tổng quát sao cho

(f, aj) 6≡ 0 (1 ≤ j ≤ q) và

dim{z ∈ Cm : (f, ai)(z) = (f, aj)(z) = 0} ≤ n− 2 (1 ≤ i < j ≤ q).

Ký hiệu G(f, {aj}qj=1,κ) là tập hợp các ánh xạ phân hình g : Cm →
Pn(C) thỏa mãn các điều kiện:

(i) min (v(f,aj),κ) = min (v(g,aj),κ) (1 ≤ j ≤ q),

(ii) f(z) = g(z) trên
⋃q
j=1{z ∈ Cm : (f, aj)(z) = 0}.

Khi đó, nếu q = 4n2 + 2n và n ≥ 2 thì ] G(f, {aj}qj=1, 1) = 1.

Xem xét vấn đề trên dưới góc độ khác đi, chúng tôi muốn tìm kiếm

những định lý duy nhất trong trường hợp q < 4n2 + 2n dựa trên cách

tiếp cận của lý thuyết về "tính suy biến đại số" của các ánh xạ phân

hình. Cũng cần phải nói rằng còn có những hạn chế trong các kết quả

của chúng tôi, đó là đòi hỏi bội cắt cụt phải lớn hơn 1. Tuy vậy, theo

quan điểm của chúng tôi, các kỹ thuật chứng minh trong [27] và [2]

không thể áp dụng được trong những tình huống như vậy.

Sau đây, ta nhắc lại một số khái niệm và các kết quả cần thiết cho

chứng minh các định lý suy biến đại số.
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3.1 Một số khái niệm và kết quả bổ trợ

Trước hết, ta nhắc lại định lý cơ bản thứ hai cho siêu phẳng cố

định.

Định lý 3.1.1 (Định lý cơ bản thứ hai đối với mục tiêu cố định [30]).

Giả sử f : Cm → Pn(C) là một ánh xạ phân hình không suy biến tuyến

tính và H1, ..., Hq là q siêu phẳng ở vị trí tổng quát trong Pn(C). Khi đó,

|| (q − n− 1)Tf(r) ≤
∑q

i=1N
[n]
(f,Hi)

(r) + o(Tf(r)).

Đỗ Đức Thái và Sĩ Đức Quang đã chứng minh các định lý cơ bản

thứ hai sau đây cho mục tiêu di động:

Định lý 3.1.2. ([27]) Giả sử f : Cm → Pn(C) là ánh xạ phân hình.

Giả thiết rằng {a1, ..., aq} là họ q ánh xạ phân hình từ Cm vào Pn(C) ở

vị trí tổng quát sao cho f không suy biến tuyến tính trên R(
{
aj
}q
j=1).

Khi đó,∣∣∣∣ q

n+ 2
· Tf(r) ≤

q∑
i=1

N
[n]
(f,ai)

(r) +O
(

max
0≤i≤q−1

Tai(r)
)
+o
(
Tf(r)

)
.

Định lý 3.1.3. ([29]) Giả sử f : Cm → Pn(C) là ánh xạ phân hình.

Giả thiết rằng A = {a1, ..., aq} (q ≥ 2n+ 1) là họ q ánh xạ phân hình

từ Cm vào Pn(C) ở vị trí tổng quát sao cho (f, ai) 6≡ 0 (1 ≤ i ≤ q).

Khi đó∣∣∣∣ q

2n+ 1
· Tf(r) ≤

q∑
i=1

N
[n]
(f,ai)

(r) +O
(

max
1≤i≤q

Tai(r)
)
+O
(
log+ Tf(r)

)
.

Bây giờ, ta sẽ nhắc lại lý thuyết suy biến đại số của W. Stoll.

Trước hết, ta ký hiệu
∧k Cn+1 là tích ngoài k lần của Cn+1 và v1∧v2∧

· · · ∧ vk ∈
∧k Cn+1 là tích ngoài của k vectơ v1, v2, · · · , vk ∈ Cn+1. Nếu

{e0, e1, . . . , en} là cơ sở của Cn+1 thì {ej1 ∧ej2 ∧· · ·∧ejk}0≤j1<j2<···<jk≤n
là cơ sở của

∧k Cn+1. Dễ thấy với k vectơ

vi = ai0e0 + ai1e1 + · · ·+ ainen (1 ≤ i ≤ k)



57

thì

v1 ∧ v2 ∧ · · · ∧ vk =
∑

0≤j1<j2<···<jk≤n
det(aijl)1≤i≤k

1≤l≤k
ej1 ∧ ej2 ∧ · · · ∧ ejk.

Ta có định nghĩa sau trong đại số ngoài liên quan đến khái niệm phụ

thuộc đại số.

Định nghĩa 3.1.4.

Cho V là không gian vectơ phức có số chiều n + 1 ≥ 1. Họ vectơ

{v1, · · · , vk} (k ≥ 1) được gọi là ở vị trí tổng quát nếu với mỗi bộ số

nguyên 1 ≤ j1 < · · · < jp ≤ k thỏa mãn p ≤ n thì vj1 ∧ · · · ∧ vjp 6= 0.

Họ k vectơ {v1, · · · , vk} được gọi là ở vị trí đặc biệt nếu chúng không

ở vị trí tổng quát. Giả sử 1 ≤ p ≤ k. Khi đó, {v1, · · · , vk} được gọi là

ở vị trí p-đặc biệt nếu với mỗi bộ số nguyên 1 ≤ j1 < · · · < jp ≤ k thì

các vectơ vj1, · · · , vjp ở vị trí đặc biệt.

Chú ý 3.1.5. Khái niệm vị trí tổng quát cho k vectơ cũng áp dụng

cho k ánh xạ phân hình vào Pn(C) bằng cách lấy biểu diễn thu gọn và

coi chúng là hàm vectơ vào Cn+1. Khi đó, khái niệm vị trí tổng quát

này trùng với khái niệm vị trí tổng quát đã định nghĩa trong chương

2.

Giả sử fi : Cm → Pn(C) (1 ≤ i ≤ k) là các ánh xạ phân hình ở

vị trí tổng quát. Khi đó, theo W. Stoll [31] tồn tại một ánh xạ phân

hình từ Cm vào
∧k Cn+1 mà ta ký hiệu là f1 ∧ f2 ∧ · · · ∧ fk sao cho với

các biểu diễn thu gọn tương ứng fi = (fi0 : fi1 : · · · : fin) (1 ≤ i ≤ k)

thì (f1 ∧ f2 ∧ · · · ∧ fk)(z) = f1(z) ∧ f2(z) ∧ · · · ∧ fk(z) với mỗi z ∈ Cm

ngoài các tập giải tích có đối chiều lớn hơn hoặc bằng 2. Ở đây, ta đã

coi fi(z) là một vectơ trong Cn+1. Khi đó, định nghĩa sau đây là thỏa

đáng, tức là không phụ thuộc vào việc chọn các biểu diễn thu gọn.

Ta có định nghĩa sau đây:
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Định nghĩa 3.1.6.

Divisor của ánh xạ f1 ∧ f2 ∧ · · · ∧ fk là một hàm được ký hiệu là

µf1∧f2∧···∧fk và được cho bởi

µf1∧f2∧···∧fk = min{vdet(aijl ;1≤i≤k,0≤l≤k−1), 0 ≤ j1 < j2 < · · · < jk ≤ n}.

Gọi N(r, µf1∧f2∧···∧fk) là hàm đếm ứng với divisor này. Hàm xấp xỉ

của ánh xạ f1 ∧ f2 ∧ · · · ∧ fk được định nghĩa bởi

m(r, f1 ∧ f2 ∧ · · · ∧ fk) =

∫
Sm(r)

log
||f1(z)||.||f2(z)|| . . . ||fk(z)||
||f1 ∧ f2 ∧ · · · ∧ fk||

σm

−
∫

Sm(1)

log
||f1(z)||.||f2(z)|| . . . ||fk(z)||
||f1 ∧ f2 ∧ · · · ∧ fk||

σm.

Định lý 3.1.7 (Định lý cơ bản thứ nhất đối với vị trí tổng quát [31]).

Giả sử fi : Cm → Pn(C) (1 ≤ i ≤ k) là các ánh xạ phân hình ở vị trí

tổng quát. Giả thiết rằng 1 ≤ k ≤ n+ 1. Khi đó

N(r, µf1∧f2∧···∧fk) +m(r, f1 ∧ f2 ∧ · · · ∧ fk) ≤
∑

1≤i≤k

Tfi(r) +O(1).

Định nghĩa 3.1.8.

Giả sử A là tập con giải tích có chiều thuần túy là (m − 1) của

đa tạp phức liên thông m chiều M . Ta định nghĩa divisor của A bởi

vA(z) =

1 nếu z ∈ A,

0 nếu z ∈M \ A.

Định lý 3.1.9 (Định lý cơ bản thứ hai đối với vị trí tổng quát [31]).

Giả sử M là đa tạp phức liên thông có chiều m, A là tập con giải tích

của M có chiều thuần túy là (m− 1), V là không gian véctơ phức có

chiều n+ 1 > 1, p và k là các số nguyên thỏa mãn 1 ≤ p ≤ k ≤ n+ 1.

Giả sử fj : M → P (V ) (1 ≤ j ≤ k) là các ánh xạ phân hình ở vị trí

tổng quát sao cho f1, ..., fk ở vị trí p-đặc biệt trên A. Khi đó, ta có

µf1∧···∧fk ≥ (k − p+ 1)vA.
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3.2 Sự phụ thuộc đại số của các ánh xạ phân hình

Với cùng giả thiết về sự không suy biến của các mục tiêu di động

nhỏ ở vị trí tổng quát, mục đích của phần này là chứng minh ba định

lý về sự phụ thuộc đại số của các ánh xạ phân hình từ Cm vào Pn(C).

Định lý 3.2.1. Giả sử f1, · · · , fk : Cm → Pn(C) là các ánh xạ phân

hình khác hằng, gi : Cm → Pn(C) (0 ≤ i ≤ q − 1) là các mục tiêu di

động ở vị trí tổng quát thỏa mãn Tgi(r) = o(max1≤j≤k Tfj(r)) (0 ≤
i ≤ q − 1), (fi, gj) 6≡ 0 (1 ≤ i ≤ k, 0 ≤ j ≤ q − 1) và

Aj := (f1, gj)
−1{0} = · · · = (fk, gj)

−1{0} (0 ≤ j ≤ q − 1). Ký hiệu

A = ∪q−1
j=0Aj. Giả thiết rằng l (2 ≤ l ≤ k) là số nguyên sao cho với

bất kỳ dãy tăng 1 ≤ j1 < · · · < jl ≤ k thì fj1(z) ∧ · · · ∧ fjl(z) = 0 với

mỗi điểm z ∈ A. Khi đó, f1, · · · , fk là phụ thuộc đại số trên C, tức là

f1 ∧ · · · ∧ fk ≡ 0 trên Cm nếu q >
dn(2n+ 1)k

k − l + 1
.

Chứng minh. Ta chỉ cần chứng minh Định lý trong trường hợp k ≤
n + 1. Giả sử rằng f1 ∧ · · · ∧ fk 6≡ 0. Trước hết, ta chứng minh mệnh

đề sau:

Mệnh đề 3.2.2. Với mỗi 1 ≤ t ≤ k, ta có

q−1∑
j=0

min{n, v(ft,gj)(z)} ≤ dn

k − l + 1
µf1∧···∧fk(z)+qn

∑
β

µgβ(1)∧···∧gβ(n+1)
(z)

với mỗi z 6∈ A ∪ ∪ki=1I(fi), ở đó tổng lấy theo tất cả các đơn ánh

β : {1, 2, · · · , n+ 1} → {0, 1, · · · , q − 1}.

Chứng minh. Với mỗi điểm chính quy

z0 ∈ A\ (A∪∪ki=1I(fi)∪∪β∈T [n+1,q]{z|gβ(1)(z)∧ · · · ∧ gβ(n+1)(z) = 0}),

lấy S là tập con giải tích bất khả quy của A chứa z0. Vì z0 6∈ A và

A = ∪Aij 6≡Akl{Aji ∩ Akl}, trong đó Aji là các thành phần bất khả quy
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của Aj = (f1, gj)
−1{0} nên ta có S là tập con giải tích có chiều thuần

túy là (m − 1). Do đó, S chỉ chứa trong nhiều nhất d tập hợp trong

Aj. Vì vậy, v(ft,gj)(z0) 6= 0 tại nhiều nhất d chỉ số. Suy ra

q−1∑
j=0

min{n, v(ft,gj)(z0)} ≤ dn.

Với mỗi dãy tăng 1 ≤ j1 < · · · < jl ≤ k, ta có

fj1(z) ∧ · · · ∧ fjl(z) = 0,∀z ∈ S.

Điều này kéo theo họ {f1, ..., fk} ở vị trí l-đặc biệt trên S. Theo Định

lý cơ bản thứ hai đối với vị trí tổng quát ([31, Định lý 2.1]), ta có

µf1∧···∧fk(z) ≥ (k − (l − 1))vS.

Theo tính chất của divisor, ta có

µf1∧···∧fk(z0) ≥ k − l + 1.

Do đó
q−1∑
j=0

min{n, v(ft,gj)(z0)} ≤ dn ≤ dn

k − l + 1
µf1∧···∧fk(z0).

Nếu z0 ∈ ∪β∈T [n+1,q]{z|gβ(1)(z)∧ · · · ∧ gβ(n+1)(z) = 0} thì ta nhận được

q−1∑
j=0

min{n, v(ft,gj)(z0)} ≤ qn ≤ qn
∑

β∈T [n+1,q]

µgβ(1)∧···∧gβ(n+1)
(z0).

Từ các trường hợp trên và các tính chất của divisor, với mỗi z 6∈
A ∪ ∪ki=1I(fi), ta có

q−1∑
j=0

min{n, v(ft,gj)(z)} ≤ dn

k − l + 1
µf1∧···∧fk(z)

+ qn
∑

β∈T [n+1,q]

µgβ(1)∧···∧gβ(n+1)
(z).

Mệnh đề được chứng minh.



61

Các khẳng định trên và Định lý cơ bản thứ nhất đối với vị trí tổng

quát ([31, Trang 326]) kéo theo

q−1∑
j=0

N
[n]
(ft,gj)

(r) ≤ dn

k − l + 1
N(r, µf1∧···∧fk) + qn

∑
β∈T [n+1,q]

N(r, µgβ(1)∧···∧gβ(n+1)
)

≤ dn

k − l + 1

k∑
i=1

Tfi(r) + qn
∑

β∈T [n+1,q]

n+1∑
i=1

Tgβ(i)
(r)

=
dn

k − l + 1

k∑
i=1

Tfi(r) + o(max
1≤i≤k

{Tfi(r)}).

Từ đó, lấy tổng lại, ta có

k∑
t=1

q−1∑
j=0

N
[n]
(ft,gj)

(r) ≤ dnk

k − l + 1

k∑
i=1

Tfi(r) + o(max
1≤i≤k

{Tfi(r)}) (3.1)

Dùng Định lý cơ bản thứ hai đối với các mục tiêu di động ([29, Hệ

quả 1]), ta suy ra∣∣∣∣∣∣∣∣ k∑
t=1

q

2n+ 1
Tft(r) ≤

dnk

k − l + 1

k∑
i=1

Tfi(r) + o(max
1≤i≤k

{Tfi(r)}).

Cho r → +∞, ta nhận được q ≤ dn(2n+ 1)k

k − l + 1
. Điều này là mâu

thuẫn. Từ đó, họ {f1, · · · , fk} là phụ thuộc đại số trên C, tức là

f1 ∧ · · · ∧ fk ≡ 0. Định lý 3.2.1 được chứng minh.

Định lý 3.2.3. Với giả thiết như trong Định lý 3.2.1, ta giả thiết thêm

rằng fi (1 ≤ i ≤ k) là không suy biến tuyến tính trên R({gj}q−1
j=0). Khi

đó, f1, · · · , fk là phụ thuộc đại số trên C, tức là f1 ∧ · · · ∧ fk ≡ 0 trên

Cm nếu q >
dn(n+ 2)k

k − l + 1
.

Chứng minh. Từ (3.1), ta có

k∑
t=1

q−1∑
j=0

N
[n]
(ft,gj)

(r) ≤ dnk

k − l + 1

k∑
i=1

Tfi(r) + o(max
1≤i≤k

{Tfi(r)}).
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Sử dụng Định lý cơ bản thứ hai đối với các mục tiêu di động ([27,

Định lý 3.1]), ta suy ra∣∣∣∣∣∣∣∣ k∑
t=1

q

n+ 2
Tft(r) ≤

dnk

k − l + 1

k∑
i=1

Tfi(r) + o(max
1≤i≤k

{Tfi(r)}).

Cho r → +∞, ta nhận được q ≤ dn(n+ 2)k

k − l + 1
. Điều này là mâu

thuẫn. Do đó, họ {f1, · · · , fk} là phụ thuộc đại số trên C, tức là

f1 ∧ · · · ∧ fk ≡ 0. Định lý 3.2.3 được chứng minh.

Định lý 3.2.4. Giả sử f1, · · · , fk : Cm → Pn(C) là các ánh xạ phân

hình khác hằng, gi : Cm → Pn(C) (0 ≤ i ≤ q − 1) là các mục tiêu di

động ở vị trí tổng quát thỏa mãn Tgi(r) = o(max1≤j≤k Tfj(r)) (0 ≤ i ≤
q − 1) và (fi, gj) 6≡ 0 (1 ≤ i ≤ k, 0 ≤ j ≤ q − 1). Gọi κ là số nguyên

dương hoặc κ = +∞ và κ = min{κ, n}. Giả thiết rằng các điều kiện

sau được thỏa mãn:

(i) min{κ, v(f1,gj)} = · · · = min{κ, v(fk,gj)} với 0 ≤ j ≤ q − 1,

(ii) dim{z|(f1, gi)(z) = (f1, gj)(z) = 0} ≤ n−2 với 0 ≤ i < j ≤ q−1,

(iii) tồn tại số nguyên l (2 ≤ l ≤ k) sao cho với mỗi dãy tăng

1 ≤ j1 < · · · < jl ≤ k thì fj1(z) ∧ · · · ∧ fjl(z) = 0 với mỗi điểm

z ∈ ∪q−1
i=0 (f1, gi)

−1{0}.
Khi đó

(i) Nếu q >
n(2n+ 1)k − (κ − 1)(k − 1)

k − l + 1
thì f1, · · · , fk là phụ thuộc

đại số trên C, tức là f1 ∧ · · · ∧ fk ≡ 0 trên Cm.

(ii) Nếu fi (1 ≤ i ≤ k) là không suy biến tuyến tính trên R({gj}q−1
j=0)

và q >
n(n+ 2)k − (κ − 1)(k − 1)

k − l + 1
thì f1, · · · , fk là phụ thuộc đại số

trên C.

(iii) Nếu fi (1 ≤ i ≤ k) là không suy biến tuyến tính trên C và

gi (0 ≤ i ≤ q − 1) là các ánh xạ hằng, đồng thời
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(q − n− 1)((k − 1)(κ − 1) + q(k − l + 1)) ≤ qnk

thì f1, · · · , fk là phụ thuộc đại số trên C.

Chứng minh. Ta chỉ cần chứng minh Định lý 3.2.4 trong trường hợp

k ≤ n+ 1. Giả sử f1 ∧ · · · ∧ fk 6≡ 0.

Trước hết, ta chứng minh các mệnh đề sau:

Mệnh đề 3.2.5. Với bất kỳ k − 1 mục tiêu di động gj1, .., gjk−1
∈

{gj}qj=1, tồn tại gj0 6∈ {gj1, .., gjk−1
} sao cho

det


(f1, gj1) · · · (fk, gj1)

...
...

...

(f1, gjk−1
) · · · (fk, gjk−1

)

(f1, gj0) · · · (fk, gj0)

 6≡ 0.

Chứng minh. Giả sử ngược lại. Không mất tính tổng quát, ta có thể

giả thiết gj1 = g1, .., gjk−1=gk−1. Khi đó

rank


(f1, g1)(z) · · · (fk, g1)(z)

...
...

...

(f1, gn+1)(z) · · · (fk, gn+1)(z)

 ≤ k − 1

với mỗi z ∈ Cm. Do f1 ∧ · · · ∧ fk 6≡ 0 nên tồn tại z0 ∈ Cm thỏa mãn

f1(z0)∧ · · · ∧ fk(z0) 6= 0 và z0 6∈ {g1∧ · · · ∧ gn+1}−1(0). Mặt khác, ta có


(f1, g1)(z0) · · · (fk, g1)(z0)

...
...

...

(f1, gn+1)(z0) · · · (fk, gn+1)(z0)

 =


g10(z0) · · · g1n(z0)

...
...

...

gn+10(z0) · · · gn+1n(z0)

 ·

f10(z0) · · · fk0(z0)

...
...

...

f1n(z0) · · · fkn(z0)

 .
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Vì họ {gj}qj=1 ở vị trí tổng quát nên ta có ma trận
f10(z0) · · · fk0(z0)

...
...

...

f1n(z0) · · · fkn(z0)


có hạng nhỏ hơn hoặc bằng k − 1. Điều này là mâu thuẫn. Mệnh đề

3.2.5 được chứng minh.

Bây giờ, ta xét k − 1 mục tiêu di động g1, · · · , gk−1. Khi đó, theo

Mệnh đề 3.2.5 tồn tại gj0 với j0 > k − 1 thỏa mãn

det


(f1, g1) · · · (fk, g1)

...
...

...

(f1, gk−1) · · · (fk, gk−1)

(f1, gj0) · · · (fk, gj0)

 6≡ 0.

Không mất tính tổng quát, ta có thể giả thiết j0 = k. Ta đặt

A := ∪kj=1(f1, gj)
−1{0}, A = ∪1≤i<j≤k((f1, gi)

−1{0} ∩ (f1, gj)
−1{0}).

Ta chứng minh mệnh đề sau:

Mệnh đề 3.2.6. Với mỗi 1 ≤ t ≤ k, ta có

k∑
i=1

(min{κ, v(ft,gi)(z)}+ (k − l) min{1, v(ft,gi)(z)})

+

q∑
i=k+1

(k − l + 1) min{1, v(ft,gi)(z)}

≤ µf̃1∧···∧f̃k(z) + (k(κ + k − l) + (q − k)(k − l + 1))µg1∧···∧gk(z) (3.2)

với mỗi z ∈ Cm \ (A
⋃⋃k

i=1 I(fi)), trong đó

f̃i := ((fi, g1) : · · · : (fi, gk)) (1 ≤ i ≤ k).
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Hơn nữa, ta có

k∑
i=1

(N
[κ]
(ft,gi)

(r) + (k − l)N [1]
(ft,gi)

(r)) +

q∑
i=k+1

(k − l + 1)N
[1]
(ft,gi)

(r)

≤
k∑
i=1

Tfi(r) + o(max
1≤i≤k

{Tfi(r)}) (3.3)

Chứng minh. Theo tính chất của divisor, ta chỉ cần xét 3 trường hợp

đối với các điểm chính quy của A.
Trường hợp 1. Giả sử z0 ∈ A\(A∪∪ki=1I(fi)∪{z|g1∧· · ·∧gk(z) = 0})
là điểm chính quy của A sao cho z0 chỉ là không điểm của một trong

các hàm phân hình {(ft, gj)}kj=1. Không mất tính tổng quát, ta có thể

giả sử z0 là không điểm của (ft, g1). Giả sử S là tập con giải tích bất

khả quy của A chứa z0. Khi đó, chiều thuần túy của S là m−1. Giả sử

rằng U là một lân cận mở của z0 trong Cm thỏa mãn U ∩{A\S} = ∅.
Chọn hàm chỉnh hình h trên Cm sao cho vh = min{κ, v(ft,g1)} nếu

z ∈ S và vh = 0 nếu z 6∈ S. Khi đó, (fi, g1) = aih (1 ≤ i ≤ k), trong

đó ai là các hàm chỉnh hình. Vì ma trận
(f1, g2)(z) · · · (fk, g2)(z)

...
...

...

(f1, gk)(z) · · · (fk, gk)(z)


có hạng nhỏ hơn hoặc bằng k − 1 với mỗi z ∈ Cm nên suy ra tồn tại

các hàm chỉnh hình b1, · · · , bk sao cho có ít nhất bi 6≡ 0 và

k∑
i=1

bi · (fi, gj) = 0 (2 ≤ j ≤ k).

Không mất tính tổng quát, ta có thể giả thiết tập các không điểm

chung của {bi}ki=1 là tập con giải tích có đối chiều ≥ 2. Khi đó, tồn
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tại một chỉ số i1 (1 ≤ i1 ≤ k) sao cho S 6⊂ b−1
i1
{0}. Ta có thể giả thiết

rằng i1 = k. Thế thì, với mỗi z ∈ (U ∩ S) \ b−1
k {0}, ta có

f̃1(z) ∧ · · · ∧ f̃k(z) = f̃1(z) ∧ · · · ∧ f̃k−1(z) ∧
(
f̃k(z) +

k−1∑
i=1

bi
bk
f̃i(z)

)
= f̃1(z) ∧ · · · ∧ f̃k−1(z) ∧ (V (z)h(z))

= h(z) · (f̃1(z) ∧ · · · ∧ f̃k−1(z) ∧ V (z)),

trong đó V (z) := (ak +
∑k−1

i=1
bi
bk
ai, 0, · · · , 0). Theo giả thiết, với bất

kỳ dãy tăng 1 ≤ j1 < · · · < jl ≤ k − 1, ta có fj1 ∧ · · · ∧ fjl ≡ 0 trên S.

Khi đó

rank (fj1(z), · · · , fjl(z)) = rank


fj10(z) · · · fjl0(z)

...
...

...

fj1n(z) · · · fjln(z)

 ≤ l − 1,

với mọi z ∈ S. Mặt khác
(fj1, g1)(z) · · · (fjl, g1)(z)

...
...

...

(fj1, gk)(z) · · · (fjl, gk)(z)

 =


g10(z) · · · g1n(z)

...
...

...

gk0(z) · · · gkn(z)

 ·

fj10(z) · · · fjl0(z)

...
...

...

fj1n(z) · · · fjln(z)

 .

Từ đó, ta có

rank(f̃j1(z), · · · , f̃jl(z)) =

rank


(fj1, g1)(z) · · · (fjl, g1)(z)

...
...

...

(fj1, gk)(z) · · · (fjl, gk)(z)

 ≤ l − 1,
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với mọi z ∈ S. Do đó, f̃j1 ∧ · · · ∧ f̃jl ≡ 0 trên S. Điều này kéo theo họ

{f̃1, · · · f̃k−1} là ở vị trí l-đặc biệt trên S và họ {f̃1, · · · f̃k−1, V } là ở vị

trí (l + 1)-đặc biệt trên S. Sử dụng Định lý cơ bản thứ hai đối với vị

trí tổng quát ([31, Định lý 2.1]), ta có

µf̃1∧···∧f̃k−1∧V (z) ≥ (k − l)vS,∀z ∈ S.

Vì vậy,

µf̃1∧···∧f̃k(z) ≥ vh(z) + (k − l)vS
= min{κ, v(ft,g1)(z)}+ (k − l)vS,∀z ∈ (U ∪ S) \ b−1

i1
{0}.

Theo tính chất của các divisor, ta có

µf̃1∧···∧f̃k(z0) ≥ min{κ, v(ft,g1)(z0)}+ k − l.

Từ đó, suy ra

k∑
i=1

(min{κ, v(ft,gi)(z0)}+ (k − l) min{1, v(ft,gi)(z0)})

+

q∑
i=k+1

(k − l + 1) min{1, v(ft,gi)(z0)}

= min{κ, v(ft,g1)(z0)}+ k − l

≤ µf̃1∧···∧f̃k(z0) + (k(κ + k − l) + (q − k)(k − l + 1))µg1∧···∧gk(z0).

Trường hợp 2. Giả sử z0 ∈ A\(A∪∪ki=1I(fi)∪{z|g1∧· · ·∧gk(z) = 0})
là một điểm chính quy của A sao cho z0 chỉ là không điểm của

(ft, gi), i > k. Theo giả thiết, ta có họ {f̃1, · · · , f̃k} là ở vị trí l-đặc

biệt trên một tập con giải tích bất khả quy có đối chiều 1 của A mà

chứa z0. Sử dụng một lần nữa Định lý cơ bản thứ hai đối với vị trí

tổng quát ([31, Định lý 2.1]), ta có

µf̃1∧···∧f̃k(z0) ≥ k − l + 1.
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Từ đó

k∑
i=1

(min{κ, v(ft,gi)(z0)}+ (k − l) min{1, v(ft,gi)(z0)})

+

q∑
i=k+1

(k − l + 1) min{1, v(ft,gi)(z0)}

= (k − l + 1) min{1, v(ft,gi)(z0)} = k − l + 1

≤ µf̃1∧···∧f̃k(z0) + (k(κ + k − l) + (q − k)(k − l + 1))µg1∧···∧gk(z0)).

Trường hợp 3. Giả sử z0 ∈ (g1 ∧ · · · ∧ gk)−1{0}. Khi đó

k∑
i=1

(min{κ, v(ft,gi)(z0)}+ (k − l) min{1, v(ft,gi)(z0)})

+

q∑
i=k+1

(k − l + 1) min{1, v(ft,gi)(z0)}

≤ k(κ + (k − l)) + (q − k)(k − l + 1)

≤ µf̃1∧···∧f̃k(z0) + (k(κ + k − l) + (q − k)(k − l + 1))µg1∧···∧gk(z0)).

Từ các trường hợp trên và các tính chất của divisor, với mỗi

z 6∈ A ∪ki=1 I(fi), ta có

k∑
i=1

(min{κ, v(ft,gi)(z)}+ (k − l) min{1, v(ft,gi)(z)})

+

q∑
i=k+1

(k − l + 1) min{1, v(ft,gi)(z)}

≤ µf̃1∧···∧f̃k(z) + (k(κ + k − l) + (q − k)(k − l + 1))µg1∧···∧gk(z).

Khẳng định thứ nhất của Mệnh đề 3.2.6 được chứng minh.

Theo giả thiết và định nghĩa hàm đặc trưng, với mỗi 1 ≤ j ≤ k, ta

có

Tf̃j(r) ≤ Tfj(r) + o( max
1≤j≤k

{Tfi(r)}).



69

Theo Định lý cơ bản thứ nhất đối với vị trí tổng quát ([31]), ta suy ra

k∑
i=1

(N
[κ]
(ft,gi)

(r) + (k − l)N [1]
(ft,gi)

(r)) +

q∑
i=k+1

(k − l + 1)N
[1]
(ft,gi)

(r)

≤ N(r, µf̃1∧···∧f̃k) + (k(κ + k − l) + (q − k)(k − l + 1))N(r, µg1∧···∧gk)

≤
k∑
i=1

Tf̃i(r) + (k(κ + k − l) + (q − k)(k − l + 1))
k∑
i=1

Tgi(r) +O(1)

≤
k∑
i=1

Tfi(r) + o(max
1≤i≤k

{Tfi(r)}).

Khẳng định thứ hai của Mệnh đề 3.2.6 được chứng minh. Mệnh đề đã

được chứng minh hoàn toàn.

Với bất kỳ dãy tăng 1 ≤ i1 < · · · < ik−1 ≤ q, ta có

k−1∑
j=1

(N
[κ]
(ft,gij )

(r) + (k − l)N [1]
(ft,gij )

(r)) +
∑
i∈I

(k − l + 1)N
[1]
(ft,gi)

(r)

≤
k∑
i=1

Tfi(r) + o(max
1≤i≤k

{Tfi(r)}),

trong đó I = {1, 2, · · · , q} \ {i1, · · · , ik−1}. Từ đó, bằng cách lấy tổng

trên tất cả các dãy 1 ≤ i1 < · · · < ik−1 ≤ q, ta có

q∑
i=1

((k−1)N
[κ]
(ft,gi)

(r)+((k−1)(k− l)+(q−k+1)(k− l+1))N
[1]
(ft,gi)

(r))

≤ q
k∑
i=1

Tfi(r) + o(max
1≤i≤k

{Tfi(r)}).

Vì κN [n]
f (r) ≤ nN

[κ]
f (r),∀κ nên ta có

q∑
i=1

((k−1)κN [n]
(ft,gi)

(r)+((k−1)(k− l)+(q−k+1)(k− l+1))N
[n]
(ft,gi)

(r))
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≤ qn
k∑
i=1

Tfi(r) + o(max
1≤i≤k

{Tfi(r)}).

Điều này kéo theo

q∑
i=1

((k − 1)κ + (k − 1)(k − l) + (q − k + 1)(k − l + 1))N
[n]
(ft,gi)

(r)

≤ qn
k∑
i=1

Tfi(r) + o(max
1≤i≤k

{Tfi(r)}).

Do đó, bằng cách lấy tổng trên tất cả các t, (1 ≤ t ≤ k), ta có

q∑
i=1

k∑
t=1

((k − 1)κ + (k − 1)(k − l) + (q − k + 1)(k − l + 1))N
[n]
(ft,gi)

(r)

≤ qnk

k∑
i=1

Tfi(r) + o(max
1≤i≤k

Tfi(r)) (3.4)

Bây giờ, ta chứng minh các khẳng định của Định lý 3.2.4.

(i) Bằng cách áp dụng Định lý 3.1.3 ([29, Hệ quả 1]) vào vế trái của

(3.4), ta suy ra∣∣∣∣∣∣∣∣ q

2n+ 1

k∑
i=1

((k−1)κ +(k−1)(k− l)+(q−k+1)(k− l+1))Tfi(r)

≤ qnk
k∑
i=1

Tfi(r) + o(max
1≤i≤k

{Tfi(r)}).

Cho r −→ +∞, ta có

q ≤ k − 1 +
(2n+ 1)nk − (k − 1)κ − (k − 1)(k − l)

k − l + 1

=
(2n+ 1)nk − (k − 1)(κ − 1)

k − l + 1
.

Điều này là mâu thuẫn. Vì vậy, ta có f1 ∧ · · · ∧ fk ≡ 0.
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(ii) Bằng cách áp dụng Định lý 3.1.2 ([29, Định lý 3.1]) vào vế trái

của (3.4), ta suy ra∣∣∣∣∣∣∣∣ q

n+ 2

k∑
i=1

((k−1)κ + (k−1)(k− l) + (q−k+ 1)(k− l+ 1))Tfi(r)

≤ qnk
k∑
i=1

Tfi(r) + o( max
1≤j≤k

{Tfi(r)}).

Cho r −→ +∞, ta có

q ≤ k − 1 +
(n+ 2)nk − (k − 1)κ − (k − 1)(k − l)

k − l + 1

=
(n+ 2)nk − (k − 1)(κ − 1)

k − l + 1
.

Điều này là mâu thuẫn. Từ đó, ta có f1 ∧ · · · ∧ fk ≡ 0.

(iii) Bằng cách áp dụng Định lý 3.1.1 ([30, Trang 304]) vào vế trái

của (3.4), ta suy ra∣∣∣∣∣∣∣∣ (q−n−1)
k∑
i=1

((k−1)κ+(k−1)(k−l)+(q−k+1)(k−l+1))Tfi(r)

≤ qnk

k∑
i=1

Tfi(r) + o( max
1≤j≤k

{Tfi(r)}).

Cho r −→ +∞, ta có

(q − n− 1)((k − 1)(κ − 1) + q(k − l + 1)) ≤ qnk.

Điều này là mâu thuẫn. Vì vậy, ta có f1 ∧ · · · ∧ fk ≡ 0. Định lý được

chứng minh.

3.3 Định lý duy nhất với bội bị chặn đối với ánh xạ phân

hình

Trong mục này chúng tôi nghiên cứu vấn đề duy nhất với bội bị

chặn đối với các ánh xạ phân hình nhiều biến phức vào không gian xạ

ảnh phức thông qua tính "suy biến đại số" của các ánh xạ đó.
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Định lý 3.3.1. Giả sử f1, f2 : Cm → Pn(C) là các ánh xạ phân

hình khác hằng, gj : Cm → Pn(C) là các mục tiêu di động ở vị trí

tổng quát và Tgj(r) = o(max1≤i≤2{Tfi(r)}) (1 ≤ j ≤ q), đồng thời

(fi, gj) 6≡ 0 (1 ≤ i ≤ 2, 1 ≤ j ≤ q). Gọi κ là số nguyên dương hoặc

κ = +∞ và κ = min{κ, n}. Giả sử các điều kiện sau được thỏa mãn:

(i) min{κ, v(f1,gj)(z)} = min{κ, v(f2,gj)} với mọi z ∈ Cm, 1 ≤ j ≤ q,

(ii) dim{(f1, gi)
−1{0}∩(f1, gj)

−1(z)} ≤ n−2 với mọi 1 ≤ i < j ≤ q,

(iii) f1(z) = f2(z) với mọi z ∈ ∪qj=1(f1, gj)
−1{0}.

Khi đó, nếu q > 2n(2n+ 1)− 2(κ − 1) thì f1 ≡ f2.

Chứng minh. Giả sử f1 6≡ f2. Bằng cách đổi chỉ số nếu cần, ta có thể

giả thiết

(f1, g1)

(f2, g1)
≡ (f1, g2)

(f2, g2)
≡ · · · ≡ (f1, gk1

)

(f2, gk1
)︸ ︷︷ ︸

nhóm 1

6≡ (f1, gk1+1)

(f2, gk1+1)
≡ · · · ≡ (f1, gk2

)

(f2, gk2
)︸ ︷︷ ︸

nhóm 2

6≡ (f1, gk2+1)

(f2, gk2+1)
≡ · · · ≡ (f1, gk3

)

(f2, gk3
)︸ ︷︷ ︸

nhóm 3

6≡ · · · 6≡
(f1, gks−1+1)

(f2, gks−1+1)
≡ · · · ≡ (f1, gks)

(f2, gks)︸ ︷︷ ︸
nhóm s

,

ở đó ks = q. Với mỗi 1 ≤ i ≤ q, ta đặt

j =

i+ n nếu i+ n ≤ q,

i+ n− q nếu i+ n > q,

và

Pi =
(f1, gi)

(f1, gj)
− (f2, gi)

(f2, gj)
.

Vì f1 6≡ f2 nên số các phần tử của mỗi nhóm nhiều nhất là n. Thật

vậy, giả sử ngược lại. Không mất tính tổng quát, ta có thể giả sử số

phần tử của nhóm 1 lớn hơn n + 1. Với mỗi z ∈ Cm, ma trận sau có



73

hạng 1 
(f1, g1)(z) (f2, g1)(z)

...
...

(f1, gn+1)(z) (f2, gn+1)(z)

 =


g10(z) · · · g1n(z)

...
...

...

gn+10(z) · · · gn+1n(z)

 ·

f10(z) f20(z)

...
...

f1n(z) f2n(z)

 .

Vì họ {gj}pj=1 ở vị trí tổng quát nên ma trận
f10(z) · · · f1n(z)

...
...

...

f20(z) · · · f2n(z)


có hạng là 1. Do đó, f1 ≡ f2. Điều này là mâu thuẫn. Vì vậy,

(f1, gi)

(f2, gi)
và

(f1, gj)

(f2, gj)
thuộc các nhóm phân biệt. Suy ra

(f1, gi)

(f2, gi)
6≡ (f1, gj)

(f2, gj)
. Không

mất tính tổng quát, ta có thể giả thiết

Pi =
(f1, gi)

(f1, gj)
− (f2, gi)

(f2, gj)
6≡ 0 (1 ≤ i ≤ q).

Với k = l = 2, từ bất đẳng thức (3.2), ta có∑
j=i,n+i

N
[κ]
(ft,gj)

(r) +
∑

j 6=i,n+i

N
[1]
(ft,gj)

(r) ≤
∑
j=1,2

Tfj(r) + o(max
1≤i≤2

{Tfi(r)})

với 1 ≤ t ≤ 2. Từ đó, lấy tổng theo i, ta có

q∑
i=1

(2N
[κ]
(ft,gi)

(r) + (q − 2)N
[1]
(ft,gi)

(r)) ≤ q
∑
j=1,2

Tfj(r) + o(max
1≤i≤2

{Tfi(r)}).

Do đó

q∑
i=1

(2κ + q − 2)N
[n]
(ft,gi)

(r) ≤ qn
∑
j=1,2

Tfj(r) + o(max
1≤i≤2

{Tfi(r)}).
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Lấy tổng một lần nữa theo t, ta có∑
t=1,2

q∑
i=1

(2κ + q − 2)N
[n]
(ft,gi)

(r) ≤ 2qn
∑
j=1,2

Tfj(r) + o(max
1≤i≤2

{Tfi(r)})

(3.5)

Áp dụng Định lý 3.1.3 ([29, Hệ quả 1]) vào vế trái của (3.5), ta nhận

được∑
i=1,2

q

2n+ 1
(2κ + q − 2)Tfi(r) ≤ 2qn

∑
j=1,2

Tfj(r) + o(max
1≤i≤2

{Tfi(r)}).

Cho r → +∞, ta có

q ≤ 2n(2n+ 1)− 2(κ − 1).

Điều này là mâu thuẫn. Do đó, ta có f1 ≡ f2. Định lý được chứng

minh.



Kết luận và kiến nghị

Kết luận

Các kết quả chính của luận án:

• Đã chỉ ra một số tính chất liên quan đến những hàm phân hình

có tổng số khuyết cực đại và đã chỉ ra rằng lớp hàm phân hình

với tổng số khuyết cực đại là rất "mỏng" theo nghĩa nếu "nhiễu"

các hàm phân hình với tổng số khuyết cực đại bởi các hàm phân

hình "nhỏ" thì chúng không còn là các hàm phân hình có tổng

số khuyết cực đại nữa.

• Đã chứng minh định lý về số khuyết của các ánh xạ phân hình

nhiều biến phức với tổng số khuyết cực đại đối với mục tiêu di

động.

• Đã chứng minh ba định lý về sự phụ thuộc đại số của các ánh

xạ phân hình từ Cm vào Pn(C) với mục tiêu di động ở vị trí tổng

quát.

• Đã chứng minh định lý duy nhất với bội bị chặn đối với ánh xạ

phân hình nhiều biến phức với số mục tiêu q < 4n2 + 2n trong

tình huống không có giả thiết về tính không suy biến tuyến tính

của ánh xạ phân hình f : Cm → Pn(C).

Kiến nghị về những nghiên cứu tiếp theo

Trong chương 1, chúng tôi mới chỉ nghiên cứu được quan hệ số

khuyết cho hàm phân hình từ Cm vào P1(C) mà chưa nhận được các

kết quả như các Định lý 1.3.1 và Định lý 1.3.2 cho các ánh xạ phân
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hình từ Cm vào không gian xạ ảnh Pn(C) với n ≥ 2. Một cách tự

nhiên, cần phải đưa ra được các định lý tương tự như các định lý đó

cho trường hợp ánh xạ phân hình từ Cm vào không gian xạ ảnh Pn(C)

với n ≥ 2.

Trong chương 2, Định lý 3.2.1 về tổng số khuyết cực đại của các

ánh xạ phân hình cho mục tiêu di động chưa chặn được bội.

Liệu có thể cải tiến cách chứng minh các định lý trong chương 3 để

giảm được số mục tiêu di động hay không?

Với những câu hỏi và phân tích trên, hướng nghiên cứu tiếp theo

của chúng tôi như sau:

• Nghiên cứu lớp ánh phân hình vào không gian xạ ảnh phức chiều

cao với tổng số khuyết cực đại cho các mục tiêu cố định và mục

tiêu di động có tính đến việc chặn bội.

• Cải tiến chứng minh định lý cơ bản thứ hai và cách đếm bội để

giảm được số các mục tiêu di động gây ra tính suy biến cho các

ánh xạ phân hình.

• Tiếp tục làm về vấn đề duy nhất khi có sự tiến bộ về định lý cơ

bản thứ hai và các định lý về tính suy biến đại số.

Do thời gian hạn hẹp nên chúng tôi chưa thể có được kết quả cho

các vấn đề đã đặt ra. Chúng tôi hi vọng rằng vấn đề trên sẽ sớm được

giải quyết trong thời gian tới.
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