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Mở đầu

Tổ hợp là một phần rất quan trọng của Toán học rời rạc, chuyên

nghiên cứu sự sắp xếp hoặc phân bố các đối tượng và tính số cách sắp

xếp ấy. Chủ đề này đã được nghiên cứu từ lâu, thế kỷ 17, khi xét các trò

chơi may rủi. Thông thường, số các phần tử là hữu hạn và việc phân bố

chúng phải thỏa mãn những điều kiện nhất định nào đấy, tùy theo yêu

cầu của vấn đề nghiên cứu. Do việc đếm các đối tượng hoặc diễn đạt bài

toán dưới dạng sắp xếp, có kể thứ tự hoặc không, các phần tử của một

tập hợp, nên ta thường gặp bài toán tổ hợp dưới dạng sau:

1. Bài toán đếm: Đây là bài toán nhằm trả lời câu hỏi "có bao nhiêu

cách sắp xếp các phần tử thỏa mãn điều kiện đã nêu?" Phương

pháp đếm thường dựa vào một số nguyên lý và một số tính toán

không quá phức tạp.

2. Bài toán liệt kê: Đây là bài toán xét tất cả các khả năng nhằm trả

lời câu hỏi "thuật toán nào vét hết các khả năng sắp xếp và có bao

nhiêu cách sắp xếp các phần tử thỏa mãn điều kiện đã nêu?"

3. Bài toán tối ưu: Đây là bài toán xét những cách sắp xếp tốt nhất,

theo một nghĩa nào đó, trong số những cách sắp xếp có thể.

4. Bài toán tồn tại: Đây là bài toán xét sự tồn tại hay không tồn tại

cách sắp xếp các phần tử theo yêu cầu đã được đặt ra.

Một vấn đề dễ thấy là các bài toán tổ hợp cũng thường xuất hiện trong

các kỳ thi Đại học và Cao đẳng, các kỳ thi Học sinh giỏi cấp quốc gia

hay quốc tế. Chúng là những bài toán khó. Đặc biệt, để phục vụ tốt cho

việc giảng dạy chương "Tổ hợp và Xác xuất" ở lớp 11, giúp học sinh thi

Đại học và Cao đẳng và với mong muốn được tìm hiểu sâu hơn nữa về

những bài toán tổ hợp nên chúng tôi chọn đề tài "Tổ hợp suy rộng
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và một vài phương pháp xây dựng bài toán tổ hợp." Luận văn

tập trung tìm hiểu Bài toán đếm và Bài toán liệt kê (dạng đơn giản).

Ngoài phần mở đầu, và kết luận, luận văn được chia ra làm 2 chương.

Chương 1. Tổ hợp suy rộng.

Chương này tập trung trình bày phương pháp quy nạp ở Mục1.1;

hoán vị, chỉnh hợp, tổ hợp, nhị thức Newton ở Mục 1.2; chỉnh hợp và

tổ hợp suy rộng ở Mục 1.3; còn một số phương pháp xây dựng bài toán

tổ hợp được trình bày ở Mục 1.4.

Chương 2 . Một vài ứng dụng của tổ hợp.

Trong chương này chúng tôi tập trung trình bày một số ứng dụng

của tổ hợp để biểu diễn một vài bài toán. Mục 2.1 trình bày cách vận

dụng tổ hợp và hoán vị để biểu diễn số qua Định lí Hilbert và Định lí

Cantor. Mục 2.2 trình bày công thức khai triển đa đơn thức. Nó là công

thức khai triển nhị thức Newton tổng quát. Trong Mục 2.3 chúng tôi

trình bày phương pháp sử dụng chỉ số và công thức chuyển đổi ngược.

Đồng nhất thức Newton được trình bày ở Mục 2.4 và cuối cùng là việc

chứng minh Định lí Fermat và Định lí Wilson.

Luận văn này được hoàn thành với sự hướng dẫn và chỉ bảo tận tình

của PGS -TS. Đàm văn Nhỉ - Trường ĐHSP1- Hà nội. Từ đáy lòng mình,

em xin được bày tỏ lòng biết ơn sâu sắc đối với sự quan tâm, động viên

và sự chỉ bảo hướng dẫn của Thầy.

Em xin trân trọng cảm ơn tới các Thầy Cô trong Trường Đại Học

Khoa Học - Đại Học Thái Nguyên, phòng Đào Tạo Trường Đại Học

Khoa Học. Đồng thời tôi xin gửi lời cảm ơn tới tập thể lớp Cao Học

Toán K5A Trường Đại Học Khoa Học đã động viên giúp đỡ tôi trong

quá trình học tập và làm luận văn này.

Tôi xin cảm ơn Sở Giáo dục và Đào tạo Tỉnh Hà Giang, Ban Giám

hiệu, các đồng nghiệp Trường THPT Hùng An - Huyện Bắc Quang đã

tạo điều kiện và giúp đỡ tôi hoàn thành kế hoạch học tập.
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Tuy nhiên, do sự hiểu biết của bản thân và khuôn khổ của luận văn,

nên luận văn này không tránh khỏi những thiếu sót. Tôi rất mong nhận

được sự chỉ dẫn và góp ý của các Thầy Cô, bạn bè để tôi hoàn thành

tốt hơn bản luận văn này.

Thái Nguyên, ngày 02 tháng 04 năm 2013

Tác giả

Phạm Thị Thu Hiền
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Chương 1
Tổ hợp suy rộng

Nội dung chương một tập trung bàn về tổ hợp suy rộng. Chúng ta

bắt đầu chương bằng cách trình bày phương pháp quy nạp.

1.1. Phép chứng minh quy nạp

1.1.1. Quan hệ tương đương và quan hệ thứ tự

Giả thiết tập X 6= ∅. Tích đề các X ×X được định nghĩa dưới đây:

X ×X = {(x, y)|x, y ∈ X}

Định nghĩa 1.1. Tập con S của X ×X là một quan hệ hai ngôi trong

X. Nếu (x, y) ∈ S thì ta nói x quan hệ S với y và viết xSy.

Định nghĩa 1.2. Giả thiết X 6= ∅ và S 6= ∅ là một quan hệ hai ngôi

trong X. Quan hệ S được gọi là một quan hệ tương đương trong X nếu

nó thỏa mãn ba điều kiện sau đây:

(i) (Phản xạ) Với mọi x ∈ X có xSx.

(ii) (Đối xứng) Với mọi x, y ∈ X, nếu có xSy thì cũng có ySx.

(iii) (Bắc cầu) Với mọi x, y, z ∈ X, nếu có xSy và ySz thì cũng có

xSz.

Khi S là một quan hệ tương đương trong X thì ta thường kí hiệu ∼ thay

cho S. Đặt C(x) = {y ∈ X|y ∼ x} và gọi nó là một lớp tương đương với

x làm đại diện. Dễ dàng chỉ ra các tính chất sau:

Tính chất 1.1. Giả sử ∼ là một quan hệ tương đương trong X. Khi đó:

(i) Với mọi x ∈ X có x ∈ C(x).

(ii) Với mọi y, z ∈ C(x) có y ∼ z, y ∼ x và z ∼ x.

(iii) Với mọi x, y ∈ X, có hoặc C(x) ∩ C(y) = ∅ hoặc C(x) = C(y).

(iv) Tập thương X/ ∼ là tập các lớp tương đương không giao nhau.
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Ví dụ 1.1. Tính tổng của tất cả các số gồm 9 chữ số phân biệt được lập

từ các số 1, 2, . . . , 8, 9.

Bài giải: Tập các số thỏa mãn đầu bài được phân ra làm 9 lớp phân

biệt cùng lực lượng: Lớp C(i) = {a1a2a3a4a5a6a7a8i|ak ∈ {1, 2, . . . , 9} \
{i}} gồm tất cả các số được lập qua việc viết chữ số i vào cuối các số

a1a2a3a4a5a6a7a8 với các ak ∈ {1, 2, . . . , 9} \ {i}. Thấy ngay lực lượng

của C(i) bằng 8!. Vậy tổng các chữ số hàng đơn vị của tất cả các số thỏa

mãn đầu bài bằng 8!(1 + 2+ · · ·+ 8+ 9) = 45.8!. Từ đây có tổng các số

cần tính S = 45.8!(1 + 10 + · · ·+ 108) = 45.8!
109 − 1

9
= 5(109 − 1).8!.

Định nghĩa 1.3. Giả thiết X 6= ∅ và S 6= ∅ là một quan hệ hai ngôi

trong X. Quan hệ S được gọi là một quan hệ thứ tự trong X nếu nó thỏa

mãn ba điều kiện sau đây:

(i) (Phản xạ) với mọi x ∈ X có xSx.

(ii) (Phản đối xứng) Với mọi x, y ∈ X, nếu có xSy và ySx thì x = y.

(iii) (Bắc cầu) Với mọi x, y, z ∈ X, nếu có xSy và ySz thì cũng có

xSz.

Tập X được gọi là một tập xắp thứ tự nếu có một quan hệ thứ tự

trong X.

Khi S là một quan hệ thứ tự trong X thì ta thường viết 6 thay cho

S. Với x, y ∈ X, thay cho việc viết xSy thì ta viết x 6 y và đọc là x nhỏ

hơn hoặc bằng y hoặc viết y > x và đọc là y lớn hơn hoặc bằng x. Từ

đây ta có thể định nghĩa x < y khi và chỉ khi x 6 y, x 6= y; hoặc y > x

khi và chỉ khi y > x, y 6= x.

Định nghĩa 1.4. Giả thiết X là một tập xắp thứ tự với quan hệ thứ tự

6 . Phần tử a ∈ X được gọi là phần tử bé nhất của X nếu nó thỏa mãn

a 6 x với mọi x ∈ X. Phần tử b ∈ X được gọi là phần tử lớn nhất của

X nếu nó thỏa mãn x 6 b với mọi x ∈ X.

Định nghĩa 1.5. Tập xắp thứ tự X được gọi là một tập xắp thứ tự tốt

nếu mọi bộ phận khác rỗng của X đều có phần tử bé nhất.

Hai kết quả sau đã được chứng minh trong bất kì giáo trình số học

nào.
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Mệnh đề 1.1. Tập tất cả các số tự nhiên N cùng quan hệ thứ tự là một

tập xắp thứ tự tốt.

Mệnh đề 1.2. Nếu tập bất kì M ⊂ N có các tính chất: 0 ∈ M và

n+ 1 ∈M khi n ∈M, thì M = N.

Ví dụ 1.2. Xác định số nguyên dương k để sao cho tập hợp X =

{2012, 2012+ 1, 2012+ 2, . . . , 2012+ k} có thể phân ra làm hai tập A và

B thỏa mãn A∩B = ∅, A∪B = X và tổng của các số thuộc tập A đúng

bằng tổng của các số thuộc tập B.

Bài giải: Trước tiên ta tìm điều kiện cho k. Giả sử có hai tập A và

B thỏa mãn đầu bài. Đặt s là tổng của tất cả các số thuộc tập A. Khi

đó tập B cũng có tổng các số bằng s và tập X có tổng của tất cả các số

bằng 2s. Vậy 4s = 2[2012 + (2012 + 1) + (2012 + 2) + · · · + (2012 + k)]

= 4024(k+1)+ k(k+1). Như vậy k(k+1) chia hết cho 4 và từ đây suy

ra k ≡ 3(mod 4) hoặc k ≡ 0(mod 4).

Xét trường hợp (1): k ≡ 3(mod 4). Dễ dàng suy ra: Số phần tử thuộc tập

X phải là bội của 4. Hiển nhiên, 4 số tự nhiên liên tiếp n, n+1, n+2, n+3

luôn thỏa mãn n+n+3 = n+1+n+2 và {n, n+3}∩{n+1, n+2} = ∅.
Tập X thỏa mãn tính chất đòi hỏi.

Trường hợp (2): k ≡ 0(mod 4). Trong trường hợp này, số phần tử của

tập X phải là số lẻ. Giả sử X được phân ra làm hai tập rời nhau A và

B và A ∩ B = ∅. Ta có thể giả thiết Card(A) > Card(B). Đặt k = 4m

với số tự nhiên m. Khi đó Card(A) > 2m + 1,Card(B) 6 2m. Ta có

s > 2012+(2012+1)+ · · ·+(2012+2m) và s < (2012+2m+1)+ · · ·+
(2012+4m). Như vậy, ta có được 2012+(2012+1)+ · · ·+(2012+2m) 6

s < (2012+2m+1)+ · · ·+(2012+4m) hay 2012 < 2m.2m hay m > 23

và k = 4m > 23.4 = 92.

Khi k = 92 : Ta xét A1 = {2012, 2012+1, . . . , 2012+46} với tổng các số

a1 = 2012+ (2012+ 1)+ · · ·+ (2012+ 46); và B1 = {(2012+ 47)+ · · ·+
(2012+92) với tổng các số b1 = (2012+47)+· · ·+(2012+92). Ta có ngay

b1 − a1 = 46.46− 2012 = 104. Thế số 2012 + 52 trong B1 bởi số 2012 và

thế số 2012 của A1 bởi số 2012+52. Khi đó A = A1\{2012}∪{2012+52}
và B = B1 \ {2012 + 52} ∪ {2012} thỏa mãn đề bài.
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Khi k ≡ 0(mod 4) và k > 92. Ta viết X = {2012, 2012 + 1, . . . , 2012 +

92} ∪ {2012 + 93, . . . , 2012 + 4m}. Phân tập X1 = {2012, 2012 +

1, . . . , 2012 + 92} thành hai tập A và B như trên; phân tập X2 =

{2012+93, . . . , 2012+4m} với số phần tử chẵn dễ dàng phân ra làm hai

tập C và D thỏa mãn C ∩D = ∅ và C ∪D = X2 với tổng các số trong

tập C và D bằng nhau. Vậy A0 = A∪C,B0 = B ∪D thỏa mãn đầu bài

Tóm lại, hoặc k ≡ 3(mod 4) hoặc k ≡ 0(mod 4) với k > 92.

1.1.2. Nguyên lý quy nạp

Hai nguyên lý dưới đây thường được gọi là nguyên lý thứ nhất và

nguyên lý thứ hai của quy nạp toán học.

Mệnh đề 1.3. [Nguyên lý thứ nhất] Nếu mệnh đề P (n), phụ thuộc

vào số tự nhiên n, thỏa mãn:

(i) P (α) đúng với một α ∈ N

(ii) P (n+ 1) đúng khi P (n) đúng, ở đó n > α, n ∈ N

thì P (n) đúng với mọi số tự nhiên n > α.

Mệnh đề 1.4. [Nguyên lý thứ hai] Nếu mệnh đề P (n), phụ thuộc

vào số tự nhiên n, thỏa mãn:

(i) P (α) đúng với một α ∈ N

(ii) P (n+1) đúng khi P (α), P (α+1), . . . , P (n) đúng, ở đó n > α, n ∈ N

thì P (n) đúng với mọi số tự nhiên n > α.

Bây giờ ta sẽ vận dụng hai nguyên lý này để xét một số bài toán sơ

cấp.

Ví dụ 1.3. Với số nguyên n > 2 và Pn = n!, hãy chứng minh 2Pn > 2n.

Bài giải: Với n = 2 có 2P2 = 4 = 22. Như vậy kết luận đúng cho

n = 2. Giả sử kết luận đúng cho n > 2. Khi đó 2Pn > 2n. Xét tích

2Pn+1 = (n + 1).2Pn > (n + 1)2n > 2.2n = 2n+1. Từ đó suy ra 2Pn >

2n,∀ n > 2.
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Ví dụ 1.4. Chứng minh rằng với số nguyên n > 6 ta luôn có n! > 3n.

Bài giải: Bởi vì 7! = 5040 > 2189 = 37 nên kết luận đúng với n = 7.

Giả sử kết luận đã đúng với n. Khi đó ta có n! > 3n. Với n + 1 có

(n + 1)! = n!(n + 1) > 3n(n + 1) theo giả thiết quy nạp. Vì n + 1 > 3

nên (n+ 1)! > 3n+1 và như thế n! > 3n đúng với mọi số nguyên n > 6.

Ví dụ 1.5. Chứng minh rằng với số nguyên n > 0 ta luôn có bất đẳng

thức
√
n 6 1 +

1√
2
+

1√
3
+ · · ·+ 1√

n
< 2
√
n.

Bài giải: Bởi vì 1 +
1√
2
+ · · · + 1√

n
>

1√
n
+

1√
n
+ · · · + 1√

n
=

√
n nên ta nhận được bất đẳng thức 1 +

1√
2
+ · · · + 1√

n
>
√
n. Hiển

nhiên 1 < 2 nên bất đẳng thức đúng với n = 1. Giả sử bất đẳng thức

đúng với n. Khi đó ta có 1 +
1√
2
+

1√
3
+ · · · + 1√

n
< 2
√
n. Lại có

1 +
1√
2
+

1√
3
+ · · ·+ 1√

n
+

1√
n+ 1

< 2
√
n+

1√
n+ 1

và như thế

1 +
1√
2
+

1√
3
+ · · ·+ 1√

n
+

1√
n+ 1

<
2
√
n(n+ 1) + 1√
n+ 1

<
2n+ 1 + 1√

n+ 1

hay 1 +
1√
2
+

1√
3
+ · · · + 1√

n
+

1√
n+ 1

< 2
√
n+ 1. Tóm lại, kết luận

đúng với mọi số nguyên n > 0.

Ví dụ 1.6. Dãy (an) được cho như sau: a0 = 1, a1 = 3, a2 = 6, a3 =

10, a4 = 15, a5 = 21, . . . . Xác định an theo n và chứng minh bất đẳng

thức

T =
(
1− 1

3

)(
1− 1

6

)(
1− 1

10

)
· · ·
(
1− 1

an

)
<

1

3
+

1

n
.

Bài giải: Từ a1 = 3 = a0 +2, a2 = 6 = a1 +3, a3 = 10 = a2 +4, a4 =

15 = a3+5, a5 = 21 = a4+6 suy ra an = an−1+n+1 và điều này dễ dàng

có được qua quy nạp. Vậy an = 1+2+3+· · ·+n+n+1 =
(n+ 1)(n+ 2)

2

và suy ra 1 − 1

ak
=
ak − 1

ak
=

(k + 1)(k + 2)− 2

(k + 1)(k + 2)
=

k(k + 3)

(k + 1)(k + 2)
. Như
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vậy 1− 1

ak
=
(
1− 1

k + 1

)(
1 +

1

k + 2

)
và ta có được các phép biến đổi

sau:

T =
(
1− 1

2

)(
1 +

1

3

)(
1− 1

3

)(
1 +

1

4

)
. . .
(
1− 1

n+ 1

)(
1 +

1

n+ 2

)
=

1

2

(
1− 1

32

)(
1− 1

42

)(
1− 1

52

)
. . .
(
1− 1

(n+ 1)2

)(
1 +

1

n+ 2

)
=

1

2

(32 − 1

32

)(42 − 1

42

)(52 − 1

52

)
. . .
((n+ 1)2 − 1

(n+ 1)2

)(
1 +

1

n+ 2

)
=

2.3.42.52 . . . (n− 1)2n2(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

2.32.42.52 . . . (n− 1)2n2(n+ 1)2(n+ 2)
=

n+ 3

3(n+ 1)

<
n+ 3

3n
=

1

3
+

1

n
.

Tóm lại an =
(n+ 1)(n+ 2)

2
và nhận được bất đẳng thức T <

1

3
+

1

n
.

Ví dụ 1.7. Chứng minh rằng với số nguyên n > 0 ta có đồng nhất thức

1.2 + 2.22 + · · ·+ n2n = (n− 1)2n+1 + 2.

Bài giải: Với n = 1 ta có 1.2 = 2 = (1−1)21+1+2 và như vậy kết luận

đúng. Giả sử kết luận đúng với n. Khi đó 1.2 + 2.22 + · · ·+ n2n = (n−
1)2n+1+2. Với n+1 ta có kết quả sau: 1.2+2.22+· · ·+n2n+(n+1)2n+1 =

(n−1)2n+1+2+(n+1)2n+1 = n2n+2+2 và như thế kết luận cũng đúng với

n+1. Tóm lại, ta có đồng nhất thức 1.2+2.22+· · ·+n2n = (n−1)2n+1+2.

Ví dụ 1.8. Chứng minh rằng với số nguyên n > 0 ta có đồng nhất thức

1

3
+

2

32
+ · · ·+ n

3n
=

1

4

[
3− 2n+ 3

3n

]
.

Bài giải: Với n = 1 ta có
1

3
=

1

4

[
3− 2.1 + 3

3

]
. Giả sử kết luận đúng

với n > 1. Khi đó
1

3
+

2

32
+ · · · + n

3n
=

1

4

[
3 − 2n+ 3

3n

]
. Với n + 1 ta

có kết quả sau:
1

3
+

2

32
+ · · · + n

3n
+
n+ 1

3n+1
=

1

4

[
3 − 2n+ 3

3n

]
+
n+ 1

3n+1
=

1

4

[
3− 2(n+ 1) + 3

3n+1

]
và như thế kết luận cũng đúng với n+ 1. Tóm lại,

ta có đồng nhất thức
1

3
+

2

32
+ · · ·+ n

3n
=

1

4

[
3− 2n+ 3

3n

]
.
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Ví dụ 1.9. Với dãy số thực a0 = 1, a1, . . . , an, an+1 = n+ 1, n > 1, có
n∑
i=0

|ai − ai+1|√
a2i + 1

√
a2i+1 + 1

>
2n

3(n+ 2)
.

Bài giải: Với ba số a,b,c ta đặt a = tanx, b = tan y, c = tan z. Khi

đó bất đẳng thức
|a− b|√

a2 + 1
√
b2 + 1

+
|b− c|√

b2 + 1
√
c2 + 1

>
|c− a|√

c2 + 1
√
a2 + 1

tương đương | sin(x− y)|+ | sin(y− z)| > | sin(x− z)|. Từ | sin(u+ v)| =
| sinu cos v + sin v cosu| 6 | sinu| + | sin v| ta suy ra bất đẳng thức sau:

| sin(x− z)| = | sin(x− y+ y− z)| 6 | sin(x− y)|+ | sin(y− z)|. Sử dụng

kết quả này:
|a1 − a2|√

a21 + 1
√
a22 + 1

+
|a2 − a3|√

a22 + 1
√
a23 + 1

>
|a1 − a3|√

a21 + 1
√
a23 + 1

.

Quy nạp theo n được
n∑
i=0

|ai − ai+1|√
a2i + 1

√
a2i+1 + 1

>
|a0 − an+1|√

a20 + 1
√
a2n+1 + 1

>

n√
2n2 + 4n+ 4

>
n√

2(n+ 2)
>

2n

3(n+ 2)
.

Ví dụ 1.10. Với những con tem 5 xu và 6 xu ta có thể tạo được những

loại bưu phí nào?

Bài giải: Ta có ngay những loại bưu phí 5, 6, 10 = 2.5, 11 = 5 + 6,

12 = 2.6, 15 = 3.5, 16 = 2.5 + 6, 17 = 2.6 + 5, 18 = 3.6, 20 = 4.5,

21 = 3.5 + 6, 22 = 2.5 + 2.6, 23 = 3.6 + 5, 24 = 4.6 được gián bằng hai

loại tem trên. Bây giờ ta chỉ ra, mọi bưu phí > 24 xu cũng được gián

bằng hai loại tem trên. Giả sử n > 24 được biểu diễn bằng n = k.5+h.6.

Nếu k > 1 thì n + 1 = (k − 1).5 + (h + 1).6; Nếu k = 0 thì h > 4. Khi

đó n+1 = 5.5+ (h− 4).6. Do vậy n+1 = s.5+ r.6 và từ đó suy ra điều

cần chứng minh.

1.2. Hoán vị, chỉnh hợp và tổ hợp

1.2.1. Quy tắc đếm

Trước tiên ta giới thiệu hai quy tắc đếm cơ bản sau đây thường được

sử dụng:

(i) [Quy tắc cộng] Giả sử có s công việc. Việc thứ nhất có thể làm

n1 cách, việc thứ hai có thể làm n2 cách,..., việc thứ s có thể làm ns
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cách và không có hai công việc nào có thể làm đồng thời. Như vậy có

n1 + n2 + · · ·+ ns cách làm s công việc đó.

(ii) [Quy tắc nhân] Giả sử một việc được chia ra làm s công đoạn.

Công đoạn thứ nhất có thể làm n1 cách, công đoạn thứ hai có thể làm

n2 cách,..., công đoạn thứ s có thể làm ns cách và công việc hoàn thành

khi các công đoạn đều đã xong. Như vậy có n1.n2. · · · .ns cách làm công

việc đó.

Quy tắc cộng và quy tắc nhân thường được phát biểu bằng ngôn ngữ

tập hợp:

Mệnh đề 1.5. Giả sử A1, A2, . . . , As là những tập hữu hạn phần tử rời

nhau. Khi đó lực lượng của tập hợp

(
s⋃

k=1

Ak

)
=

s∑
k=1

card (Ak).

Mệnh đề 1.6. Giả sử A1, A2, . . . , As là những tập hữu hạn phần tử rời

nhau. Khi đó

Lực lượng của tích Đềcác card (A1 × A2 × ...× As) =
s∏

k=1

card (Ak).

1.2.2. Hoán vị và chỉnh hợp

Định nghĩa 1.6. Mỗi cách sắp xếp có thứ tự của tập T gồm n phần tử

khác nhau được gọi là một hoán vị của tập n phần tử đó. Mỗi cách xắp

xếp có thứ tự k phần tử của tập T gồm n phần tử khác nhau được gọi

là một chỉnh hợp chập k của tập n phần tử.

Ký hiệu số hoán vị của tập n phần tử khác nhau là Pn và ký hiệu số

chỉnh hợp chập k của tập gồm n phần tử khác nhau là Ak
n. Kết quả sau

đây là hiển nhiên.

Mệnh đề 1.7. Số các hoán vị Pn và số các chỉnh hợp Ak
n của một tập

gồm n phần tử khác nhau là Pn = n! và Ak
n =

n!

(n− k)!
. Qui ước 0! = 1.

Ví dụ 1.11. Với số nguyên n > 2 ta luôn có Pn = (n−1)
(
Pn−1+Pn−2

)
.

Bài giải: Bởi vì (n − 1)
(
Pn−1 + Pn−2

)
= (n − 1)Pn−1 + (n − 1)Pn−2

nên (n− 1)
(
Pn−1 + Pn−2

)
= nPn−1 − Pn−1 + Pn−1 = Pn.

Ví dụ 1.12. Với số nguyên dương n và Pn = n! hãy chứng minh rằng
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(i) Sn = 1P1 + 2P2 + 3P3 + · · ·+ nPn = Pn+1 − 1.

(ii) Tn =
1

P2
+

2

P3
+

3

P4
+ · · ·+ n− 1

Pn
= 1− 1

Pn+1
.

Bài giải: (i) Bởi vì Pk+1 = (k+1)k! = kPk+Pk nên kPk = Pk+1−Pk.
Từ đây suy ra Sn =

n∑
k=1

kPk =
n∑
k=1

(
Pk+1 − Pk

)
= Pn+1 − 1.

(ii) Bởi vì
k − 1

Pk
=

1

Pk−1
− 1

Pk
nên Tn =

n∑
k=1

( 1

Pk−1
− 1

Pk

)
= 1− 1

Pn+1
.

Ví dụ 1.13. Một lớp có 100 sinh viên gồm 50 nam và 50 nữ. Giả sử

100 em xếp thành một hàng thẳng. Tính số cách xắp xếp để có ít nhất

hai em cùng giới đứng cạnh nhau.

Bài giải: Đánh số vị trí đứng từ 1 đến 100. Xếp 100 em vào 100 chỗ

chính là một hoán vị 100 phần tử. Tất cả có 100! cách xắp xếp.

Tính số cách xắp xếp để không có hai người cùng giới đứng cạnh

nhau: Lần đầu để các em nữ đứng ở vị trí số lẻ, các em nam đứng ở vị

trí số chẵn. Có 50!50! cách xắp xếp; Lần sau để các em nữ đứng ở vị trí

số chẵn, các em nam đứng ở vị trí số lẻ. Có 50!50! cách xếp. Vậy số cách

xếp cần tính 100!− 2.50!.50!.

Ví dụ 1.14. Với số nguyên n > 2 và Pn = n!, hãy chứng minh P 2
n > nn.

Bài giải: Bởi vì P 2
n = [1n][2(n − 1)][3(n − 2)] . . . [(n − 1)2][n1] và

dễ dàng nhận được k(n − k + 1) > n với 2 6 k 6 n − 1 nên ta có

1n ≥ n

2(n− 1) > n
3(n− 2) > n

...
(n− 1)2 > n

n1 ≥ n

Nhân tất cả các bất đẳng thức trên được P 2
n > nn.

Ví dụ 1.15. Với số nguyên n > 1 ta luôn có
1

P0
+

1

P1
+

1

P2
+· · ·+ 1

Pn
< 3.
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Bài giải: Vì T =
1

P0
+

1

P1
+

1

P2
+ · · ·+ 1

Pn
=

1

0!
+

1

1!
+

1

2!
+ · · ·+ 1

n!
nên

T 6
1

1
+

1

1
+

1

1.2
+

1

2.3
+ · · ·+ 1

n(n− 1)

= 1 + 1 +
(
1− 1

2

)
+
(1
2
− 1

3

)
+ · · ·+

( 1

n− 1
− 1

n

)
= 3− 1

n
< 3.

Từ đây suy ra
1

P0
+

1

P1
+

1

P2
+ · · ·+ 1

Pn
< 3.

Ví dụ 1.16. Giả sử các số a1, a2, . . . , an . . . được định nghĩa như sau

đây: a1 = 0, a2 = 1 và an+1 = (n + 1)an + (−1)n+1 với mọi số nguyên

n > 1. Chứng minh an = Pn

( 1

P0
− 1

P1
+

1

P2
− · · ·+ (−1)n 1

Pn

)
với n > 1.

Bài giải: Kết luận đúng với n = 1 do bởi a1 = 0 = P1

( 1

P0
− 1

P1

)
. Giả

sử kết luận đúng với n, có nghĩa: an = Pn

( 1

P0
− 1

P1
+

1

P2
−· · ·+(−1)n 1

Pn

)
.

Ta chỉ ra kết luận cũng đúng với n+ 1. Thật vậy, ta có

an+1 = (n+ 1)an + (−1)n+1

= (n+ 1)Pn

( 1

P0
− 1

P1
+

1

P2
− · · ·+ (−1)n 1

Pn

)
+ (−1)n+1

= Pn+1

( 1

P0
− 1

P1
+

1

P2
− · · ·+ (−1)n 1

Pn

)
+ (−1)n+1

= Pn+1

( 1

P0
− 1

P1
+

1

P2
− · · ·+ (−1)n 1

Pn
+ (−1)n+1 1

Pn+1

)
.

Do đó an = Pn

( 1

P0
− 1

P1
+

1

P2
− · · ·+ (−1)n 1

Pn

)
với n > 1.

Ví dụ 1.17. Có bao nhiêu cách chọn 11 cầu thủ nam khác nhau cho đội

bóng của lớp trong một lớp chuyên có 25 em học sinh nam và 6 học sinh

nữ.

Bài giải: Mỗi cách chọn có thứ tự 11 cầu thủ cho đội bóng là một

chỉnh hợp chập 11 của 25 em nam. Do vậy số cách chọn đúng bằng A11
25.
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Ví dụ 1.18. Có 30 em tham gia cuộc thi tiếng hát học trò. Người nhất

sẽ nhận được huy chương vàng, người nhì sẽ nhận được huy chương bạc

và người ba sẽ nhận được huy chương đồng. Có bao nhiêu cách trao ba

huy chương nếu tất cả các kết cục của cuộc thi đều có thể xảy ra.

Bài giải: Số cách trao huy chương chính là số chỉnh hợp chập 3 của

một tập gồm 30 phần tử. Do vậy số cách trao huy chương đúng bằng

A3
30.

Ví dụ 1.19. Hãy tính tổng Tn = A2
2 +A2

3 +A2
4 + · · ·+A2

n với số nguyên

n > 2.

Bài giải: Từ Tn = A2
2+A

2
3+A

2
4+ · · ·+A2

n = 1.2+2.3+ · · ·+(n−1)n

suy ra Tn = 12 + 22 + 32 + · · · + (n − 1)2 + (1 + 2 + · · · + n − 1) hay

Tn =
(n− 1)n(2n− 1)

6
+

(n− 1)n

2
=

(n− 1)n(n+ 1)

3
.

Ví dụ 1.20. Hãy tính hai tổng


Tn =

1

A2
2

+
1

A2
3

+
1

A2
4

+ · · ·+ 1

A2
n

Sn =
1

A3
3

+
1

A3
4

+
1

A3
5

+ · · ·+ 1

A3
n

, n > 3.

Bài giải: Vì Tn =
1

1.2
+

1

2.3
+ · · ·+ 1

(n− 1)n
= 1− 1

2
+

1

2
− 1

3
+ · · ·+

1

n− 1
− 1

n
nên suy ra Tn = 1− 1

n
.

Do bởi
1

k(k + 1)(k + 2)
=

1

2

[ 1

k(k + 1)
− 1

(k + 1)(k + 2)

]
nên có thể viết

2Sn =
2

A3
3

+
2

A3
4

+
2

A3
5

+ · · ·+ 2

A3
n

=
2

1.2.3
+

2

2.3.4
+ · · ·+ 2

(n− 2)(n− 1)n

=
1

1.2
+

1

2.3
+ · · ·+ 1

(n− 2)(n− 1)

− 1

2.3
− 1

3.4
− · · · − 1

(n− 1)n
.

Vậy 2Sn =
1

2
− 1

(n− 1)n
hay Sn =

1

4
− 1

2(n− 1)n
.
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Ví dụ 1.21. Với số nguyên n > 2, hãy chứng minh bất đẳng thức dưới

đây:[(
A1
n

)2
+
(
A2
n

)2
+ · · ·+

(
An
n

)2][(
P0

)2
+
(
P1

)2
+ · · ·+

(
Pn−1

)2]
> n2P 2

n .

Bài giải: Do
[(
A1
n

)2
+
(
A2
n

)2
+ · · · +

(
An
n

)2][(
P0

)2
+
(
P1

)2
+ · · · +(

Pn−1
)2]

>
[
A1
nPn−1 + A2

nPn−2 + · · ·+ An
nP0

]2
Theo bất đẳng thức Bunhiakốpxki và Ak

nPn−k = Pn = An
n nên

n∑
k=1

(
Ak
n

)2 n∑
k=1

(
Pk−1

)2
> n2P 2

n .

Ví dụ 1.22. Với số nguyên n > 2, hãy chứng minh bất đẳng thức:[
A1
n + A2

n + · · ·+ An
n

][
P0 + P1 + · · ·+ Pn−1

]
> n2An

n.

Bài giải: Ta có bất đẳng thức
[
A1
n+A

2
n+· · ·+An

n

][
P0+P1+· · ·+Pn−1

]
> n n

√
n∏
k=1

Ak
n.n

n

√
n∏
k=1

Pk−1 > n2Pn theo bất đẳng thức Cauchy. Dấu =

không xảy ra. Vậy
[
A1
n +A2

n + · · ·+An
n

][
P0 + P1 + · · ·+ Pn−1

]
> n2An

n.

Ví dụ 1.23. Với số nguyên lẻ n > 1 và phép hoán vị p của tập các số

{1, 2, . . . , n}, đặt T = |p(1)− 1|+ |p(2)− 2|+ · · ·+ |p(n)− n| = n2 − 1

2
.

Hãy xác định giá trị lớn nhất của T.

Bài giải: Vì {p(1), p(2), . . . , p(n)} = {1, 2, . . . , n} nên với việc chọn

dấu + hay − một cách thích hợp ta có |p(1) − 1| + |p(2) − 2| + · · · +
|p(n)− n| = ±1± 1± 2± 2± · · · ± n± n. Tổng T = |p(1)− 1|+ |p(2)−

2|+ · · ·+ |p(n)−n| = n2 − 1

2
đạt giá trị lớn nhất bằng (n−1)+(n−2)+

· · ·+(
n+ 1

2
− n− 1

2
)+ |n− 1

2
− n+ 1

2
|+ |n− 3

2
− n+ 3

2
|+ · · ·+ |1−n| =

2
(
n+ · · ·+ n+ 3

2

)
− 2
(
1 + 2 + · · ·+ n− 1

2

)
. Do vậy Tln =

n2 − 1

2
.

1.2.3. Tổ hợp

Định nghĩa 1.7. Mỗi tập con gồm k phần tử của một tập gồm n phần

tử khác nhau được gọi là một tổ hợp chập k của tập n phần tử đó.
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Ký hiệu số tổ hợp chập k của tập gồm n phần tử khác nhau là Ck
n.

hoặc
(
n
k

)
. Kết quả sau đây là hiển nhiên.

Mệnh đề 1.8. Số các tổ hợp chập k của một tập gồm n phần tử khác

nhau là Ck
n =

n!

k!(n− k)!
.

Dễ dàng kiểm tra C0
n = Cn

n = 1, Ck
n = Cn−k

n , Ck
n+Ck+1

n = Ck+1
n+1 .

Ví dụ 1.24. Có 120 đồ vật xếp vào 3 thùng một cách tùy ý sao cho mỗi

thùng có 40 đồ vật. Hỏi có bao nhiêu cách xắp xếp.

Bài giải: Có C40
120 cách lấy 40 vật từ 120 vật để xếp vào thùng thứ

nhất, có C40
80 cách lấy 40 vật từ 80 vật còn lại để xếp vào thùng thứ hai

và có C40
40 cách lấy 40 vật từ 40 vật để xếp vào thùng thứ ba. Như vậy,

số cách xắp xếp là S = C40
120C

40
80C

40
40 =

120!

40!80!

80!

40!40!
=

120!

40!40!40!
.

Ví dụ 1.25. Tính tổng Sn = 1.2.3+2.3.4+3.4.5+ · · ·+(n−2)(n−1)n.

Bài giải: Biểu diễn Sn = 6
[
1 + C3

4+C3
5+...+ C3

n

]
. Sử dụng quan hệ

C3
n+C4

n = C4
n+1 ta có Sn = 6

[
1 + C3

4+C3
5+...+ C3

n

]
= 6C4

n+1 .

Ví dụ 1.26. Chứng minh rằng, với hai số tự nhiên n, k thỏa mãn 0 6

k 6 n luôn có bất đẳng thức Cn
2n+k .C

n
2n−k 6

(
Cn

2n

)2
.

Bài giải: Với k = 0, bất đẳng thức trên hiển nhiên đúng.

Với k > 0 ta sẽ chỉ ra Cn
2n+k .C

n
2n−k 6 Cn

2n+k−1 .C
n
2n−k+1 . Bất đẳng thức

này tương đương
(2n+ k)!

n!(n+ k)!
.
(2n− k)!
n!(n− k)!

6
(2n+ k − 1)!

n!(n+ k − 1)!
.
(2n− k + 1)!

n!(n− k + 1)!

hay
1

n+ k
6

1

n+ k − 1
đúng. Vậy Cn

2n+k .C
n
2n−k 6 Cn

2n+k−1 .C
n
2n−k+1 và

từ đây suy ra Cn
2n+k .C

n
2n−k 6 · · · 6

(
Cn

2n

)2
.

Ví dụ 1.27. Với số nguyên n > 2 có Tn = 1C1
n+2C2

n+ · · · + nCn
n =

n2n−1.

Bài giải: Với n = 2 ta có T2 = 1C1
2+2C2

2 = 2 + 2 = 4 = 2.21.

Vậy công thức đúng cho n = 2. Giả sử công thức đúng cho n, có nghĩa:
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Tn = n2n−1. Ta phải chứng minh công thức đúng với n+1. Thật vậy, ta

có

Tn+1 = 1C1
n+1+2C2

n+1+ · · ·+ nCn
n+1+(n+ 1)Cn+1

n+1

= Tn + 1C0
n+2C1

n+ · · ·+ nCn−1
n +(n+ 1)

= Tn + Tn + C0
n+C1

n+ · · ·+ Cn−1
n +Cn

n

= 2Tn + 2n = n2n + 2n = (n+ 1)2n.

Từ đây suy ra Tn+1 = (n+ 1)2n và công thức đúng với n+ 1.

Ví dụ 1.28. Giả sử n > 1 là số nguyên lẻ. Chứng minh rằng dãy số

C1
n,C

2
n, . . . ,C

n−1
2

n chứa một số lẻ các số nguyên.

Bài giải: Tổng các số trong dãy đã cho là

T = C1
n+C2

n+ · · ·+ C
n−1
2

n =
1

2
[C0

n+C1
n+ · · ·+ Cn−1

n +Cn
n−2]

= 2n−1 − 1. Vì T là số lẻ nên số các số lẻ trong dãy đã cho là một số lẻ.

Ví dụ 1.29. Cho dãy Fibonacci a0 = 1, a1 = 1 và an+2 = an+1 + an với

mọi số nguyên n > 0. Khi đó, với mọi số nguyên dương n ta có a2n =

C0
2n+C1

2n−1+C2
2n−2+ · · ·+ Cn

n và a2n+1 = C0
2n+1+C1

2n+ · · ·+ Cn
n+1 .

Bài giải: Kết luận được chứng minh bằng phương pháp quy

nạp. Kiểm tra trực tiếp a0 = 1 = C0
0 và a1 = 1 = C0+1

2.0+1 . Kết

luận đúng. Giả sử kết luận đúng cho a2n và a2n+1, có nghĩa: a2n =

C0
2n+C1

2n−1+C2
2n−2+ · · · + Cn

n và a2n+1 = C0
2n+1+C1

2n+C2
2n+ · · · +

Cn
n+1 . Từ S = a2n+2 = a2n + a2n+1 có

S = C0
2n+C1

2n−1+ · · ·+ Cn
n+C0

2n+1+C1
2n+ · · ·+ Cn

n+1

= [C0
2n+C1

2n] + [C1
2n−1+C2

2n−1] + · · ·+ [Cn−1
n+1+Cn

n+1] + C0
2n+1+Cn

n

= C1
2n+1+C2

2n+ · · ·+ Cn
n+2+C0

2n+1+Cn
n

= C1
2n+1+C2

2n+ · · ·+ Cn
n+2+C0

2n+2+Cn+1
n+1 .

Do vậy a2n+2 = C1
2n+1+C2

2n+ · · · + Cn
n+2+C0

2n+2+Cn+1
n+1 . Hoàn toàn

tương tự, nếu kết luận đúng cho a2n−1 và a2n thì ta cũng chứng minh

được kết luận đúng cho a2n+1. Tóm lại, ta có điều phải chứng minh.
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1.2.4. Công thức khai triển nhị thức Newton

Mệnh đề 1.9. [Newton] Công thức khai triển lũy thừa (x + y)n như

sau: (x+ y)n =
n∑
r=0

(
n
r

)
xryn−r.

Chứng minh: Ta chứng minh kết quả bằng phương pháp quy nạp

theo n. Với n = 0, 1 công thức hiển nhiên đúng. Giả sử công thức đúng

với n. Ta chỉ ra nó đúng với n + 1. Thật vậy, theo giả thiết quy nạp ta

có biến đổi:

(x+ y)n+1 = (x+ y)n(x+ y) =
[ n∑
r=0

Cr
n x

ryn−r
]
(x+ y)

=
n∑
r=0

Cr
n x

r+1yn−r +
n∑
r=0

Cr
n x

ryn−r+1

= C0
n y

n+1 +
[
C0
n+C1

n

]
xyn +

[
C1
n+C2

n

]
x2yn−1

+ · · ·+
[
Cn−1
n +Cn

n

]
xny + Cn

n x
n+1 =

n+1∑
r=0

Cr
n+1 x

ryn+1−r.

Ta suy ra (x+ y)n+1 =
n+1∑
r=0

Cr
n+1 x

ryn+1−r. Vậy ta suy ra công thức đúng

với n+ 1. Tóm lại, công thức đúng với mọi số nguyên không âm n.

Tiếp theo, vận dụng công thức trên để giải một vài bài toán về tổ hợp

sau:

Ví dụ 1.30. Với số nguyên n, k, r > 0 và r 6 n + k ta luôn có đồng

nhất thức Cr
n+k =

∑
i+j=r

06i6n,06j6k

Ci
nC

j
k .

Bài giải: Từ đồng nhất thức (1 + x)n+k = (1 + x)n(1 + x)k suy ra

quan hệ
n+k∑
r=0

Cr
n+k x

r =
n∑
i=0

Ci
n x

i
k∑
j=0

Cj
k x

j =
n∑
i=0

k∑
j=0

Ci
nC

j
k x

i+j. So sánh hệ

số của xr ở hai vế ta nhận được Cr
n+k =

∑
i+j=r

06i6n,06j6k

Ci
nC

j
k .

Ví dụ 1.31. Với số nguyên n > 1, hãy chứng minh bất đẳng thức:

5n−1
n > 2n n

√
C1
nC

2
n ...C

n
n.
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Bài giải: Do bởi (1 + x)n =
n∑
r=0

Cr
n x

r nên 5n =
n∑
r=0

Cr
n 4

r khi cho

x = 4. Tiếp tục biến đổi 5n − 1 = C1
n 4 + C2

n 4
2 + · · · + Cn

n 4
n >

n

n

√
C1
nC

2
n ...C

n
n 4

n(n+ 1)

2 và như vậy
5n − 1

n
> 2n n

√
C1
nC

2
n ...C

n
n.

Ví dụ 1.32. Hãy xác định hệ số lớn nhất trong đa thức của x khi khai

triển lũy thừa
(
2 + 5x

)n
.

Bài giải: Do bởi
(
2 + 5x

)n
=

n∑
k=0

Ck
n 2

k5n−kxn−k nên ta xét bất đẳng

thức Ck+1
n 2k+15n−k−1 > Ck

n 2
k5n−k nếu và chỉ nếu k <

2n− 5

7
. Tương tự,

xét Ch+1
n 2h+15n−h−1 < Ch

n 2
h5n−h có h >

2n− 5

7
. Đặt r =

[2n− 5

7

]
. Từ

hai nhận xét suy ra hệ số lớn nhất bằngmax{Cr
n 2

r5n−r,Cr+1
n 2r+15n−r−1}.

Ví dụ 1.33. Giả sử khai triển
(
3 + 7x

)2011
=

2011∑
k=0

akx
k. Hãy xác định

max{a0, a1, . . . , a2011}.

Bài giải: Ta có ak = Ck
2011 3

k72011−k. Xét bất đẳng thức ak+1 > ak hay

Ck+1
2011 3

k+172011−k−1 > Ck
2011 3

k72011−k nếu và chỉ nếu k <
6026

10
. Tương tự,

Ch+1
2011 3

h+172011−h−1 < Ch
2011 3

h72011−h có h >
6026

10
. Từ hai nhận xét suy ra

hệ số lớn nhất bằng max{C602
2011 3

60271409,C603
2011 3

60371408} = C603
2011 3

60371408

hay a603 là lớn nhất.

Ví dụ 1.34. Hãy xác định số hạng lớn nhất trong khai triển
(√

5+
√
2
)20
.

Bài giải: Do bởi
(√

5+
√
2
)20

= 210
(
1+

√
5

2

)20
= 210

20∑
k=0

Ck
20

√(5
2

)k
nên ta xét Ck+1

20

√(5
2

)k+1
> Ck

20

√(5
2

)k
nếu và chỉ nếu

(20− k)2

(k + 1)2
>

2

5

hay ta có 3k2 − 2.102k + 1998 > 0. Vậy, hoặc k >
102 +

√
4410

3
> 20 :

bị loại hoặc k <
102−

√
4410

3
. Từ đây suy ra khi k =

[102−√4410
3

]
thì Ck+1

20

√(5
2

)k+1
là lớn nhất.
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Ví dụ 1.35. Giả sử khai triển
(
1+3x+7x2

)n
=

2n∑
k=0

akx
k. Hãy xác định

(i) T =
2n∑
k=0

ak.

(ii) S =
2n∑
k=0

(−1)kak3k.

Bài giải:(i) Từ (1+3x+7x2
)n

=
2n∑
k=0

akx
k suy ra T = (1+3+7)n = 11n.

(ii) Từ (1 + 3x+ 7x2
)n

=
2n∑
k=0

akx
k có S =

2n∑
k=0

(−1)kak3k = (1− 3.3 +

7.32)n hay S = 55n.

1.3. Hoán vị, chỉnh hợp và tổ hợp suy rộng

Trong nhiều bài toán đếm, các phần tử có thể được sử dụng lặp lại

nhiều lần hoặc các phần tử giống nhau trong một tập cùng được sử

dụng. Ví dụ, các chữ số và các chữ cái được sử dụng nhiều lần trong một

biển số xe máy hoặc trong một từ. Do vậy, trong mục này ta trình bầy

phương pháp xây dựng bài toán tổ hợp có lặp để giải một lớp rất rộng

các bài toán đếm.

1.3.1. Chỉnh hợp có lặp

Định nghĩa 1.8. Mỗi cách xắp xếp có thứ tự k phần tử mà các phần

tử có thể lặp lại của tập T gồm n phần tử được gọi là một chỉnh hợp lặp

chập k của n phần tử.

Ký hiệu số các chỉnh hợp lặp chập k của tập n phần tử là A
k
n. Kết

quả sau đây là hiển nhiên.

Mệnh đề 1.10. Số các chỉnh hợp lặp chập k của một tập gồm n phần

tử là A
k
n = nk.

1.3.2. Tổ hợp có lặp

Định nghĩa 1.9. Mỗi cách lấy k phần tử mà các phần tử có thể lặp lại

của một tập n phần tử được gọi là một tổ hợp lặp chập k của n phần tử

đó.
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Ký hiệu số tất cả các tổ hợp lặp chập k của một tập gồm n phần tử

là C
k
n. Ta có kết quả sau đây:

Bổ đề 1.1. Số nghiệm nguyên không âm của phương trình x1+· · ·+xk =
n bằng

(
n+k−1
k−1

)
.

Chứng minh: Ký hiệu số nghiệm nguyên không âm của phương

trình là Nk(n). Ta có N1(n) = 1. Tính N2(n), tức là tính số nghiệm

nguyên không âm của phương trình x1 + x2 = n. Phương trình này có

các nghiệm (0, n), (1, n−1), ..., (n, 0) nên N2(n) = n+1 =
(
n+1
1

)
. Để tính

N3(n) ta xét phương trình x1+ x2+ x3 = n. Cho x3 = 0, 1, 2, ..., n, ta có

N3(n) = N2(n)+N2(n−1)+· · ·+N2(2)+N2(1)+N2(0) = (n+1)+· · ·+1.

Vậy N3(n) =
(
n+2
2

)
. Ta chứng minh Nk(n) =

(
n+ k − 1

k − 1

)
bằng quy

nạp. Hiển nhiên Nk(n) = Nk−1(n) +Nk−1(n− 1) +Nk−1(n− 2) + · · ·+

Nk−1(0). Do đó Nk(n) =

(
n+ k − 2

k − 2

)
+

(
n+ k − 3

k − 2

)
+ · · ·+

(
k − 2

k − 2

)
=(

n+ k − 1

k − 1

)
.

Hệ quả 1.1. Số nghiệm nguyên không âm của hệ bất phương trình dưới

đúng bằng

(
n− α1 − ...− αn + k − 1

k − 1

)
:

{
x1 + ...+ xk = n

x1 ≥ α1, ..., xk ≥ αk.

Chứng minh: Đặt xi = yi + αi với i = 1, 2, . . . , k. Khi đó ta

phải xác định số nghiệm nguyên không âm của hệ bất phương trình{
y1 + · · ·+ yk = n− α1 − · · · − αk
y1 > 0, . . . , yk > 0.

Theo Bổ đề 1.1, số nghiệm cần xác định đúng bằng(
n− α1 − · · · − αn + k − 1

k − 1

)
.

Ví dụ 1.36. Xác định số nghiệm nguyên không âm của hệ bất phương

trình:

{
x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 2011

x2 > 3, x4 > 6, x5 > 7.
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Bài giải: Mỗi nghiệm của phương trình x1+x2+x3+x4+x5 = 2011

thỏa mãn điều kiện nguyên không âm và x2 > 3, x4 > 6, x5 > 7 sẽ ứng

với cách chọn 2011 phần tử từ tập 5 loại, trong đó loại 2 có ít nhất 3

phần tử, loại 4 có ít nhất 6 phần tử và loại 5 có ít nhất 7 phần tử. Như

thế, trước tiên chọn 3 phần tử loại 2, 6 phần tử loại 4 và 7 phần tử loại

5, sau đó chọn thêm 2011− 16 = 1995 phần tử nữa. Vậy số nghiệm của

hệ là C1995
1995+5−1 = C1995

1999 .

Mệnh đề 1.11. Số tất cả các tổ hợp lặp chập k của một tập gồm n phần

tử là C
k
n = Ck

k+n−1 .

Chứng minh: Sử dụng vách ngăn hình thức: Mỗi tổ hợp lặp

chập k của một tập n phần tử có thể biểu diễn bằng một dãy n − 1

thanh đứng | và k ngôi sao ∗. Dùng n− 1 thanh đứng để phân cách các

ngăn | . . . | . . . | . . . . Ngăn thứ i chứa bao nhiêu ngôi sao thì có bấy nhiêu

lần xuất hiện phần tử thứ i trong tổ hợp lặp.Ta xét hai ví dụ sau:

Ví dụ 1: Tổ hợp lặp chập 8 từ một tập 5 phần tử được biểu diễn bằng 4

thanh đứng và 8 ngôi sao

∗ ∗ ∗| ∗ | ∗ | ∗ ∗|∗

biểu thị tổ hợp lặp chứa đúng 3 phần tử thứ nhất, 1 phần tử thứ 2, 1

phần tử thứ 3, 2 phần tử thứ tư và 1 phần tử thứ năm.

Ví dụ 2: Tổ hợp lặp chập 6 từ một tập 4 phần tử được biểu diễn bằng 3

thanh đứng và 6 ngôi sao

∗ ∗ ∗| ∗ | ∗ | ∗ ∗|∗

biểu thị tổ hợp lặp chứa đúng 3 phần tử thứ nhất, 1 phần tử thứ 2, 2

phần tử thứ 3, và không có phần tử thứ tư nào.

Mỗi dãy n − 1 thanh đứng | và k ngôi sao ∗ ứng với một tổ hợp lặp

chập k của tập n phần tử. Coi n − 1 thanh đứng và k ngôi sao như là

các phần tử của tập T gồm n− 1+k phần tử. Số đó đúng bằng Ck
n−1+k .

Do vậy C
k
n = Ck

k+n−1.

Sử dụng phương trình nghiệm nguyên: Giả sử lấy xi lần phần

tử ai của tập A = {a1, a2, . . . , an}. Khi đó xi là số nguyên không âm.
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Mỗi tổ hợp lặp chập k của tập A tương ứng một-một với một nghiệm

nguyên không âm của phương trình x1 + x2 + · · · + xn = k. Số nghiệm

nguyên không âm của phương trình này là Ck
k+n−1 theo Bổ đề 1.1 .

Ví dụ 1.37. Một cửa hàng bánh có 10 loại bánh khác nhau. Ngày Trung

thu cô giáo đi mua 30 chiếc bánh cho học sinh. Có bao nhiêu cách chọn

30 chiếc bánh đó.

Bài giải: Số cách chọn 30 chiếc bánh đó đúng bằng số tổ hợp lặp

chập 30 của 10 phần tử. Do vậy, cách chọn 30 chiếc bánh bằng C30
39 .

1.3.3. Hoán vị của tập hợp có các phần tử giống nhau.

Mệnh đề 1.12. Số các hoán vị lặp của n phần tử, trong đó có n1 phần

tử như nhau thuộc loại 1, n2 phần tử như nhau thuộc loại 2,..., ns phần

tử như nhau thuộc loại s, sẽ đúng bằng
n!

n1!n2! . . . ns!
.

Chứng minh: Ký hiệu các phần tử là a1, a2, . . . , as, trong đó a1 xuất

hiện n1 lần, a2 xuất hiện n2 lần,..., as xuất hiện ns lần. n1 phần tử bằng

nhau a1 được ký hiệu qua a11, . . . , a1n1; n2 phần tử bằng nhau a2 được

ký hiệu qua a21, . . . , a2n2; . . . ; ns phần tử bằng nhau as được ký hiệu qua

as1, . . . , asns. Với n = n1+n2+ · · ·+ns phần tử aij ta có n! hoán vị. Khi

cố định các ai1, . . . , aini, i 6= 1, còn n1 phần tử bằng nhau a11, . . . , a1n1
hoán vị với nhau ta cũng chỉ được một hoán vị. Trong trường hợp này,

thực tế mỗi phần tử đã được tính n1! lần. Tương tự, xét các trường hợp

khác. Vì các trường hợp độc lập với nhau nên theo quy tắc nhân ta thấy

mỗi hoán vị thực tế đã được tính n1! . . . ns! lần. Vậy số hoán vị cần tính

bằng
n!

n1!n2! . . . ns!
.

Ví dụ 1.38. Có thể nhận bao nhiêu xâu khác nhau bằng cách xắp xếp

lại các chữ cái của từ success

Bài giải: Vì một số chữ cái của từ success là như nhau nên số xâu

khác nhau không phải là số hoán vị của 7 chữ cái được. Từ success chứa

3 chữ s, 1 chữ u, 2 chữ c và 1 chữ e. Để xác định số xâu khác nhau có

thể tạo ra được, ta nhận thấy, có C3
7 cách chọn 3 chỗ cho 3 chữ số s. Ta
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còn lại 4 chỗ trống. Có C2
4 cách chọn 2 chỗ cho 2 chữ số c. Ta còn lại

2 chỗ trống. Có C1
2 cách chọn 1 chỗ cho 1 chữ số u và như thế còn C1

1

chỗ cho 1 chữ số e. Theo quy tắc nhân, số các xâu khác nhau có thể tạo

thành là T = C3
7 .C

2
4 .C

1
2 .C

1
1 =

7!

3!2!1!1!
= 420.

Ví dụ 1.39. Một thầy giáo có 30 chiếc kẹo, gồm 12 chiếc Socola, 8 chiếc

kẹo hoa quả, 4 chiếc kẹo cao su và 6 chiếc kẹo bạc hà. Nếu người đó mỗi

ngày ăn một chiếc thì có bao nhiêu cách ăn 30 chiếc kẹo này.

Bài giải: Số cách ăn 30 chiếc kẹo, gồm 12 chiếc Socola, 8 chiếc kẹo

hoa quả, 4 chiếc kẹo cao su và 6 chiếc kẹo bạc hà đúng bằng số hoán vị

của 30 chiếc kẹo, gồm 12 chiếc Socola, 8 chiếc kẹo hoa quả, 4 chiếc kẹo

cao su và 6 chiếc kẹo bạc hà.Vậy số cách ăn bằng T =
30!

12!8!4!6!
.

1.3.4. Số cách phân bố các đồ vật vào trong hộp

Mệnh đề 1.13. Ký hiệu T là số cách phân chia n đồ vật khác nhau

vào trong k hộp khác nhau sao cho có ni vật đặt vào hộp thứ i với i =

1, 2, . . . , k. Khi đó T =
n!

n1!n2! . . . nk!
.

Chứng minh: Ta có Cn1
n cách chọn n1 vật từ n vật đặt vào hộp thứ

nhất, tiếp theo có Cn2
n−n1 cách chọn n2 vật từ n− n1 vật đặt vào hộp thứ

hai,..., cuối cùng là Cnk
n−n1−···−nk−1

cách chọn nk vật từ n−n1−· · ·−nk−1
vật đặt vào hộp thứ k. Vì các trường hợp chọn ở trên là độc lập với

nhau nên theo quy tắc nhân ta thấy T = Cn1
n Cn2

n−n1 . . .C
nk
n−n1−···−nk−1

.

Như vậy, chúng ta nhận được kết quả T = Cn1
n Cn2

n−n1 . . .C
nk
n−n1−···−nk−1

.

Biến đổi T =
n!

n1!(n− n1)!
(n− n1)!

n2!(n− n1 − n2)!
· · · (n− n1 − · · · − nk−1)!

nk!0!
=

n!

n1!n2! . . . nk!
. Tóm lại T =

n!

n1!n2! . . . nk!
.

Ví dụ 1.40. Giả sử m và k là những số nguyên dương và đặt n = mk.

Ký hiệu T là số cách phân chia n đồ vật khác nhau xếp vào k hộp giống

nhau sao cho mỗi hộp chứa đúng m vật. Khi đó T =
n!

k!(m!)k
.
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Bài giải: Ta coi k hộp là khác nhau. Khi đó số cách phân chia là

T =
n!

m!m! . . .m!
=

n!

(m!)k
. Do k hộp giống nhau nên mỗi cách phân chia

đã xuất hiện k! lần. Vậy thực tế số cách phân chia là T =
n!

k!(m!)k
.

Ví dụ 1.41. Giả sử có s loại hộp gồm m1 chiếc loại thứ nhất, m2 chiếc

loại thứ hai,..., ms chiếc loại thứ s, trong đó những chiếc cùng loại giống

hệt nhau. Có n = m1n1 +m2n2 + · · ·+msns đồ vật xếp hết vào các hộp

sao cho mỗi hộp thuộc loại thứ i chứa đúng ni vật. Ký hiệu T là số cách

phân chia n đồ vật khác nhau xếp vào s loại hộp gồm m1+m2+ · · ·+ms

chiếc đó. Khi đó T =
(m1n1 +m2n2 + · · ·+msns)!

m1!m2! . . .ms!(n1!)m1(n2!)m2 · · · (ns!)ms
.

Bài giải: Trước tiên ta chia n vật thành s phần sao cho

phần thứ i có mini vật. Khi đó số cách phân chia là S =
n!

(m1n1)!(m1n2)! . . . (msns)!
. Đem phần thứ i là mini vật xếp vào mi

hộp giống hệt nhau. Khi đó số cách phân chia là Ti =
(mini)!

mi!(ni!)mi
.

Do cách phân chia ở mỗi phần là độc lập với nhau nên tất cả

số các cách phân chia khác nhau là T = S.T1.T2 . . . Ts hay T =
n!

(m1n1)!(m1n2)! . . . (msns)!

(m1n1)!

m1!(n1!)m1
· · · (msns)!

ms!(ns!)ms
hoặc viết gọn lại

T =
(m1n1 +m2n2 + · · ·+msns)!

m1!m2! . . .ms!(n1!)m1(n2!)m2 · · · (ns!)ms
.

1.4. Xây dựng bài toán tổ hợp

Có nhiều phương pháp giải một bài toán tổ hợp. Trong mục này chúng

tôi chỉ trình bày một vài phương pháp qua việc vận dụng đạo hàm và

tích phân, hệ phương trình tuyến tính nhiều ẩn, công thức chuyển đổi

ngược và song ánh.

1.4.1. Phương pháp đạo hàm và tích phân

Ví dụ 1.42. Với số nguyên n > 1, tính Tn = 12C1
n+22C2

n+ · · ·+n2Cn
n .
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Bài giải: Với (1 + x)n =
n∑
r=0

Cr
nx

r, lấy đạo hàm hai vế rồi nhân hai

vế với x ta nhận được hệ thức

nx(1 + x)n−1 = C1
n x+ 2C2

n x
2 + · · ·+ nCn

n x
n.

Ta có T1 = 1. Khi n > 1, lấy tiếp đạo hàm một lần nữa ta được

n(1+x)n−1+(n−1)nx(1+x)n−2 = C1
n+22C2

n x+ · · ·+n2Cn
n x

n−1. Thay

x = 1 ta nhận được 12C1
n+22C2

n+ · · ·+ n2Cn
n = n(n+ 1)2n−2.

Ví dụ 1.43. Với số nguyên n > 1, hãy chứng minh
n∑
r=1

r(Cr
n)

2 = nCn
2n−1 .

Bài giải: Với (1 + x)n =
n∑
r=0

Cr
n x

r, lấy đạo hàm hai vế rồi nhân hai

vế với x ta nhận được hệ thức

nx(1 + x)n−1 = C1
n x+ 2C2

n x
2 + · · ·+ nCn

n x
n.

Thay x bởi
1

x
có

n

x

(
1 +

1

x

)n−1
= C1

n

1

x
+ 2C2

n

1

x2
+ · · · + nCn

n

1

xn
. Như

vậy
n

x

(
1 +

1

x

)n−1
(1 + x)n =

[
C1
n

1

x
+ 2C2

n

1

x2
+ · · · + nCn

n

1

xn

] n∑
r=0

Cr
n x

r

hay
n

xn
(1 + x)2n−1 =

[
C1
n

1

x
+2C2

n

1

x2
+ · · ·+ nCn

n

1

xn

] n∑
r=0

Cr
n x

r. Tính số

hạng không chứa x ở hai vế, ta nhận được quan hệ

nCn
2n−1 =

n

xn
Cn

2n−1 x
n = 1(C1

n)
2 + 2(C2

n)
2 + · · ·+ n(Cn

n)
2.

Từ đây suy ra đồng nhất thức
n∑
r=1

r(Cr
n)

2 = nCn
2n−1 .

Ví dụ 1.44. Với số nguyên n > 7, hãy chứng minh bất đẳng thức:

C1
n+2C2

n 2 + 3C3
n 2

2 + · · ·+ nCn
n 2

n−1 <
n.n!

3
.

Bài giải: Với (1 + x)n =
n∑
r=0

Cr
nx

r, lấy đạo hàm hai vế, nhận được hệ

thức

n(1 + x)n−1 = C1
n+2C2

n x+ 3C3
n x

2 + · · ·+ nCn
n x

n−1.
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Thay x = 2 ta được n.3n−1 = C1
n+2C2

n 2 + 3C2
n 2

2 + · · ·+ nCn
n 2

n−1. Lại

có n! > 3n khi n > 7. Theo Ví dụ 1.4. Vậy ta có điều cần chứng minh.

Ví dụ 1.45. Với số nguyên n > 2 ta luôn có C1
n+2.2C2

n+ · · ·+n2n−1Cn
n

= n4n−1C0
n−(n− 1)4n−2C1

n+ · · ·+ (−1)n−1Cn−1
n .

Bài giải: Vì (1 + x)n = C0
n+C1

n x + · · · + Cn
n x

n nên sau khi lấy

đạo hàm ta có n(1 + x)n−1 = C1
n+2C2

n x + · · · + nCn
n x

n−1. Cho x = 2

ta nhận được C1
n+2.2C2

n+ · · · + n2n−1Cn
n = n3n−1. Vì (2x − 1)n =

C0
n(2x)

n − C1
n(2x)

n−1 + C2
n(2x)

n−2 − · · ·+ (−1)nCn
n nên sau khi lấy đạo

hàm ta có 2n(2x − 1)n−1 = 2nC0
n(2x)

n−1 − 2(n − 1)C1
n(2x)

n−2 + · · · +
(−1)n−2Cn−1

n . Cho x = 2 ta nhận được hệ thức dưới đây n4n−1C0
n−(n−

1)4n−2C1
n+ · · ·+ (−1)n−1Cn−1

n = n3n−1.

Tóm lại, ta có điều cần chứng minh.

Ví dụ 1.46. Với số nguyên n > 2 ta luôn có đồng nhất thức sau:

C1
n−2C2

n+3C3
n− · · ·+ (−1)n−1nCn

n = 0.

Bài giải: Vì (1 − x)n = C0
n−C1

n x + C2
n x

2 − · · · + (−1)nCn
n x

n nên

sau khi lấy đạo hàm có −n(1 − x)n−1 = −C1
n+2C2

n x − 3|C3
nx

2 + · · · +
(−1)nnCn

n x
n−1. Với x = 1 có C1

n−2C2
n+3C3

n− · · ·+ (−1)n−1nCn
n = 0.

Ví dụ 1.47. Tính tổng T =
n∑
k=0

Ck
n

72k+2

2k + 2
.

Bài giải: Tính tích phân In =
7∫
0

x(1+x2)n dx . Đặt y = 1+x2. Khi đó

In =
1

2

50∫
1

yn dy =
1

2(n+ 1)
yn+1|501 hay ta có In =

50n+1 − 1

2(n+ 1)
. Khai triển

x(1 + x2)n =
n∑
k=0

Ck
n x

2k+1. Vậy
50n+1 − 1

2(n+ 1)
= In =

n∑
k=0

Ck
n

7∫
0

x2k+1 dx =

n∑
k=0

Ck
n

72k+2

2k + 2
.

Ví dụ 1.48. Tính tổng T =
n∑
k=0

(−1)k Ck
n

1

2k + 1
.

Bài giải: Tính tích phân In =
1∫
0

(1 − x2)n dx với số nguyên

dương n. Sử dụng công thức tính tích phân từng phần ta nhận
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được In = x(1 − x2)n|10 + 2n
1∫
0

x2(1 − x2)n−1 dx = −2n(In − In−1) hay

ta có In =
2n

2n+ 1
In−1. Với công thức truy hồi này ta nhận được

In =
2.4.6 . . . 2n

3.5.7 . . . (2n+ 1
.

Vậy
2.4.6 . . . 2n

3.5.7 . . . (2n+ 1)
= In =

n∑
k=0

(−1)k Ck
n

1∫
0

x2k dx hay

2.4.6 . . . 2n

3.5.7 . . . (2n+ 1)
=

n∑
k=0

(−1)k Ck
n

1

2k + 1
.

Ví dụ 1.49. Chứng minh
n∑
k=0

(−1)k

2k + 2
Ck
n =

1

2(n+ 1)
.

Bài giải: Tính In =
1∫
0

x(1 − x2)n dx = −1
2

(1− x2)n+1

n+ 1

∣∣∣1
0
=

1

2(n+ 1)
.

Mặt khác, ta lại có In =
1∫
0

n∑
k=0

(−1)k Ck
n x

2k+1 =
n∑
k=0

(−1)k

2k + 2
Ck
n . Từ đây

suy ra hệ thức
n∑
k=0

(−1)k

2k + 2
Ck
n =

1

2(n+ 1)
.

1.4.2. Phương pháp hệ phương trình

Đích của mục này là xây dựng một số đồng nhất thức có liên quan

đến công thức tổ hợp. Để có những đồng nhất thức mới, ta xét những hệ

phương trình tuyến tính nhiều ẩn và giải những hệ ấy. Xây dựng đồng

nhất thức liên hệ giữa các nghiệm của hệ phương trình tuyến tính để từ

đó có hệ thức tổ hợp.

Ví dụ 1.50. Giả sử các số α1, α2, . . . , αn khác nhau đôi một và αi+j 6= 0

với mọi i, j = 1, 2, . . . , n. Giải hệ phương trình sau đây:

x1
1 + α1

+
x2

2 + α1
+ · · ·+ xn

n+ α1
= 1

x1
1 + α2

+
x2

2 + α2
+ · · ·+ xn

n+ α2
= 1

...
x1

1 + αn
+

x2
2 + αn

+ · · ·+ xn
n+ αn

= 1.
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Bài giải: Xét f(x) =
x1

1 + x
+

x2
2 + x

+ · · · + xn
n+ x

− 1 =
p(x)

n∏
i=1

(i+ x)

với đa thức p(x) bậc n. Vì f(αi) = 0 nên p(αi) = 0, i = 1, . . . , n và như

vậy f(x) = −(x− α1)(x− α2) . . . (x− αn)
(x+ 1)(x+ 2) . . . (x+ n)

. Từ
x1

1 + x
+

x2
2 + x

+ · · · +

xn
n+ x

− 1 = −(x− α1) . . . (x− αn)
(x+ 1) . . . (x+ n)

ta có

x1(x+ 2)(x+ 3) . . . (x+ n) + x2(x+ 1)(x+ 3) . . . (x+ n)

+ x3(x+ 1)(x+ 2)(x+ 4) . . . (x+ n) + x4(x+ 1) . . . (x+ n)

+ · · ·
+ xn(x+ 1)(x+ 2) . . . (x+ n− 1)− (x+ 1)(x+ 2) . . . (x+ n)

= −(x− α1)(x− α2) . . . (x− αn).

Ta nhận được các nghiệm



x1 =

(−1)n−1
n∏
i=1

(1 + αi)

(n− 1)!
với x=-1

x2 =

(−1)n−2
n∏
i=1

(2 + αi)

1!(n− 2)!
với x=-2

x3 =

(−1)n−3
n∏
i=1

(3 + αi)

2!(n− 3)!
với x=-3

...

xn =

(−1)n−n
n∏
i=1

(n+ αi)

(n− 1)!
với x=-n

và hệ đã được giải xong.

Hệ quả 1.2. Giả sử ϕ(x) =
n∏
i=1

(x+αi). Khi đó ta có các đồng nhất thức

(i)
n∑
i=0

(−1)iCi
n ϕ(i) = (−1)nn!.

(ii)
n∑
i=0

(−1)iCi
n i

n = (−1)nn!.
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(iii)
n∑
i=0

(−1)iCi
nC

i
n+i = (−1)n.

Chứng minh: (i) Từ cách giải trên ta có đồng nhất thức sau đây:
n∑
i=1

(−1)n−iϕ(i)
(x+ i)(i− 1)!(n− i)!

− 1 = −(x− α1)(x− α2) . . . (x− αn)
(x+ 1)(x+ 2) . . . (x+ n)

. Với

x = 0 có
n∑
i=1

(−1)n−iϕ(i)
i!(n− i)!

− 1 =
(−1)n+1ϕ(0)

n!
hay ta nhận được công

thức
n∑
i=0

(−1)iCi
n ϕ(i) = (−1)nn!. (Chú ý rằng công thức này cũng đúng

cho cả trường hợp các αi có thể bằng nhau).

(ii) Công thức
n∑
i=0

(−1)iCi
n ϕ(i) = (−1)nn! đúng cho mọi αi nên khi lấy

α1 = · · · = αn = 0 ta có
n∑
i=0

(−1)iCi
n i

n = (−1)nn!.

(iii) Khi lấy αi = i với mọi i ta có
n∑
i=0

(−1)iCi
nC

i
n+i = (−1)n.

Ví dụ 1.51. Giả sử các số α1, α2, . . . , αn khác nhau đôi một và αi+j 6= 0

với mọi i, j = 1, 2, . . . , n. Giải hệ phương trình sau:

x1
1 + α1

+
x2

2 + α1
+ · · ·+ xn

n+ α1
=

4

2α1 + 1
x1

1 + α2
+

x2
2 + α2

+ · · ·+ xn
n+ α2

=
4

2α2 + 1
...
x1

1 + αn
+

x2
2 + αn

+ · · ·+ xn
n+ αn

=
4

2αn + 1
.

Bài giải: Xét f(x) =
x1

1 + x
+

x2
2 + x

+ · · ·+ xn
n+ x

− 4

2x+ 1
. Khi đó

f(x) =
p(x)

(2x+ 1)
n∏
i=1

(i+ x)
với đa thức p(x) bậc 6 n. Vì f(αi) = 0 nên

các p(αi) = 0, và có p(x) = c
(x− α1)(x− α2) . . . (x− αn)
(x+ 1)(x+ 2) . . . (x+ n)

, c ∈ R. Như

vậy f(x) = − (x− α1)(x− α2) . . . (x− αn)
(2x+ 1)(x+ 1)(x+ 2) . . . (x+ n)

. Từ phương trình sau:

x1
1 + x

+
x2

2 + x
+· · ·+ xn

n+ x
− 4

2x+ 1
=

c(x− α1)(x− α2) . . . (x− αn)
(2x+ 1)(x+ 1)(x+ 2) . . . (x+ n)
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ta suy ra đồng nhất thức sau đây

(1 + 2x)[x1(x+ 2)(x+ 3) . . . (x+ n) + x2(x+ 1)(x+ 3) . . . (x+ n)

+ x3(x+ 1)(x+ 2)(x+ 4) . . . (x+ n) + x4(x+ 1)(x+ 2) . . . (x+ n)

+ · · ·
+ xn(x+ 1)(x+ 2) . . . (x+ n− 1)]− 4(x+ 1)(x+ 2) . . . (x+ n)

= c(x− α1)(x− α2) . . . (x− αn).

Ta nhận được nghiệm của hệ



x1 =

c(−1)n−1
n∏
i=1

(1 + αi)

1.(n− 1)!
với x=-1

x2 =

c(−1)n−2
n∏
i=1

(2 + αi)

3.1!(n− 2)!
với x=-2

x3 =

c(−1)n−3
n∏
i=1

(3 + αi)

5.2!(n− 3)!
với x=-3

...

xn =

c(−1)n−n
n∏
i=1

(n+ αi)

(2n− 1).(n− 1)!
với x=-n

c =

−4
n∏
i=1

2i− 1

2

(−1)n
n∏
i=1

2αi + 1

2

với x =
−1
2

và hệ phương trình được giải xong.

Ví dụ 1.52. Giả sử ϕ(x) =
n∏
i=1

(x+αi). Khi đó ta có các đồng nhất thức

(i)
n∑
i=1

(−1)iCi
n ϕ(i)

2i− 1
=

4n!

c
+ (−1)nϕ(0).

(ii)
n∑
i=1

(−1)i−1

2i− 1
Ci
n i

n =
2n(n!)2

(2n)!
.

Bài giải: Xuất phát từ phương trình
x1

1 + x
+

x2
2 + x

+ · · ·+ xn
n+ x

−
4

2x+ 1
=

c(x− α1)(x− α2) . . . (x− αn)
(2x+ 1)(x+ 1)(x+ 2) . . . (x+ n)

ta suy ra (i) khi thay
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x1, . . . , xn và x = 0; còn (ii) được suy ra từ (i).

Ví dụ 1.53. Với số nguyên dương n và số thực x /∈ {−2n,−n,−2n +

2,−n+ 1, . . . ,−2,−1, 0} ta luôn có đồng nhất thức dưới đây:

(i)
n∑
k=0

Ck
n

(−1)k

x+ k
=

n!
n∏
k=0

(x+ k)
.

(ii)
n∑
k=0

Ck
n

(−1)k

x+ 2k
=

n!2n

n∏
k=0

(x+ 2k)
.

Bài giải: Từ việc tách phân thức
n!

n∏
k=0

(x+ k)
=

n∑
k=0

xk
x+ k

,

n!2n

n∏
k=0

(x+ 2k)
=

n∑
k=0

xk
x+ 2k

ta suy ra các kết quả cần chứng minh.

Ví dụ 1.54. Giải hệ phương trình 2n ẩn xk, yk dưới đây:


n∑
k=1

sxk + yk
s2 + k2

=
1

s

s = ±1, . . . ,±n;xk, yk ∈ R, k = 1, . . . , n.

Từ đó hãy tính tổng sau:
n∑
k=1

n∏
s=1

(s2 + k2)∏
s6=k

(k2 − s2)(1 + k2)
.

Bài giải: Xét f(x) = −1

x
+

n∑
k=1

xkx+ yk
x2 + k2

=
p(x)

x
n∏
k=1

(x2 + k2)
với đa thức

p(x) có 6 2n. Do bởi f(s) = 0 nên p(s) = 0 khi s = ±1, . . . ,±n, và

như vậy dễ dàng có f(x) =
a(x2 − 12)(x2 − 22) . . . (x2 − n2)

x
n∏
k=1

(x2 + k2)
. Từ −1

x
+
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n∑
k=1

xkx+ yk
x2 + k2

=
a(x2 − 12)(x2 − 22) . . . (x2 − n2)

x
n∏
k=1

(x2 + k2)
ta suy ra hệ thức

− (x2 + 12) . . . (x2 + n2) + x(x1x+ y1)(x
2 + 22)(x2 + 32) . . . (x2 + n2)

+ x(x2x+ y2)(x
2 + 12)(x2 + 32) . . . (x2 + n2) + · · ·

+ x(xnx+ yn)(x
2 + 12)(x2 + 22) . . . (x2 + (n− 1)2)

= a(x2 − 12)(x2 − 22) . . . (x2 − n2).

Ta nhận được các nghiệm



a = −(−1)n với x=0

−x1 + iy1 =

a(−1)n
n∏
k=1

(12 + k2)

n∏
k=2

(k2 − 1)
với x=i

−x2 + iy2 =

a(−1)n
n∏
k=1

(22 + k2)

n∏
k=1,k 6=2

(k2 − 22)
với x=2i

...

−xn + iyn =

a(−1)n
n∏
k=1

(n2 + k2)

n−1∏
k=1

(k2 − n2)
với x=ni.

Như vậy hệ đã được giải xong với y1 = · · · = yn = 0 và

xr =

n∏
k=1

(r2 + k2)

n∏
k=1,k 6=r

(k2 − r2)
với r = 1, . . . , n. Vì −1

x
+

n∑
k=1

xkx

x2 + k2
=

a(x2 − 12)(x2 − 22) . . . (x2 − n2)

x
n∏
k=1

(x2 + k2)
nên

n∑
k=1

xk
1 + k2

= 1 hay

n∑
k=1

n∏
s=1

(s2 + k2)

n∏
s6=k

(k2 − s2)(1 + k2)
= 1 với x = 1.
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Hệ quả 1.3. Ta luôn có 2
n∑
k=1

(−1)n−kk2
n∏
s=1

(s2 + k2) Cn−k
2n

1 + k2
= (2n)!.

Chứng minh: Từ
n∑
k=1

n∏
s=1

(s2 + k2)

n∏
s6=k

(k2 − s2)(1 + k2)
= 1, theo chứng minh

trên, và
n∏
s6=k

(k2 − s2) =
n∏
s6=k

(k − s)
n∏
s6=k

(k + s) = (−1)n−k (n− k)!(n+ k)!

2k2

suy ra
n∑
k=1

2k2
n∏
s=1

(s2 + k2)

(−1)n−k(n− k)!(n+ k)!(1 + k2)
= 1. Nhân hai vế với (2n)! ta

có 2
n∑
k=1

(−1)n−kk2
n∏
s=1

(s2 + k2) Cn−k
2n

1 + k2
= (2n)!.

Ví dụ 1.55. Phân tích f(x) =
1

x(x2 + 1)(x2 + 22) . . . (x2 + n2)
trên R

thành tổng các phân thức đơn giản. Từ đó hãy tính các tổng dưới đây:

(i)
n∑
k=0

(−1)k Cn−k
2n

1 + k2
.

(ii)
n∑
k=0

(−1)k Cn−k
2n

n2 + k2
.

Bài giải: Biểu diễn qua phân thức đơn giản f(x) =
a

x
+

n∑
k=1

akx+ bk
x2 + k2

.

Từ đây suy ra f(x) =
1

(n!)2x
+ 2

n∑
k=1

(−1)kx
(n+ k)!(n− k)!(x2 + k2)

. Cho x =

1 ta nhận được
n∑
k=1

(−1)k

(n+ k)!(n− k)!(1 + k2)
=

1

2
n∏
k=1

(1 + k2)
− 1

2(n!)2
.

Nhân hai vế với (2n)! được
n∑
k=0

(−1)k(2n)!
(n+ k)!(n− k)!(1 + k2)

=
(2n)!

2
n∏
k=0

(1 + k2)
+

(2n)!

2(n!)2
và như vậy ta có

n∑
k=0

(−1)k
(

2n
n−k
)

(1 + k2)
=

(2n)!

2
n∏
k=0

(1 + k2)
+

(2n)!

2(n!)2
.
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Ta đã có (i).

(ii) Với x = n thay vào biểu diễn trên
n∑
k=1

(−1)kn
(n+ k)!(n− k)!(n2 + k2)

=

1

2n
n∏
k=1

(n2 + k2)
− 1

2n(n!)2
. Nhân hai vế của hệ thức trên với (2n)! ta

nhận được
n∑
k=0

(−1)k
(

2n
n−k
)

n2 + k2
=

(2n)!

2
n∏
k=0

(n2 + k2)
+

(2n)!

2n2(n!)2
.

Ví dụ 1.56. Với số tự nhiên dương n luôn luôn có các đồng nhất thức

(i)
n∑

k=−n

(−1)k Cn+k
2n

k2 + 1
=

(2n)!
n∏
k=1

(k2 + 1)
.

(ii)
n∑

k=−n

(−1)kkCn+k
2n

k2 + 1
= 0.

(iii)
n∑

k=−n

(−1)k Cn+k
2n

k2 + n2
=

(2n)!

n2
n∏
k=1

(k2 + n2)
.

(iv)
n∑

k=−n

(−1)kkCn+k
2n

k2 + n2
= 0.

Bài giải: Giả sử
1

x(x2 − 1)(x2 − 22) . . . (x2 − n2)
=

n∑
k=−n

ak
x− k

. Khi

đó có ak =
(−1)n−k

(n− k)!(n+ k)!
với k = −n,−n + 1, . . . , n − 1, n và ta có

biểu diễn
n∑

k=−n

(−1)n−k Cn+k
2n

x− k
=

(2n)!

x(x2 − 1)(x2 − 22) . . . (x2 − n2)
.

(i) và (ii) Với x = i có được
(2n)!

n∏
k=1

(k2 + 1)
=

n∑
k=−n

(−1)k Cn+k
2n

i− k
i =

n∑
k=−n

(−1)k Cn+k
2n

k2 + 1
(1 − ki). Do vậy

n∑
k=−n

(−1)k Cn+k
2n

k2 + 1
=

(2n)!
n∏
k=1

(k2 + 1)
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và
n∑

k=−n

(−1)kkCn+k
2n

k2 + 1
= 0.

(iii) và (iv). Với x = ni ta nhận được đồng nhất thức đưới đây:
(2n)!

n∏
k=1

(k2 + n2)
=

n∑
k=−n

(−1)k Cn+k
2n

ni− k
ni =

n∑
k=−n

(−1)k Cn+k
2n

k2 + n2
(n2 − nki). Vậy

n∑
k=−n

(−1)k Cn+k
2n

k2 + n2
=

(2n)!

n2
n∏
k=1

(k2 + n2)
và

n∑
k=−n

(−1)kkCn+k
2n

k2 + n2
= 0.

1.4.3. Phương pháp số phức

Ví dụ 1.57. Tính một vài tổng sau đây:

(i) Tổng T1 = 1 + C4
n+C8

n+ · · · .

(ii) Tổng T2 = C1
n+C5

n+C9
n+ · · · .

(iii) Tổng T3 = C2
n+C6

n+C10
n + · · · .

(iv) Tổng T4 = C3
n+C7

n+C11
n + · · · .

(v) S = (T1 − T3)2 + (T2 − T4)2.

(vi) P = T 2
1 + T 2

2 + T 2
3 + T 2

4 .

Bài giải: Từ (1 + i)n = 1+ iC1
n−C2

n−iC3
n+C4

n+iC
5
n−C6

n− · · · và
biểu diễn (1 + i)n = 2n/2

(
cos

π

4
+ i sin

π

4

)n
suy ra T1 − T3 = 2n/2 cos

nπ

4
và T2 − T4 = 2n/2 sin

nπ

4
. Vì 2n = (1 + 1)n = T1 + T2 + T3 + T4 và

0 = (1−1)n = T1−T2+T3−T4 ta suy ra hệ


T1 − T3 = 2n/2 cos

nπ

4
T2 − T4 = 2n/2 sin

nπ

4
T1 + T2 + T3 + T4 = 2n

T1 − T2 + T3 − T4 = 0.

Giải hệ được T1 =
1

2

(
2n−1 + 2n/2 cos

nπ

4

)
, T2 =

1

2

(
2n−1 + 2n/2 sin

nπ

4

)
,

T3 =
1

2

(
2n−1−2n/2 cos nπ

4

)
, T4 =

1

2

(
2n−1−2n/2 sin nπ

4

)
. Tính được ngay

S = 2n và P = 22n−2 + 2n−1.
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Ví dụ 1.58. Tính tổng T = C1
n−

1

3
C3
n+

1

9
C5
n−

1

27
C7
n+ · · · . và tổng

S = C0
n−

1

3
C2
n+

1

9
C4
n−

1

27
C6
n+ · · · . Từ đó tính tổng P = 1

3T
2 + S2.

Bài giải: Từ (
√
3+ i)n =

√
3n+ iC1

n

√
3n−1−C2

n

√
3n−2− iC3

n

√
3n−3+

C4
n

√
3n−4 + iC5

n

√
3n−5 − · · · và (

√
3 + i)n = 2n

(
cos

π

6
+ i sin

π

6

)n
ta suy

ra C1
n

√
3n−1 − C3

n

√
3n−3 + C5

n

√
3n−5 − · · · = 2n sin

nπ

6
. Dễ dàng suy ra

công thức T =
2n√
3n−1

sin
nπ

6
. Tương tự, ta nhận được S =

2n√
3n

cos
nπ

6
.

Từ đây suy ra P = 1
3T

2 + S2 =
4n

3n
.

Ví dụ 1.59. Giả sử hai dãy số nguyên (an) và (bn) xác định như sau:
a0 = 3, a1 = 8, a2 = 58

an+2 = 8an+1 − 3an + 3an−1, n > 2;

b0 = 3, b1 = 5, b2 = 45

bn+2 = 5bn+1 + 10bn + 7bn−1, n > 2.

Ta có
(
2011
1

)
b2010+ · · ·+

(
2011
2010

)
b1 =

(
2011
1

)
a2010−

(
2011
2

)
a2009+ · · ·−

(
2011
2010

)
a1.

Bài giải: Đây là bài toán về dãy số nguyên. Nhưng lại xét bài toán

trên C. Xét phương trình f(x) = x3 − 8x2 + 3x− 3 = 0. Gọi ba nghiệm

của nó trong C là x1, x2, x3. Dễ dàng kiểm tra x01 + x02 + x03 = a0, x1 +

x2 + x3 = a1, x
2
1 + x22 + x23 = a2, tổng quát an = xn1 + xn2 + xn3 , n > 0.

Tương tự bn = yn1 + yn2 + yn3 , n > 0, trong đó y1, y2, y3 là ba nghiệm của

g(y) = y3 − 5y2 − 10y − 7 = 0. Kiểm tra trực tiếp: f(y + 1) = g(y) và

g(x− 1) = f(x). Vậy ta nhận được các hệ thức sau:

an = xn1 + xn2 + xn3 = (y1 + 1)n + (y2 + 1)n + (y3 + 1)n

bn = yn1 + yn2 + yn3 = (x1 − 1)n + (x2 − 1)n + (x3 − 1)n, n > 0.

Do vậy

{
an = C0

n bn + C1
n bn−1 + · · ·+ Cn−1

n b1 + Cn
n b0

bn = C0
n an − C1

n an−1 + · · ·+ (−1)n−1Cn−1
n a1 + (−1)nCn

n a0

và có
(
2011
1

)
b2010+ · · ·+

(
2011
2010

)
b1 =

(
2011
1

)
a2010−

(
2011
2

)
a2009+ · · ·−

(
2011
2010

)
a1.

Ví dụ 1.60. Giả sử hai dãy số nguyên (an) và (bn) xác định như sau:
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a0 = 3, a1 = 2, a2 = −6
an+2 = 2an+1 − 5an + an−1, n > 2;

b0 = 3, b1 = −4, b2 = −2
bn+2 = −4bn+1 − 9bn − 9bn−1, n > 2.

Khi đó ta có các kết quả sau đây:

(i) an = C0
n bn + 2C1

n bn−1 + · · ·+ 2n−1Cn−1
n b1 + 2nCn

n b0

bn = C0
n an− 2C1

n an−1 + · · ·+ (−1)n−12n−1Cn−1
n a1 + (−1)n2nCn

n a0.

(ii) Tìm số dư của phép chia ap cho p khi p là số nguyên tố.

Bài giải: (i) Đây là bài toán về dãy số nguyên. Nhưng lại xét bài

toán trên C. Xét phương trìnhf(x) = x3 − 2x2 + 5x − 1 = 0. Gọi ba

nghiệm của nó trong C là x1, x2, x3. Dễ kiểm tra x01 + x02 + x03 = a0,

x1+x2+x3 = a1, x
2
1+x22+x23 = a2, tổng quát an = xn1 +xn2 +xn3 , n > 0.

Tương tự bn = yn1 + yn2 + yn3 , n > 0, trong đó y1, y2, y3 là ba nghiệm của

g(y) = y3 + 4y2 + 9y + 9 = 0. Kiểm tra trực tiếp: f(y + 2) = g(y) và

g(x− 2) = f(x). Vậy ta nhận được các hệ thức sau đây và suy ra (i):

an = xn1 + xn2 + xn3 = (y1 + 2)n + (y2 + 2)n + (y3 + 2)n

bn = yn1 + yn2 + yn3 = (x1 − 2)n + (x2 − 2)n + (x3 − 2)n, n > 0.

(ii) Từ ap = xp1 + xp2 + xp3 = (x1 + x2 + x3)
p −

i+j+k=p∑
06i,j,k<p

(
p

i,j,k

)
xi1x

j
2x

k
3. Với

bộ ba i, j, k cố định, nhưng hoán vị cho nhau, trong ap có tổng con
p!

i!j!k!
(xi1x

j
2x

k
3 + xi1x

k
2x

j
3 + xj1x

i
2x

k
3 + xj1x

k
2x

i
3 + xk1x

j
2x

i
3 + xk1x

i
2x

j
3) là đa thức

đối xứng của x1, x2, x3. Tổng này được viết thành đa thức với hệ số

nguyên của x1 + x2 + x3 = 2, x1x2 + x2x3 + x3x1 = 5 và x1x2x3 = 1. Vậy
i+j+k=p∑
06i,j,k<p

(
p

i,j,k

)
xi1x

j
2x

k
3 là số nguyên chia hết cho p. Do đó ap ≡ 2p(mod p).

Nếu p = 2 thì a2 = −6 chia hết cho 2 và dư bằng 0. Nếu p > 2 thì

ap ≡ 2p ≡ 2(mod p). Vậy dư bằng 2.

Ví dụ 1.61. Tính tổng T =
3n−1∑
k=0

(−1)k
(

6n
2k+1

)
3k và S =

3n∑
k=0

(−1)k
(
6n
2k

)
3k

với số nguyên dương n.
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Bài giải: Đây là bài toán tính tổng các số nguyên. Xét bài toán

trên C. Biểu diễn tổng S + i
√
3T. Từ những đồng nhất thức dưới đây:(

1 + i
√
3
)6n

= 26n
(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)6n
= 26n

(
cosn2π + i sinn2π

)
= 26n

suy ra 26n =
(
1+ i
√
3
)6n

=
3n∑
k=0

(−1)k
(
6n
2k

)
3k+ i

3n−1∑
k=0

(−1)k
(

6n
2k+1

)
3k. Do vậy

S = 26n và T = 0.

1.4.4. Phương pháp song ánh

Ví dụ 1.62. [Olympic toán châu Á - Thái Bình Dương lần thứ

10 năm 1997] Giả sử F là tập hợp tất cả các bộ (A1, A2, ..., Ak), trong

đó Ai(i = 1, 2, ..., k) là một tập hợp con của tập (1, 2, 3, ..., 1998). Kí hiệu

|A| là số phần tử của tập A.

Hãy tính S =
∑

(A1,A2,...,Ak)∈F
|A1 ∪ A2... ∪ Ak| (1)

Bài giải: Để tránh nhầm lẫn, ta gọi F là Fk và S là Sk. Gọi T (i, k)

là số các cặp (A1, A2, ..., Ak) ∈ Fk sao cho |A1 ∪ A2 ∪ ... ∪ Ak| = i. Ta

tính Sk thông qua việc tính T (i, k) . Với i phần tử n1, n2, ..., ni thuộc

{1, 2, ..., n} ta đếm xem có bao nhiêu bộ (A1, A2, ..., Ak) thỏa mãn điều

kiện A1 ∪ A2 ∪ ... ∪ Ak = {n1, n2, ..., ni} (2), từ đó tính được T (i, k) và

Sk.

Ta cho các phần tử n1, n2, ..., ni "đăng kí" có mặt trong các tập Ai

theo quy tắc: nếu, chẳng hạn n1 đăng kí có mặt trong A1, A2 và không

có mặt trong các tập còn lại thì phiếu đăng kí ghi là (1, 1, 0, ..., 0) , còn

nếu n1 chỉ có mặt trong Ak thì ghi phiếu là (0, 0, ..., 1) . Phiếu đăng kí là

hợp lệ nếu có ít nhất một số 1 (nếu không phần tử tương ứng sẽ không

có mặt trong A1 ∪A2 ∪ ... ∪Ak). Với i phiếu đăng kí của n1, n2, ..., ni ta

lập được bộ (A1, A2, ..., Ak) . Dễ thấy rằng với hai bộ phiếu đăng kí khác

nhau, ta có hai bộ tập hợp (A1, A2, ..., Ak) khác nhau và như thế số bộ

(A1, A2, ..., Ak) thỏa mãn (2) bằng số bộ phiếu đăng kí hợp lệ. Vì phiếu

đăng kí của np, p = 1, 2, ..., i gồm k số 0 hoặc 1 và phải có ít nhất một

số 1 nên np có
(
2k − 1

)i
bộ phiếu đăng kí hợp lệ khác nhau.

Cuối cùng, chú ý rằng có Ci
n cách chọn i phần tử từ n phần tử nên

ta có T (i, k) = Ci
n

(
2k − 1

)i
và từ đây suy ra Sk = n

(
2k − 1

)
2k(n−1).
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Ở đây thực tế đã xây dựng một song ánh từ tập Fk vào tập hợp G =

{(r1, r2, ..., rn)}, ri là các xâu nhị phân độ dài k và tổng cần tính bằng∑
(r1,r2,...,rn)∈G

d (r1, r2, ..., rn)

với d (r1, r2, ..., rn) là số các xâu ri khác (0, 0, ..., 0).

Ví dụ 1.63. [Vô địch Ucraina 1996] Gọi M là số tất cả các số nguyên

dương viết trong hệ thập phân có n chữ số 1, n chữ số 2 và không có một

chữ số nào khác. Gọi N là số tất cả các số viết trong hệ thập phân có n

chữ số, chỉ chứa các chữ số 1,2,3,4 và có số các số 1 bằng số các số hai.

Chứng minh rằng M=N.

Bài giải: Chúng ta không mấy khó khăn để xây dựng một song ánh

từ tập hợp thứ hai vào tập hợp thứ nhất: Số có n chữ số gồm các chữ số

1, 2, 3, 4 và các chữ số 1 bằng các chữ số 2 được "nhân đôi" thành số có 2n

chữ số theo quy tắc sau: Đầu tiên hai phiên bản của số này được viết kề

nhau thành số có 2n chữ số, sau đó các chữ số 3 ở n chữ số đầu được đổi

thành chữ số 1, chữ số 3 ở n chữ số sau được đổi thành chữ số 2. Tương tự,

các chữ số 4 ở n chữ số đầu được đổi thành chữ số 2, còn chữ số 4 ở n chữ

số sau được đổi thành chữ số 1. Ví dụ với A = 123412(n = 6) ta lần lượt

có các phép biến đổi 1234142→ 12341421234142→ 12121221221112.

Như thế, ta thu được một số có đúng n chữ số 1 và n chữ số 2.

Rõ ràng đây là một đơn ánh. Để chứng minh đây là một song ánh, ta

xây dựng ánh xạ ngược như sau: Với một số có n chữ số 1 và n chữ

số 2, ta cắt n chữ số đầu và n chữ số cuối và đặt chúng song song với

nhau khi thực hiện phép cộng. Thực hiện phép "cộng" theo quy tắc

1+ 1 = 1, 2+ 2 = 2, 1+ 2 = 3, 2+ 1 = 4, ta sẽ thu được một số có n chữ

số gồm các chữ số 1, 2, 3, 4 với các chữ số 1 bằng số các chữ số 2.

Ví dụ với B = 112121222211

112121
222211

332341
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Và như thế song ánh giữa hai tập hợp đã được thiết lập và ta có

M = N . Điều đáng chú ý là nhờ bài toán này, chúng ta rễ ràng tính

được N = M = Cn
2n. Thế nhưng nếu xét bài toán một cách riêng biệt,

tức là đặt vấn đề tính số N tất cả các số có n chữ số, chỉ chứa các chữ số

1, 2, 3, 4 trong biểu diễn thập phân và có các số các chữ số 1 bằng số các

chữ số 2 thì đây sẽ là một bài toán không đơn giản. Hướng giải truyền

thống trong trường hợp này sẽ như sau: Giả sử i là số các chữ số 1 và

chữ số 2
(
i ≤

[
n
2

])
. Có Ci

nC
i
n−1 cách chọn vị trí cho i chữ số 1 và i chữ

số 2 này. Còn lại n-2i vị trí trống có thể đặt 3 hay 4 tùy ý. Như vậy có

tất cả 2n−2i cách đặt cho n-2i vị trí còn lại. Vậy N =
[n2 ]∑
i=0

Ci
nC

i
n−1 2

n−2i và

việc biến đổi biểu thức trên đây về dạng rút gọn tường minh Cn
2n không

phải là vấn đề đơn giản.

Trong ví dụ trên, thực tế là chúng ta đã chứng minh được một đẳng

thức khá thú vị:
[n2 ]∑
i=0

Ci
nC

i
n−1 2

n−2i = Cn
2n . Nếu chứng minh công thức trên

bằng phương pháp biến đổi đại số (ví dụ quy nạp) thì sẽ khá phức tạp

và rắc rối, thế nhưng bằng cách xây dựng tương ứng nói trên, ta thấy hai

vế bằng nhau vì đều là số phần tử của cùng một tập hợp. Phép chứng

minh các đẳng thức như thế được gọi là phương pháp chứng minh bằng

giải tích tổ hợp và ý tưởng chung của phương pháp đó là dùng phương

pháp khác nhau để tính số phần tử của cùng một tập hợp, từ đó suy

ra hai kết quả thu được (thường ở dạng rút gọn) bằng nhau. Dưới đây

chúng ta xét thêm một ví dụ nữa về "kiểu" chứng minh này.

Ví dụ 1.64. [Đề thi Olympic Toán Quốc tế lần thứ 29-1987] Gọi

pn (k) là số các hoán vị của tập hợp {1, 2, ..., n} có đúng k điểm cố định.

Chứng minh rằng
n∑
k=0

k.pn(k) = n!

Bài giải: Tính tất cả các cặp (x, s) trong đó s là hoán vị với x làm

điểm cố định. Với mỗi giá trị của x, ta có (n− 1)! hoán vị s nhận x làm

điểm cố định, và do đó có tất cả n! cặp như vậy. Nhưng nếu chúng ta tính

số cặp (x, s) theo s thì sẽ được tổng bên trái, vì với mỗi k, 0 ≤ k ≤ n,

có pn (k) hoán vị với k điểm cố định và ứng với mỗi một hoán vị s này
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ta có k cặp (x, s) khác nhau.

Qua các ví dụ trên, ta có thể thấy rằng phương pháp song ánh có thể

áp dụng rất hiệu quả trong lí thuyết giải tích tổ hợp, nhất là trong các

bài toán tính toán tổ hợp, cũng như việc thiết lập các đẳng thức liên

quan đến các số tổ hợp.
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Chương 2
Một vài biểu diễn qua tổ hợp

Trong chương này chúng tôi tập trung trình bày một số ứng dụng của

tổ hợp để biểu diễn một vài bài toán.

2.1. Định lý Hilbert và Định lý Cantor về biểu diễn số

Định lý 2.1. [Hilbert] Cho số nguyên dương d > 1. Khi đó mỗi số

nguyên dương n đều có thể biểu diễn duy nhất thành tổng n =
(
hd
d

)
+(

hd−1

d−1
)
+ · · ·+

(
h1
1

)
, ở đó các số nguyên không âm hi thỏa mãn hd > hd−1 >

· · · > h1 > 0.

Chứng minh: Sự tồn tại duy nhất của biểu diễn: Trước tiên ta quy

ước
(
r
s

)
= 0 khi r < s. Giả thiết n là số nguyên dương. Ta chọn hd là

số nguyên dương lớn nhất sao cho
(
hd
d

)
6 n. Nếu n =

(
hd
d

)
thì ta chọn

hi = i− 1 với i = 1, . . . , d− 1. Nếu n′ = n−
(
hd
d

)
> 0 thì ta sử dụng giả

thiết quy nạp để có thể coi n′ =
d−1∑
i=1

(
hi
i

)
với hd−1 > hd−2 > · · · > h1 > 0.

Ta còn phải chỉ ra hd > hd−1. Theo cách chọn cho hd ta có
(
hd
d−1
)
=(

hd+1
d

)
−
(
hd
d

)
> n′ >

(
hd−1

d−1
)
. Vậy hd > hd−1.

Tính chất duy nhất của biểu diễn được chứng minh bằng quy nạp

theo n. Chúng ta biết rằng nếu n =
d∑
i=1

(
hi
i

)
với hd > hd−1 > · · · > h1 > 0

thì hd là số lớn nhất thỏa mãn
(
hd
d

)
6 n. Thật vậy, với n = 1, kết luận

đúng. Giả sử kết luận đúng cho n− 1. Với n > 1 và
(
hd+1
d

)
6 n. Khi đó

d−1∑
i=1

(
hi
i

)
>
(
hd+1
d

)
−
(
hd
d

)
=
(
hd
d−1
)
>
(
hd−1+1
d−1

)
. Như vậy

d−1∑
i=1

(
hi
i

)
>
(
hd−1+1
d−1

)
và hd−1 là số nguyên thỏa mãn

d−1∑
i=1

(
hi
i

)
>
(
hd−1

d−1
)
. Từ điều mâu thuẫn này

suy ra sự biểu diễn là duy nhất.

Ví dụ 2.1. Với mỗi cặp số nguyên dương m, k, số m luôn có sự biểu

diễn duy nhất trong dạng m =
(
hk
k

)
+
(
hk−1

k−1
)
+ · · · +

(
hr
r

)
, ở đó các số
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nguyên không âm hi thỏa mãn hk > hk−1 > · · · > hr > r > 1.

Ví dụ 2.2. Với mỗi cặp số nguyên dương m, k, ta luôn có biểu diễn duy

nhất km =
m∑
r=1

ar,mCr
k với các hệ số nguyên ar,m và

n∑
k=1

km =
m∑
r=1

Cr+1
n+1 ar,m.

Tìm ar,m.

Bài giải: Tồn tại biểu diễn duy nhất km =
m∑
r=1

ar,mCr
k theo Định lý

2.1. Ta có
n∑
k=1

km =
m∑
r=1

ar,m
n∑
k=r

Cr
k . Vậy

n∑
k=1

km =
m∑
r=1

Cr+1
n+1 ar,m. Ta có

ar,m =
r∑
i=1

(−1)r+iCi
r i
m.

Định lý 2.2. [Cantor] Mỗi số nguyên dương a đều có thể biểu diễn

một cách duy nhất thành tổng a = ann!+an−1(n− 1)!+ · · ·+a22!+a11!,
ở đó các ai nguyên với 0 6 ai 6 i và an > 0.

Chứng minh: Ký hiệu pn = n!. Khi đó 1p1+2p2+· · ·+npn = pn+1−1.
Giả sử a = a1p1+a2p2+· · ·+anpn với an 6= 0 và 0 6 ak 6 k, k = 1, . . . , n.

Ta thấy ngay b = a1p1 + a2p2 + · · ·+ an−1pn−1 6 1p1 + 2p2 + · · ·+ (n−
1)pn−1 = pn − 1. Do đó b < pn. Mặt khác pn 6 anpn 6 npn. Tóm lại, ta

có pn 6 anpn 6 a < pn+1. Vậy, cho mỗi số tự nhiên a có thể tìm thấy

duy nhất một số tự nhiên n để pn 6 a < pn+1. Từ bất đẳng thức này

suy ra tồn tại đúng một số an để anpn 6 a < (an + 1)pn. Từ đây ta suy

ra a = anpn + b với 0 6 b < pn. Lặp lại quá trình trên đối với b. Từ đó

suy ra sự biểu diễn a = ann! + an−1(n− 1)! + · · ·+ a22! + a11!, ở đó các

ai nguyên với 0 6 ai 6 i và an > 0. Tính duy nhất là hiển nhiên.

Định lý 2.3. Mỗi số hữu tỷ a ∈ (0; 1) đều có thể biểu diễn một cách

duy nhất thành tổng a =
b1
2!

+
b2
3!

+ · · ·+ bn
(n+ 1)!

, ở đó các bi nguyên với

0 6 bi 6 i với mọi i và bn 6= 0.

Chứng minh: Bước 1: Chia đoạn [0; 1] ra làm hai đoạn bằng nhau.

Độ dài mỗi đoạn bằng
1

2!
. Bước 2: Chia mỗi đoạn nhỏ này ra ba phần

bằng nhau. Độ dài mỗi đoạn bằng
1

3!
. Tiếp tục như vậy, bước thứ n :
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Chia mỗi đoạn có được từ bước thứ n− 1 ra làm n+1 đoạn bằng nhau.

Độ dài mỗi đoạn bằng
1

(n+ 1)!
. Chú ý: Nếu a =

s

n+ 1
là phân số tối

giản thì ta viết a =
s.n!

(n+ 1)!
. Giả sử a =

m

(n+ 1)!
với m không chia hết

cho n + 1. Xét bước thứ n để có đoạn với độ dài bằng
1

(n+ 1)!
. Khi

đó tồn tại số nguyên dương an để
an
n!

< a =
m

(n+ 1)!
<
an + 1

n!
. Gọi số

nguyên dương bn thỏa mãn a =
m

(n+ 1)!
=
an
n!

+
bn

(n+ 1)!
. Lặp lại quá

trình trên cho số
an
n!

ta nhận được biểu diễn
an
n!

=
b1
2!

+
b2
3!

+ · · ·+ bn−1
n!

.

Tóm lại a =
b1
2!

+
b2
3!

+ · · · + bn
(n+ 1)!

, ở đó các bi nguyên với 0 6 bi 6 i

với mọi i và bn 6= 0.

Từ Định lý 2.2 và Định lý 2.3 ta suy ra ngay kết quả dưới đây:

Ví dụ 2.3. Mỗi số hữu tỷ dương a đều có thể biểu diễn thành tổng

a = ann! + an−1(n− 1)! + · · ·+ a22! + a11! +
b1
2!

+
b2
3!

+ · · ·+ bm
(m+ 1)!

, ở

đó các ai nguyên với 0 6 ai 6 i, an > 0 và các bi nguyên với 0 6 bi 6 i.

Ví dụ 2.4. Với số nguyên n > 2 xét pn(x) =
(
n
2

)
+
(
n
5

)
x+ · · ·+

(
n

3k+2

)
xk

với phần nguyên k = [
n− 2

3
]. Khi đó

(i) pn+3(x) = 3pn+2(x)− 3pn+1(x) + (x+ 1)pn(x).

(ii) Tìm tất cả các số nguyên a để 3
[
n− 1

2
]
chia hết pn(a

3) với mọi

n > 3.

Bài giải: (i) suy từ
(
n+3
3m+2

)
= 3
(
n+2
3m+2

)
− 3
(
n+1
3m+2

)
+
(

n
3m+2

)
+
(

n
3m−1

)
.

(ii) Nếu a thỏa mãn đầu bài thì p5(a
3) = 10 + a3 chia hết cho 9. Vậy

a ≡ −1(mod 3). Ngược lại, nếu a ≡ −1(mod 3) thì a3 + 1 ≡ 0(mod 9).

Vì p2(a
3) = 1, p3(a

3) = 3 và p4(a
) = 6 nên từ (i) ta suy ra 3

[
n− 1

2
]
chia

hết pn(a
3) với mọi n > 3.
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2.2. Khai triển đa đơn thức

Định nghĩa hệ số tổ hợp đa thức thuần nhất dưới đây như một sự

tổng quát cho tổ hợp và khai triển Nhị thức Newton.

Định nghĩa 2.1. Với số nguyên dương n và k, số
(

n
r1,r2,...,rk

)
=

n!

r1!r2! . . . rk!
, trong đó các ri ∈ N và r1 + r2 + · · · + rk = n, được gọi

là một hệ số tổ hợp đa thức thuần nhất

Trước tiên ta nêu ra một vài kết quả sau được suy ra trực tiếp từ

định nghĩa.

Mệnh đề 2.1.
(

n
r1,r2,...,rk

)
=
(
n
r1

)(
n−r1
r2

)
· · ·
(
n−r1−r2−···−rk−1

rk

)
.

Mệnh đề 2.2.
(

n
r1,r2,...,rk

)
=
(

n−1
r1−1,r2,...,rk

)
+
(

n−1
r1,r2−1,...,rk

)
+· · ·+

(
n−1

r1,r2,...,rk−1
)
,

trong đó tất cả các ri nguyên dương r1 + r2 + · · ·+ rk = n.

Định lý sau đây còn được gọi là khai triển đa thức thuần nhất bậc n.

Định lý 2.4. Công thức khai triển cho (x1 + x2 + · · · + xk)
n như sau

(x1+x2+ · · ·+xk)n =
∑

r1+···+rk=n

(
n

r1,r2,...,rk

)
xr11 x

r2
2 . . . x

rk
k , trong đó tổng lấy

theo tất cả các r1, . . . , rk ∈ N với r1 + · · ·+ rr = n.

Chứng minh: Ta chứng minh kết quả bằng phương pháp quy nạp

theo n. Với n = 1 công thức hiển nhiên đúng. Giả sử công thức đúng với

n. Ta chỉ ra nó đúng với n+ 1. Thật vậy, ta có

(x1 + · · ·+ xk)
n+1 = (x1 + · · ·+ xk)

n(x1 + · · ·+ xk)

=
∑

r1+r2+···+rr=n

n!

r1!r2! . . . rk!
xr11 x

r2
2 . . . x

rk
k (x1 + · · ·+ xk)

=
∑

r∗1+···+r∗k=n+1

[
n!

(r∗1 − 1)!r∗2 · · · r∗k!
+

n!

r∗1!(r
∗
2 − 1)! · · · r∗k!

+ · · ·+ n!

r∗1! . . . (r
∗
k − 1)!

]x
r∗1
1 . . . x

r∗k
k .

Từ đó suy ra (x1 + · · · + xk)
n+1 =

∑
r∗1+···+r∗k=n+1

n!(n+ 1)

r∗1! · · · r∗k!
x
r∗1
1 · · ·x

r∗k
k hay

=
∑

r∗1+···+r∗k=n+1

(n+ 1)!

r∗1! · · · r∗k!
x
r∗1
1 . . . x

r∗k
k , trong đó tổng lấy theo r∗1, · · · , r∗k ∈ N
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với
k∑
i=1

r∗i = n+1. Vậy ta suy ra công thức đúng với n+1. Tóm lại, công

thức đúng với mọi n.

Ví dụ 2.5. Với bất kì số nguyên dương k luôn có đồng nhất thức kn =∑
r1+···+rk=n

(
n

r1,r2,...,rk

)
, trong đó tổng lấy theo tất cả các r1, . . . , rk ∈ N với

r1 + · · ·+ rr = n.

Bài giải: Ta có kn = (1 + 1 + · · · + 1)n =
∑

r1+···+rk=n

(
n

r1,r2,...,rk

)
theo

Định lý 2.4.

Chú ý 2.1. Khi k = 2 ta nhận được đồng nhất thức Newton (x1+x2)
n =∑

r1+r2=n

(
n

r1,r2

)
xr11 x

r2
2 . Từ đó ta suy ra được đồng nhất thức Vandermonde(

m
0

)(
n
k

)
+
(
m
1

)(
n
k−1
)
+ · · ·+

(
m
k

)(
n
0

)
=
(
m+n
k

)
.

Hệ quả 2.1. Số các số hạng trong khai triển (x1 + x2 + · · · + xk)
n hay

số đơn thức bậc n đúng bằng
(
n+k−1
k−1

)
.

Chứng minh: Số các số hạng trong khai triển (x1 + x2 + · · ·+ xk)
n

đúng bằng số đơn thức khác nhau xr11 x
r2
2 . . . x

rk
k xuất hiện trong khai

triển. Số đó đúng bằng số nghiệm nguyên không âm của phương trình

r1 + · · · + rk = n. Vậy số đó bằng
(
n+k−1
k−1

)
theo Bổ đề 1.1. Sử dụng kết

quả này vào việc xét chỉnh hợp với tần số lặp. Một phần tử xi của một

dãy k phần tử cho trước x1x2 . . . xk được gọi là có tần số lặp ri nếu nó

xuất hiện trong dãy đúng ri lần. Ký hiệu T (r1, r2, . . . , rk) là số các dãy

có lặp (r1, r2, . . . , rk) với độ dài của dãy là r1 + r2 + · · · + rk = n các

phần tử của một tập A = {x1, x2, . . . , xk} với k phần tử cho trước sao

cho trong mỗi dãy phải có phần tử thứ i xuất hiện đúng ri lần.

Mệnh đề 2.3. Tập A với k phần tử cho trước. Số các dãy k phần tử

có lặp (r1, r2, . . . , rk) với độ dài của dãy là r1 + r2 + · · · + rk = n là

T (r1, r2, . . . , rk) =
(

n
r1,r2,...,rk

)
.

Chứng minh: Số các dãy k phần tử có lặp (r1, r2, . . . , rk) với độ dài

của dãy là r1+ r2+ · · ·+ rk = n chính là hệ số của đơn thức xr11 x
r2
2 . . . x

rk
k

trong khai triển (x1 + x2 + · · ·+ xk)
n. Vậy T (r1, r2, . . . , rk) =

(
n

r1,r2,...,rk

)
.

Soá hoùa bôûi Trung taâm Hoïc lieäu                           http://www.lrc.tnu.edu.vn/



50

Ví dụ 2.6. Giả sử có bảng chữ cấu tạo chỉ với 3 chữ cái a, b, c. Tìm số

các từ bao gồm n chữ mà trong đó có chứa một số chẵn chữ cái a.

Bài giải: Nếu trong chữ có 2r chữ cái a thì ta có thể đặt theo C2r
n

cách; còn trong n− 2r vị trí còn lại ta có 2n−2r cách đặt cho b và c. Tóm

lại, có C2r
n 2n−2r cách. Tất cả sẽ là

n∑
r=0

C2r
n 2n−2r. Từ 1 + x)n + (1− x)n =

2
n∑
r=0

C2r
n x

2r ta suy ra
n∑
r=0

C2r
n 2n−2r =

2n

2
[(1 +

1

2
)n + (1− 1

2
)n] =

3n + 1

2
.

Định nghĩa 2.2. Một phép chia tập V thành k phần là một k - kiểu các

tập con (A1, A2, . . . , Ak), trong đó có thể một vài tập con là tập rỗng,

thỏa mãn hai điều kiện:

(i) V = A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ Ak.

(ii) Ai ∩ Aj = ∅ với mọi i, j, i 6= j.

Ví dụ 2.7. Giả sử |V | = n và |Aj| = rj với mọi j. Khi đó số phép chia

kiểu (A1, A2, . . . , Ak) của tập V đúng bằng
(

n
r1,r2,...,rk

)
.

Bài giải: Vì có
(
n
r1

)
cách chọn cho A1,

(
n−r1
r2

)
cách chọn để có A2, . . . ,

và
(
n−r1−r2−···−rk−1

rk

)
để có Ak. Do đó số phép chia kiểu (A1, A2, . . . , Ak)

của tập V đúng bằng
(
n
r1

)(
n−r1
r2

)
· · ·
(
n−r1−r2−···−rk−1

rk

)
và như vậy đúng bằng(

n
r1,r2,...,rk

)
theo Mệnh đề 2.1.

Ví dụ 2.8. Tìm số các bộ bốn (x1, x2, x3, x4) các số nguyên dương lẻ

thỏa mãn x1 + x2 + x3 + x4 = 2010.

Bài giải: Mỗi xi được thay bằng 2yi + 1 với yi nguyên không âm.

Khi đó y1 + y2 + y3 + y4 = 1003. Vậy số các bộ bốn cần tìm bằng

N4(1003) =

(
1006

3

)
theo Bổ đề 1.1.

2.3. Sử dụng chỉ số và công thức chuyển đổi ngược

Mục này trình bày cách sử dụng ký hiệu hình thức khi xét bài toán

sơ cấp. Trước tiên ta sử dụng ký hiệu hình thức trong chứng minh công

thức chuyển đổi ngược sau đây.
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Định lý 2.5. Giả sử f(k) và g(k) là những hàm số học thỏa mãn điều

kiện f(n) =
n∑
k=0

Ck
n g(k) với mọi n ∈ N. Khi đó ta có

g(n) =
n∑
k=0

(−1)n−k Ck
n f(k).

Chứng minh: Ký hiệu hình thức f(k) và g(k) qua fk và gk tương

ứng. Khi đó fn =
n∑
k=0

Ck
n g

k hay fn = (g + 1)n đúng với ∀ n ∈ N.

Vậy (f + x)n = (g + 1 + x)n, ∀ x. Nhớ sau khi khai triển ở hai vế

sẽ viết fk và gk thay cho những fk và gk. Với x = −1 ta nhận được

gn = (f−1)n hay gn = (−1)n(1−f)n. Do vậy g(n) =
n∑
k=0

(−1)n−k Ck
n f(k).

Ví dụ 2.9. Cho dãy Fibonacci F0 = F1 = 1, Fn+1 = Fn + Fn−1, n > 1.

Chứng minh rằng Fn =
n∑
j=1

(−1)n−j
(
n
j

)
(F2j − 1).

Bài giải: Với x1 =
1−
√
5

2
, x2 =

1 +
√
5

2
có Fn =

1√
5
(xn+1

2 − xn+1
1 ).

Khi đó
n∑
j=0

(
n
j

)
Fj =

1√
5

n∑
j=0

(
n
j

)
(xj+1

2 − xj+1
1 ) =

1√
5
[x2(1 + x2)

n − x1(1 +

x1)
n] =

1√
5
[x2x

2n
2 − x1x

2n
1 ] vì1 + x2 = x22, 1 + x1 = x21. Từ đây suy ra

n∑
j=0

(
n
j

)
Fj =

1√
5
(x2n+1

2 − x2n+1
1 ) = F2n. Theo Định lý 2.5, ta nhận được

Fn =
n∑
j=0

(−1)j
(
n
j

)
g(j) =

n∑
j=0

(−1)j
(
n
j

)
F2j và f(j) = Fj, g(n) = F2n. Vì

F0 = 1 = −
n∑
j=1

(−1)j
(
n
j

)
nên Fn =

n∑
j=1

(−1)n−j
(
n
j

)
(F2j − 1).

Ví dụ 2.10. Xét dãy số Lucas L0 = 2, L1 = 1 và Ln+2 = Ln+1 + Ln với

n > 1. Khi đó ta có

(i) Ln = xn1 + xn2 với x1 =
1−
√
5

2
, x2 =

1 +
√
5

2
.

(ii) L2n =
n∑
j=0

(
n
j

)
Lj.
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(iii) Ln =
n∑
j=1

(−1)n−j
(
n
j

)
(L2j − 2).

Bài giải: (i) Bằng phương pháp quy nạp theo n, với x1 =
1−
√
5

2
, x2 =

1 +
√
5

2
ta có biểu diễn Ln = xn2 + xn1 .

(ii) Vì 1 + x2 = x22, 1 + x1 = x21 nên ta có thể biến đổi như dưới đây:

n∑
j=0

(
n

j

)
Lj =

n∑
j=0

(
n

j

)
(xj2 + xj1) = (1 + x2)

n + (1 + x1)
n

= x2n2 + x2n1 = L2n.

Vậy có công thức L2n =
n∑
j=0

(
n
j

)
Lj.

(iii) Theo Định lý 2.5, được Ln =
n∑
j=0

(−1)j
(
n
j

)
g(j) =

n∑
j=0

(−1)j
(
n
j

)
L2j với

f(j) = Lj, g(n) = L2n. Vì L0 = 2 = −2
n∑
j=1

(−1)j
(
n
j

)
nên chúng ta dễ

dàng suy ra được công thức Ln =
n∑
j=1

(−1)n−j
(
n
j

)
(L2j − 2).

Ví dụ 2.11. Cho dãy
(
Dn =

n∑
k=0

(−1)k
(
n
k

)
(n − k)!

)
với n > 1. Chứng

minh rằng n! = 1 +
n∑
k=2

(
n
k

)
Dk với mọi n > 2.

Bài giải: Ta có (−1)nDn =
n∑
k=0

(−1)n−k
(

n
n−k
)
(n− k)! =

n∑
k=0

(−1)k
(
n
k

)
k!

với n > 1. Đặt fk = (−1)kDk và gk = (−1)kk!. Khi đó f(n) =
n∑
k=0

(
n
k

)
gk.

Theo Định lý 2.5, ta nhận được gn =
n∑
k=0

(−1)n−k
(
n
k

)
fk =

n∑
k=0

(−1)n
(
n
k

)
Dk

hay (−1)nn! =
n∑
k=0

(−1)n
(
n
k

)
Dk. Vì D0 = 1 theo quy ước D1 = 0 nên

n! = 1 +
n∑
k=2

(−1)n
(
n
k

)
Dk.

Ví dụ 2.12. Đặt an = 1n + 2n + · · ·+mn, n,m ∈ N+. Khi đó

an =
m+ 1

n+ 1

n∑
j=1

(−1)n+j
(
n+1
j+1

)
[(m+ 1)j − 1].
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Bài giải: Ta có (x+1)n+1−xn+1 =
n+1∑
j=1

(
n+1
j

)
xn+1−j. Cho x = 1, . . . ,m,

cộng tất cả lại, được (m + 1)n+1 − 1 = (n + 1)[
n∑
j=1

1

j

(
n
j

)
an+1−1] + m.

Vậy
(m+ 1)n+1 − (m+ 1)

n+ 1
=

n∑
j=1

(
n
j

) 1

n+ 1− j
aj. Theo Định lý 2.5, với

f(j) =
aj

n+ 1− j
, g(n) =

(m+ 1)n+1 − (m+ 1)

n+ 1
ta có an = f(n) =

m+ 1

n+ 1

n∑
j=1

(−1)n+j
(
n+ 1

j + 1

)
[(m+ 1)j − 1].

Ví dụ 2.13. Tính số các phép thế f của n phần tử, trong đó không có

phần tử nào cố định, có nghĩa: f(i) = i.

Bài giải: Gọi số các phép thế như vậy là qn. Đặt pn = n! là số tất

cả các phép thế của n phần tử. Xét tất cả các phép thế trong pn, trong

đó có qn phép thế không có phần tử nào chiếm lại vị trí xuất phát của

mình. Số các phép thế trong đó có đúng một phần tử chiếm lại vị trí

xuất phát của mình bằng C1
n qn−1. Tương tự, số các phép thế trong đó

có đúng hai phần tử chiếm lại vị trí xuất phát của mình bằng C2
n qn−2,

v.v... Cuối cùng, số các phép thế trong đó có tất cả các phần tử chiếm

lại vị trí xuất phát của mình bằng Cn
n q0 = 1. Vậy pn =

n∑
k=0

Ck
n qn−k. Theo

Định lý 2.5, ta có qn =
n∑
k=0

(−1)k Ck
n pk =

n∑
k=0

(−1)k Ck
n k!.

Ví dụ 2.14. Xét ma trận vuông cấp n là

A =


a11 a12 a13 · · · a1n
a21 a22 a23 · · · a2n
a31 a32 a33 · · · a3n
...

...
...

...
...

an1 an2 an3 · · · ann


với tất cả các phần tử thuộc R và akk = 0, k = 1, 2, . . . , n, còn aij 6= 0 khi

i 6= j. Xác định số các số hạng khác 0 trong khai triển định thức det(A).

Bài giải: Hiển nhiên det(A) =
∑
π∈Sn

sgn(π)aπ(1)1aπ(2)2 . . . aπ(n)n có n!

số hạng trong đó Sn là nhóm đối xứng. Vì aπ(1)1aπ(2)2 . . . aπ(n)n = 0 khi
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và chỉ khi có ít nhất một k để π(k) = k nên số các số hạng khác 0 trong

khai triển định thức det(A) đúng bằng qn =
n∑
k=0

(−1)k Ck
n k! theo Ví dụ

2.13.

Ví dụ 2.15. Có bao nhiêu cách xếp n chữ cái khác nhau vào r ô sao

cho ở mỗi ô có ít nhất một chữ cái.

Bài giải: Số cách xếp n chữ cái khác nhau vào r ô đúng bằng số

ánh xạ từ tập n phần tử vào tập r phần tử và số đó đúng bằng rn.

Ký hiệu số cách xếp n chữ cái vào r ô sao cho mỗi ô có ít nhất một

chữ cái qn. Trong số rn cách xếp ở phần đầu, ta xét những cách xếp để

mỗi ô có ít nhất một chữ cái. Số cách xếp là qn. Sau đó xét tất cả các

cách xếp trong đó có một và chỉ một ô trống. Số đó bằng C1
r qr−1. Tiếp

theo xét tất cả các cách xếp trong đó có đúng hai ô trống. Số đó bằng

C2
r rqr−2, v. v... Vậy r

n+1 = C0
r qr+C1

r qr−1+ · · ·+Cr−1
r q1+Cr

rq0. Theo

Định lý 2.5, qr =
r∑

k=0

(−1)k Ck
r

[
(r − k)n + 1

]
=

r∑
k=0

(−1)k Ck
r(r − k)n vì

r∑
k=0

(−1)k Ck
r = (1− 1)r = 0.

Với cùng cách thức chuyển đổi ngược, xét bài thi vô địch quốc tế sau:

Ví dụ 2.16. Ký hiệu pn(k) là số các phép thế của tập gồm n phần tử,

trong đó có đúng k phần tử cố định. Chứng minh
n∑
k=0

kpn(k) = n! [IMO

1987] và
n∑
k=0

(k − 1)2pn(k) = n!.

Bài giải: Hiển nhiên kpn(k) = kCk
n qn−k = nCk−1

n−1 qn−1−(k−1). Từ quan

hệ pn−1 = C0
n−1 qn−1 + C1

n−1 qn−2 + · · · + Cn−1
n−1 q0 ta suy ra hệ thức sau

n∑
k=0

kpn(k) =
n∑
k=0

kCk
n qn−k = n(n− 1)! = n!.

Ta có (k − 1)2pn(k) = (k − 1)2Ck
n qn−k. Xét quan hệ đa thức dưới đây:

(p+ x)n = (q + 1+ x)n =
n∑
k=0

Ck
n(x+ 1)kqn−k. Lấy đạo hàm hai vế, được

n(p+x)n−1 =
n∑
k=0

kCk
n(x+1)k−1qn−k. Vậy n(p+x)n−1 =

n∑
k=1

(k−1)Ck
n(x+

1)k−1qn−k +
n∑
k=1

Ck
n(x + 1)k−1qn−k. Lấy đạo hàm hai vế và cho x = 0 ta
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sẽ nhận được hệ thức sau đây:

n! =
n∑
k=2

(k − 1)2Ck
n q

n−k +
n∑
k=2

(k − 1)Ck
n q

n−k

=
n∑
k=0

(k − 1)2npn(k)− qn +
n∑
k=2

(k − 1)Ck
n q

n−k

=
n∑
k=0

(k − 1)2npn(k) +
n∑
k=0

kCk
n q

n−k −
n∑
k=0

Ck
n q

n−k

=
n∑
k=0

(k − 1)2npn(k) + n!− n!

theo chứng minh trên. Tóm lại
n∑
k=0

(k − 1)2pn(k) = n! là đúng.

Ví dụ 2.17. Dãy (an) được xác định như sau: a1 = 0, a2 = 1 và an =
nan−1
2

+
n(n− 1)an−2

2
+(−1)n(1−n

2
) với n > 3. Xác định công thức tường

minh cho fn = an+2C1
n an−1+3C2

n an−2+· · ·+(n−1)Cn−2
n a2+nC

n−1
n a1.

Bài giải: Bằng quy nạp theo n ta chỉ ra được an = nan−1 + (−1)n.
Vậy an = n!(1 − 1

1!
+

1

2!
− 1

3!
+ · · · + (−1)n 1

n!
). Viết an trong dạng sau

đây: an = Cn
n n!+Cn−1

n (−1)1(n−1)!+ · · ·+C0
n(−1)n(n−n)!; ta cũng viết

một cách hình thức ak và bk = k! qua ak và bk tương ứng an = (b− 1)n

với mọi số nguyên n > 0 với quy ước a0 = 1. Xét quan hệ đa thức

sau: x(b − 1 + x)n = x(a + x)n =
n∑
k=0

Ck
n a

n−kxk+1. Lấy đạo hàm hai vế,

nx(b − 1 + x)n−1 + (b − 1 + n)n =
n∑
k=0

k = 1Ck
n a

n−kxk. Với x = 1 ta có

bn+nbn−1 =
n∑
k=0

(k+1)Ck
n an−k hay n!+n(n−)! =

n−1∑
k=0

(k+1)Ck
n an−k+n+1.

Từ đây ta suy ra fn =
n−1∑
k=0

(k + 1)Ck
n an−k = 2n!− n− 1.

Chú ý 2.2. Từ x2(b− 1 + x)n = x2(a + x)n =
n∑
k=0

Ck
n a

n−kxk+2, lấy đạo

hàm hai vế được nx2(b−1+x)n−1+2x(b−1+n)n =
n∑
k=0

(k+2)Ck
n a

n−kxk+1.
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Với x = 1 ta có 2bn + nbn−1 =
n∑
k=0

(k + 2)Ck
n an−k hay 2n! + n(n−)! =

n−1∑
k=0

(k+2)Ck
n an−k+n+2. Từ đây ta suy ra

n−1∑
k=0

(k+2)Ck
n an−k = 3n!−n−2.

2.4. Đồng nhất thức Newton

Sử dụng chuỗi lũy thừa hình thức để chứng minh đồng nhất thức

liên quan đến đa thức đối xứng cơ bản. Giả sử x1, . . . , xn là n tham số.

Ký hiệu 

δ1 = x1 + x2 + · · ·+ xn

δ2 = x1x2 + x1x3 + · · ·+ xn−1xn

...

δn = x1x2 . . . xn

Nt = xt1 + xt2 + · · ·+ xtn, t = 1, 2, . . . , N0 = n

ph = ph(x1, . . . , xn) =
∑

i1+···+in=h
xi11 x

i2
2 · · · xinn .

Định lý 2.6. [Newton] Ta có các đồng nhất thức sau đây:

Nt −Nt−1δ1 + · · ·+ (−1)t−1N1δt−1 + (−1)ttδt = 0, 1 6 t 6 n,

Nt −Nt−1δ1 + · · ·+ (−1)n−1Nt−n+1δn−1 + (−1)nNt−nδn = 0, t > n.

Chứng minh: Với f(x) = (x − x1)(x − x2) . . . (x − xn) ta nhận

được
f ′(x)

f(x)
=

1

x− x1
+ · · · + 1

x− xn
=

1

x
[

1

1− x1
x

+ · · · + 1

1− xn
x

]. Vậy

f ′(x)

f(x)
=
∞∑
t=0

xt1 + xt2 + · · ·+ xtn
xt+1

=
∞∑
t=0

Nt

xt+1
hay

f ′(x)

xn−1
=
f(x)

xn

∞∑
t=0

Nt

xt
. Từ

đây có được đồng nhất thức n−(n−1)δ1
x
+(n−2) δ2

x2
−· · ·+(−1)n−1 δn−1

xn−1

= [1− δ1
x
+
δ2
x2
− · · ·+ (−1)n δn

xn
][n+

δ1
x
+ · · ·+ δt

xt
+ · · · ]. So sánh hệ số

của
1

xt
ở hai vế ta có các đồng nhất thức Newton.

Hệ quả 2.2. Giả sử hai hệ các số thực a1, . . . , an và b1, . . . , bn thỏa mãn
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n∑
k=1

ask =
n∑
k=1

bsk với mọi s = 1, 2, . . . , n. Khi đó có phép hoán vị π thuộc

nhóm đối xứng Sn để ak = bπ(k) với k = 1, 2, . . . , n.

Chứng minh: Sử dụng Định lý 2.6, qua quy nạp theo s nhận được

các đồng nhất thức δs(a1, . . . , an) = δs(b1, . . . , bn) với mọi s = 1, 2, . . . , n.

Từ đây suy ra
n∏
k=1

(x − ak) =
n∏
k=1

(x − bk). Vậy có phép hoán vị π thuộc

nhóm đối xứng Sn để ak = bπ(k) với k = 1, 2, . . . , n.

Định lý 2.7. Đặt ui = (−1)i+1δi với 1 6 i 6 n. Ta có đồng nhất

thức Nt =
∑ t(λ1 + λ2 + · · ·+ λn − 1)!

λ1!λ2! · · ·λn!
uλ11 u

λ2
2 · · ·uλnn , trong đó tổng lấy

theo tất cả các hệ (λ1, λ1, . . . , λn) các số nguyên không âm thỏa mãn

λ1 + 2λ2 + · · ·+ nλn = t.

Chứng minh: Với f(x) = (x − x1)(x − x2) . . . (x − xn) ta nhận

được
f ′(x)

f(x)
=
∑∞

t=0

xt1 + xt2 + · · ·+ xtn
xt+1

=
∑∞

t=0

Nt

xt+1
, (1). Dễ dàng thấy

f(x) = xn − u1xn−1 − u2xn−2 − · · · − un. Biểu diễn f(x) = xn − g(x).

Ta có
f(x)

xn
= 1− g(x)

xn
.

Viết thành chuỗi lũy thừa hình thức

f ′(x)

f(x)
=

f ′(x)

xn
1

1− g(x)

xn

=
f ′(x)

xn

∞∑
t=0

(
g(x)

xn
)t

=
f ′(x)

xn

∞∑
t=0

(δ1
x
− δ2
x2

+ · · ·+ (−1)n−1 δn
xn
)t
, (2).

Từ (1),(2) ta suy ra

∞∑
t=0

Nt

xt+1
=
f ′(x)

xn

∞∑
t=0

(u1
x

+
u2
x2

+ · · ·+ un
xn
)t

=
∞∑
t=0

(u1
x

+
u2
x2

+ · · ·+ un
xn
)t
(
n

x
− (n− 1)u1

x2
− · · · − un−1

xn
)

=
∞∑
t=0

[∑ t!uλ11 u
λ2
2 · · ·uλnn

λ1!λ2! . . . λn!xh+1

]
(n− (n− 1)u1

x
− · · · − un−1

xn−1
).
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Ở đó tổng lấy theo tất cả các số nguyên không âm thỏa mãn λ1 +2λ2 +

· · ·+ nλn = h và λ1 + λ2 + · · ·+ λn = t. Vậy

∞∑
t=0

Nt

xt+1
=

∞∑
t=0

[∑ (λ1 + · · ·+ λn)!u
λ1
1 u

λ2
2 · · ·uλnn

λ1!λ2! . . . λn!xλ1+2λ2+···+nλn+1

]
(n− (n− 1)u1

x
− · · · − un−1

xn−1
).

Ở đó tổng lấy theo tất cả các hệ (λ1, λ1, . . . , λn) các số nguyên không

âm. So sánh hệ số của
1

xt+1
ở hai vế ta có hệ số của uλ11 u

λ2
2 · · ·uλnn đúng

bằng

(λ1 + · · ·+ λn)!n

λ1!λ2! . . . λn!
− (λ1 + · · ·+ λn − 1)!(n− 1)

(λ1 − 1)!λ2! . . . λn!
−

· · · − (λ1 + · · ·+ λn − 1)!1

λ1!λ2! . . . (λn−1 − 1)!λn!

với λ1 + 2λ2 + · · · + nλn = t. Biến đổi các

số hạng ta có hệ số của uλ11 u
λ2
2 · · ·uλnn bằng

(λ1 + · · ·+ λn − 1)![λ1 + 2λ2 + · · ·+ nλn]

λ1!λ2! . . . λn!
=

t(λ1 + · · ·+ λn − 1)!

λ1!λ2! . . . λn!
.

Tóm lại, Nt =
∑ t(λ1 + λ2 + · · ·+ λn − 1)!

λ1!λ2! · · ·λn!
uλ11 u

λ2
2 · · ·uλnn , trong đó tổng

lấy theo tất cả các hệ (λ1, λ1, . . . , λn) các số nguyên không âm thỏa mãn

λ1 + 2λ2 + · · ·+ nλn = t.

Ví dụ 2.18. Ta có
x31 + x32 + x33 − 3x1x2x3

x1 + x2 + x3
= x21+x

2
2+x

2
3−x1x2−x2x3−

x3x1.

Bài giải: Theo Định lý 2.6 ta có N3 − N2δ1 + N1δ2 − 3δ3 = 0. Vậy
N3 − 3δ3
N1

= N2 − δ2 và nhận được đồng nhất thức trên.

Ví dụ 2.19. Nếu x1, x2, x3 thỏa mãn hệ thức x31 + x32 + x33 + x1x2x3 = 0

thì x41 + x42 + x43 + (x21 + x22 + x23)(x1x2 + x2x3 + x3x1) = 0.

Bài giải: Theo Định lý 2.6 ta có N4 −N3δ1 +N2δ2 −N1δ3 = 0. Vậy

N4 +N2δ2 = N1(N3 + δ3) = 0 và nhận được đồng nhất thức trên.
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Ví dụ 2.20. Các số x1, x2, x3 thỏa mãn x1 + x2 + x3 = 0. Khi đó hãy

tính

(i) T =
(x2 − x3

x1
+
x3 − x1
x2

+
x1 − x2
x3

)( x1
x2 − x3

+
x2

x3 − x1
+

x3
x1 − x2

)
.

(ii) Chứng minh x61 + x62 + x62 = 3x21x
2
2x

2
3 − 2(x1x2 + x2x3 + x3x1)

3.

Bài giải:(i) Phân tích và giản ước được T =
δ31 − 4δ1δ2 + 9δ3

δ3
= 9.

(ii) Dễ thấy x1, x2, x3 là 3 nghiệm của x3 + δ2x − δ3 = 0. Do đó ta có

N3 = 3δ3, N4 = δ3N1 − δ2N2 = −δ2N2. Như thế N6 = −N4δ2 + N3δ3 =

3δ23 + δ22N2 = 3δ23 − 2δ32, vì N2 = −2δ2.

Ví dụ 2.21. Đặt δ0 = p0 = 1. Khi đó δ0p3 − δ1p2 + δ2p1 − δ3p0 = 0. Từ

đó suy ra δ3 = det

 p1 1 0
p2 p1 1
p3 p2 p1

 và p3 = det

 δ1 1 0
δ2 δ1 1
δ3 δ2 δ1

 .

Bài giải: Đặt δk = 0 khi k > 3. Viết hàm sinh δ(t) =
∞∑
k=0

δkt
k =

3∏
i=1

(1 + txi) và p(t) =
∞∑
k=0

pkt
k =

3∏
i=1

1

1 + txi
. Ta có ngay

δ(t)p(−t) = 1. Khai triển δ(t)p(−t), các hệ số của tj, j > 1, đều bằng

0. Vậy
3∑

k=0

(−1)kδkp3−k = 0. Từ quan hệ này suy ra hệ phương trình

tuyến tính:


1.p1 − δ1.1 = 0

1.p2 − δ1.p1 + δ2.1 = 0

1.p3 − δ1.p2 + δ2.p1 = δ3.

Hệ này có nghiệm (1,−δ1, δ2).

Qua việc tính hệ số của 1 ta suy ra quan hệ det

 p1 1 0
p2 p1 1
p3 p2 p1

 =

det

 0 1 0
0 p1 1
δ3 p2 p1

 = δ3. p3 = det

 δ1 1 0
δ2 δ1 1
δ3 δ2 δ1

 được chứng minh hoàn

toàn tương tự.

Ví dụ 2.22. Chứng minh rằng nếu a, b, c, d ∈ R thỏa mãn ab+ac+ad+

bc+bd+cd = 0 thì a3+b3+c3+d3−3
(
bcd+cda+dab+abc

)
= (a+b+c+d)3.
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Bài giải: Đặt



δ1 = a+ b+ c+ d

δ2 = ab+ ac+ ad+ bc+ bd+ cd

δ3 = abc+ abd+ acd+ bcd

δ4 = abcd

Nt = at + bt + ct + dt, t = 1, 2, . . . , N0 = 4.

Theo Định lý 2.6 ta có N3 − N2δ1 + N1δ2 − 3δ3 = 0. Vậy N3 − 3δ3 =

N2δ1 − N1δ2 = δ31 − 3δ1δ2. Vậy δ2 = 0 nên a3 + b3 + c3 + d3 − 3
(
bcd +

cda+ dab+ abc
)
= (a+ b+ c+ d)3.

Ví dụ 2.23. Đa thức T = 2(x7 + y7 + z7)− 7xyz(x4 + y4 + z4) có nhân

tử là x+ y + z.

Bài giải: Đặt A = x + y + z, B = xy + yz + zx, C = xyz. Đặt

an = xn+ yn+ zn. Khi đó x, y, z là ba nghiệm của t3−At2+Bt−C = 0

và an+3 = Aan+2 −Ban+1 + Can với số nguyên n > 0 và a0 = 3. Chú ý

a0 = 3

a1 = A

a2 = A2 − 2B

a3 = Aa2 −Ba1 + Ca0 = A3 − 3AB + 3C = Ak3 + 3C

a4 = Aa3 −Ba2 + Ca1 = Ak4 + 2B2

a5 = Ak5 − 5BC

a6 = Ak6 −B3 + 3C2

a7 = Ak7 + 7B2C.

Vậy T = 2a7 − 7Ca4 = A(2k7 − 7k4C) có nhân tử A = x+ y + z.

2.5. Định lý Fermat và Định lý Wilson

Bổ đề 2.1. Với số nguyên dương n, đặt f(x) = (1+x)(2+x) . . . (n+x).

Giả sử f(x) = b0+ b1x+ b2x
2+ · · ·+ bnxn. Chứng minh rằng (n−k)bk =

Cn+1−k
n+1 +Cn−k

n bn−1 + Cn−1−k
n−1 bn−2 + · · ·+ C2

k+2 bk+1.

Chứng minh: Từ (1+x)(2+x) . . . (n+x) = b0+b1x+b2x
2+· · ·+bnxn

ta suy ra (2+ x)(3+ x) . . . (n+1+ x) = b0+ b1(x+1)+ · · ·+ bn(x+1)n
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qua việc thay x bởi x + 1. Ta có ngay bn = 1, bn−1 = 1 + 2 + · · · + n =
n(n+ 1)

2!
và hệ thức(1 + x)(2 + x) . . . (n + x)(n + 1 + x) =

b0(x + 1) + b1(x + 1)2 + b2(x + 1)3 + · · · + bn(x + 1)n. Từ

(n+1+x)f(x) = (x+1)f(x+1) suy ra (n+1+x)(b0+b1x+· · ·+bnxn) =
b0(x + 1) + b1(x + 1)2 + b2(x + 1)3 + · · · + bn(x + 1)n+1. Như vậy

bn = 1

(n+ 1)bn−1 + bn−2 = C2
n+1 bn + C1

n bn−1 + C0
n−1 bn−2

(n+ 1)bn−2 + bn−3 = C3
n+1 bn + C2

n bn−1 + C1
n−1 bn−2 + C0

n−2 bn−3

· · ·
(n+ 1)b2 + b1 = Cn−1

n+1 bn + Cn−2
n bn−1 + Cn−3

n−1 bn−2 + · · ·+ C1
3 b2 + C0

2 b1

(n+ 1)b1 + b0 = Cn
n+1 bn + Cn−1

n bn−1 + Cn−2
n−1 bn−2 + · · ·+ C1

2 b1 + C0
1 b0

(n+ 1)b0 = Cn+1
n+1 bn + Cn

n bn−1 + Cn−1
n−1 bn−2 + · · ·+ C2

2 b1 + C1
1 b0 và có

bn = 1

bn−1 =
n(n+ 1)

2!
2bn−2 = C3

n+1+C2
n bn−1

· · ·
(n− 2)b2 = Cn−1

n+1+Cn−2
n bn−1 + Cn−3

n−1 bn−2 + · · ·+ C2
4 b3

(n− 1)b1 = Cn
n+1+Cn−1

n bn−1 + Cn−2
n−1 bn−2 + · · ·+ C1

3 b2

nb0 = Cn+1
n+1+Cn

n bn−1 + Cn−1
n−1 bn−2 + · · ·+ C2

2 b1.

Do vậy (n− k)bk = Cn+1−k
n+1 +Cn−k

n bn−1 + Cn−1−k
n−1 bn−2 + · · ·+ C2

k+2 bk+1.

Hệ quả 2.3. [MO British 1974] Với số nguyên tố lẻ p, đặt f(x) =

(1+x)(2+x) . . . (p−1+x). Giả sử f(x) = b0+b1x+b2x
2+ · · ·+bp−1xp−1.

Chứng minh rằng

(i) p | bk với k = 1, 2, . . . , p− 2 và p |(b0 + 1).

(ii) Với mọi số nguyên n ta có p | (n+1)(n+2) . . . (n+p−1)−np−1+1.

Từ đó suy ra p | (p− 1)! + 1 và p |np−1 − 1 khi (n, p) = 1.

Chứng minh:

(i) Qua các công thức tính toán được ở trên ta có
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bp−1 = 1

bp−2 =
p(p− 1)

2!
2bp−3 = C3

p+C2
p−1 bp−2

· · ·
(p− 2)b1 = Cp−1

p +Cp−2
p−1 bp−2 + Cp−3

p−2 bp−3 + · · ·+ C1
3 b2

(p− 1)b0 = Cp
p+Cp−1

p−1 bp−2 + Cp−2
p−2 bp−3 + · · ·+ C2

2 b1.

Sử dụng công thức quy nạp theo k có p | bk với k = 1, 2, . . . , p− 2. Từ hệ

thức cuối cùng suy ra hệ thức p.b0 = (b0 + 1) + bp−2 + bp−3 + · · ·+ b1 và

như vậy b0 + 1 chia hết cho p.

(ii) Vì p | bk với k = 1, 2, . . . , p − 2 và b0 + 1 chia hết cho p nên

p | (n + 1)(n + 2) . . . (n + p − 1) − np−1 + 1 với mọi số nguyên n. Từ đó

suy ra p | (p− 1)! + 1 và p |np−1 − 1 khi (n, p) = 1. Từ các kết quả trên

ta suy ra ba kết quả sau đây:

Định lý 2.8. Với số nguyên tố p và mọi số nguyên n thỏa mãn (n, p) = 1,

ta luôn có

(i) [Fermat nhỏ] np−1 ≡ 1(mod p).

(ii) [Wilson] (p− 1)! + 1 ≡ 0(mod p).

(iii) Nếu số nguyên tố p có dạng 4k + 1 thì
[(p− 1

2

)
!
]2

+ 1 ≡ 0(mod p).

Ví dụ 2.24. Tìm tất cả các nghiệm nguyên của phương trình x3 + y3 =

z6 + 3.

Bài giải: Nếu phương trình có nghiệm trong Z thì nó cũng có nghiệm

trong Z7. Khi đó tồn tại x, y, z ∈ Z7 thỏa mãn x3 + y3 = z6 + 3. Vì

x3, y3 ∈ {0, 1,−1} nên x3+y3 ∈ {0,±1,±2}, trong khi đó z6+3 ∈ {3, 4}.
Vậy phương trình đang xét vô nghiệm trong trong Z.

Ví dụ 2.25. Tìm tất cả các nghiệm nguyên của phương trình x2+4y4 =

z6 + 6.

Bài giải: Nếu phương trình có nghiệm trong Z thì nó cũng có nghiệm

trong Z7. Khi đó tồn tại x, y, z ∈ Z8 thỏa mãn x2 + 4y4 = z6 + 6. Trong
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Z8 có các hệ thức 0
2
= 0, 1

2
= 1, 2

2
= 4, 3

2
= 1, 4

2
= 0, 5

2
= 1, 6

2
=

4, 7
2
= 1. Vậy x2 chỉ có thể là 0 hoặc 1 hoặc 4 và 4y4 chỉ có thể là 0 hoặc

1. Qua kiểm tra ta có x3+4y4 chỉ có thể là 0, 1, 2, 4, 5. Nhưng z6+6 chỉ

có thể là 0 + 6 = 6 hoặc 1 + 6 = 7. Điều này chứng tỏ phương trình vô

nghiệm.

Soá hoùa bôûi Trung taâm Hoïc lieäu                           http://www.lrc.tnu.edu.vn/



64

Kết luận

Luận văn đã đạt được một số kết quả sau:

1. Trình bày một số kiến thức cơ bản về tổ hợp và tổ hợp suy rộng với

chứng minh đầy đủ và ví dụ áp dụng.

2. Trình bày được một số phương pháp xây dựng bài toán tổ hợp, chẳng

hạn: Sử dụng đạo hàm và tích phân; sử dụng hệ phương trình; sử dụng

số phức và sử dụng song ánh với những ví dụ minh họa.

3. Đã chứng minh một số định lý có liên quan đến tổ hợp, chẳng hạn:

Đồng nhất thức Newton, Định lý Hilbert và Định lý Cantor về biểu diễn

số, Định lí Fermat và Định lí Wilson về đồng dư.

4. Đã trình bày được một số bài toán xuất hiện trong các kì thi học sinh

giỏi cấp quốc gia và quốc tế. Đã xây dựng được một số bài toán mới có

liên quan đến tổ hợp.
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