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  Ph­¬ng ph¸p “kÑp gi¸ trÞ” lµ ph­¬ng ph¸p kh¸ hay 

trong viÖc gi¶i mét sè bµi to¸n liªn quan ®Õn sè chÝnh ph­¬ng. 
ë bµi viÕt nµy t«i xin giíi thiÖu vÒ hai øng dông cña ph­¬ng 
ph¸p nµy: chøng minh mét sè kh«ng lµ sè chÝnh ph­¬ng; gi¶i 
ph­¬ng tr×nh vµ mét sè bµi to¸n kh¸c. 

 
I. ®iÒu kiÖn mét sè kh«ng Sè chÝnh ph­¬ng 

 

1. Chøng minh tÝch cña bèn sè nguyªn d­¬ng liªn tiÕp kh«ng thÓ lµ mét sè chÝnh ph­¬ng. 
Lêi gi¶i 
Gäi bèn sè nguyªn d­¬ng liªn tiÕp lµ: a,a 1,a 2,a 3+ + + . 
XÐt  

[ ][ ]
2 2

      A  a(a 1)(a 2)(a 3)
A a(a 3) (a 1)(a 2)

A (a 3a)(a 3a 2)

= + + +

⇔ = + + +

⇔ = + + +

 

Ta dÒ dµng nhËn thÊy 2 2 2 2 2 2(a 3a) (a 3a)(a 3a 2) (a 3a 1)+ < + + + < + +   

nªn: A = 2 2(a 3a)(a 3a 2)+ + +  kh«ng thÓ lµ sè chÝnh ph­¬ng. 
Suy ra ®iÒu ph¶i chøng minh. 
 

2. Chøng minh r»ng kh«ng tån t¹i hai sè nguyªn d­¬ng x vµ y sao cho   x2 + y vµ y2 + x lµ sè chÝnh 
ph­¬ng. 
Lêi gi¶i 
V× x vµ y cã vai trß nh­ nhau nªn kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t ta gi¶ sö x y≥ . Khi ®ã ta cã: 

( )22 2 2x x y x x x 1< + ≤ + < + . 

Suy ra 2x y+  kh«ng lµ sè chÝnh ph­¬ng. 
VËy ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh. 

 
3. T×m sè tù nhiªn a ®Ó ph­¬ng tr×nh 2 2x a x a 1 0− + + =  cã nghiÖm nguyªn. 

Lêi gi¶i 
§Ó ph­¬ng tr×nh cã nghiÖm nguyªn, ®iÒu kiÖn lµ 4a 4a 4∆ = − −  lµ sè chÝnh ph­¬ng. 

Ø NÕu a = 0 hoÆc a = 1 th× ∆  < 0. 
Ø NÕu a = 2 th× ∆ = 22, ph­¬ng tr×nh cã nghiÖm x = 1; x = 3. 
Ø NÕu a ≥ 3 ta cã: 

     ( )22 4 4 2a 1 a 4a 4 a 2a 1∆ > − ⇔ − − > − +  

( )22a 4a 5 0 2 a 2 5⇔ − − > ⇔ − > , lu«n ®óng v× 2a ≥  6; a - 2 ≥ 1. 

DÔ thÊy ( )22a∆ < . VËy A kh«ng lµ sè chÝnh ph­¬ng víi a 3≥  v× ( ) ( )2 22 2a 1 a− < ∆ < . 

VËy víi a = 2, ph­¬ng tr×nh cã nghiÖm x = 1; x = 3. 
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4. (Cuéc thi To¸n häc liªn quèc gia Kurscha k,1953′&& ) 
Cho n, d lµ c¸c sè nguyªn d­¬ng sao cho 2n2 chia hÕt cho d. Chøng minh r»ng n2 + d kh«ng thÓ 
lµ sè chÝnh ph­¬ng. 
Lêi gi¶i 
Gi¶ sö 2n2 = kd (k lµ sè nguyªn d­¬ng) v× 2n2 chia hÕt cho d. 
Gi¶ sö n2 + d lµ sè chÝnh ph­¬ng, tøc lµ b×nh ph­¬ng cña sè nguyªn x th× ta cã: 

2
2 2 2 2nx = n d = n

k
+ +  

( )2 2 2 2 2 2 2k x m k 2n k n k 2k⇒ = + = +  

Tõ ®©y suy ra ( )2k 2k+ lµ b×nh ph­¬ng cña mét sè nguyªn          (*) 

V× ( )22 2k k 2k k 1< + < + nªn ( )2k 2k+ kh«ng thÓ lµ b×nh ph­¬ng cña mét sè nguyªn, m©u thuÉn 

víi (*). Do ®ã gi¶ sö lµ sai. 
Tõ ®©y ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh. 
 

5. (IMO 1987) 
Cho n lµ mét sè nguyªn kh«ng nhá h¬n 3. Chøng minh r»ng cã mét tËp hîp n ®iÓm trong mÆt 
ph¼ng sao cho kho¶ng c¸ch gi÷a hai ®iÓm bÊt k× lµ mét sè v« tØ vµ mçi tËp 3 ®iÓm bÊt kú ®Òu x¸c 
®Þnh mét tam gi¸c kh«ng suy biÕn mµ diÖn tÝch cña nã lµ 1 sè h÷u tØ. 
Lêi gi¶i 

Tr­íc hÕt ta chøng minh bæ ®Ò: “NÕu M kh«ng lµ sè chÝnh ph­¬ng th× M  lµ sè v« tØ”. 

ThËt vËy, ta gi¶ sö M  lµ sè h÷u tØ. 
V× M kh«ng lµ sè chÝnh ph­¬ng nªn ta cã thÓ t×m ®­îc sè nguyªn p sao cho M chia hÕt cho 

2a 1p + , nh­ng M kh«ng chia hÕt cho 2a 2p + , víi a 0≥ . 

Ta ®Æt: 2a

MN
p

=  th× khi ®ã a

MN
p

=  còng lµ sè h÷u tØ. 

Do ®ã tån t¹i sè nguyªn tè q sao cho N chia hÕt cho q, nh­ng N kh«ng chia hÕt cho q2. 

Cho 
rN
s

= , víi (r, s) = 1, ta cã: 2 2r s N= .            (*) 

V× N chia hÕt cho q, nªn 2r  chia hÕt cho q; mµ q lµ sè nguyªn tè nªn r chia hÕt cho q, suy ra 2r  
chia hÕt cho 2q . KÕt hîp víi (*) cã 2s  chia hÕt cho q; mµ q lµ sè nguyªn tè nªn s chia hÕt cho q. 
VËy r vµ s cã thõa sè chung, m©u thuÉn víi (r, s) = 1. 
Suy ra ®iÒu gi¶ sö lµ sai. 
Nh­ vËy bæ ®Ò ®· ®­îc chøng minh. 
B©y giê ta ®i gi¶i bµi to¸n. 
Trong mÆt ph¼ng ta gäi xn lµ ®iÓm cã to¹ ®é (n, n2) víi n = 1, 2, 3,....Ta sÏ chøng minh r»ng 
kho¶ng c¸ch gi÷a hai ®iÓm bÊt k× nh­ thÕ lµ mét sè v« tØ, vµ tam gi¸c ®­îc x¸c ®Þnh bëi 3 ®iÓm 
bÊt k× trong chóng lµ mét sè h÷u tØ kh¸c 0. 
LÊy n > m. Ta cã n mx x−  lµ ®é dµi c¹nh huyÒn cña mét tam gi¸c cã hai c¹nh vu«ng gãc lµ        

n – m vµ ( )( )2 2n m n m n m− = − + . 

Do ®ã, ( ) ( )2
n mx x n m 1 n m− = − + + . Ta l¹i cã: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2n m n m 1 n m 1 n m 1 2 n m+ < + + < + + = + + + +  

Nªn ( )2n m 1+ +  kh«ng ph¶i lµ sè chÝnh ph­¬ng. 

Do ®ã ( )2n m 1+ +  lµ sè v« tØ. 

Ha Thinh
Rectangle

Ha Thinh
Rectangle



BÊt ®¼ng thøc “kÑp gi¸ trÞ”   

 
NguyÔn Anh TuyÕn_To¸n (08-11)_THPT Chuyªn Th¸i B×nh 

3

§Ó tiÕp tôc gi¶i bµi to¸n, ta lÊy 3 sè a, b, c sao cho a < b < c. 
Gäi B lµ ®iÓm (b, a2), C lµ ®iÓm (c, a2) vµ D lµ ®iÓm (c, b2). Ta cã: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

a b c a c a b b c bx x x x x C x x B x x D x DCB

2 2 2 2 2 2
2 2

S S S S S

c a b a c b
c a b a c b c b b a

2 2 2

= − − −

− − −
= − − − − − − − −

 

lµ sè h÷u tØ. Ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh. 
 

6. (T3/372THTT) 

T×m c¸c sè nguyªn x, y tho¶ m·n ®iÒu kiÖn n n nx x ... x y+ + + =  (1) (gåm m dÊu c¨n) víi m, n 
lµ c¸c sè tù nhiªn lín h¬n 2. 
Lêi gi¶i 
Ø NhËn xÐt nÕu (1) cã nghiÖm ©m (x; y) (x < 0; y < 0) (n lÎ) th× (-x; -y) lµ nghiÖm d­¬ng 

cña (1). 
Ø Ta cã (x; y) = (0; 0) là mét nghiÖm cña (1). 
Ø NÕu 1) cã nghiÖm d­¬ng x > 0; y > 0.  

Râ rµng nx y< . Ta cã: ( ) n nn n1 x x ... x y x⇔ + + + = −  (m – 1 dÊu c¨n)       (2) 

V× x, y nguyªn d­¬ng nªn hai vÕ cña (2) ®Òu lµ c¸c sè nguyªn d­¬ng. LËp luËn t­¬ng tù 

dÉn ®Õn n nx x+  vµ n x  lµ hai sè nguyªn d­¬ng. 

§Æt a = n x , b = n nx x+  th× *a, b N∈ . 

Do n > 2 nªn ( )n n na 1 a a a+ > + > ⇒ nna 1 a a a+ > + > , tøc lµ a + 1 > b > a      (3) 

Râ rµng (3) kh«ng x¶y ra víi a, b nguyªn d­¬ng. VËy (1) kh«ng cã nghiÖm nguyªn 
d­¬ng. Do ®ã theo nhËn xÐt trªn (1) còng kh«ng cã nghiÖm ©m. 

Nh­ vËy: (x; y) = (0; 0) là nghiÖm cÇn t×m. 
NhËn xÐt: Bài to¸n trªn cã thÓ gi¶i víi n = 2. 

 
Bµi tËp vËn dông 

7. Chøng minh r»ng sè 4 3 2n 2n 2n 2n 1+ + + +  kh«ng lµ sè chÝnh ph­¬ng. 
8. Chøng minh r»ng tæng c¸c b×nh ph­¬ng cña bèn sè tù nhiªn liªn tiÕp kh«ng lµ sè chÝnh ph­¬ng. 
9. Chøng minh r»ng phÇn nguyªn cña c¨n bËc bèn cña tÝch 8 sè tù nhiªn liªn tiÕp b»ng 2n 7n 6+ + , 

trong ®ã n lµ sè bÐ nhÊt trong 8 sè ®· cho. 
(Tõ bµi to¸n nµy, ta suy ra mÖnh ®Ò: “TÝch 8 sè tù nhiªn liªn tiÕp kh«ng ph¶i lµ luü thõa bËc 4 
cña mét sè nguyªn”) 

10. (§Ò ®Ò nghÞ Olympic 30 – 4, 2003) 

T×m tÊt c¶ c¸c sè h÷u tØ d­¬ng x, y sao cho x + y vµ 
1 1
x y

+  lµ sè nguyªn. 

11. ( Balkan , Sennior , 1995) 
Cho hai sè nguyªn d­¬ng m, n tho¶ m·n m  > n vµ m + n lµ sè ch½n. Chøng minh r»ng c¸c 

nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh ( )( ) ( )22 2 2 2x m m 1 x n 1 n 1 0− − + − − − + =  

®Òu lµ c¸c sè nguyªn, nh­ng kh«ng lµ sè chÝnh ph­¬ng. 
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II. Gi¶i ph­¬ng tr×nh 
1. Gi¶i ph­¬ng tr×nh nghiÖm nguyªn: 4 2 2x x 1 y+ + =  

Lêi gi¶i 
V× 2x 0≥  víi mäi x nªn: 

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

4 2 2 4 2 4 2 2

2 22 4 2 2

2 22 2 2

x x 1 x 1 x x 1 x x 1 x

x x x 1 x 1

x y x 1

+ + − + < + + ≤ + + +

⇔ < + + ≤ +

⇔ < ≤ +

 

Do ®ã: ( ) ( )2 22 2 4 2 2 2y x 1 x x 1 x 1 x 0 x 0= + ⇔ + + = + ⇔ = ⇔ = .  

Suy ra y = 1 hoÆc y = - 1. 
NghiÖm nguyªn x, y cÇn t×m lµ (0; 1); (0; - 1). 
 

2.  (Bµi 1(61) TTT2) 
T×m nghiÖm nguyªn cña ph­¬ng tr×nh: 2 39x 6x y+ = .           (1) 
Lêi gi¶i 

Ta cã ( ) ( )2 31 3x 1 y 1⇔ + = + .              (2) 

V× ( )23x 1 0+ ≥  nªn y 1≥ − . 

Ø NÕu y = -1 th× 3x + 1 = 0, lo¹i. 
Ø NÕu y = 0 th× x = 0. 

Ø NÕu y = 1 th× ( )23x 1 2+ = , lo¹i. 

Ø XÐt y 2≥ . 

Ta cã: ( ) ( ) ( )( )2 22 3x 1 y 1 y y 1⇔ + = + − + . §Æt ( )2d y 1, y y 1= + − + . 

Ta cã: ( ) ( )( )2 2y 1 y y 1 d+ − − + M , hay 3y dM . 

Suy ra ( )( )3 y 1 3y d+ − M , hay 3 dM . VËy d = 1 hoÆc d = 3. 

Theo (1) th× 3y 3M  nªn y 3M , suy ra d = 1.VËy cã sè tù nhiªn a, b ®Ó: 
2

2 2

y 1 a
y y 1 b

 + =


− + =
. 

Víi y 2≥  th× 2 2 2y 2y 1 y y 1 y− + < − + <  nªn ( )2 2 2y 1 b y− < < , v« lÝ. 

Tãm l¹i, ph­¬ng tr×nh ®· cho cã nghiÖm duy nhÊt lµ (x; y) = (0; 0). 
 

3. T×m p P∈  ®Ó tæng c¸c ­íc tù nhiªn cña p4 lµ sè chÝnh ph­¬ng. 
Lêi gi¶i 
Sè p4 cã 5 ­íc tù nhiªn lµ 1, p, p2, p3, p4. Gi¶ sö 2 3 4 21 p p p n+ + + =  víi n lµ sè tù nhiªn.  

Khi ®ã: 
( ) ( )
( ) ( )

22 2 2 3 4 4 3 2 2

22 2 2 3 4 4 2 3 2 2

2n 4n 4 4p 4p 4p 4p 4p p 2p p

2n 4n 4 4p 4p 4p 4p p 4 4p 8p 4p 2p p 2

 = = + + + > + + = +

 = = + + + < + + + + + = + +

 

Suy ra: ( )222p p+ ( ) ( )22 22n 2p p 2< < + +  

( ) ( )22 22n 2p p 1⇒ = + + 2 4 3 24n 4p 4p 5p 2p 1⇒ = + + + + . 

MÆt kh¸c: 2 2 3 44n 4 4p 4p 4p= + + +  nªn 2p 2p 3 0 p 3− − = ⇒ = . 
VËy p = 3 th× tho¶ m·n ®Ò bµi. 
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4. Chøng minh víi mäi sè tù nhiªn n ta cã: n n 1 4n 2   + + = +    . 

Lêi gi¶i 
Tr­íc hÕt ta chøng minh n n 1 4n 2+ + < +            (1) 
ThËt vËy,  

( ) 21 2 n n 2n 1⇔ + < +  
2 24n 4n 4n 4n 1⇔ + < + +  (lu«n ®óng). 

Tõ (1) suy ra n n 1 4n 2   + + ≤ +    . 

Gi¶ sö n n 1 4n 2   + + < +     

Khi ®ã tån t¹i sè nguyªn d­¬ng m ®Ó: 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

2

22 22

2

2

n n 1 m 4n 2

2 n n 1 m 2n 1 2n 1

2n 4n n 1 m 2n 1 4n n 1 1 2n 1

m 2n 1 2n 1

m 2 2n 1

+ + < ≤ +

⇔ + < − + ≤ +

 ⇒ < + < − + ≤ + + = + 
⇒ − + = +

⇒ = +

 

Suy ra m lµ sè ch½n, m cã d¹ng m = 2m1 
2

12m 2n 1⇒ = +  (m©u thuÉn). 

VËy n n 1 4n 2   + + = +     víi mäi sè tù nhiªn n. 

NhËn xÐt : V× “phÇn nguyªn” chÝnh lµ mét gi¸ trÞ bÞ kÑp nªn cã nhiÒu bµi to¸n sÏ lµm chóng ta 
hiÓu nhÇm ®ã lµ sö dông ph­¬ng ph¸p “kÑp gi¸ trÞ”. 
 
Bµi tËp ¸p dông 
Gi¶i ph­¬ng tr×nh nghiÖm nguyªn sau: 
a) 4 3 2 2x 2x 2x x 7 y+ + + + =     

b) 2 4 3 2x x y y y y+ = + + +   

c) 4 4 4 2 2 2 2x y z 2x x 3x 4z 1 0− + + + + + =   

d) ( ) ( )2 2 2 2x y z 2xy 2x z 1 2y z 1 t+ + + + − + + = (x, y, z, t lµ c¸c sè nguyªn d­¬ng) 

 
Chó ý: ë bµi viÕt nµy t«i chØ tr×nh bµy nh÷ng bµi to¸n liªn quan ®Õn sè chÝnh ph­¬ng, nh­ng bÊt 
®¼ng thøc “kÑp gi¸ trÞ” cßn ®Ó gi¶i nhiÒu d¹ng ph­¬ng tr×nh kh¸c nh­ liªn quan ®Õn lËp ph­¬ng 
cña mét sè, tÝch cña hai sè nguyªn…. 
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III. Mét sè bµi to¸n kh¸c 
1. (Bµi 1(63) TTT2) 

T×m c¸c sè nguyªn d­¬ng x vµ y sao cho c¸c sè x2 + 3y vµ y2 + 3x ®Òu lµ sè chÝnh ph­¬ng. 
Lêi gi¶i 

Gi¶ sö x y≥ .  Ta cã: ( )22 2 2x x 3y x 3x x 2< + ≤ + < + .  

Suy ra: ( )22x 3y x 1+ = + ⇒ 3y = 2x + 1.   

Do ®ã 3y lÎ dÉn ®Õn y lÎ.  
§Æt y = 2z + 1 ( )z N∈  th× x = 3z + 1. 

Ø NÕu z = 0 th×  x = y =1. Khi ®ã: x2  + 3y = y2 + 3x =22, tho¶ m·n. 

Ø NÕu z > 0. V× ( ) ( )2 222z 2 4z 13z 4 2z 4+ < + + < +  

nªn ( )22 2y 3x 4z 13z 4 2z 3 z 5+ = + + = + ⇔ = . Khi ®ã x = 16 vµ y = 11. 

VËy ph­¬ng tr×nh cã nghiÖm (x, y) lµ (1, 1); (16, 11). 
2. T×m tÊt c¶ c¸c hµm sè t¨ng * *f : N N→  tho¶ m·n hai ®iÒu kiÖn sau: 

1) ( ) ( ) *f 2n n f n n N .= + ∀ ∈    

2) NÕu f(n) lµ sè chÝnh ph­¬ng th× n lµ sè chÝnh ph­¬ng. 
Lêi gi¶i  
Gi¶ sö f lµ hµm sè tho¶ m·n mäi yªu cÇu bµi to¸n. Do f lµ t¨ng thùc sù nªn víi mäi *n N∈ , ta cã: 

( ) ( ) ( ) ( )f n f n 1 ... f 2n f n n< + < < = + . 

Do ( ) ( ) ( )f n , f n 1 ,..., f 2n+  ®Òu lµ c¸c sè nguyªn d­¬ng mµ ( ) ( )f 2n f n n− =  nªn suy ra: 

( ) ( )f n 1 f n 1 n 1, 2,...+ = + ∀ =              (1) 

§Æt f(1) = a. Dùa vµo (1) suy ra: ( )f n a n 1= + −             (2) 

Trong (2) thay n bëi 2a a 2+ + , ta cã: ( ) ( )22 2f a a 2 a a a 2 1 a 1+ + = + + + − = + . 

Do ( )2a 1+  lµ sè chÝnh ph­¬ng, nªn tõ gi¶ thiÕt 2) suy ra 2a a 2+ +  lµ sè chÝnh ph­¬ng. 

MÆt kh¸c: ( )22 2a a a 2 a 1< + + ≤ + , nªn ( )22a a 2 a 1 a 1+ + = + ⇒ = . 

Thay l¹i vµo (2) ta cã: ( )f n n= . 

§¶o l¹i , hµm sè ( )f n n=  tho¶ m·n mäi yªu cÇu ®Ò bµi. 

VËy f(n) = n lµ hµm sè duy nhÊt tho¶ m·n mäi yªu cÇu ®Ò bµi. 
 
3. (Cuéc thi To¸n sinh viªn MÜ vµ Cana®a) 

Víi mäi sè nguyªn d­¬ng n, ta ®Þnh nghÜa ( ) 2mnnd −= ,trong ®ã m lµ sè nguyªn d­¬ng lín nhÊt 

sao cho nm2 ≤ . Cho sè nguyªn d­¬ng b0 , ta thiÕt lËp d·y ,...b,...,b,b k10  víi ( )kk1k bdbb +=+ . 
Nh÷ng gi¸ trÞ b0 nh­ thÕ nµo th× d·y trªn cã bi lµ h»ng sè víi i ®ñ lín? 
Lêi gi¶i 
Tr¶ lêi: b0 lµ sè chÝnh ph­¬ng. 
ThËt vËy, nÕu bk  lµ sè chÝnh ph­¬ng th× ( ) 0bd k = , do ®ã ( ) kkk1k bbdbb =+=+  vµ d·y trªn cã 
c¸c sè h¹ng h»ng sè kÓ tõ vÞ trÝ thø k. Cßn nÕu bk  kh«ng lµ sè chÝnh ph­¬ng th× cã sè m ®Ó bk n»m 
gi÷a c¸c gi¸ trÞ m2 vµ (m + 1)2, do ®ã ta cã thÓ viÕt rmb 2

k +=  ( m2r1 ≤≤ ).  

Suy ra, r2mb 2
1k +=+ . 

Nh­ng ta cã ( )2
1k

2 2mbm +<< +  vµ ( )2
1k 1mb +≠+ , do ®ã sè bk+1  kh«ng lµ sè chÝnh ph­¬ng( vµ 

lín h¬n bk).  
Tõ ®©y suy ra c©u tr¶ lêi. 

Ha Thinh
Rectangle

Ha Thinh
Rectangle
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Bªn c¹nh c¸c bµi to¸n trªn, ta còng cã c¸c bµi to¸n cô thÓ kh¸c: 
4. T×m tÊt c¶ c¸c sè tù nhiªn cã bèn ch÷ sè A abcd= , tho¶ m·n hai ®iÒu kiÖn sau: 

1) ( )2abd b d 2a= + −      2) A + 72 lµ sè chÝnh ph­¬ng. 

H­íng dÉn 

V× a 1;b 9;d 9≥ ≤ ≤ nªn b + d – 2a, do ®ã ( )2 2b d 2a 16+ − ≤ .  

KÕt hîp víi 1) suy ra: 2 210 abd 16≤ ≤          (1) 
Do A + 72 lµ sè chÝnh ph­¬ng nªn ch÷ sè tËn cïng cña nã chØ cã thÓ lµ mét trong c¸c sè sau  
{ }0,1,4,5,6,9 . V×  lÏ ®ã { }d 0,1,5,6∉          (2) 

Tõ (1) vµ (2) suy ra: { }2 2abd 12 ,13∈ . 

+ NÕu 2abd 12 144= = (lo¹i, v× khi ®ã ( )2144 4 4 2≠ + − ). 

+ NÕu 2abd 13 169= = (tho¶ m·n, v× ( )2169 9 6 2= + − ). 

§Æt A + 72 = n2.            (3) 
Do d 9 A= ⇒ lÎ n⇒ lÎ. Tõ (3) suy ra: 

2 2 21609 72 A 72 16c9 72 1699 72 1681 A 72 1771 41 n 43+ ≤ + = + ≤ + ⇒ ≤ + ≤ ⇒ ≤ ≤    (4) 
Do n lÎ, kÕt hîp víi (4) suy ra n = 41. VËy A = 1609 lµ sè duy nhÊt cÇn t×m. 

5. T×m tÊt c¶ c¸c sè nguyªn d­¬ng N cã ba ch÷ sè sao cho céng c¸c ch÷ sè cña N víi N vµ víi sè 
®­îc viÕt bëi c¸c ch÷ sè N nh­ng theo thø tù ng­îc l¹i, th× ta ®­îc mét sè chÝnh ph­¬ng. 

6. T×m sè chÝnh ph­¬ng d¹ng aabc (a > c; b lÎ) 
7. (IMO 1997) Cho c¸c sè nguyªn d­¬ng a, b tho¶ m·n 2 2a b+  chia cho a + b cã th­¬ng lµ q vµ sè 

d­ lµ r. H·y x¸c ®Þnh tÊt c¶ c¸c cÆp (a, b) tho¶ m·n 2q r 1977+ = . 
Bµi tËp vËn dông 

8.  (T1/369 TH&TT) 
Víi mçi sè tù nhiªn n lín h¬n 6, gäi An lµ tËp hîp c¸c sè tù nhiªn nhá h¬n n vµ kh«ng nhá h¬n 
n
2

. H·y t×m sao cho trong An kh«ng cã sè chÝnh ph­¬ng nµo. 

9. Víi n lµ sè nguyªn d­¬ng bÊt k×, ta viÕt n m r= + , víi m lµ sè nguyªn vµ 0 r 1≤ < . DÜ nhiªn m 

vµ r phô thuéc n. VÝ dô, nÕu n = 20, n 4 0, 4721...= + , tøc m = 4; r = 0,4721... . Chøng minh 
r»ng nÕu n lµ béi cña m th× hoÆc n lµ sè chÝnh ph­¬ng, hoÆc n nhá h¬n mét sè chÝnh ph­¬ng 1 
®¬n vÞ, hoÆc n lµ tÝch cña hai sè nguyªn liªn tiÕp. 

10. T×m bèn sè tù nhiªn cã tÝnh chÊt : “B×nh ph­¬ng mçi sè trong chóng céng víi ba sè cßn l¹i lµ sè 
chÝnh ph­¬ng”. 

11. (§Ò ®Ò nghÞ Olympic 30 – 4, 2007) 
Cho c¸c sè nguyªn 1 2 nx , x ,..., x  lµ c¸c sè nguyªn tho¶ m·n: 

( )( )2 2 2 3 2
1 2 n 1 2 nx x ... x n 2n 1 x x ... x n+ + + + ≤ − + + + +        (1) 

Chøng minh r»ng: 1 2 nS x x ... x n 1= + + + + +  kh«ng lµ sè chÝnh ph­¬ng. 
12. (V« ®Þch To¸n Cana®a, 1998) 

Cho sè nguyªn d­¬ng m. XÐt d·y { }( )0na n ≥  x¸c ®Þnh bëi: 

1n,1aama;ma;0a nn
2

1n10 ≥−−=== +  

Chøng minh r»ng cÆp thø tù (a, b) c¸c sè nguyªn kh«ng ©m, víi ba ≤ ,lµ mét nghiÖm cña ph­¬ng 

tr×nh 2
22

m
1ab
ba

=
+

+
 khi vµ chØ khi ( ) ( )1nn a,ab,a += , víi 0n ≥  nµo ®ã. 

13.  (APMO 1999) X¸c ®Þnh tÊt c¶ c¸c cÆp sè nguyªn (a, b) sao cho hai sè a2 + 4b vµ b2 + 4a ®Òu lµ 
nh÷ng sè chÝnh ph­¬ng. 

Ha Thinh
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