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                                                                                         L£ XU¢N §¹I 

                                                                                          (GV THPT Chuyªn VÜnh Phóc) 

BÊt ®¼ng thøc (B§T) lµ mét trong nh÷ng d¹ng to¸n th­êng cã trong c¸c ®Ò thi §H- 

C§. C¸c thÝ sinh cña chóng ta ®Òu rÊt sî vµ lóng tóng khi gÆp ph¶i bµi to¸n chøng minh 

B§T hoÆc t×m gi¸ trÞ lín nhÊt, nhá nhÊt. §¬n gi¶n lµ do c¸c bµi to¸n vÒ B§T th­êng lµ bµi 

to¸n khã trong ®Ò thi, nh»m ph©n lo¹i vµ chän ®­îc c¸c häc sinh kh¸ giái. Th­êng th× c¸c sÜ 

tö kh«ng biÕt b¾t ®Çu tõ ®©u ®Ó gi¶i quyÕt bµi to¸n vÒ B§T. Bµi viÕt nµy muèn hÖ thèng cho 

c¸c b¹n c¸c ph­¬ng ph¸p c¬ b¶n vµ mét sè d¹ng bµi tËp vÒ B§T. Hy väng sÏ gióp c¸c em 

häc sinh líp 12 ®¹t kÕt qu¶ cao trong k× thi §H- C§ s¾p tíi. 

Nh÷ng lêi khuyªn bæ Ých khi häc vÒ B§T: 

1. N¾m ch¾c c¸c tÝnh chÊt c¬ b¶n cña B§T 

2. N¾m v÷ng c¸c ph­¬ng ph¸p c¬ b¶n chøng minh B§T nh­: PP biÕn ®æi t­¬ng 

®­¬ng; PP sö dông B§T C« si;  PP sö dông ®¹o hµm� 

3. §Æc biÖt chó träng vµo «n tËp c¸c kü thuËt sö dông B§T C« si, lu«n biÕt ®Æt vµ tr¶ 

lêi c¸c c©u hái nh­: khi nµo ¸p dông; ®iÒu kiÖn cho c¸c biÕn lµ g×; dÊu b»ng x¶y ra khi nµo; 

nÕu ¸p dông thÕ th× cã x¶y ra dÊu b»ng kh«ng; t¹i sao l¹i thªm bít nh­ vËy� 

4. Lu«n b¾t ®Çu víi c¸c B§T c¬ b¶n (®iÒu nµy v« cïng quan träng); häc thuéc mét sè 

B§T c¬ b¶n cã nhiÒu ¸p dông nh­ng ph¶i chó ý ®iÒu kiÖn ¸p dông ®­îc, ch¼ng h¹n nh­: 

* 2 2 2a b c ab bc ca   (1)      víi mäi a,b,c 

* 2(a b c) 3(ab bc ca)   (2)      víi mäi a,b,c 

* 2 2 2 2(a b c) 3(a b c )   (3)      víi mäi a,b,c 

* 
1 1 4 1 1 1 9

;   (4)
a b a b a b c a b c
    

  
 víi mäi a,b,c d­¬ng 

* 2 2 2 2 2 2a x b y (a b) (x y)   (5)        víi mäi a,b,x,y. 

 * 
2 2 2x y (x y)

  (6)
a b a b


 


 víi mäi a,b d­¬ng vµ x,y bÊt kú 
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 * 
2 2 2 2x y z (x y z)

  (7)
a b c a b c

 
  

 
 víi mäi a,b,c d­¬ng vµ x,y,z bÊt kú 

 ��� 

DÊu b»ng x¶y ra ë c¸c B§T (1), (2), (3) vµ (4) lµ a=b=c. 

DÊu b»ng x¶y ra ë B§T (5) vµ (6) lµ 
x y

a b
 ; ë (7) lµ 

x y z

a b c
     (víi mÉu kh¸c 0). 

(C¸c em h·y b¾t tay ngay vµo viÖc chøng minh c¸c B§T c¬ b¶n trªn nhÐ. H·y t×m cho m×nh 

mét c¸ch gi¶i nhÊt qu¸n, nhí nã vµ khi lµm bµi thi ®Òu ph¶i chøng minh l¹i, råi míi ®­îc ¸p 

dông) 

 Tr­íc hÕt xin ®­a ra 3 ph­¬ng ph¸p th«ng dông nhÊt ®Ó chøng minh B§T  

I. Ph­¬ng ph¸p biÕn ®æi t­¬ng ®­¬ng:  

1. Ph­¬ng ph¸p chung 

§Ó chøng minh A B  ta th­êng thùc hiÖn theo mét trong hai c¸ch sau: 

C¸ch 1: Ta chøng minh A B 0  . §Ó lµm ®­îc ®iÒu nµy ta th­êng sö dông h»ng ®¼ng thøc 

®Ó ph©n tÝch A B thµnh tæng hoÆc tÝch cña nh÷ng biÓu thøc kh«ng ©m. 

C¸ch 2: XuÊt ph¸t tõ mét B§T ®óng nµo ®ã ta biÕn ®æi ®Õn B§T cÇn chøng minh. §èi víi 

c¸ch nµy th­êng cho ta lêi gi¶i kh«ng ®­îc tù nhiªn cho l¾m vµ th­êng sö dông khi c¸c biÕn 

cã nh÷ng rµng buéc ®Æc biÖt. 

Chó ý: Mét sè kÕt qu¶ hay sö dông 

 * 2x 0  víi mäi x  vµ 2x 0 x 0    

 * x 0  víi mäi x  vµ x 0 x 0    

2. Mét sè vÝ dô 

VÝ dô 1: Chøng minh r»ng víi mäi a,b  ta cã: 2 2a b 2ab    (1) 

Gi¶i: Ta cã 2 2 2 2 2a b 2ab (a b) 0 a b 2ab          (®pcm). 

§¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi a=b. 

ThËt ®¬n gi¶n ph¶i kh«ng c¸c b¹n, nÕu tinh ý thªm mét chót th«i c¸c b¹n sÏ t×m ra nh÷ng 

kÕt qu¶ tæng qu¸t h¬n vµ niÒm tin ®Ó v­ît qua bµi B§T trong ®Ò thi §H lµ hoµn toµn kh¶ thi. 

Cô thÓ lµ víi ba sè thùc a,b,c bÊt kú ta cã 2 2a b 2ab  ; 2 2b c 2bc   vµ 2 2a c 2ac   

Céng tõng vÕ cña 3 B§T ta ®­îc kÕt qu¶ sau: 2 2 2a b c ab bc ca        (2) 
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Cã thÓ thÊy ngay cã hai B§T t­¬ng ®­¬ng víi (2) rÊt quen thuéc lµ 

2(a b c) 3(ab bc ca)   (3)      víi mäi a,b,c 

2 2 2 2(a b c) 3(a b c )   (4)       víi mäi a,b,c 

Chóng ta sÏ nãi thªm øng dông tuyÖt vêi cña 3 B§T (2), (3) vµ (4) ë nh÷ng phÇn sau 

VÝ dô 2: Chøng minh r»ng víi mäi a,b,c  ta cã: 
4 4 4a b c abc(a b c)      

Gi¶i: ¸p dông liªn tiÕp B§T (2) trong vÝ dô 1 ta ®­îc: 

                  

4 4 4 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

a b c (a ) (b ) (c )

a b b c c a (ab) (bc) (ac)

ab.bc ab.ac bc.ac abc(a b c)

    

     

     

 

Nh­ vËy nÕu ®Ò thi hái c¸c b¹n mét bµi nh­ sau: 

�Cho 3 sè a,b,c tho¶ m·n a b c 1   . Chøng minh r»ng: 4 4 4a b c abc   � th× ch¾c 

c¸c b¹n ®· cã c¬ héi cao ®Ó ®¹t ®iÓm 10 råi!  (h·y cø tù tin lªn nµo) 

VÝ dô 3: Chøng minh r»ng víi mäi a,b 0  ta cã: 

3 3 2 2a b a b ab    

Gi¶i: Ta biÕn ®æi 
3 3 2 2 2a b a b ab (a b) (a b) 0       , suy ra ®pcm. 

NhËn xÐt: B§T trªn thËt ®¬n gi¶n nh­ng còng cã kh¸ nhiÒu øng dông víi c¸c bµi to¸n khã 

h¬n, ch¼ng h¹n ta xÐt 3 bµi to¸n sau: 

Bµi 1. Cho a,b,c 0 . Chøng minh r»ng:  

3 3 3 3 3 3

1 1 1 1

a b abc b c abc a c abc abc
  

     
 

H­íng gi¶i: Ta cã 3 3 2 2 3 3a b a b ab ab(a b) a b abc ab(a b c)            

Suy ra 
3 3

1 1
a b abc ab(a b c)


   

.  

Cïng hai B§T t­¬ng tù ta ®­îc 

1 1 1 1
VT

ab(a b c) bc(a b c) ac(a b c) abc
   

     
   (®pcm). 

    Xin ®­a ra thªm hai hÖ qu¶ cña bµi to¸n trªn (coi nh­ bµi tËp cho c¸c b¹n luyÖn tËp) 

 * Cho a,b,c 0  tho¶ m·n abc=1. Khi ®ã: 
3 3 3 3 3 3

1 1 1
1

a b 1 b c 1 a c 1
  

     
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 * Cho a,b,c 0  tho¶ m·n abc=1. Khi ®ã: 
1 1 1

1
a b 1 b c 1 a c 1

  
     

  

                                                    (che dÊu b¶n chÊt h¬n) 

Bµi 2. Cho a,b,c kh«ng ©m tho¶ m·n a b c 2009   . T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña biÓu thøc 

3 3 3 3 3 33 3 3P 4(a b ) 4(b c ) 4(a c )       

H­íng gi¶i: Míi nh×n B§T ta c¶m thÊy rÊt khã kh¨n v× cã c¨n bËc 3 vµ ®iÒu quan träng lµ 

ph¶i sö lÝ ®­îc biÓu thøc trong dÊu c¨n. BÊt ®¼ng thøc 3 3 2 2a b a b ab    cho ta mét �manh 

mèi� ®Ó gi¶i quyÕt bµi to¸n, nh­ng nÕu ¸p dông nguyªn si th× ch­a æn. Ta biÕn ®æi mét chót 

B§T nµy 

3 3 2 2 3 3 2 2 3 3 3a b a b ab 3(a b ) 3(a b ab ) 4(a b ) (a b)            

Nh­ vËy ta cã thu ®­îc B§T 3 3 34(a b ) (a b)   .  

Ch¾c c¸c b¹n còng ®ång ý víi t«i r»ng phÐp biÕn ®æi ®ã rÊt tù nhiªn.  

B©y giê ¸p dông B§T võa t×m ®­îc ta cã 

3 3 3 3 3 33 3 3P 4(a b ) 4(b c ) 4(a c ) (a b) (b c) (c a) 2(a b c) 4018                 

§¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi 
2009

a b c
3

   .  

VËy GTNN cña P b»ng 4018. 

Bµi to¸n tæng qu¸t: Cho a,b,c kh«ng ©m tho¶ m·n a b c k   . T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña  

3 3 3 3 3 33 3 3P m(a b ) m(b c ) m(a c )       

( m,k  lµ c¸c h»ng sè d­¬ng cho tr­íc) 

Bµi 3. Gäi A,B,C lµ ba gãc cña mét tam gi¸c bÊt k×. T×m gi¸ trÞ lín nhÊt cña 

3 3 3

3 3 3

sin A sin B sin C
P

A B C
cos cos cos

2 2 2

 


 

 

H­íng gi¶i: §©y qu¶ lµ mét bµi to¸n khã, ta h·y mß mÉm theo c¸c ®Çu mèi nhá nhÐ 

* Thø nhÊt: Ta ®· cã mét ®¸nh gi¸ rÊt quen thuéc trong tam gi¸c: 

C A B C
sin A sin B 2cos .cos 2cos

2 2 2


    
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 * Thø hai: C¸c c¨n bËc 3 gîi ý ta nghÜ tíi B§T: 
3 33a b 4(a b )    

Nh­ vËy, ta cã 3 3 3 3 3
C C

sin A sin B 4(sin A sin B) 4.2cos 2. cos
2 2

      

T­¬ng tù ta cã 3 3 3
A

sin B sin C 2. cos
2

   vµ 3 3 3
B

sin A sin C 2. cos
2

   

Céng tõng vÕ 3 B§T trªn ta ®­îc  

3 3 3 3 3 3
A B C

sin A sin B sin C cos cos cos
2 2 2

      

VËy P 1 . DÊu b»ng x¶y ra khi vµ chØ khi A=B=C, tøc lµ tam gi¸c ABC ®Òu 

VÝ dô 4: Chøng minh r»ng víi a,b,c  lµ 3 c¹nh mét tam gi¸c bÊt kú ta cã:  

2 2 2ab bc ca a b c 2(ab bc ca)         

Gi¶i: B§T bªn tr¸i ®· chøng minh, ®Ó chøng minh B§T bªn ph¶i ta xuÊt ph¸t tõ mét B§T 

c¬ b¶n trong tam gi¸c lµ b c a b c    . 

* NÕu sö dông b c a   th× ta biÕn ®æi nh­ sau:                

    2 2 2 2 2 2 2a b c a (b c) b c 2bc a b c 2bc             

T­¬ng tù 2 2 2b a c 2ac   ; 2 2 2c a b 2ab   . Céng theo tõng vÕ ba B§T ta ®­îc ®pcm. 

 * NÕu sö dông a b c   th× ta biÕn ®æi nh­ sau:             

               2a b c a ab ac     , cïng hai B§T t­¬ng tù ta cã ®pcm. 

VÝ dô 5: Chøng minh r»ng víi mäi a,b, x, y  ta cã B§T sau (B§T Minc«pxki) 

2 2 2 2 2 2a x b y (a b) (x y)          (1) 

Gi¶i: B×nh ph­¬ng hai vÕ vµ biÕn ®æi t­¬ng ®­¬ng:  

             

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

a x b y 2 (a x )(b y ) a x b y 2ab 2xy

  (a x )(b y ) ab xy   (*)

           

    
 

+ NÕu ab xy 0   th× hiÓn nhiªn (*) ®óng 

+ NÕu ab xy 0   th× 2 2 2 2 2 2(*) (a x )(b y ) (ab xy) (bx ay) 0         (lu«n ®óng) 

   VËy bµi to¸n ®­îc chøng minh.  §¼ng thøc x¶y ra khi bx=ay. 

    

pdfMachine  
 A pdf writer that produces quality PDF files with ease! 

Produce quality PDF files in seconds and preserve the integrity of your original documents. Compatible across 
nearly all Windows platforms, simply open the document you want to convert, click “print”, select the 

“Broadgun pdfMachine printer” and that’s it! Get yours now! 

http://www.pdfmachine.com?cl


Chuyªn ®Ò BÊt ®¼ng thøc                                      Biªn so¹n: ThÇy Lª Xu©n §¹i cvp 
 

 6 
 

Chó ý: Cã thÓ chøng minh B§T trªn b»ng c¸ch sö dông B§T vÐc t¬ rÊt ®¬n gi¶n nh­ sau 

(khi lµm bµi thi §H c¸c b¹n ph¶i chøng minh B§T nµy nÕu muèn dïng nã, lóc ®ã c¸c b¹n 

h·y chän mét ph­¬ng ¸n chøng minh mµ c¸c b¹n cho lµ hay vµ dÔ nhí nhÊt. OK). 

 §Æt u (a;x)


 vµ v (b; y)


, khi ®ã u v (a b;x y)   
 

.  

Tõ B§T vÐc t¬ u v u v  
   

 vµ c«ng thøc ®é dµi vÐc t¬ ta cã ngay ®pcm. 

NhËn xÐt: B§T Minc«pxki cã rÊt nhiÒu øng dông hay vµ cã thÓ gi¶i quyÕt ®­îc nhiÒu bµi 

B§T hãc bóa. Xin ®­îc minh ho¹ ®iÒu nµy qua 3 bµi to¸n sau ®©y: 

Bµi 1. Cho a,b kh«ng ©m tho¶ m·n a b 1  .  

a) Chøng minh r»ng: 2 21 a 1 b 5     

b) T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña 2 2
2 2

1 1
P a b

b a
     

H­íng gi¶i:  

a) Ta cã 2 2 2 21 a 1 b (1 1) (a b) 5        . §¼ng thøc x¶y ra khi 
1

a b
2

  . 

 b) Ta cã 

2 2
2 2 2 2

2 2

1 1 1 1 4
P a b (a b) (a b) 17

b a a b a b
   

              
   

. 

§¼ng thøc x¶y ra khi 
1

a b
2

  . VËy GTNN cña P b»ng 17 . 

Bµi 2. Cho x,y,z d­¬ng tho¶ m·n x y z 1   . Chøng minh r»ng: 

2 2 2

2 2 2

1 1 1
x y z 82

x y z
       

H­íng gi¶i: ¸p dông liªn tiÕp hai lÇn B§T (1) ta ®­îc: 

2

2 2 2 2
2 2 2

2

2

1 1 1 1 1 1
x y z (x y z)

x y z x y z

9
(x y z) 82

x y z

 
           

 

 
     

  

 

Bµi 3. Cho x,y,z d­¬ng tho¶ m·n x y z 2   . T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña  

2 2 2P 223 x 223 y 223 z       
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H­íng gi¶i: VÉn nh­ bµi 2 ta cã h­íng gi¶i quyÕt ngay nh­ sau: 

         2 2 2 2 2 2 2 2P ( 223) x ( 223) y ( 223) z (3 223) (x y z) 2009            

§¼ng thøc x¶y ra khi 
2

x y z
3

   . VËy GTNN cña P b»ng 2009 . 

* Cã lÏ kh«ng ph¶i nãi g× thªm n÷a th× c¸c b¹n còng ®· thÊy vÎ ®Ñp vµ søc m¹nh cña 

B§T Minc«pxki. Nh­ng t«i nh¾c l¹i r»ng ph¶i chøng minh l¹i B§T nµy tr­íc khi ¸p dông 

nhÐ! 

3. Bµi tËp tù luyÖn 

Bµi 1. Chøng minh r»ng: , , , , ,a b c d e R   ta cã: 

 a)  2 2 2 2 2 ( )a b c d e a b c d e        . 

 b)  
  

   
 

33 3

      ( 0).
2 2

a b a b
a b  

Bµi 2. Chøng minh r»ng: 

 a)        5 5 4 4 2 2( )( ) ( )( ),    , : 0.a b a b a b a b a b ab  

 b)  2 2

1 1 2
,   , 1.

1 1 1
a b

a b ab
   

  
 

Bµi 3. Cho  ABC. Chøng minh r»ng: 

 a) 2 2 2 3 3 3( ) ( ) ( )a b c b c a c a b a b c        . 

 b)      
2 2 2 2( ).a b c ab bc ca  

Bµi 4. Chøng minh r»ng: 

a) (a c)(b d) ab cd    , a,b,c,d 0   

  b) 2 2 2 2 2 2(a c) (b d) a b c d       , a,b,c,d R   

c) 
1 1 1 1 1

b (c a) (c a)
c a b c a

   
        

   
     0   a b c  

  d) 
b c a a b c

a b c b c a
           0   a b c  

Bµi 5. Cho a, b > 0: a + b = 2. Chøng minh r»ng a bab a b  

Bµi 6. Cho hai sè thùc a ,b tho¶ m·n a + b ≥ 2. Chøng minh r»ng : a4 + b4 ≥ a3 + b3  
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Bµi 7. Cho ba sè a ,b ,c  [0;1]. Chøng  minh r»ng : a + b + c � ab � bc � ca   1 

Bµi 8. Cho a,b,c tho¶ m·n a b c 1   . Chøng minh r»ng: 

a b c a b c

1 1 1 a b c
3

3 3 3 3 3 3
 

     
 

 

Bµi 9. Cho a,b,c d­¬ng. Chøng minh r»ng: 

2 2 2 2 2 2a ab b b bc c a ac c a b c            
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II. Ph­¬ng ph¸p sö dông bÊt ®¼ng thøc c« si 

1. BÊt ®¼ng thøc C«si 

a) Cho a 0,  b 0  . Khi ®ã 
a b

ab
2


 . §¼ng thøc x¶y ra khi a=b 

b) Cho a 0,  b 0, c 0   . Khi ®ã 3a b c
abc

3

 
 . §¼ng thøc x¶y ra khi a=b=c 

C¸c d¹ng t­¬ng ®­¬ng lµ: a b 2 ab  ; 
2

a b
ab

2

 
  
 

 

                                          3a b c 3 abc   ; 
3

a b c
abc

3

  
  
 

 

c) Tæng qu¸t: Cho n sè thùc kh«ng ©m 1 2, ,..., ( 2)
n

a a a n  . Khi ®ã ta cã 

1 2 1 2... ...    n
n n

a a a n a a a   (1) 

§¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi 1 2 ...  
n

a a a . 

Chó ý: Víi c¸c bµi thi §H- C§ th«ng th­êng chØ cÇn ¸p dông B§T C«si víi 2 hoÆc 3 sè. 

2. Mét sè vÝ dô 

VÝ dô 1: Chøng minh r»ng:  

a) 
a b

2  a,b 0
b a
      b) 

a b
2  a,b 0

b a
     

Gi¶i.   a) ¸p dông B§T C«si cho hai sè d­¬ng ta cã: 
a b a b

2 . 2
b a b a
     (®pcm) 

DÊu b»ng x¶y ra khi a=b 

 b) Ta kh«ng thÓ ¸p dông ngay B§T C«si v× chØ cã ®iÒu kiÖn a,b 0 . BiÕn ®æi t­¬ng 

®­¬ng B§T b»ng c¸ch b×nh ph­¬ng hai vÕ:  

2 2 2

2 2

a b a b a b
2 4 2

b a b a b a

 
        

 
 

§Õn ®©y theo B§T c«si th× B§T sau lµ ®óng, vËy ta cã ®pcm 

Chó ý lµ dÊu b»ng x¶y ra khi a b . 

VÝ dô 2: Cho a,b,c d­¬ng. Chøng minh r»ng: 
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a) 
1 1 4

a b a b
 


 (1)    

b) 
1 1 1 9

a b c a b c
  

 
   (2) 

Gi¶i. a) NÕu viÕt l¹i B§T cÇn chøng minh d­íi d¹ng 
1 1

(a b) 4
a b
 

   
 

 th× h­íng gi¶i quyÕt 

lµ qu¸ râ rµng. ThËt vËy, ¸p dông B§T C«si cho hai sè d­¬ng ta ®­îc 

a b 2 ab   vµ 
1 1 1

2
a b ab
  . 

Suy ra 
1 1 1

(a b) 4 ab. 4
a b ab

 
    

 
. DÊu �=� x¶y ra khi vµ chØ khi a=b 

b) Hoµn toµn t­¬ng tù víi phÇn a) b»ng c¸ch ¸p dông B§T C«si víi 3 sè. 

NhËn xÐt: Hai B§T trong vÝ dô 1 cã rÊt nhiÒu øng dông vµ còng lµ con ®­êng s¸ng t¹o ra v« 

vµn c¸c B§T hay. Cã thÓ nãi phÇn lín c¸c B§T trong ®Ò thi §H- C§ cã gèc tÝch cña hai 

B§T nµy. Nãi ra c¸c ¸p dông hay cña hai B§T nµy th× nhiÒu v« kÓ vµ kh«ng biÕt sÏ tèn kÐm 

bao giÊy mùc, t«i xin chØ dÉn chøng ra vµi bµi to¸n ®iÓn h×nh:  

Bµi 1. Cho a,b,c d­¬ng. Chøng minh r»ng: 

1 1 1 1 1 1
2

a b c a b b c a c
 

     
   

  (3) 

H­íng gi¶i: ¸p dông ba lÇn B§T (1) ta ®­îc 

1 1 4

a b a b
 


; 

1 1 4

b c b c
 


; 

1 1 4

a c a c
 


 

Céng tõng vÕ 3 B§T trªn ta ®­îc ®iÒu ph¶i chøng minh 

DÊu b»ng x¶y ra khi vµ chØ khi a=b=c. 

Cã lÏ c¸c b¹n ®· c¶m thÊy qu¸ Ên t­îng víi lêi gi¶i cña bµi to¸n, kiÕn thøc sö dông ë 

®©y lµ rÊt ®¬n gi¶n nh­ng hiÖu qu¶. NÕu tiÕp tôc ¸p dông mét lÇn n÷a B§T (3) ta ®­îc B§T 

sau: 

1 1 1 1 1 1
2

a b b c a c 2a b c a 2b c a b 2c
 

     
         

  (4) 

Tõ (3) vµ (4) ta ®­îc B§T: 
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1 1 1 1 1 1
4

a b c 2a b c a 2b c a b 2c
 

     
      

   (5) 

§Õn ®©y c¸c b¹n cã nhí tíi ®Ò thi §H khèi A n¨m 2004 kh«ng. Xin ®­a ra ®©y cho c¸c b¹n 

cã c¶m gi¸c �tróng tñ� nhÐ: 

Bµi 2. (§Ò khèi A- 2004): Cho a,b,c d­¬ng tho¶ m·n ®iÒu kiÖn  
1 1 1

1
a b c
   . 

Chøng minh r»ng: 
1 1 1

1
2a b c a 2b c a b 2c

  
     

   (6) 

Bµi 3. Cho a,b,c d­¬ng. Chøng minh r»ng: 

ab bc ac a b c

a b b c a c 2

 
  

  
     (7) 

H­íng gi¶i: Theo B§T (1) ta cã: 

1 1 1 1 ab ab 1 1 1
(a b)

a b 4 a b a b 4 a b 4
   

         
    

 

Cïng hai B§T t­¬ng tù ta ®­îc B§T (7) cÇn chøng minh. 

HÖ qu¶: NÕu cho tæng ba sè a,b,c th× t×m ®­îc GTLN cña biÓu thøc vÕ tr¸i cña (7) 

Ch¼ng h¹n ta ®­a ra bµi to¸n kh¸ hay sau: 

* Cho x,y,z d­¬ng tho¶ m·n x 2y 4z 12   . Chøng minh r»ng: 

2xy 8yz 4xz
6

x 2y 2y 4z 4z x
  

  
 

Víi bµi to¸n nµy, c¸c b¹n chØ cÇn coi a x;b 2y;c 4z    th× a b c 12    vµ B§T cÇn 

chøng minh trë thµnh: 
ab bc ac

6
a b b c a c

  
  

   

(®©y chÝnh lµ hÖ qu¶ cña (7) råi. OK) 

Bµi 4. Gäi a,b,c lµ ba c¹nh cña mét tam gi¸c, p lµ nöa chu vi tam gi¸c ®ã. Chøng minh r»ng: 

1 1 1 1 1 1
2

p a p b p c a b c
 

     
    

   (8) 

H­íng gi¶i: DÔ thÊy p a 0;p b 0;p c 0       vµ nhËn xÐt r»ng   

(p a) (p b) 2p a b c        

§iÒu nµy gîi ý ta dïng B§T (1) cho hai sè p-a vµ p-b. Cô thÓ lµ: 
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1 1 4 4

p a p b (p a) (p b) c
  

    
 

Cïng hai B§T t­¬ng tù ta ®­îc B§T (8) cÇn chøng minh 

  Bµi 5. Cho a,b,c d­¬ng. Chøng minh r»ng: 

   2 2 2 1 1 1 3
a b c a b c

a b b c c a 2
 

       
   

  (9) 

H­íng gi¶i: Ta cã  
2 2 2

2 2 2 9 3 3(a b c ) 3
VT(9) a b c . . (a b c)

2(a b c) 2 a b c 2

 
      

   
 

( do
2 2 2 2(a b c) 3(a b c )      ) 

Bµi 6. Cho x,y,z d­¬ng tho¶ m·n x y z 1   . T×m gi¸ trÞ lín nhÊt cña biÓu thøc 

x y z
P

x 1 y 1 z 1
  

  
 

H­íng gi¶i: §Ó cã thÓ ¸p dông ®­îc B§T (2) ta biÕn ®æi P nh­ sau: 

x 1 1 y 1 1 z 1 1 1 1 1
P 3

x 1 y 1 z 1 x 1 y 1 z 1

      
       

      
 

Ta cã 
1 1 1 9 9

x 1 y 1 z 1 x y z 3 4
   

     
, suy ra 

9 3
P 3

4 4
    

DÊu b»ng x¶y ra khi vµ chØ khi 
1

x y z
3

   . VËy GTLN cña P b»ng 
3

4
. 

TÊt nhiªn víi lêi gi¶i nh­ trªn c¸c b¹n cã thÓ lµm hoµn toµn t­¬ng tù víi bµi to¸n tæng qu¸t 

h¬n 

Bµi 7. Cho x,y,z d­¬ng tho¶ m·n x y z 1    vµ k lµ h»ng sè d­¬ng cho tr­íc.  

T×m gi¸ trÞ lín nhÊt cña biÓu thøc 

x y z
P

kx 1 ky 1 kz 1
  

  
 

Bµi 8. Cho a,b,c d­¬ng tho¶ m·n a b c 1   . T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña biÓu thøc 

2 2 2

1 1 1
P

a 2bc b 2ac c 2ab
  

  
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H­íng gi¶i: Ta cã ngay 
2 2 2 2

9 9
P 9

a 2bc b 2ac c 2ab (a b c)
  

      
 

DÊu b»ng x¶y ra khi 
a b c 1

a b c
a b c 1 3

 
   

  
. VËy minP 9  

Bµi 9. Cho A,B,C lµ ba gãc cña mét tam gi¸c. Chøng minh r»ng: 

1 1 1 6

2 cos2A 2 cos2B 2 cos2C 5
  

  
 

H­íng gi¶i: Ta cã 
1 1 1 9

2 cos2A 2 cos2B 2 cos2C 6 cos2A cos2B cos2C
  

     
 

DÔ chøng minh ®­îc r»ng 
3

cos2A cos2B cos2C
2

     (c¸c b¹n h·y tù chøng minh nhÐ) 

Suy ra 
1 1 1 9 6

32 cos2A 2 cos2B 2 cos2C 56
2

   
  



  (®pcm) 

Bµi 10. Cho a,b,c d­¬ng tho¶ m·n a b c 1   . Chøng minh r»ng: 

2 2 2

1 1 1 1
30

ab bc aca b c
   

 
   (10) 

H­íng gi¶i: Ta ®¸nh gi¸ vÕ tr¸i cña (10) mét c¸ch rÊt tù nhiªn nh­ sau: 

       
2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 9

ab bc ac ab bc caa b c a b c
    

    
 

       = 
2 2 2

1 1 1 7

ab bc ca ab bc ca ab bc caa b c

 
   

       
 

       
2

9 7 9 7
30

1ab bc ca 1(a b c)
3

    
  

  

      (do B§T c¬ b¶n 
21 1

ab bc ca (a b c)
3 3

       ) 

3. Bµi tËp tù luyÖn 

Bµi 1. Cho a, b, c > 0. Chøng minh r»ng:  

a) 
1 1 1

( )( ) 9a b c
a b c

     .  b)  
3

3(1 a)(1 b)(1 c) 1 abc      
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c) 
2 2 2a b c a b c

b c c a a b 2

 
  

  
  d) 

a

bc

a

cb

c

ba
cba

222

222222 






  

Bµi 2. T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña mçi biÓu thøc sau: 

   2

1
2A a

a
 víi a > 0.   

3
2

3
B x

x
 víi x > 0. 

Bµi 3.  Cho a, b, c > 0 tho¶ m·n: a + b + c = 2. T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña:   
3 3 3T a b c  

Bµi 4.  Cho x, y, z > 0: x + y + z = 1. T×m Min: 4 4 4R x y z   . 

Bµi 5.  T×m gi¸ trÞ lín nhÊt cña mçi biÓu thøc sau: 

 (3 2 );     (0 3 / 2).M x x x     

 (1 )(2 )(4 );     (0 x 1, 0 2).N x y x y y         

 3(1 ) ;     0 1.P x x x     

Bµi 6. Chøng minh r»ng víi a, b, c > 0 ta cã: 

a)  6
a b b c c a
c a b
  

       

b)  
3
2

a b c
b c c a a b

  
  

. 

        c) 
bc ca ab

a b c
a b c
                             

d)  2 2 2 1 1 1 3
a b c (a b c)

a b b c c a 2

 
       

   
 

        e) 
2 2 2 2 2 2

a b c 1 1 1 1

2 a b ca b b c c a

 
     

    
  

  f) 
2 2 2 2 2 2

a b b c c a 1 1 1

a b ca b b c c a

   
     

    
 

Bµi 7. Cho  ABC víi ba c¹nh lµ a,b,c. CMR: 3
a b c

b c a c a b a b c
  

     
. 

Bµi 8. Cho , 1a b  . Chøng minh r»ng: 1 1a b b a ab    . 

Bµi 9. Cho  ABC. Chøng minh r»ng: 

 a)  
1

( )( )( )
8

p a p b p c abc    . 
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 b)  
1 1 1 1 1 1

2( )
p a p b p c a b c

    
  

. 

Bµi 10.  Cho a,b,c 0  vµ a b c 1   . Chøng minh r»ng:  

2 2 2

1 1 1
9

a 2bc b 2ca c 2ab
  

  
 

Bµi 11. Chøng minh r»ng:  

  a) 
1

a 3
b(a b)

 


, a b 0         b) 
2

1
a 2 2

b(a b)
 


, a b 0    

 c) 
2

4
a 3

(a b)(b 1)
 

 
, a b 0        d) 

2

2

a 2
2

a 1






, a R   

e) 
2 2

4 4

x y 1

41 16x 1 16y
 

 
 x,y R    f) 2

2

1 2
(x 1) 1 16

x x

 
    

 
 0 x  

Bµi 12. Cho a,b,c 0  vµ a b c 1   . CMR: 
8

abc(a b)(b c)(c a)
729

     

Bµi 13. Cho a,b,c 0  vµ 2 2 2a b c 1   . CMR: 
2 2 2 2 2 2

a b c 3 3

2b c c a a b
  

  
 

Bµi 14. Cho a,b,c 0 : 
1 1 2

a c b
   . CMR: 

a b c b
4

2a b 2c b

 
 

 
 

Bµi 15. a) Cho a , b , c > 0 vµ  
1 1 1

2
1 a 1 b 1 c

  
  

. CMR: a.b.c 
1

8
  .  

            b) Cho a,b,c,d 0  tho¶ m·n 
1 1 1 1

3
1 a 1 b 1 c 1 d

   
   

 . CMR: 
1

abcd
81

  

Bµi 16. Cho a, b , c  R vµ a + b + c  = 0. CMR: a b c a b c8 8 8 2 2 2     . 

Bµi 17. Chøng minh r»ng  2 2
( 2) 3 ( 0)

2
   


x x

x
 

Bµi 18. Cho a > 0, b > 0 vµ a + b = 1. Chøng minh r»ng 2 4
ab

27
 . 

Bµi 19. Chøng minh r»ng nÕu x > - 3  th× 
 

1
3

9

3

2
2





x

x
 

Bµi 20. Chøng minh r»ng nÕu a > b >  0 th×  
2

4
a 3

(a b)(b 1)
 

 
 

Bµi 21. T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña biÓu thøc Q = x + y biÕt x > 0, y > 0 tho¶ m·n: 1
32


yx
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Bµi 22. Víi xyz = 1, x, y, z > 0. CMR: 
2

3222








 yx

z

zx

y

yz

x
 

Bµi 23. T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña P = 
a

b

b

a




 11

33

 víi a, b lµ c¸c sè d­¬ng tho¶ m·n ®iÒu 

kiÖn ab = 1. 

Bµi 24. T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña 
2 3

 P
x y

 víi x, y lµ c¸c sè d­¬ng tháa m·n x+y=1. 

Bµi 25. Cho x, y, z > 0. Chøng minh r»ng 

26
)(

16
)(

9
)(

4 








z

xy

y

zx

x

zy
 

Bµi 26. Cho x + y = 1, x, y > 0. T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña biÓu thøc: 
xyyx

A
11

22



  

Bµi 27. Cho x,y 0 , x2 + y2 = 1. CMR: 1
2

1 22  yx  

Bµi 28. Cho a + b = 5, a, b > 0. T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt 
ba

P
11

  

Bµi 29. Cho x,y,z d­¬ng tho¶ m·n xyz=1. T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña  

a) P=x+y+z  b) P= x y z    c) 
1 1 1

x y z
   

Bµi 30. Cho 3 sè a,b,c > 0. CMR:  
2 a 

a3 + b2  + 
2 b 

b3 + c2  + 
2 c 

c3 + a2    
1

a2 + 
1

b2 + 
1

c2  

Bµi 31. Cho x ,y ,z  [0;1]. CMR: (2x + 2y + 2z)(2� x + 2� y + 2� z)  
81

8
  

Bµi 32. Cho  a ≥ 3 ; b ≥ 4 ; c ≥ 2 . T×m GTLN cña A = 
ab c � 2  + bc a � 3  + ca b � 4 

abc
  

Bµi 33.  Cho a,b,c d­¬ng . Chøng minh r»ng: 

1 1 4 16 64

a b c d a b c d
   

  
 

Bµi 34. Cho a,b,c d­¬ng tho¶ m·n a b c 1   . Chøng minh r»ng: 

3 3 3 3a b b c a c 18       

Bµi 35. Cho a,b,c d­¬ng tho¶ m·n ab bc ca 5   . Chøng minh r»ng: 
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2 2 23x 3y z 10    

Bµi 36. Cho a,b,c d­¬ng tho¶ m·n abc=1. Chøng minh r»ng: 

a) 
3 3 3a b c a b c      

b) 
3 3 3 2 2 2a b c a b c      

Bµi 37. Cho a,b,c d­¬ng tho¶ m·n abc=1. Chøng minh r»ng: 

1 1 1
a 1 . b 1 . c 1 1

b c a
     
           

     
 

Bµi 38. Gi¶ sö a,b,c lµ ba c¹nh cña mét tam gi¸c. Chøng minh r»ng: 

a b c
3

a b c b c a c a b
  

     
 

Bµi 39. Cho a,b,c d­¬ng tho¶ m·n a b c 1   . Chøng minh r»ng: 

(1 a)(1 b)(1 c) 8(1 a)(1 b)(1 c)        

Bµi 40. Cho a,b,c d­¬ng tho¶ m·n a b c abc   . Chøng minh r»ng: 

3 3 3

a b c
1

b c a
    

 §Ó c¸c b¹n cã thªm kü thuËt khi ¸p dông B§T C«si t«i xin giíi thiÖu mét chót vÒ 

ph­¬ng ph¸p chän ®iÓm r¬i c«si. §©y cã thÓ nãi lµ mét �tuyÖt chiªu� ®éc ®¸o gióp c¸c em 

nhanh chãng t×m ra lêi gi¶i bµi to¸n.   

III. Ph­¬ng ph¸p thªm h¹ng tö vµ chän ®iÓm r¬i C«si 

  Tõ viÖc dù ®o¸n ®­îc dÊu b»ng x¶y ra (®iÓm r¬i C«si), thªm bít c¸c sè h¹ng cho phï 

hîp vµ sö dông khÐo lÐo bÊt ®¼ng thøc C«si ta cã thÓ ®¹t ®­îc nh÷ng kÕt qu¶ kh«ng ngê. §Ó 

cã mét ®Þnh h­íng ®óng chóng ta thùc hiÖn c¸c b­íc ph©n tÝch bµi to¸n nh­ sau: 

1. Dù ®o¸n dÊu b»ng x¶y ra hay c¸c ®iÓm mµ t¹i ®ã ®¹t ®­îc GTLN, GTNN. 

2. Tõ dù ®o¸n dÊu b»ng, kÕt hîp víi c¸c B§T quen biÕt, dù ®o¸n c¸ch ®¸nh gi¸ (tÊt 

nhiªn lµ thªm mét chót nh¹y c¶m vµ kh¶ n¨ng to¸n häc cña mçi ng­êi) cho mçi bµi 

to¸n. Chó ý r»ng mçi phÐp ®¸nh gi¸ ph¶i ®¶m b¶o nguyªn t¾c �dÊu b»ng x¶y ra ë 

mçi b­íc nµy ph¶i gièng nh­ dÊu b»ng mµ ta ®· dù ®o¸n ban ®Çu�. 

§Ó lµm  râ ®iÒu nµy t«i xin ph©n tÝch c¸ch suy nghÜ t×m ra lêi gi¶i trong c¸c vÝ dô sau: 

VÝ dô 1. Chøng minh r»ng víi a,b,c 0   ta cã:  
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2 2 2a b c
a b c

b c a
      

Ph©n tÝch bµi to¸n:  

* Tr­íc hÕt ta nhËn thÊy nÕu ¸p dông ngay bÊt ®¼ng thøc C« si cho 3 sè th× kh«ng ra 

®­îc kÕt qu¶ mong muèn.  

* B©y giê ta dù ®o¸n dÊu b»ng x¶y ra khi nµo, dÔ nhËn thÊy ®ã lµ khi a = b = c. 

Khi ®ã
2a

b
b
 . V× vËy ta thªm b vµo phÇn tö ®¹i diÖn 

2a

b
 ®Ó cã chøng minh sau: 

Lêi gi¶i.  

 ¸p dông bÊt ®¼ng thøc C« si cho hai sè d­¬ng ta cã: 

2 2 2

2 2 2 2 2 2

a b c
b 2a; c 2b; a 2c

b c a

a b c a b c
b c a 2a 2b 2c a b c

b c a b c a

     

              

  

VÝ dô 2. Chøng minh r»ng víi x,y,z > 0 ta cã 

3 3 3
2 2 2x y z

x y z
y z x
      

Ph©n tÝch bµi to¸n:  

Ta thÊy r»ng víi h¹ng tö 
3x

y
 cã thÓ cã hai h­íng sau: 

 H­íng 1: Thªm 
3

2x
xy 2x

y
  , cïng víi B§T c¬ b¶n 2 2 2x y z xy yz zx      

céng c¸c bÊt ®¼ng thøc l¹i ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh. 

H­íng 2: Thªm 
3 3 3 3 3 3

2 2 2 2 2 2x x y y z z
y 3x ; z 3y ; x 3z

y y z z x x
          råi céng l¹i 

ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh. 

VÝ dô 3. Cho x, y, z là c¸c sè d­¬ng tháa m·n xyz = 1. Chøng minh r»ng: 

x3 + y3 +z3  x + y + z 

Ph©n tÝch bµi to¸n:  

* Dù ®o¸n dÊu b»ng x¶y ra khi x = y = z = 1 

* Ta muèn ®¹t hai môc ®Ých lµ ®¸nh gi¸ gi¶m bËc tõ bËc 3 xuèng bËc 1 vµ ®¶m  b¶o 

dÊu b»ng khi x=1, nh­ vËy ph¶i sö dông B§T c«si víi 3 sè, ®ã lµ ®iÒu dÔ hiÓu. VËy th× ph¶i 

thªm h»ng sè nµo vµo víi 
3x . Ch¾c c¸c b¹n ®Òu thèng nhÊt ®ã lµ sè 1 råi. 
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Lêi gi¶i: ¸p dông B§T C«si cho 3 sè d­¬ng ta ®­îc 

3x 1 1 3x   ; 
3y 1 1 3y   ; 

3z 1 1 3z    

Céng tõng vÕ 3 B§T ta ®­îc :
3 3 3x y z 3(x y z) 6       

MÆt kh¸c 3x y z 3 xyz 3     nªn 3(x y z) 6 x y z       

VËy bµi to¸n ®­îc chøng minh.  

VÝ dô 4. Cho a, b, c d­¬ng tho¶ m·n abc=1. Chøng minh r»ng: 

3 3 3a b c 3

(1 b)(1 c) (1 c)(1 a) (1 a)(1 b) 4
  

     
 

Ph©n tÝch bµi to¸n: 

* Ta sÏ thªm cho 
3a

(1 b)(1 c) 
 nh÷ng h¹ng tö g×? §Ó tr¶ lêi ®­îc c©u hái ®ã c¸c b¹n 

dù ®o¸n dÊu b»ng x¶y ra khi a=b=c=1. Lóc ®ã th× 
3a 1 1 1 1 b 1 c

(1 b)(1 c) 4 8 8 8

  
   

 
 

 V× vËy ta cã c¸ch chøng minh sau: 

Lêi gi¶i: ¸p dông B§T C«si cho 3 sè d­¬ng ta ®­îc 

3 3

3
a 1 b 1 c a 1 b 1 c 3

3. . . a
(1 b)(1 c) 8 8 (1 b)(1 c) 8 8 4

   
   

   
 

Cïng hai B§T t­¬ng tù ta cã: 

3 3 3a b c 3 1 3
(a b c)

(1 b)(1 c) (1 c)(1 a) (1 a)(1 b) 4 2 2
      

     
   (®pcm). 

§iÒu ph¶i chøng minh.  

VÝ dô 5. Cho a, b, c d­¬ng. Chøng minh r»ng: 

3 3 3a b c 1
(a b c)

b(c a) c(a b) a(b c) 2
    

  
 

Ph©n tÝch bµi to¸n: 

 * Dù ®o¸n dÊu b»ng x¶y ra khi a=b=c. 

 * Khi ®ã 
3 3a a a c a b

b(c a) a(a a) 2 4 2


   

 
. ViÕt nh­ vËy v× dông ý cña ta lµ ph¶i 

khö ®­îc mÉu sè ë vÕ tr¸i. Nh­ vËy cã thÓ thùc hiÖn lêi gi¶i ®¬n gi¶n nh­ sau: 

Lêi gi¶i: ¸p dông B§T C«si cho 3 sè d­¬ng ta ®­îc 

3 3

3
a c a b a c a b 3

3. . . a
b(c a) 4 2 b(c a) 4 2 2

 
   

 
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Cïng hai B§T t­¬ng tù ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh. 

VÝ dô 6. Cho a, b, c d­¬ng tho¶ m·n a b c 3   . T×m gi¸ trÞ lín nhÊt cña  

3 3 3P a 2008b b 2008c c 2008a       

Ph©n tÝch bµi to¸n: 

 * Dù ®o¸n P ®¹t GTLN t¹i a b c 1    (tÊt nhiªn kh«ng ph¶i lóc nµo ®iÒu dù ®o¸n 

cña ta còng ®óng) 

 * Khi ®ã 3 3a 2008b 2009   vµ dù ®o¸n gi¸ trÞ lín nhÊt cña P b»ng 33 2009  (®iÒu 

nµy còng phÇn nµo nãi nªn lµ kh«ng nªn thi tr¾c nghiÖm vÒ c¸c bµi to¸n t×m GTLN, GTNN) 

* B©y giê víi mét tham sè m>0 nµo ®ã, ta viÕt 

3 3

2 23 3

1 1 (a 2008b) m m
a 2008b . (a 2008b).m.m .

3m m

  
     

VÊn ®Ò b©y giê lµ ta chän m b»ng bao nhiªu th× phï hîp? 

DÔ thÊy dÊu b»ng x¶y ra khi 
a b 1

m 2009
a 2008b m

 
 

 
 

Lêi gi¶i: ¸p dông B§T C«si cho 3 sè d­¬ng ta cã: 

3 3

2 23 3

1 1 (a 2008b) 2009 2009
a 2008b . (a 2008b).2009.2009 .

32009 2009

  
     

Cïng hai B§T t­¬ng tù vµ céng l¹i ta ®­îc: 

3

23

1 2009(a b c) 6.2009
P . 3. 2009

32009

   
  

 
 

DÊu b»ng x¶y ra khi a b c 1   . VËy GTLN cña P b»ng 33 2009 . 

VÝ dô 7. Cho a,b,c kh«ng ©m tháa m·n a+b+c=3. T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña  

  3 3 3
P a 64b c . 

Ph©n tÝch bµi to¸n: 

 §©y lµ bµi to¸n mµ c¸c vai trß cña c¸c biÕn kh«ng nh­ nhau. Tuy nhiªn ta vÉn dù 

®o¸n ®­îc P ®¹t GTNN khi a=c. VÊn ®Ò lµ b»ng bao nhiªu th× ch­a thÓ nãi ngay ®­îc. §Ó 

biÕt ®iÒu ®ã ta xÐt hai tham sè , 0    vµ viÕt P nh­ sau: 

                
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

P (a ) (64b ) (c ) 4 2  

¸p dông B§T C«si ta cã:  

         2 2 2 3 3
P 3 a 3.4 b 3 c 4 2  (*)  
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DÊu b»ng x¶y ra khi  

  


     
   

a c

b / 4 2 3  (1)
4

a b c 3

 

§Õn ®©y vÉn ch­a ®ñ ®Ó cã thÓ t×m ra  , .  

§Ó ý r»ng gi¶ thiÕt cho a+b+c=3 nªn tõ (*) ta sÏ lµm cho c¸c hÖ sè ®øng tr­íc a,b,c b»ng 

nhau. Cô thÓ lµ   2 2
3 12   (2) 

Tõ (1) vµ (2) dÔ t×m ra 
24 12

,
17 17

    .  

 Khi ®ã 
24 3

a c ,b
17 17

    vµ 
3

2

12
P

17
 

Mäi thø thÕ lµ æn. C¸c b¹n h·y tù viÕt l¹i lêi vµ �n©ng n©ng� trong niÒm vui chiÕn th¾ng 

nhÐ. 

NhËn xÐt: NÕu ta bá gi¶ thiÕt a+b+c=3 th× ta cã thÓ thu ®­îc B§T sau: 

        Cho a,b,c kh«ng ©m. Chøng minh r»ng  

    
3 3 3 3

289(a 64b c ) 64(a b c) . 

       Lêi gi¶i cña bµi to¸n nµy dµnh cho b¹n ®äc (gîi ý lµ cã thÓ chuÈn ho¸ ®Ó ®­a vÒ bµi 

to¸n ë trªn). 

VÝ dô 8. Cho a,b,c d­¬ng tháa m·n xy yz xz 1   . T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña  

  
2 2 2

P 3(x y ) z . 

Ph©n tÝch bµi to¸n:  

Ch¾c kh«ng ph¶i b×nh luËn g× th× c¸c b¹n ®Òu c«ng nhËn víi t«i r»ng bµi to¸n nµy 

qu¸ hay. Nh×n rÊt ®Ñp nh­ng còng kh«ng hÒ dÔ ®Ó t×m ®­îc GTNN cña P. 

§iÒu kiÖn r»ng buéc ë gi¶ thiÕt lµ ®èi xøng víi x,y,z, nh­ng trong biÓu thøc P chØ ®èi 

xøng víi x,y; vai trß cña z víi x,y lµ nh­ nhau. V× vËy ta dù ®o¸n P ®¹t GTNN khi x=y vµ 

2z
x y

2
     (víi 0  nµo ®ã). 

Ta ®­a ra ®¸nh gi¸ nh­ sau: 

2
2 z

x 2 .xz
2 2

 


 ; 
2

2 z
y 2 .yz

2 2
 


  vµ  2 2. x y 2. .xy

2 2
 

 
 

Do ®ã:    2 2 2. x y z 2. . xy yz xz 2
2 2 2

 
       

 

  
 . 
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Nh­ thÕ ta chän 0  sao cho 3
2

 


    (sè 3 trong ®Ò bµi), cã thÓ thÊy ngay 

mét sè 2 .  

DÊu b»ng x¶y ra khi 2
2 2

1
x yxy yz xz 1

z 2x 2y 5
z xy yz xz 1 2x y z2

5


      

   
      



 
 

Lóc ®ã GTNN cña P b»ng 2. 
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IV. ph­¬ng ph¸p sö dông ®¹o hµm 

1. Néi dung ph­¬ng ph¸p 

       a) C¸c kiÕn thøc liªn quan: 

1. Hµm f(x) ®ång biÕn trªn D khi vµ chØ khi f '(x) 0 x D   . 

 2. Hµm f(x) nghÞch biÕn trªn D khi vµ chØ khi f '(x) 0 x D   .  

3. Cho hµm f(x) ®ång biÕn trªn D, khi ®ã víi u,v D  ta cã: u v f (u) f (v)    

 4. Cho hµm f(x) nghÞch biÕn trªn D, khi ®ã víi u,v D  ta cã: u v f (u) f (v)    

       b) Ph­¬ng ph¸p gi¶i: §Ó chøng minh B§T b»ng PP ®¹o hµm, ta kh¶o s¸t sù biÕn thiªn 

cña mét hµm sè f(x) nµo ®ã cã liªn quan tíi cÊu tróc cña B§T cÇn chøng minh. Tõ sù biÕn 

thiªn cña hµm sè f(x) ta suy ra B§T cÇn chøng minh. Chó ý lµ c¸c biÕn bÞ rµng buéc theo 

gi¶ thiÕt cña bµi to¸n 

§Ó c¸c b¹n cã thÓ hiÓu ngay t­ t­ëng cña ph­¬ng ph¸p nµy t«i xin ®­a ra mét bµi 

to¸n ®¬n gi¶n sau: 

� Cho a b 0  . Chøng minh r»ng: 
2 2

1 1
a b

a 1 b 1
  

 
 � 

C¸c b¹n cã thÓ chøng minh bµi to¸n nµy b»ng PP biÕn ®æi t­¬ng ®­¬ng, tuy nhiªn 

nh×n vµo ®Æc ®iÓm hai vÕ cña B§T ta xÐt hµm sè 
2

1
f (x) x

x 1
 


 víi x>0. 

Ta cã 
4 2 4 2 2

2 2 2 2 2 2

2x x 2x 1 2x x x (x 1)
f '(x) 1 0

(x 1) (x 1) (x 1)

     
    

  
 víi mäi x>0. 

Suy ra hµm f(x) ®ång biÕn trªn kho¶ng (0; )  

Mµ a b 0 f (a) f (b)    , hay 
2 2

1 1
a b

a 1 b 1
  

 
  (®pcm). 

NhËn xÐt: Bµi to¸n trªn ®· thÓ hiÖn kh¸ râ vÒ PP sö dông ®¹o hµm trong bµi to¸n B§T.  

2. C¸c d¹ng to¸n c¬ b¶n 

        Trong c¸c ®Ò thi vµo §H- C§ th­êng xuÊt hiÖn hai d¹ng bµi to¸n sau: 

D¹ng 1: BÊt ®¼ng thøc cÇn chøng minh chØ cã mét biÕn. 

VÝ dô 1: Chøng minh r»ng víi mäi x 0  ta cã: 
xe 1 x    (1) 

Gi¶i. XÐt hµm 
xf (x) e x 1    víi x 0 . Ta cã 

xf '(x) e 1 0    víi mäi x 0 . 
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Suy ra hµm f(x) ®ång biÕn trªn  0; f (x) f (0) 0    . VËy 
xe 1 x   

DÊu b»ng x¶y ra khi vµ chØ khi x=0. 

NhËn xÐt: B»ng viÖc xÐt ®¹o hµm hai lÇn vµ sö dông vÝ dô 1 ta cã kÕt qu¶ sau: 

2
x x

e 1 x
2

    víi mäi x 0   (2) 

HoÆc ta cã kÕt qu¶ tæng qu¸t h¬n: Cho n nguyªn d­¬ng. Chøng minh r»ng: 

2 n
x x x

e 1 x ...
2 n!

      víi mäi x 0    (3) 

VÝ dô 2: Cho 
ð

0 x
2

  . Chøng minh r»ng:  

a) sinx
3

x
x

6
      (4)       b) sinx

2x


   (5) 

Gi¶i. a) XÐt hµm   
3

x
f(x) sin x x

6
 víi 

ð 
  
 

x 0;
2

. Ta cã 

  
2

x
f '(x) cosx 1

2
;   f ''(x) sin x x ;   f '''(x) 1 cosx 0  

Do ®ã        f ''(x) f ''(0) 0 f '(x) f '(0) 0 f(x) f(0) 0 , suy ra ®pcm. 

 b) XÐt hµm  


2x
f(x) sin x , ta cã  



2
f '(x) cosx  

ð 
    

 
f '(x) 0 x 0;

2
. LËp b¶ng biÕn thiªn cña hµm f(x) trªn ®o¹n 

ð 
 
 
0;

2
 ta ®­îc 

 
  

 
f(x) f 0

2
. VËy 



2x
sin x   (®pcm). 

VÝ dô 3: Cho x 2 . Chøng minh r»ng  
1 5

x
x 2

   (6) 

Gi¶i. NÕu b¹n nµo ch­a th¹o vÒ viÖc sö dông B§T C«si ®Ó gi¶i bµi to¸n nµy th× PP sö dông 

hµm sè lµ mét �vò khÝ� ®Ó lÊp lç hæng ®ã. ThËt ®¬n gi¶n khi ta xÐt hµm sè  
1

f(x) x
x

 víi 

x 2 . Ta cã ngay 


   
2

2 2

1 x 1
f '(x) 1 0

x x
, suy ra hµm f(x) ®ång biÕn trªn  2;  
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Do ®ã  
5

f(x) f(2)
2

  (®pcm). 

D¹ng 2: BÊt ®¼ng thøc cÇn chøng minh cã nhiÒu biÕn 

VÝ dô 1: Cho a,b,c d­¬ng. Chøng minh r»ng:  

3

3

a b c abc 10

a b c 3abc

 
 

 
   (7) 

Gi¶i. §Æt 
3

a b c
t

abc

 
 , khi ®ã theo B§T C«si th× t 3 . 

Ta cÇn chøng minh  
1 10

t
t 3

 víi t 3.  

§Õn ®©y th× bµi to¸n ®­îc gi¶i hoµn toµn t­¬ng tù víi viÖc chøng minh B§T (6). 

DÊu b»ng x¶y ra khi vµ chØ khi a=b=c. 

VÝ dô 2: Cho a,b,c d­¬ng tho¶ m·n   2 2 2
a b c 1  . Chøng minh r»ng:  

2 2 2 2 2 2

a b c 3 3

b c c a a b 2
  

  
    (8) 

Gi¶i. Tõ gi¶ thiÕt ta viÕt l¹i (8) d­íi d¹ng: 

 
2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2

a b c 3 3 a b c 3 3
(a b c )

1 a 1 b 1 c 2 a(1 a ) b(1 b ) c(1 c ) 2
        

     
 

Chó ý thªm r»ng a,b,c (0;1)  

§iÒu nµy cho ta nghÜ tíi viÖc chøng minh  
2 2 3

x(1 x )
9

 víi x (0;1)  

§iÒu nµy th× thËt dÔ dµng b»ng c¸ch xÐt hµm  
2 2

x(1 x )
3 3

 trªn kho¶ng (0;1). 

VÝ dô 3. (Khèi A-2003): Cho x,y,z d­¬ng tho¶ m·n   x y z 1  . Chøng minh r»ng:  

2 2 2

2 2 2

1 1 1
x y z 82

x y z
          (9) 

Gi¶i. §Æt vÕ tr¸i cña (9) lµ P. Theo c¸c kÕt qu¶ quen biÕt ta cã: 

   
            

    

2 2

2 21 1 1 9
P (x y z) (x y z)

x y z x y z
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NÕu gi¶ thiÕt cho   x y z 1  th× ®· qu¸ æn råi, nh­ng ë ®©y gi¶ thiÕt l¹i cho   x y z 1 . 

Gi¶ thiÕt nµy th­êng lµm cho c¸c em HS bèi rèi. T¹i sao kh«ng nghÜ tíi hµm sè nhØ. C¸c b¹n 

chØ cÇn ®Æt   2
(x y z) t  th×  0 t 1  vµ B§T cÇn chøng minh trë thµnh  

81
t 82

t
 víi 

 0 t 1 . §iÒu nµy th× qu¸ ®¬n gi¶n råi. Bµi to¸n ®­îc chøng minh xong. 

Chó ý lµ dÊu b»ng vÉn x¶y ra khi   x y z 1  vµ x=y=z, hay   
1

x y z
3

. 

Nh­ vËy søc m¹nh cña PP hµm sè cã thÓ xuyªn thñng bÊt k× �hµng phßng ngù nµo� 

cho dï gi¶ thiÕt vµ ®Ò bµi míi nh×n ®· cho¸ng. T«i xin dÉn chøng thªm mét vµi bµi B§T  

�kh«ng ®èi xøng� n÷a th× ch¾c c¸c b¹n míi t©m phôc khÈu phôc ®iÒu t«i nãi. 

VÝ dô 4. Cho a,b,c d­¬ng tháa m·n a+b+c=1. T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña 

3 3 31
P a b c

4
    

Gi¶i. Sö dông ®¸nh gi¸ 
3

3 3 (a b)
a b

4


  , suy ra 

3 3
3 3 2(a b) 1 (1 c) 1 1

P c c (3c 3c 1)
4 4 4 4 4

 
        

Ta ®· thµnh c«ng khi ®­a B§T víi 3 biÕn vÒ chØ cßn 1 biÕn c, chó ý lµ c (0;1) . 

XÐt hµm 
21

f (c) (3c 3c 1)
4

   , ta cã 
1 1

f '(c) (6c 3) 0 c
4 2

      

Tõ ®ã 
1 1

f (c) f
2 16

 
  

 
.  DÊu b»ng x¶y ra khi 

1
a b a b

4
1

1c
c2

2


    

 
   

.  

VËy GTNN cña P b»ng 
1

16
, khi 

1 1
a b ;c

4 2
   . 

VÝ dô 5. Cho a,b,c kh«ng ©m tháa m·n ®iÒu kiÖn a+b+c=1. Chøng minh r»ng: 

7
ab bc ca 2abc

27
       (10) 

Gi¶i. W.L.O.G, gi¶ sö c lµ sè nhá nhÊt trong 3 sè a,b,c. Khi ®ã 
1

c 0;
3

 
  
 

. 

Ta sÏ tËp trung vµo viÖc ®¸nh gi¸ VT cña (10) theo biÕn c. 
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Ta cã 

2
a b

ab bc ca 2abc c(1 c) ab(1 2c) c(1 c) (1 2c)
2

 
           

 
 

                                        = 

2
1 c

c(1 c) (1 2c)
2

 
   

 
.  

XÐt hµm sè 

2
1 c

f (c) c(1 c) (1 2c)
2

 
    

 
 víi 

1
c 0;

3
 

  
 

 

Ta cã 
1

f '(c) c(1 3c) 0
2

   , suy ra hµm f(c) ®ång biÕn trªn 
1

0;
3

 
 
 

 

Do ®ã 
1 7

f (c) f
3 27
 

  
 

  (®pcm). 

DÊu b»ng x¶y ra khi vµ chØ khi 
1

a b c
3

   . 

3. Bµi tËp tù luyÖn 

Bµi 1. Chøng minh r»ng: 

 a)  ,    0x sinx x    b)  

2

1 ,    0
2

x x
e x x      

 c)  tan 2 ,    0;
2

 
    

 
sinx x x x


 

Bµi 2. T×m m ®Ó: 
2 4 22 0  m x x m x    . 

Bµi 3.   a) Cho x (0;1) . CMR: 2 2 3
x(1 x )

9
  . 

           b) víi 
2 2 2, , 0 : 1a b c a b c      ta cã: 

2 2 2 2 2 2

3 3

2
  

  

a b c

b c c a a b
 

Bµi 4. Cho ab0. CMR: 
2

1
a

a 1





2

1
b

b 1



. 

Bµi 5. Cho >1. CMR víi mäi x 0 th× : (1+x)
á

 1+x. 

Bµi 6.    a) CMR víi mäi x th× 5 5 1
x (1 x)

16
     . 

              b) Tæng qu¸t: n n

n 1

1
a b

2


   víi n nguyªn d­¬ng; a,b>0 tho¶ m·n a+b=1 
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         c) T×m GTNN cña f(x)= 10 10
sin x cos x . 

Bµi 7. Chøng minh r»ng  víi mäi x>0 th×: lnx< x . 

Bµi 8. Cho 0 x
2


  . CMR: 

1
2

3
sin2 222





x
tgxx . 

Bµi 9. Cho 0<b<a. CMR: 
a b a a b

ln
a b b

 
  . 

Bµi 10.  a) Cho t1. CMR: 
2(t 1)

ln t 0
t 1


 


        

   b) Cho x>y>0. CMR: 
x y x y

2 ln x ln y

 



 . 

Bµi 11. Chøng minh r»ng  2 2
x x 1 x x 3 1 2      . 

Bµi 12. (Khèi A-2003). Cho x,y,z>0 tho¶ m·n: x+y+z1. Chøng minh r»ng: 

2 2 2

2 2 2

1 1 1
x y z 82

x y z
       . 

Bµi 13. (Khèi D-2001). CMR víi mäi x0 vµ víi mäi >1 ta lu«n cã x 1 x
     . 

Tõ ®ã h·y CMR: Víi ba sè d­¬ng a,b,c bÊt k× ta cã:   

3 3 3

3 3 3

a b c a b c

b c a b c a
     . 

Bµi 14. Chøng minh r»ng víi mäi x0 ta cã:  cosx
2

x
1

2
  . 

Bµi15. Cho tam giac ABC nhän. Chøng minh r»ng 

      sin A sin B sinC tan A tan B tanC 2  

 Bµi 16. Chøng minh r»ng mäi x 0  th× ta cã: x x 2
e e 2 ln(x 1 x )

    . 

Bµi 17. Cho 
 

  
 

2

cosx
x 0; .  CMR: 8

4 sin x(cosx-sinx)
. 

Bµi 18. T×m GTNN cña hµm sè 
2

9
f(x) 4x sin x, x 0

x


     

Bµi 19. Cho 
4

3
0  . Chøng minh r»ng 3

1
.2

2



  

Bµi 20. Cho x y z 0   . Chøng minh r»ng: 
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x z y x y z

z y x y z x
      

Bµi 21. Cho x,y,z kh«ng ©m tháa m·n 
2 2 2x y z 1   . Chøng minh r»ng: 

6(y z x) 27xyz 10     

Bµi 22. Cho x,y,z, d­¬ng tho¶ m·n x+y+z=4 vµ xyz=2. T×m GTLN vµ GTNN cña  

4 4 4P x y z    
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v. Mét sè §Ò THI §¹I HäC Vµ lêi gi¶i 

 

 

 

 

Bµi gi¶i 

Víi a, b, c > 0 ta chøng minh ®­îc: 

3 3 2 2

3 3 2 2

3 3 2 2

a b a b ab

b c b c bc

c a c a ca

   


  
   


 

         VT (1) 
2 2 2 2 2 2

1 1 1

a b ab abc b c bc abc c a ca abc
  

     
 

          = 
1 1 1

ab(a b c) bc(a b c) ca(a b c)
 

     
 

          = 
1 1 1 1 1

a b c ab bc ca abc

 
   

   
. 

 

 

 

 

Bµi gi¶i 

 * Ta cã: 21 x 2x     
2

x 1

21 x



. T­¬ng tù 

2

y 1

21 y



 vµ 

2

z 1

21 z



  

  Suy ra 
2 2 2

x y z 3

21 x 1 y 1 z
  

  
 

 *  Ta cã:  
1 1 1 9 9 9 3

1 1 1 (1 ) (1 ) (1 ) 3 ( ) 6 2
     

          x y z x y z x y z
  

 

    

 

Bµi gi¶i 

Bµi 1: Chøng minh r»ng víi a,b,c 0    ta cã 

3 3 3 3 3 3

1 1 1 1

abca b abc b c abc c a abc
  

     
   (1) 

 

Bµi 2: Cho x, y, z   0 tho¶ m·n x y z 3   . Chøng minh r»ng:             

2 2 2

x y z 3 1 1 1

2 1 x 1 y 1 z1 x 1 y 1 z
     

    
 

Bµi 3:  Cho a, b, c > 0 sao cho abc = 1. T×m GTNN cña 
2 2 2 2 2 2

bc ca ab
P

a b a c b a b c c a c b
  

  
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 BiÕn ®æi 
2 2 2

bc ca ab
P

a (b c) b (a c) c (a b)
  

  
 

              =
2 2 2

1 1 1

a b c
b c a c a b

bc ac ab

 
  

 = 
2 2 2

1 1 1

a b c
1 1 1 1 1 1

b c c a a b

 

  

 

 §Õn ®©y th× mäi thø trë lªn nhÑ nhµng h¬n nhiÒu råi 

     Ta chØ cÇn ®Æt 
1

x
a

 , 
1

y
b

 , 
1

z
c

 , khi ®ã  xyz = 1 vµ 
2 2 2x y z

P
y z z x x y

  
  

 

¸p dông B§T C«si ta ®­îc: 
2x y z

x
y z 4


 


, 

2y z x
y

z x 4


 


, 

2z x y
z

x y 4


 


 

  
x y z

P x y z
2

 
      3x y z 3 3

P xyz
2 2 2

 
    . VËy  

min

3
P

2
  khi x = y = z = 1 

 

 

 

 

Bµi gi¶i 

 Ta cã (1) t­¬ng ®­¬ng     

3 3 3 3 3 3 3 3 3 2 2 2 3 2 3 2 2 3a b c a b b c c a ab bc ca a b c ab c a bc           .  

¸p dông B§T c«si cho ba sè d­¬ng ta cã:  

 3 3 3 2a b b 3ab    

 3 3 3 2b c c 3bc    

 3 3 3 2c a a 3ca    

Tõ ®ã suy ra 3 3 3 2 2 23(a b c ) 3(ab bc ca )     
3 3 3 2 2 2a b c ab bc ca      (2) 

T­¬ng tù ta cã 3 3 3 3 3 3 3 2 2 3 3 2a b b c c a ab c a bc a b c       (3) 

Tõ (2) vµ (3) suy ra: 3 3 3 3 3 3 3 3 3 2 2 2 3 2 3 2 2 3a b c a b b c c a ab bc ca a b c ab c a bc             

 

 

 

 

Bµi 4: Cho a, b, c > 0. Chøng minh r»ng:  

       3 3 3 2 2 21 a 1 b 1 c 1 ab 1 bc 1 ca         (1) 

 

Bµi 5: Cho a, b, c > 0: 
1 1 1

3
a b c
   . Chøng minh r»ng 

   1 a 1 b 1 c 8     (1) 
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Bµi gi¶i 

 Tõ 
1 1 1

3
a b c
   suy ra 3 2 2 23abc ab bc ca 3 a b c     abc 1  

BiÕn ®æi (1) 
1 1 1 8

1 1 1 0
a b c abc

   
       

   
 (2) 

Ta cã VT(2) = 
1 1 1 1 1 1 7

1
a b c ab bc ca abc

        

   = 
1 1 1 7

4
ab bc ca abc

     

   
3 2 2 2

1 7
4 3

abca b c
  

3 7
4

abc abc
    (do abc 1 ) 

                          
4

4 0
abc

   (do abc 1 )    (®pcm). 

 

 

 

 

Bµi gi¶i 

 Ta cã: 
3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2

2 y 2 y2 x 2 z 2 x 2 z

x y y z z x 2 x y 2 y z 2 z x
    

  
= 

    = 
1 1 1 1 1 1

x y y z z x
      

    
2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2x y y z z x

     
             

    
 = 

2 2 2

1 1 1

x y z
   

 

 

 

Bµi gi¶i 

 Theo B§T C«si ta cã  
1 1

x y 4
x y

 
   

 
, x,y 0   vµ 

2

1 4

xy (x y)



, x,y 0   

 Do ®ã  
2 2 2 2

1 1 1 1 1

ab 2ab 2aba b a b

 
    

  
 

2 2 2

4 4
2 4 6

2(a b) 2ab a b
    

  
. 

Bµi 6: Cho x, y, z > 0. Chøng minh r»ng: 

3 2 3 2 3 2 2 2 2

2 y2 x 2 z 1 1 1

x y y z z x x y z
    

  
 

Bµi 7: Cho a, b > 0 tho¶ m·n a + b = 1. Chøng minh r»ng 

2 2

1 1
6

ab a b
 


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Bµi gi¶i 

 GÆp nh÷ng bµi to¸n d¹ng nµy ta th­êng sö dông B§T sau (B§T Minc«pxki) 

                          
22 2 2 2 2( )      x a y b x y a b   (1) víi mäi a,b,x,y 

 
22 2 2 2 2 2 2( )          x a y b z c x y z a b c   (2) víi mäi a,b,c,x,y,z 

Chøng minh B§T (1) thËt ®¬n gi¶n, cã thÓ ®­a ra 2 c¸ch nh­ sau: 

C¸ch 1: BiÕn ®æi t­¬ng ®­¬ng (1) b»ng c¸ch b×nh ph­¬ng hai vÕ vµ ®­a vÒ B§T ®óng 

2( ) 0 bx ay  

C¸ch 2: Sö dông B§T vÐc t¬ 

 Víi mäi vÐc t¬ ,
 

u v  ta cã 
   

  u v u v    (*) 

           (v× 

22 2 22 2

2 . 2 .
            
         

 
u v u v u v u v u v u v ) 

§Æt ( ; )


u x a , ( ; )


v y b . ¸p dông (*) suy ra ngay B§T (1) 

¸p dông hai lÇn B§T (1) ta suy ra B§T (2), vµ còng suy ra c¸c B§T tæng qu¸t cho bé 2n 

sè� 

Trë l¹i bµi to¸n: ¸p dông B§T (2) ta ®­îc: 

2

2 2 2 2

2 2 2

1 1 1 1 1 1
P x y z (x y z)

x y zx y z

 
            

 
  

2
2

3 3
1

3 xyz 3
xyz

 
  
 
 

9
9t

t
   

Víi 23 ( )t xyz

2
x y z 1

0 t
3 9

  
    

 
.  

§Õn ®©y th× ý t­ëng dïng hµm sè lµ kh¸ râ rµng råi 

XÐt hµm sè 
9

f (t ) 9t
t

   víi 
1

t 0,
9

 
 
 

 

Bµi 8: (Khèi A- 2003). Cho x, y, z lµ ba sè d­¬ng tho¶ m·n x y z 1   . Chøng minh r»ng:  

2 2 2

2 2 2

1 1 1
x y z 82

x y z
       
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Ta cã /

2

9 1
f (t ) 9 0, t 0,

9t

 
     

 
f (t ) gi¶m trªn 

1
0,

9

 
 
 

 
1

f (t ) f 82
9

 
   

 
 .  

VËy  P f (t ) 82  . 

 

 

 

 

 

Bµi gi¶i 

 Tõ gi¶ thiÕt vµ B§T cÇn chøng minh cho phÐp ta nghÜ ngay tíi B§T c¬ b¶n sau: 

* Víi a,b d­¬ng ta cã 
1 1 4

a b a b
 


, hay 

1 1 1 1

a b 4 a b
 

  
  

.  

 DÊu �=� x¶y ra khi vµ chØ khi a = b 

* ¸p dông �khÐo lÐo�  B§T trªn ta ®­îc 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2x y z 4 2x y z 4 2x 4 y z 8 x 2y 2z

      
             

          

  (1) 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

x 2y z 4 2y x z 4 2y 4 x z 8 y 2x 2z

      
             

          

  (2) 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

x y 2z 4 2z y x 4 2z 4 y x 8 z 2y 2x

      
             

          

  (3) 

Céng theo tõng vÕ c¸c B§T (1), (2) vµ (3) ta ®­îc  

1 1 1 1 1 1 1
1

2x y z x 2y z x y 2z 4 x y z

 
      

       
 

 

 

 

 

Bµi gi¶i 

 * MÊu chèt cña bµi to¸n lµ ph¶i biÕt ph©n tÝch c¸c c¬ sè ë vÕ tr¸i 

Bµi 9: (Khèi A � 2005). Cho x, y, z lµ c¸c sè thùc d­¬ng tho¶ m·n ®iÒu kiÖn 
1 1 1

4
x y z
   .  

 Chøng minh r»ng: 
1 1 1

1
2x y z x 2y z x y 2z

  
     

 

Bµi 10: (Khèi B � 2005). Chøng minh r»ng víi mäi x R , ta cã 

x x x

x x x12 15 20
3 4 5

5 4 3

     
         

     
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212 15
. 3

5 4
 ; 212 20

. 4
5 3

 ; 215 20
. 5

4 3
  

 * §Õn ®©y ¸p dông B§T C«si cho hai sè d­¬ng ta cã 

12 15 12 15
2 . 2.3

5 4 5 4
       

         
       

x x x x

x    (1) 

12 20 12 20
. 2.4

5 3 5 3
       

         
       

x x x x

x    (2) 

15 20 15 20
2 . 2.5

4 3 4 3
       

         
       

x x x x

x    (3) 

 Céng c¸c B§T (1), (2), (3) ta ®­îc 
x x x

x x x12 15 20
3 4 5

5 4 3

     
         

     
  (®pcm). 

 DÊu �=� x¶y ra khi vµ chØ khi x=0. 

 

 

 

 

Bµi gi¶i 

* ¸p dông B§T C« si cho ba sè d­¬ng ta cã 

  3 3 3 331 x y 3 1.x .y 3xy     
3 31 x y 3

xy xy

 
    (1) 

* Cïng hai B§T t­¬ng tù ta ®­îc 

3 3 3 3 3 31 x y 1 y z 1 z x 3 3 3

xy yz zx xy yz zx

     
      

* MÆt kh¸c: 3
3 3 3 3 3 3

3 3 3
xy yz zx xy yz zx

       

                   
3 3 3 3 3 31 x y 1 y z 1 z x

3 3
xy yz zx

     
     

 

 

 

Bµi 11: (Khèi D � 2005). Cho c¸c sè thùc d­¬ng x, y, z tho¶ m·n xyz = 1.  

Chøng minh r»ng: 

3 3 3 3 3 31 x y 1 y z 1 z x
3 3

xy yz zx

     
    

Bµi 12: (Dù bÞ D� 2005). Cho x, y, z lµ ba sè thùc tho¶ m·n   x y z 0 . Chøng minh r»ng   

    x y z3 4 3 4 3 4 6  
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Bµi gi¶i 

     * Bµi to¸n nµy cã chót gÇn gòi víi bµi 11, nÕu tinh ý ta thÊy r»ng  

x y z x y z 04 .4 .4 4 4 1 
    

* Ta cã :     
4x x x3 4 1 1 1 4 4 4   

4 8x x x3 4 2 4 2 4   

    * Cïng hai B§T t­¬ng tù ta ®­îc 

         38 8 8x y z x y z x y z83 4 3 4 3 4 2 4 4 4 6 4 .4 .4 6        
 

        

 DÊu �=� x¶y ra khi vµ chØ khi x=y=z=0. 

 

 

 

 

Bµi gi¶i 

 * Ta cã      
3

4
3

x x x x
1 x 1 4

3 3 3 3
   

T­¬ng tù :     
3

4
3 3

y y y y y
1 1 4

x 3x 3x 3x 3 .x
  

Vµ 
 

    
3

4 3

9 3 3 3 3
1 1 4

y y y y y
  

 
 

 
 

2
6

4
3

9 3
1 16

yy
   

Do ®ã 

2
3 3 6

4
3 3 3 3

y 9 x y 3
(1 x) 1 1 256 256

x 3 3 x yy

  
          

  

 

 

 

 

Bµi gi¶i 

C¸ch 1 

Ta cã 

  
     3 3 a 3b 1 1 1

a 3b (a 3b)1.1 (a 3b 2)
3 3

  

Bµi 13: (Dù bÞ A � 2005). Chøng minh r»ng víi mäi x,y 0 , ta cã  

  
       

2

y 9
(1 x) 1 1 256

x y
  

Bµi 14: (Dù bÞ B � 2005). Cho a, b, c lµ ba sè d­¬ng tho¶ m·n   
3

a b c
4

.  

Chøng minh r»ng 

    3 3 3a 3b b 3c c 3a 3  
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  
     3 3 b 3c 1 1 1

b 3c (b 3c)1.1 (b 3c 2)
3 3

  

  
     3 3 c 3a 1 1 1

c 3a (c 3a)1.1 (c 3a 2)
3 3

  

 
 

           
 

3 3 3 1 1 3
a 3b b 3c c 3a 4(a b c) 6 4 6 3

3 3 4
    

DÊu �=� x¶y ra 


  
   

     

3
a b c 1

a b c4
4

a 3b b 3c c 3a
  

C¸ch 2 

§Æt  

  3x a 3b   
3x a 3b  

  3y b 3c   3y b 3c  

  3z c 3a   
3z c 3a  

        3 3 3 3
x y z 4(a b c) 4 3

4
. Ta cÇn chøng minh  x y z 3  

B§T nµy lµ qu¸ ®¬n gi¶n råi!  ( c¸c em tù chøng minh xem nhÐ). 

 

 

 

 

Bµi gi¶i 

 Tõ 0 x 1   suy ra 2x x  

BiÕn ®æi B§T t­¬ng ®­¬ng  
1

x y y x
4

  

¸p dông B§T C« si cho ba sè d­¬ng ta cã 

   2 21 1 1
y x yx 2 yx x y

4 4 4
     

1
x y y x

4
    (®pcm). 

DÊu b»ng x¶y ra 







 


2

2

0 x y 1

x x

1
yx

4

  

   








x 1

1
y

4

 

 

Bµi 15: (Dù bÞ 2 B � 2005). Chøng minh r»ng nÕu 0 x y 1    ta cã 


1

x y y x
4

 . 
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Bµi gi¶i 

 Ta cã 
 

  
 

2 2x 1 y x 1 y
2 x

1 y 4 1 y 4
   

Cïng hai B§T t­¬ng tù ta ®­îc 

        
       

           
       

2 2 2x 1 y y 1 z z 1 x
x y z

1 y 4 1 z 4 1 x 4
  

    
 

       
  

2 2 2
3x y z 3(x y z) 3 3 3 9 3 3

3. xyz
1 y 1 z 1 x 4 4 4 4 4 4 2

     (®pcm). 

 

 

 

 

Bµi gi¶i 

 §Æt 
xa 3 , 

yb 3 , 
zc 3  (a,  b,  c 0)  

Ta cã :   
  

x y z3 3 3 1      
1 1 1

1
a b c

     ab bc ca abc   (*)  

B§T cÇn chøng minh trë thµnh:  

         
 

 
  

2 2 2a b c a b c
a bc b ca c ab 4

  

      
 

 
  

3 3 3

2 2 2

a b c a b c
4a abc b abc c abc

    (2) 

Ta cã: 2 2a abc a ab bc ca (a b)(a c)           (do   ab bc ca abc ) 

T­¬ng tù    2b abc (b a)(b c)  vµ    2c abc (c a)(c b)  

Do ®ã (2) 
 

 
     

3 3 3a b c a b c
(a b)(a c) (b a)(b c) (c a)(c b) 4

    (3) 

¸p dông B§T C« si cho ba sè d­¬ng ta cã 

 
  

 

3 3

3
a a b a c a 3

3. a
(a b)(a c) 8 8 64 4

  

Bµi 16: (Dù bÞ 2 D � 2005). Cho x, y, z d­¬ng tho¶ m·n x.y.z 1 . Chøng minh r»ng 

 
  

2 2 2x y z 3
1 y 1 z 1 x 2

  

Bµi 17: (Dù bÞ A� 2006). Cho x,y,z d­¬ng tho¶ m·n     x y z3 3 3 1 . Chøng minh r»ng:  

  

 
 

  

x y z x y z

x y z y z x z x y

9 9 9 3 3 3
43 3 3 3 3 3

     (1) 
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T­¬ng tù  
 

  
 

3 3

3
b b c b a b 3

3. b
(b c)(b a) 8 8 64 4

  

                 
 

  
 

3 3

3
c c a c b c 3

3. c
(c a)(c b) 8 8 64 4

  

Céng tõng vÕ cña ba B§T ta ®­îc: 

 
    

     

3 3 3a b c 1 3(a b c)
(a b c)

(a b)(a c) (b a)(b c) (c a)(c b) 2 4
  


 

 
     

3 3 3a b c a b c
(a b)(a c) (b a)(b c) (c a)(c b) 4

 , suy ra (3) ®­îc chøng minh 

Bµi to¸n ®­îc chøng minh hoµn toµn. 

 

 

 

 

 

Bµi gi¶i 

 * Gi¶ thiÕt �xyz=1� th­êng cã rÊt nhiÒu kü thuËt �xö lÝ � tinh tÕ, viÖc dïng nã thÕ nµo 

cßn phô thuéc vµo tõng bµi to¸n. Trong bµi to¸n nµy cã mét liªn hÖ nhá gi÷a tö vµ mÉu, cô 

thÓ ta thùc hiÖn lêi gi¶i nh­ sau: 

Ta cã    
2 2 2 4x (y z) x y x z 2 x yz 2x x    (do xyz=1) 

T­¬ng tù 
2y (z x) 2y y    vµ 

2z (x y) 2z z  

  
  

2y y2x x 2z z
P

y y 2z z z z 2x x x x 2y y
  

 * §Õn ®©y tö vµ mÉu ®· qu¸ �gÇn gòi� råi. §Ó bµi to¸n ®¬n gi¶n h¬n ta thùc hiÖn phÐp 

®æi biÕn �kh«ng lµm thay ®æi gi¶ thiÕt� sau: a x x;b y y;c z z   , khi ®ã abc=1. 

Lóc ®ã 
2a 2b 2c

P
b 2c c 2a a 2b

  
  

 

 * C¸c b¹n h·y chøng minh B§T sau nhÐ (rÊt quan träng ®Êy, qu¸ nhiÒu ¸p dông hay) 

a b c 3

mb nc mc na ma nb m n
  

   
 

Bµi 18: (Khèi A � 2007). Cho x, y, z lµ c¸c sè thùc d­¬ng tho¶ m·n xyz=1.  

T×m gi¸ trÞ lín nhÊt cña  

2 2 2( ) ( ) ( )

2 2 2

  
  

  

x y z y z x z x y
P

y y z z z z x x x x y y
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(víi mäi a,b,c d­¬ng; m,n lµ h»ng sè d­¬ng cho tr­íc) 

 * ¸p dông B§T nµy ta cã ngay P 2   (còng ch¼ng cÇn ®Õn abc=1 n÷a) 

 DÊu b»ng x¶y ra khi x=y=z=1. VËy GTNN cña P b»ng 2. 

 

 

 

 

 

Bµi gi¶i 

 Ta cã 
 

   
2 2 2 2 2 2x y z x y z

P
2 2 2 xyz

 

Do ®ã : 
  

      
2 2 2 2 2 2

2 2 2 x y y z z x
x y z xy yz zx

2 2 2
  


   

  
2 2 2x y z xy yz zx 1 1 1

xyz xyz x y z
  


     

               
     

2 2 2 2 2 2x y z 1 1 1 x 1 y 1 z 1
P

2 2 2 x y z 2 x 2 y 2 z
  

ý t­ëng dïng hµm sè l¹i ®Õn rÊt tù nhiÖn 

XÐt hµm sè  
2t 1

f (t )
2 t

  víi t >0    /
2

1
f (t ) t

t
 

/f (t ) 0     
2

1
t 0

t
 t 1 . LËp b¶ng biÕn thiªn ta ®­îc 

3
f (t )

2
 , t 0   

Suy ra 
9

P
2

 .  DÊu b»ng x¶y ra khi vµ chØ khi   x y z 1  

VËy GTNN cña P b¨ng 
9
2

. 

 

 

 

 

Bµi gi¶i 

BÊt ®¼ng thøc ®· cho t­¬ng ®­¬ng víi  

Bµi 19: (Khèi B � 2007). Cho x, y, z lµ c¸c sè d­¬ng thay ®æi. T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña biÓu 

thøc 

1 1 1

2 2 2

    
         

    

x y z
P x y z

yz zx xy
 

Bµi 20: (Khèi D- 2007). Cho a b 0.   Chøng minh r»ng 

b a
a b

a b

1 1
2 2

2 2
   

     
   
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               
   a b

b aa b
ln 1 4 ln 1 4

1 4 1 4
a b

 
      

XÐt hµm sè 
 xln 1 4

f (x)
x


  víi x>0. Ta cã: 

 x x x x

2 x

4 ln 4 (1 4 ) ln 1 4
f '(x) 0

x (1 4 )

  
 


 

Suy ra f(x) nghÞch biÕn trªn (0; ) .  

Do f(x) nghÞch biÕn trªn (0; )  vµ a b 0   nªn f (a) f (b)  vµ ta cã ®iÒu ph¶i chøng 

minh. 

 

 

 

 

Bµi gi¶i 

Ta cã 
2 2

2 2 2 2

2(x 6xy) 2(x 6xy)
P

1 2xy 2y x y 2xy 2y

 
 

    
 

 * NÕu y=0 th× 2x 1 P 2   . 

 * NÕu y 0  th× 

2

2

2 2

x x
2 6

y y 2t 12t
P

t 2t 3x x
2 3

y y

    
    

       
    

    
   

 

§Õn ®©y cã thÓ dïng ®iÒu kiÖn cã nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh bËc hai hoÆc dïng ®¹o hµm ®Ó 

kh¶o s¸t hµm sè 
2

2

2t 12t
f (t)

t 2t 3




 
, víi t . 

Ta t×m ra max

3 1
P 3 x , y

10 10
     hoÆc 

3 1
x , y

10 10
     

               min

3 2
P 6 x , y

13 13
       hoÆc 

3 2
x , y

13 13
    

 

 

Bµi 21: (Khèi B- 2008). Cho hai sè thùc x,y thay ®æi tho¶ m·n hÖ thøc 2 2x y 1  .  

T×m GTLN, GTNN cña  
2

2

2(x 6xy)
P

1 2xy 2y




 
. 
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Bµi gi¶i 

Ta sÏ ¸p dông B§T sau: 2(a b) 4ab   

       Ta cã 
 

22 2

(x y)(1 xy) (x y)(1 xy) 1
P

(1 x) (1 y) 4(x y) (1 xy)

   
  

    
 

      Suy ra 
1 1

P
4 4

    

      Khi x=0, y=1 th× 
1

P
4

  . Khi x=1, y=0 th× 
1

P
4

 .  

     VËy GTNN cña P b»ng 
1

4
 , GTLN cña P b»ng 

1

4
. 

 

 

 

Bµi gi¶i 

Ta cã 3 3 34(a b ) (a b)   a,b 0      nªn 3 33P 4(a b ) a b     

¸p dông B§T nµy ta ®­îc 

2 2 2 2 2 2

x y z x y z
P (x y) (y z) (x z) 2 2 x y z

y z x y z x

   
                 

   
 

§Õn ®©y ta dïng B§T c«si cho 6 sè ta ®­îc  

6
2 2 2

x y z
P 2.6 x.y.z. . . 12

y z x
   

§¼ng thøc x¶y ra khi x=y=z=1. VËy GTNN cña P b»ng 12 

 

 

 

Bµi 22: Khèi D- 2008). Cho hai sè thùc kh«ng ©m x,y thay ®æi . T×m GTLN, GTNN cña  

2 2

(x y)(1 xy)
P

(1 x) (1 y)
 


 

. 

 

Bµi 23 (Dù bÞ A- 2007): Cho x,y,z d­¬ng. T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña biÓu thøc 

3 3 3 3 3 33 3 3
2 2 2

x y z
P 4(x y ) 4(y z ) 4(z x ) 2

y z x

 
         

 
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Bµi gi¶i 

Ta cã 3 33x 4(y z ) x y z     , suy ra 
3 33

y z y z

x y zx 4(y z )

 


  
 

Cïng hai B§T t­¬ng tù ta ®­îc ®pcm. 

  

 

 

 

Bµi gi¶i 

BiÕn ®æi 
2 2 2 2a b c (a b c)

P
1 1 1 a b c

b c a (a b c)
ab bc ca abc

 
   

 
     

= 
2(a b c)

1
(a b c) 1

abc

 

 
   

 

 

Theo gi¶ thiÕt ta cã 
1 2

1 (a b c)
abc 3

    , suy ra 
2(a b c) 3

P
2 2(a b c). (a b c)
3

 
 

   

 

DÊu b»ng x¶y ra khi 

4 3 3 2

a b c
2a a 1 0 (a 1)(2a a a 1) 0 a 11 2

1 (a b c)
abc 3

 


           
   



 

VËy GTNN cña P b»ng 
3

2
 khi a b c 1   . 

Trªn ®©y chØ lµ mét c¸ch tiÕp cËn víi ph­¬ng ph¸p vµ c¸ch häc vÒ B§T mµ t«i muèn 

giíi thiÖu víi c¸c b¹n, ®Æc biÖt lµ c¸c em häc sinh líp 12 chuÈn bÞ thi §H- C§. Cßn mét sè 

chuyªn ®Ò s©u h¬n t«i sÏ tiÕp tôc göi tíi c¸c b¹n sau. Hy väng chót Ýt kiÕn thøc nµy sÏ gióp 

c¸c em häc sinh 12 ®¹t ®­îc kÕt qu¶ cao nhÊt trong kú thi §H s¾p tíi. Chóc c¸c em thµnh 

c«ng. 

 §Þa chØ email: lexuandaicvp@gmail.com;  S§T: 0912960417 

Bµi 24: Cho x,y,z d­¬ng. Chøng minh r»ng 

3 3 3 3 3 33 3 3

y z x z x y
P 2

x 4(y z ) y 4(x z ) z 4(x y )

  
   

     
 

Bµi 25: Cho a,b,c d­¬ng tho¶ m·n ®iÒu kiÖn 
3 1

a b c 1
2 abc
 

    
 

. T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña 

3 3 3

2 2 2

a b b c c a
P

1 ab 1 bc 1 ca
  

  
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