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Phương trình- Hệ phương trình ôn thi Đại Học và Học Sinh Giỏi 

Bài 1: Giải hệ phương trình 

   

2 2
2

y x

2

3 2

x 1
e

y 1

3log x 2y 6 2log x y 2 1


   
      

              
 

 

1

2
 

Điều kiện: x 2y 6 0    và x y 2 0     

Xét phương trình          2 2 2 2 2 2 2 21 y x ln x 1 ln y 1 ln x 1 x 1 ln y 1 y 1                 3  

Xét hàm số  f t ln t t   với t 1   

Ta có  f t   đồng biến trên  1;    

Phương trình  3   có dạng    2 2 2 2f x 1 f y 1 x y x y         

 Với x y   từ  2  ta được  3log 6 x 1    với x 6  x 3 y 3     ( thỏa mãn hệ) 

 Với x y   từ  2  ta được 

   3 23log x 2 2log x 1     với x 1   

Đặt    
2u

3 2 3u

x 2 3
3log x 2 2log x 1 6u

x 1 2

      
  

  

u u

3u 2u 1 8
1 2 3 1

9 9

                 
        5   

Xét  
u u

1 8
g u

9 9

             
 ,  g u   là hàm nghịch biến trên R và có  g 1 1   nên u=1 là nghiệm duy nhất của 

(5) 

Với u 1 x y 7      ( thỏa mãn hệ) 

 Vậy hệ có 2 nghiệm là      x;y 3; 3 , 7;7       

Bài 2: Giải phương trình:  
3 3

sinx sin y sin x y
2

     

Theo bất đẳng thức Bunhiacopski ta có: 

   

         

     

2 2 2 2

2 2

2

2

sinx sin y sin x y 3 sin x sin y sin x y

1
3 1 cos2 x cos 2y sin x y 3 2 cos x y cos x y cos x y

2

1 1 27
3 2 cos x y cos x y cos x y

4 2 4
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Suy ra:  
3 3

sinx siny sin x y
2

      

Khi đó phương trình đã cho tương đương với hệ: 

 

 

   

2

sinx sin y sin x y x m2
3

cos x y 1

y n21
cos x y cos x y 0 3

2

               
            

  m,n Z   

 Vậy nghiệm của phương trình đã cho là 

x m2
3

y n2
3

    
    

 với  m,n Z  

Bài 3: Giải hệ phương trình  

x y

6 4

s inx
e

sin y

10 x 1 3 y 2

5
x; y

4

    
   

  

Ta có: 

x y
x y s inx e e

e
sin y sinx sin y

       

Xét hàm số  
te

f t
sin t

   với 
5

t
4


    

Ta có:  

t

2

2.e .sin t
4

f ' t 0
sin t

     
    với 

5
t ;

4

     
  

Khi đó:    f x f y x y    Thế vào phương trình còn lại ta được:  6 410 x 1 3 x 2     

Do   6 2 4 2x 1 x 1 x x 1      Đặt: 
2x 1 u    và 

4 2x x 1 v     

Ta được phương trình:     2 2 u 3v
10uv 3 u v u 3v v 3u 0

v 3u

 
      
 

  

 Với u=3v phương trình vô nghiệm 

 Với v=3u được x 5 33    loại 

 Vậy hệ đã cho vô nghiệm. 
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Bài 4:  
2

2

2

x 4x 5
x 2 log 2 2x 3

2x 3

 
   


        1   

Điều kiện: 2x 3 0    

   
 

    
2

2 2 2

2 2 2

2 x 4x 5
1 x 2 log 2 2x 3 x 2 1 log x 2 1 2 2x 3 log 2 2x 3

2 2x 3

                   

 Đặt   2f t t log t     t 0     f(t) đồng biến trên  0;   

       
2 2

1 f x 2 1 f 2 2x 3 x 2 1 2 2x 3            
  

Đặt: 2x 3 y 2 0      khi đó ta có hệ: 
   

   

  

   

2

22

x y x y 6 0x 2 1 2 y 2

x 2 1 2 y 2y 2 1 2 x 2

           
         

  

 Với x y x y 1      ( thỏa mãn) 

 Với    
2

x y 6 0 y x 6 x 2 1 2 x 4             vô nghiệm 

 Vậy phương trình đã cho có nghiệm duy nhất là x 1     

Bài 5: Giải bất phương trình: 
x 1

x 1 x

2x

6.2 8
2 4 2 2 2

9.2 16


 
   


  

Đặt: 
xt 2 ,0 t 2     

Bất phương trình trở thành: 
2

12t 8
2t 4 2 2 t

9t 16


   


  

Vì   2t 4 2 2 t 2t 4 2 2 t 6t 4         nên bất phương trình tương đương: 
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2

2 2 2

2 2 2

2

2

2t 4 2 2 t
2t 4 2 2 t 1 2. 0

9t 16

6t 4 9t 16 2 2t 4 2 2 t 0 3t 2 9t 8t 32 16 8 2t 0

3t 2 t 2 8 2t 8 t 2 8 2t 0 3t 2 t 2 8 2t 0

3t 2 0
2

0 t
t 2 8 2t 0

3t 2 0

t 2 8 2t 0

            

                 

            

        
     

3

4 2
t 2

3






  


  

Từ đó: 

x

2

x 2

2
2 x 1 log 3

3
5

log 3 x 14 2
2 2 2

3


   


 
   
   

  

 Vậy nghiệm của bất phương trình là: 
2

2

x 1 log 3

5
log 3 x 1

2

  


   


 

Bài 6: Giải phương trình:    2 2

2 32 2 3
log x 2x 2 log x 2x 3


                                                                      

Điều kiện: 

2

2

x 1x 2x 2 0

x 3x 2x 3 0

           
  

Phương trình được viết lại:  

       2 2 2 2

8 4 3 7 4 38 4 3 7 4 3
log x 2x 2 log x 2x 3 log x 2x 2 log x 2x 3

  
                1  

Đặt: 
2a 7 4 3 1; t x 2x 3           2   

 1  trở thành  a 1 alog t 1 log t              3  

Đặt: ay log t   từ  3  ta có: 
 

 
y y y

yy

y

t a a 1
a 1 a 1 1

a 1 a 1t 1 a 1

                          

        4   

Ta có y 1   là nghiệm duy nhất của  4  

Khi đó ta được: x 1 11 4 3     ( thỏa mãn điều kiện bài toán) 
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  Vậy nghiệm của phương trình là x 1 11 4 3    

 

Bài 7: Giải phương trình sau: 
14 6 213 39 13 6 133125.x 13 25.x 4x . 3125 4 5. 3125 0          1  

 Xét    6 13x 0 : 1 4. 5. 3125 0     vô lí 

 Xét x 0   

 
6 39

8

4 6 13

4 4 5 13 25
1 x

x x 3125
      

Áp dụng bất đẳng thức Côsi cho 13 số dương, ta có: 

 

8 8 6 6 39

4 4 6 6 13

4 45

x x 1 1 5 5 25
.... ... ... 13

5 5 x x x x 3125
      

 
  

Dấu = xảy ra 

8

4
12

6

4 6

x 1

5 x
x 5

1 5

x x

   
 

  

 Vậy nghiệm của phương trình đã cho là: 12x 5  

 

Bài 8: Giải phương trình:    
2 3x 34x 93 2 2 2

22 x 34x 376 x 34x 376 3log x 34x 376 35            
  

Đặt  2t x 34x 376 t 87      ta được phương trình tương đương:  

     t 283 3 t 3 t 3 283 256 3 256 3
2 2 2

2

2 .t . t 3log t 35 2 .t .log 2 .t 35.2 2 .256 .log 2 .256 t 256

x 30
x 34x 376 256

x 4

       

 
    
 

 

 Vậy nghiệm của phương trình là: 
x 30

x 4

 

 

  

Bài 9: Giải phương trình  
22sin x

3
4

1 1
cos 2x log 4cos 2x cos6x 1

2 2

        
               1  

   cos 2x 1
4

1
1 2 cos 2x log 3cos 2x 1

2
       

Đặt y cos2x   với điều kiện: 
1

y 1
3
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Phương trình trở thành:    y 1 y
4 2

1
2 y log 3y 1 2 1 2y log 3y 1

2
            

Đặt    t
2t log 3y 1 2 3y 1 t 1        

Vậy có hệ: 

y
y t y t

t

2 2y t 1
2 2 t y 2 y 2 t y t

2 3y 1

             
  

 

Thay y t   vào ta có phương trình  t t2 3t 1 f t 2 3t 1 0         

 

 

t

t 2

f ' t 2 .ln 2 3

f '' t 2 .ln 2 0 t R

 

   
  

Do đó phương trình  f t 0   có không quá 3 nghiệm phân biệt ( định lý Lagrange) 

Ta lại có:    f 1 f 3 0    nên t 1   hoặc t 3  ( loại)  

Với  t 1 y 1 cos2x 1 x k ,k Z           

 Vậy nghiệm của phương trình đã cho là:  x k ,k Z    

Bài 10: Giải phương trình 
x x 1 x x 164 8.343 8 12.4 .7      

 Ta có: 

 
x x 1 x x 1 x 1 x x 164 8.343 8 12.4 .7 8 64x 8.343 12.4 .7 0             

         
333 x 1 x 12 4x 2.7 3. 2 . 4x . 2.7 0                   1  

Đặt 
x x 1a 2,b 4 ,c 2.7     phương trình  1  trở thành: 

 
     

2 2 2

3 3 3 a b b c c a
a b c 3abc 0 a b c 0 a b c 0

2

                  
  

  

( vì    
22 xa b 2 4 0, x R       ) 

x x 12 4 2.7 0      

Xét hàm số: 

 

 

 

 

x x 1

x x

x

7

4

f x 2 4 2.7

2
f ' x 4 .ln 4 .7 .ln 7

7

7 7ln 4 7ln 4
f ' x 0 x log

4 2ln 7 2ln 7
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Phương trình  f ' x 0   nghiệm duy nhất nên theo định lý Lagrange, phương trình  f x 0   có không quá 2 nghiệm 

phân biệt. Mặt khác ta có:    f 1 f 2 0    

 Vậy phương trình đã cho có 2 nghiệm là x 1 x 2     

Bài 11: Giải phương trình:    3 2
4 2 2

5
log x 1 log x 2 log

2
                  1       

 Điều kiện: x 1  

Ta có:    2 31 2 x 2 5 x 1           2  

Đặt:    2 2

2

u x 1 u 2v
2 u v 5uv

v 2uv x x 1

            

  

 Với 
2 2u 2v x 1 2 x x 1 4x 5x 3 0            phương trình này vô nghiệm. 

 Với 
2 2 5 37

v 2u x x 1 2 x 1 x 5x 3 0 x
2


             ( thỏa mãn ) 

 Vậy nghiệm của phương trình là: 
5 37

x
2


  

Bài 12: Giải phương trình      
2

2 7 2 7

x
log x x log x 3 log x 2log x 3

2

 
     
  

  

Điều kiện: x 0   phương trình đã cho tương đương với: 

   2 2 7 2 2 2 7

x x x
log x log x 2log x 3 log x 0 log x log x 2log x 3 0

2 2 2

                                   
  

 

2

2 7

x
log x 0

2

log x 2log x 3 0


  



  

             
 

 

1

2
  

 Giải  1 :   x 2 ln x ln 2
1 2 x

x 2
               3  

Xét hàm số  
ln x

f x
x

   ta có   2

1 ln x
f ' x

x


    

Dễ thấy  f ' x 0   với 0 x e    

               f ' x 0   với x e   
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                f ' x 0   với x e   

Nên vế trái phương trình  3  đồng biến trên  0;e   và nghịch biến trên  2;  trong khi đó vế phải là hàm hằng nên 

phương trình  3  có nhiều nhất 2 nghiệm.  

Ta nhận thấy x 2 x 4    là nghiệm của  3 . Vậy  3  có 2 nghiệm là x 2 x 4    

 Giải  2 .  

Đặt 
t

2t log x x 2     

Phương trình  2  trở thành  
t t t

t
7

4 2 1
t 2log 2 3 6 9 2 t 2 x 4

7 7 7

                               
  

Vậy phương trình đã cho có 2 nghiệm x 2 x 4    

 

Bài 13: Giải hệ phương trình: 
   

 
7 3

2 3

2log 2x 3y log 2 2x 3y

ln 4x x 1 x 21 9y

    
     

  

Đặt   t
7t log 2x 3y 7 2x 3y       

Khi đó ta có phương trình  
t t

t t t
3

7 1
2t log 7 2 9 7 2 2. 1

9 9

                   
      1  

Ta có hàm số  
t t

7 1
f t 2.

9 9

             
 nghịch biến trên R mà  f 1 1   nên t 1   là nghiệm duy nhất của phương trình

 1 . Khi đó: 2x 3y 7 3y 7 2x       thay vào phương trình thứ 2 ta thu được phương trình 

 2 3ln 4x x 1 x 6x 0                         2   

Xét hàm số:  

     

 

2 3 2

2

2
2

2

8x 1
g x ln 4x x 1 x 6x g ' x 3x 6

4x x 1

24x 14x 7
g ' x 3x 0, x R

4x x 1


        

 

 
    

 

  

Do đó hàm số  g x   đồng biến.      
7

2 g x g 0 x 0 y
3
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 Vậy hệ phương trình có nghiệm duy nhất 

x 0

7
y

3

 
 

  

Bài 14: Giải hệ phương trình: 

2 2

2 2

x 2x 22 y y 2y 1

y 2y 22 x x 2x 1

      
      

  

Hệ 
 

 

22

22

x 2x 22 y y 1

y 2y 22 x x 1

     
     

  với x 0, y 0   Đặt: 
u x 1 1

v y 1 1

   
   

  ta có 

 

 

 

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

u 21 v 1 v u 21 v 1 v
A

v 21 u 1 u u 21 v 21 u 1 v 1 v u

1u 21 v 1 v

2u 21 u u 1 v 21 v v 1

            
                

    
         

  

Xét hàm số   2 2f t t 21 t 1 t       trên  1;  nên phương trình  2 u v    

Vậy hệ 
2 2

u v 1

u 21 u 1 u 0

  
     

     
 3

   

Xét hàm số   2 2g u u 21 u 1 u       có  
2

u 1
g ' u 2u 0

2 u 1u 21
   


  với u 1   ;  g u  

liên tục bên phải tại u=1  g u  nghịch biến trên  1;   PT 3 u 2     

 

   u;v 2;2    là nghiệm của hệ A   

 Vậy nghiệm của hệ đã cho là x y 1     

Bài 15: Giải phương trình 
6 4 264x 96x 36x 3 0           1   

Xét hàm số   6 4 2f x 64x 96x 36x 3      trên R   

Ta có:  
1

f 0 .f 0
2

    
  ; 

1 3
f .f 0

2 4

             
 và  

3
f .f 1 0

4

    
 

Mặt khác hàm số  f t   liên tục trên R nên phương trình   1  có 3 nghiệm thuộc khoảng  0;1 . Mà  f t  là hàm số chẵn 

nên phương trình  1  có 6 nghiệm phân biệt trên khoảng  1;1 . 
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Đặt x cos t   với  t ;    phương trình  1  trở thành. 

6 4 264cos x 96cos x 36cos x 3 0          2  

Ta lại có: 3 6 4 2cos6t 4cos 2t 3cos 2t 32cos t 48cos t 18cos t 1        

Nên    
1 k

2 2cos6t 1 0 cos 6t 6t k2 t k
2 3 18 3

  
             

Do  t ;    nên ta chọn 
5 7 11 13 17

t ; ; ; ; ;
18 18 18 18 18 18

         
   

  

 Vậy phương trình  1  có 6 nghiệm là: 
5 7 11 13 17

x cos ;cos ;cos ;cos ;cos ;cos
18 18 18 18 18 18

         
   

  

Bài 16: Giải hệ phương trình 

2 2

2 2

2 2

2 2

x y x y 3

21 x y

y x x y 2

21 x y

     
     

               

 

 

1

2

  

Đặt 
2 2x y u

0 x y uv 1
x y v

       
  

  , 
u v u v

x , y
2 2

 
    

Thay u,v vào    1 , 2  rồi cộng và trừ 2 phương trình cho nhau ta thu được hệ mới như sau: 

3 2
u u uv . 1 uv

2

3 2
v v uv . 1 uv

2

    
    

        

 

 

3

4

 

Nhân 2 phương trình  3   và  4  với nhau ta có    
1

uv 1 uv 1 uv
4

     

Do uv 1   nên 
1

uv
4

   thay vào  3   và  4  ta được 

3 6
u

2

3 6
v

2

  
  

   

 Vậy nghiệm của hệ là 

6 6
x

6

3 2 6
y

6

  
  

  

 




