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CÁC BÀI TOÁN PHƯƠNG TRÌNH TRONG TOÁN HỌC TUỔI TRẺ GẦN ĐÂY 
 

I. NHỮNG BÀI TOÁN CỦA NĂM 2011 
Bài T6/400: - THTT tháng 2/2011 tr21 (đánh giá 2 vế) 

Giải phương trình: 2
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    0( )vì x   

KL: Vậy pt đã cho có nghiệm 2
2

x    

 
Bài T4/401: - THTT tháng 3/2011 tr19 
Giải phương trình: 2 2( )x y z xyz xy yz zx        

 
0 0 0 0 0: ; ; ; , ,Ñk xyz xy yz zx x y z       

Theo nguyên tắc Dirichlet, tồn tại ít nhất hai trong 3 số , ,x y z  cùng lớn hơn hoặc bằng 2 hay 

cùng bé hơn hoặc bằng 2. Giả sử 2 số đó là x vaø y , khi đó 2 2 0( )( )x y    

Pt đã cho tương đương với: 2 22 2 2 0 1( ) ( ) ( )( ) ( )x y z z x y        
Vì mỗi số hạng ở VT của (1) đều không âm, nên để có (1) thì phải có: 

2 2 4

2 2 0( )( )

x y

z x y z x y z

z x y

 
         
   

 

Vậy pt đã cho có nghiệm duy nhất (x;y;z) = (4;4;4) 
 
Bài T7/401: - THTT tháng 3/2011 tr21  (Có đạo hàm) 

Giải hệ phương trình: 
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x y x y y x

x x y x

      


    
 



GV: Huỳnh Quốc Hào http://sites.google.com/site/toantintrangchu/ Trang: 2 

 
Điều kiện: 22 0 2.y x Ñaët t x y      
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0 0( )Maø g   nên s = 0 là nghiệm duy nhất của pt g(s) = 0. Do đó s = 0 là ngiệm duy nhất của pt(3), tức 

là x -1 = 0. Suy ra nghiệm duy nhất của hệ phương trình đã cho là 11
2

( ; ) ( ; )x y 
  

Bài T5/402: - THTT tháng 4/2011 tr20  (đánh giá 2 vế) 

Giải phương trình: 
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Pt viết lại dạng: 
2 2

2 2 2 2
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Hệ này vô nghiệm. Do đó phương trình đã cho VN. 
Bài T7/402: - THTT tháng 4/2011 tr21 

Giải phương trình: 2 20102 20102 2 2 0
3 3 3

sin sin ... sinx x x
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Do ñoù pt ñeà cho vieát thaønh

x

 

 





   
     

   
   

      
   

 
      

 
2 5 8 2009

3 6 9 2010

3 6 2007

3 6 2007

22 2 2 2
3

2 2 2 2 0

22 1 2 2 2 2 4 0
3 3

1 2 2 2 0 1

( ... )sin
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Vậy pt có nghiệm là 
6

( )x k k
   . 

Nhận xét: Có thể giải BT bằng nhận xét: 

2011

1 2 2010 3 2
3 3

2 2 0 0
3 3 3

( ; ;...; ), : sin cos cos( ).

: cos cos cos

kVôùi x k ta coù

Bieán ñoåi pt veà daïng x x x

    

  

     

     
           

     

 

Bài T6/403: - THTT tháng 5/2011 tr21 (đánh giá 2 vế) 
Giải phương trình: 4 44 17 8 17 34x x x x       

 
0 17:Ñk x   

Cách 1: Sử dụng Bunyakovsky cho bộ số không âm ta có:  
2 2

2 24 4

4 4

4 17 1 4 17 17 1

8 17 1 4 4 17 17 4 17 17 2
1 2
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17 1
1 4

( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )
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x x x x

x xÑaúng thöùc xaûy ra x

      

         

     


   

 

Vậy pt đã cho có đúng 1 nghiệm x = 1. 
Cách 2: Sử dụng Cauchy cho hai số không âm ta có:  
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Vậy pt đã cho có đúng 1 nghiệm x = 1. 
 
Bài T4/404: - THTT tháng 6/2011 tr19 
Giải phương trình: 4 2 2625 100 1 0 1( ) ( )x x     

 
Cách 1: Biến VT như sau:  
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Vậy tập nghiệm của pt (1) là:  26 2 6 2 6 26; ; ;   

 
Cách 2:  

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2

0 25 1 4 1 0
2 1 0 2 1 2 1 0
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1 26
1 24

( ); ( ) : ( )
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y a y a y a
y a
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Từ đó tìm ra tập nghiệm như cách 1. 
 
Bài T8/404: - THTT tháng 6/2011 tr22 
Giải phương trình: 3 3 35 2 2 5 2 4 2cos cos cos cos cos (cos cos )x x x x x x x      

 
Ta dễ dàng cm các CT sau: 

5 3 4 25 16 20 5 4 8 8 1cos cos cos cos ; cos cos cosx x x x x x x       
Pt trong đề viết thành: 

4 2 4 2 4 233 316 20 7 32 40 11 2 8 10 2 1cos ( cos cos ) cos ( cos cos ) cos ( cos cos ) ( )x x x x x x x x x       

Nhận thấy pt(1) thỏa mãn với 0
2

cos ,x x k k
      

Với 0cos x  , chia cả hai vế của (1) cho 3 cos x , ta được: 
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Vậy phương trình đã cho có tập nghiệm là 
2 3

; ( )kx k x k 
     

* Cách khác: Khi 0cos x  , sau khi biến đổi, chia hai vế của phương trình thu được cho  3 cos x , ta 

được: 3 3
5 2 5 52 1 1cos cos cos

cos cos cos
x x x
x x x
      

5 1 0 5cos ; , cos cos , .
cos

xÑaët t tính ñöôïc t neân x x töø ñoù suy ra nghieäm pt
x
     

 
Bài T4/405: - THTT tháng 7/2011 tr19 (ẩn phụ) 

Giải phương trình: 221 25 2 2 19 2 1x x x x x         
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/

*

/
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x
x x x
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x
x x x
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Vậy tập nghiệm của pt là: 297 3
64

;S
 

  
 

 

Bài T4/406: - THTT tháng 8/2011 tr19 

Giải hệ phương trình:  
2

2

2 3 3 13 1
3 2 2 11 2

( )
( )

x xy y
y xy x
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Rõ là x = 1 không thỏa (1), vậy 1x  . Khi đó hệ tương đương với: 

2
2

2

22 2
3 2

2 13 2 132 133 1 3 13 1
172 13 2 13 2 5 86 136 0 2 43 2 2 11
23 1 3 1

( ) ( )( )
; ;

( ) ( )

x xy x yx y xx
x x x x x x x xx x

x x

             
                   

 

2 4 17 2
7 3 3 7

/
/

x x x
hoaëc hoaëc

y y y
      

   
     

 

KL: Hệ phương trình có 3 nghiệm: 2 7 3 4 3 17 2 7( ; ) ( ; / ); ( ; );( / ; )x y laø     
 
Bài T7/406: - THTT tháng 8/2011 tr21 (có đạo hàm) 
Giải phương trình:   

2 14 3
2 23 4 9 122 2 3

5
( ( )) ( ( )) , : ( ) ; ( )

x

khi x
x

f g x g f x trong ñoù f x x g x
khi x

x

 
       

  

 

 
21 4 1 1 2 3

2
2 14

: ( ) ( ) , ( ) ,

( ( )) ,

Ta coù f x x suy ra f x x

Vaäy g f x x

       

   




 

Do đó phương trình trở thành: 219 4 9 9 0 8
2

( ( )) ( ( )) ( ) ( ) ( )f g x g x g x g x hoaëc g x         

123 14 3 0 0 0
5

8

* ( ) , ( ) . ( )

* ( )

Vôùi x thì g x vôùi x thì neân g x Vaäy PT g x voânghieäm
x

Xeùt pt g x

     



 

Rõ ràng ta chỉ cần xét x < 3. Ta có: 
2

122 2 3
5 0

'( ) ln ,
( )

xg x x
x

   
 

, do đó g(x) là hàm số  đồng 

biến trong khoảng 3( ; ) . Suy ra nghiệm pt(1) (nếu có) là duy nhất. 
Dễ thấy x = 2 là 1 nghiệm của (1) 
Vậy phương trình đã cho có nghiệm duy nhất x = 2. 
 
Bài T6/407: - THTT tháng 9/2011 tr21  (đánh giá) 

Giải hệ phương trình:  

2 2 2 2

1
2 3

2 5 3 4 5 3 2

( )

( )

x y x xy y x y

x xy x xy x

   
   

     

 

 
2 2

2 2 2

2 2

1 1 11 0
3 4 12 4

1 3
3 2

( ) . : ( ) ( ) ( )

( ) ( )

x xy y
Töø suy ra x y Ta coù x y x y x y

x xy y
x y
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2 2
2 2 2

2 2

2 2 2 2

1 3 1
2 4 4 4

1 4
2 2

3 4
3 2

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ), ( ) : ( )

x y
vaø x y x y x y

x y
x y

x xy y x yTöø suy ra x y


     


  

  
  

 

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi x = y.  Do đó (1) 0x y    

Thay y = x vào phương trình (2) ta được: 2 22 5 3 4 5 3 5( )x x x x x      
2

2 2

2 5 3 0
3

5 6 3 2 0
2

( ) : ( )( )

Ñaët t x x vôùi t
t x

Pt trôû thaønh xt x t x t x t
t x

   

  
        

 

2
2

0 0 0 3 3
2 5 3 02 2 2 5 3 3

0

;

,

Vì t x vaø khi x thì t neân TH t x khoâng xaûy ra

x x
Vôùi t x ta ñöôïc x x x x

x

     

         


 

Vậy hệ phương trình trong đầu bài có 1 nghiệm duy nhất (x;y;z) = (3;3;3) 
Chú ý: Có thể giải (5) bằng cách: 
Nhận thấy x = 0 không là nghiệm của (5), nên với x > 0, chia hai vế  của (5) cho x2 suy ra: 

2
2 2 2

5 3 5 3 5 32 4 2 0 6 0. , , :Ñaët t vôùi t ta ñöôïc t t
x x xx x x

            , từ đó tìm được kết 

quả bài toán. 
 
Bài T4/408: - THTT tháng 10/2011 tr19   

Giải phương trình: 
3 2

2 1 3 1

4 1 9 8 52 4 2

( )

( )

x y

x x y x y xy

   


      
 

 

2 2

3 2 2 2

2

1
3 3 3

1 2 1 3
4 1 3 4 6 5 4

4 2 2 3 9 2 6 5 52 6 5
3

4 21 0
7 3

( )
( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) : ( ) ( ) ( )
( )

( ( ))

Ñieàu kieäny
x x

Pt y x
y x y x x

Thay vaøo ta ñöôïc x x x x x x x x x
x loaïi

x x
x thoûa

 

         
       

          

  
      

 

Thay x = 7 vào pt(4) tìm được y = 3. Vậy hệ pt có nghiệm duy nhất (x;y) = (3; 3) 
 
Bài T7/408: - THTT tháng 10/2011 tr21   
Kí hiệu [x] là số nguyên lớn nhất không lớn hơn x. Giải hệ phương trình: 2 1 2011 0( [ ])x x x     

 
Ta thấy x = 0 không là nghiệm phương trình trên.  

Với 0x  , pt đã cho tương đương với:
2 2011[ ] x xx

x
 

  

Vì [x] là số nguyên lớn nhất không lớn hơn x , suy ra x - 1 < [x] x , nên ta có: 
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2

2 2
2

2

20111 2011

2011

1 1 8044 1 1 80441 2011 0
2 2

1 1 80442011 2011
2

1

(*)

[ ] . :

( ) ( )( )

( ), :

(*) (

x xx x x
x

Ñaët x a thì a Khi ñoù pt ñaõ cho trôû thaønh

a a a a
x a x x hoaëc x

a a
Thöû laïi vôùi a ta coù

Vaäy theo ta coù x a x

 
    

  

       
      

   
 

  



2 21 1 8044 1 1 4 1 2011
2 2

)

( ) ( )* ( )

thoûa maõn

a a a a a
loaïi

       
  

 

Vậy tập nghiệm của phương trình đã cho là: 
21 1 8044 2011

2
( ) , ,a a

S a a
        
  

  

Bài T6/409: - THTT tháng 11/2011 tr21   

Giải phương trình: 23 32 1 3 3 9 3
2

( ) ( )x
x x


      

 

3 3 2
233

3 2 3
2

3
2 2 2 2

2

2

27 2 459 3 3 3
9 2 18 3

45 451 3 3 1
18 3 2

3 3 453 3 0 1 3 3
2 4 2

2 1 3 3

:

( ) : ; ; ( )

: ( )

: ( ) , ( ) : ( )

( )( )(

Ñk x

t x t t
Ñaët t x thì ta coù x x

t t tPt ñaõ cho trôû thaønh t t t

t
Ta coù t t t neân pt töông ñöông vôùi t t

t t t

 

  
     

 
      


        

   
3

3

9 0 1 2 3
1 27 217
2 9 72

273 0
9

) /

*

*

t t hoaëc t
tVôùi t thì x

tVôùi t thì x

     


  


   

 

Vậy các nghiệm thỏa mãn đề bài là x = 0 ; x = 217
72

 

Bài T5/410: - THTT tháng 12/2011 tr19   

Giải phương trình: 2 27 25 19 2 35 7 2 1( )x x x x x        

 
2

2

7 25 19 0
2 35 0 7

2 0
: (*)

x x
Ñieàu kieän x x x

x

   


    
  

 

Khi đó pt (1) tương đương với: 
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2 2

2

2 2

2

7 25 19 2 35 7 2

3 11 22 7 2 5 7

3 5 14 4 5 7 2 5 14 2

5 14 2

( )( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

;

x x x x x

x x x x x

x x x x x x

Ñaët a x x b x

      

      

        

    

 

Chú ý: vì 7x  nên 2 5 14 0 5 0;x x x      
Khi đó PT (2) trở thành: 

2 2

2

2

3 4 7 3 4 0
3 4

3 2 7
5 14 5

3 2 7

61 11137
183 4 3 5 14 4 5

61 11137
18

( )( )

( (*))
* :

( (*))

( (*))
* :

( (*))

a b
a b ab a b a b

a b

x thoûa
Vôùi a b ta coù x x x

x khoâng thoûa

x thoûa
Vôùi a b ta coù x x x

x khoâng thoûa

 
        

  
      

  
 


     
 




 

 Vậy pt(1) có 2 nghiệm: 61 111373 2 7
18

;x x


    

Bài T7/410: - THTT tháng 12/2011 tr21   (lượng giác) 
Giải phương trình: 2 32 1 3 3 1 1(sin )(sin sin ) sinx x x x        (1) 

 
phương trình đã cho tương đương với: 

3 2 33 3

3
3

3

2 2 2 2

3 3 2 3 3 1 1 1 3 3 1 2 1
3 2

1 1 3 1
3 2

3 3 0

sin sin sin sin (sin ) sin ( )

: sin ; sin :

: ( )( ) ( ) ( )( )

x x x x x x

u v
Caùch Ñaët x u x v ta coù heä

v u

Tröø theo veá hai pt treân ta ñöôïc u v u uv v v u u v u uv v u v

          

      
 

            

Thế vào (2) ta được: 3 23 2 1 2 0 1 2( ) ( )u u u u u hoaëc u           

  
1 1 1 0

2 1 2 3
* , sin sin ,
* , sin sin ,

Vôùi u ta coù x x x k k
Vôùi u ta coù x x pt VN

         
    


 

*  Cách 2: Biến phương trình thành: 
3 3

3 2

3

33

1 3 1 3 1 3 3 1
3 3 3 0

1 3 1

1 3 1 3 0 0

(sin ) (sin ) ( sin ) sin
: ( ) ( '( ) )

(*) : (sin ) ( sin )

sin sin sin sin sin .

x x x x
Nhaän thaáy f t t t luoân ñoàng bieán vì f t t

Neân töø suy ra f x f x

x x x x x x k k

      

    

  

           

 

 
----- Hết năm 2011 ----- 
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 II. NHỮNG BÀI TOÁN CỦA NĂM 2012 
Bài T7/411: - THTT tháng 1/2012 tr21 (có dùng đạo hàm) 

Tìm các giá trị thực của m để hệ phương trình sau có nghiệm: 
3 3 2

2 2 2

3 3 2 0 1

1 3 2 0 2

( )

( )

x y y x

x x y y m

     


     
 

 
2

2

3 2

3 2

1 0 1 1
0 22 0

1 3 1 3 1 3
3 3 3 0 1 1

:

( ) ( ) ( ) ( )
( ) '( ) , ( ; )

x x
Ñk

yy y

Ta coù x x y y
Hsoá f t t t coù f t t t

       
   

     

       

 

Nên hàm số f(t) là hàm số liên tục và nghịch biến trên 1 1t    
Từ (3) ta có: 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ; ,f x f y vôùi x y suy ra x y y x              

2 2 2 2

2 2 2

1 2 2 1 0 2 1

2 1 1

0 1 2 2 1 1

( ) , :

( )

Thay y x vaøo vaø ruùt goïn ta ñöôïc x x m m x x

Deã thaáy g t t t lieân tuïc vaø nghòch bieán khi t

neân vôùi x ta coù x x

          

    

       

 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm khi: 1 2m    
NX: mấu chốt là biến (1) về (3) và cm x = y - 1. 
 
Bài T7/412: - THTT tháng 2/2012 tr21 

Giải hệ phương trình: 
2

17 3 5 3 14 4 0 1

2 2 5 3 3 2 11 6 13 2

( ) ( ) ( )

( )

x x y y

x y x y x x

      


       
  (1) 

 
Điều kiện: 5 4 2 5 0 3 2 11 0; ; ;x y x y x y         

Phương trình tương đương với: 3 5 2 5 3 4 2 4 3( ( ) ) ( ( ) ) ( )x x y y        

2

2

3 2 0 0
3 5 4 1

42 2 3 4 3 5 9 6 13
3

2 3 4 2 2 3 5 9 3 3
2 1 3 1

3 4 2 5

( ) ( ) , . ( )
( ) : ( ) ( )

( ), : ,

( ( )) ( ( ))
( ) ( )

( )

Xeùt haøm f t t t t Ta thaáy f t laø hs taêng treân t
Keát hôïp ta coù f x f y y x

Thay vaøo ta ñöôïc x x x x x

x x x x x x
x x x x

x x

   
     

       

         
   

 
  

2

9 3

2 31 1 0
3 4 2 5 9 3

2 30 1 1 1
3 4 2 5 9 3

0 1
1 2

( )

( )
( ) ( )

, ( )
( ) ( )

*
*

x x
x x

x x
x x x x

x x vì
x x x x

Vôùi x y
Vôùi x y

 
  

 
            

      
     

   
      

Thử lại ta thấy nghiệm của HPT đã cho là: 0 1 1 2( ; ) ( ; );( ; )x y      
Bài T4/413: - THTT tháng 3/2012 tr20 (đánh giá 2 vế) 

Giải phương trình: 2 2 219 7 22 28 13 43 37 3 3 3( )x x x x x x x            (1) 
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Nhận thấy: 2a a a  đẳng thức xảy ra khi 0a  . Ta có: 
2

2

2 2 2 2

2 2 2
2

1 75 75 5 319
2 4 4 2

7 22 28 2 1 3 3 3 3 3 3

1 7 7 713 43 37 3 2 3 2 3 2
2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )

x x x

x x x x x x

x x x x x x

 
       

 

         

       
                

       

 

Gọi vế trái phương trình  là A thì:  
5 3 7 5 73 3 3 2 3 3 3 3 3 3

2 2 3 2
( ) ( ) ( )A x x x x

 
           

 
 

Do đó A = 3 3 3( )x   khi và chỉ khi các BĐT trên đều trở thành đẳng thức, tức là: 
1 2 0

2 1 0 1
3 0 2

72 0
2

/x
x

xx

x

  
       

  


. Vậy phương trình đã cho có nghiệm duy nhất: 1
2

x    

Bài T7/413: - THTT tháng 3/2012 tr21 (f(u) = f(v)) (Tương tự THTT T7/410 tháng 12 - 2011) 
Giải phương trình: 2 32 3 4 6 3 1 3 6 4( sin )( sin sin ) sinx x x x        (1) 

 
Biến đổi phương trình, ta được: 

3 2 33 3

3
3

3

3

3 3

8 3 3 1 2 3 6 4 2 2 2 3 6 4 2
2 42 2 6 4

2 6
3 2 3

2
3 2 4

3 4 3

(sin sin sin ) sin ( sin ) sin ( )

sin ; sin sin

( )
( ), :

( )

( ) ( ), : ( ) (

x x x x x x
u v

Ñaët u x v x suy ra x

u v
Keát hôïp ta coù heä

v u

Tröø theo veá cuûa cho thu ñöôïc u v v u u

          

 
     

  


 
    2 2

2 2
2 2

3 2

3 0 5

33 3 0
2 4

1
5 3 3 2 0 1 2 0

2
1 51 2 2 1 2 2
2 6 6

2 2 2 2

)( ) ( )

:

( ) . ( ), : ( ) ( )

* sin sin

* sin si

v u uv v

v v
Ta coù u uv v u

u
Do ñoù u v Thay vaøo ta ñöôïc u u u u

u

Vôùi u thì x x x k hoaëc x k

Vôùi u thì x

 
 

    

 
        

 
  

           

           

    2n ( )x loaïi

 

Vậy phương trình có nghiệm là: 52 2
6 6

,x k hoaëc x k k 
       

Chú ý: Biến phương trình thành: 
3 3

3 2

3 3

2 2 3 2 2 6 4 3 6 4
3 3 3 0

2 2 6 4 2 2 6 4

( sin ) ( sin ) ( sin ) sin (*)
: ( ) ( '( ) )

(*) : ( sin ) ( sin ) sin sin

x x x x
Nhaän thaáy f t t t luoân ñoàng bieán vì f t t

Neân töø suy ra f x f x x x

      

    

      

 

Giải tiếp ta có kq cần tìm. 
 



GV: Huỳnh Quốc Hào http://sites.google.com/site/toantintrangchu/ Trang: 12 

Bài T7/412: - THTT tháng 4/2012 tr21 (có dùng đạo hàm) 
Giải phương trình: 3 57 2 6 19log ( ) log ( )x x     (1) 

 
3 3

5 5

0 7 1 7 2 3 1

6 19 19 1

* , : log ( ) log

: log ( ) log

x x

x

Neáu x thì suy ra

Maët khaùc

    

  
 

Vậy phương trình đã cho không có nghiệm trong khoảng 0( ; ]  
* Nếu x > 0, pt đã cho tương đương với 3 57 2 6 19 0log ( ) log ( )x x     

Xét hàm số 3 57 2 6 19 0( ) log ( ) log ( ) ( ; ), :x xf x treân ta coù      

1 7 7 1 6 6 6 7 6 6
3 5 5 57 2 6 19 7 2 6 19

6 19 7 2 6 0 0
5 7 2 6 19

ln ln ln ln'( )
ln ln ln ln

ln . . ,
ln ( )( )

x x x x

x x x x

x x

x x

f x

x

    
   


   
 

 

Vậy hàm số f(x) đồng biến trên 0( ; ) , do đó ptrình đã cho có nhiều nhất 1 nghiệm trên 0( ; )  
Dễ thấy x = 1 là 1 nghiệm của pt đã cho 
KL: Pt đã cho có nghiệm duy nhất x = 1. 
 
Bài T7/411: - THTT tháng 5/2012 tr21 (có dùng đạo hàm) 

Giải hệ phương trình: 
2

2

2

2 1

4 1 4 0 2

log ( )

( )

yx

x xy y

 


   
 

 

2

2 2 2 2 2 2 4

2 2 2 2
2

0 2 0 0 2 0

2 4 1 4 0
16 1 4 4 16 16 0

44 4 4 0 4 0 3 0 4 4 0

3

: . ( ) ( ( ) )

( ) :
: ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( )

Ñk x Töø y neáu y thì VT

Ta bieán pt thaønh x xy y

Bình phöông hai veá ta ñöôïc x x y y x y x x y

xy x xy xy x do x neân x xy
y

Thay vaøo

    

    

       

             

2
2 2

2

0

2

41 2 4

0 4 4 2 2 2 0 5
1 1 5

4 2 2 2
24 2 2 0 0

2

( ) log ( )

, ( ) : . log ( ) ( )
( )

( ) . log ( )

: '( ) . ln ( )
( ) ln

y

y

y

y

ta ñöôïc
y

Vì y neân töông ñöông y
Nhaän thaáy y laø n cuûa

Xeùt hsoá f y y

Ta coù f y y
y



    

 

   

    


 

Nên hsố f(y) đồng biến khi y < 0 
Do đó (4) có nghiệm duy nhất y = - 1 . Giải lại x = 4 
Thử lại (x;y) = ( 4;-1) là nghiệm duy nhất của phương trình. 
Nhận xét: Có thể suy ra (3) bằng cách viết thành: 

2
2 2 2

2

2

4 2 2 21 4 4 4 4

2 2 0 0
4

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )'( ) ,

x y y y y f f y vôùi f t t t
x x x x

t
f t t

t

 
               

 


   


 

Bài T4/416: - THTT tháng 6/2012 tr19  
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Giải phương trình: 24 14 11 4 6 10 1( )x x x     

 

Điều kiện: 5
3

x 
  

2

2 2

2 2

1 4 20 25 6 10 4 6 10 4

2 5 6 10 2 2 5 6 10 2 2

5 52 5 2 5 0
3 3

2 3 0 3 2
2 2 5 6 10 2 2 3 6 10

2 3 6 10 4 6 1 0

3 13
4

( )

( ) ( ) ( )

. :

/
( )

( )

( )

x x x x

x x x x

Do x neân x suy ra

x x
x x x x

x x x x

x thoûa ñk

       

         

 
    

                
       

 
 

 

 
Bài T8/416: - THTT tháng 6/2012 tr21  (đánh giá 2 vế) 
Giải phương trình: 2 1 22 2 0sin sin (sin cos )n n n nx x x x       với n là số nguyên dương cho trước. 

 

Phương trình đã cho tương đương với: 2 1 2 2
1

11 2 2 1
2

sin sin sin cos ( )n n n n
n

x x x x


 
     
 

 

Ta chứng minh rằng 1 2( )VT   (2) 
Thật vậy, dễ thấy rằng: 2 2 2 1 22 1cos cos sin sin ( sin ),n n n nx x vaø x x vì x neân    

2 2
1

3 2

2

2 2 4 4
1

2

11 1 2 2 3
2

1 3 1 2

1
0

12 0 1 1
2

2

( ) sin (sin cos ) ( )

* , ( ) ( )

sin sin
: sin

cos

* , sin sin sin cos ;

sin sin

n n n
n

n n
n

n

VT x x x

Vôùi n töø ta coù ngay VT

x x
Ñaúng thöùc xaûy ra khi vaø chæ khi x

x

Vôùi n ta coù vaø x x x x

x





 
    
 
 

   


      

 2 2

2 2 4 4 2 2 2

2 1 2 4

2 4

2 4 1 2 1

3 1 4 2 2 2

1
0

sin cos ( cos ; sin )

( ) ( ) sin cos (sin cos ) (sin cos )

sin sin sin
: sin

cos cos

n n

n

x x x vì x x

neân töø suy ra VT x x x x x x

x x x
Ñaúng thöùc xaûy ra khi vaø chæ khi x

x x



  

     

    
 

 

Như vậy BĐT (2) thỏa mãn với mọi số nguyên dương n 
phương trình (1) được thỏa mãn khi và chỉ khi dấu đẳng thức của (2) xảy ra  

Điều đó tương đương với: 1 2
2

sin . ( )x x k k
      

Vậy phương trình đã cho có nghiệm là: 2
2

. ( )x k k
    

Bài T4/417: - THTT tháng 7/2012 tr21  
Giải phương trình: 2 2 2 22 6 11 5 10 1( )( ) ( )x x x x x      . 
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2 2 2

2 2 2

2 2 2 2

5 4 3 2 4 3 2

5 4 3

2 2
6 11 2 6 2 1 10 5

5 10 1 5 2 10 2 1 6 10 1
10 5 5 10 1

20 110 100 25 25 100 110 20 1
5 10 10

. :
( ) ( )

( ) ( )
: ( ) ( )

Ñaët y x x y Khi ñoù
x x y y y y
x x y y y y

Pt ñaõ cho trôû thaønh y y y y y
y y y y y y y y y
y y y y

    

         

         

    

         

    2 55 1 0 1 0 1 3( ) .y y y Do ñoù x        

 

Vậy phương trình đã cho có nghiệm duy nhất x = 3. 
 
Bài T7/418: - THTT tháng 8/2012 tr21  

Giải hệ phương trình: 2 1

1 1 4 2

( )( ) ( )

( )( ( )) ( )

xy x y xy x y y

x y xy x x

      

     

 

 
0 0

2 0

2
1 2 0 0

2

2 1 0 3
2

;
:

( )( )

( )( )
( ) ( )( )

( )( )

( ) ( )
( )( )

x y
Ñieàu kieän

xy x y xy

x y y xy x y
Ta coù xy x y xy y x y

x yxy x y xy y

y xy
x y

x yxy x y xy y

  


   

   
          

   

      
     

 

2

2

2
2

3 2 2

42
1

41 1 2
1

21 1 2 2
1

2 1 0
2

3 2

2 3 4 0 1

, ( ) :

( )

( )

:
( )( )

( ) : . ( ), :

( )(

Maët khaùc töø PT ta coù y xy x x
x

y xy x x
x

y xy x x
x

y xy
Do ñoù

x yxy x y xy y

Pt töông ñöông vôùi x y Thay x y vaøo ta ñöôïc

x x x x x x

   


       


 
         

 

 
 

   

 

       
1 174 0 1

2
1 17 1 170 2 1 1

2 2

) ;

( ; ) : ( ; ) ( ; )

x x

Vì x y neân heä PT ñaõ cho coù nghieäm x y laø vaø


   

 
 

 

Chú ý: Then chốt là phân tích pt(1) về dạng tích và cm thừa số thứ hai trong (3) dương. Có thể cm  
21 22 2 0

1
( ) ( ): x xy xy baèng caùch bieán ñoåi y xy

x
 

     


 

 
Bài T6/420: - THTT tháng 10/2012 tr20 (đánh giá 2 vế) 

Giải hệ phương trình: 3 3
2 2

2 2

6 6 1
6 2 3 2

( )
( ) ( ) ( )

x xy y

x y
x x y

x xy y
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2 2

0
0

0 0
0 0 0 2 0 2

0 0

2 1 6 6 3 4 2
2 3 3

:

; ( ; ) ( ) ; ( )
;

( ) : ( )
( ).

xy
Ñieàu kieän

x xy y
Neáu x hoaëc y thì heä VN
Neáu x y x y khoâng ñoàng thôøi baèng thì VT pt khoâng thoûa
Do ñoù x y

Vì xy x y neân töø suy ra x xy y x x y y x y
x y Maët khaù

 


  
 
  
 

          

  
2 2 2 2 3 3 3 3

2 2
2 2 2 2

3 3
2 2

2 2

3 3 2 2 2 3 6 6 3 3 4 2 2 4

6

3 3 2 4
2 2

2 2 5

5 2 4 3 3 6

:
( ) ( ) ( ) ( )

( ): ( ) ( )

( ) : ( ) ( ) ( )
, :

c ta coù
x y x y x y x y

xy x xy y
x xy y x y

x y
Ta cm raèng x y

x y
Thaät vaäy BÑT töông ñöông x y x y x y x y x y x y
AÙp duïng Cauchy ta coù

x x

   
      

  


 



       

 3 3 3 3 12 6 4 23

6 3 3 3 3 6 12 2 43

3 3

3 3

y x y x y x y

y x y x y x y x y

  

     

3 3
2 2

2 2

2 2

3 3
2 2 2 2

2 2

6 5
34 5 2

2 2
63 2 2 2 7

3 7 2

( ), ( )
( )( ) ( ) : ( )

( ) : ( ) , :
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ),( )

Coäng veá theo veá ta seõ coù töø ñoù suy ra
x y

Töø vaø suy ra x y
x xy y

Keát hôïp vaø chuù yù x y x y ta ñöôïc

x y
x x y x x y x x y x y

x xy y
Töø suy ra x


 

 

  


           

 
 3y vaø x y 

 

Ta được x = y = 1 (thỏa các đk của bài toán) 
Vậy hệ có nghiệm duy nhất là (x;y) = (1;1) 
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II. NHỮNG BÀI TOÁN CỦA NĂM 2013 
Bài T7/424: - THTT tháng 2/2013 tr21 (đánh giá 2 vế) 

Giải phương trình: 
4 3

3 4
3 4

1 11 3 1x x
x x

   
       

   
  (1) 

 

Áp dụng BĐT Bunyakovsky cho hai bộ 3 số: 4
4

11 1 1 1( ; ; ) ( ; ; )vaø x
x

ta có: 

2
4 2

4 2

1 13 1 1x x
x x

   
       

   
 

Áp dụng BĐT Bunyakovsky cho hai bộ 3 số: 2 4
2 4

1 11 1( ; ; ) ( ; ; )x vaø x
x x

ta có: 

3 2 2 4
4 2 4 3

4 2 4 3

1 1 1 13 1 1 1 1x x x x
x x x x

       
                

       
 

Đẳng  thức xảy ra khi và chỉ khi x = 1. Do đó phương trình đã cho có đúng 1 nghiệm. 
 
Bài T5/425: - THTT tháng 3/2013 tr120 

Giải phương trình: 2 2 7 3 2 1 8 1 1 8x x x x x           (1) 

 
Biến đổi phương trình đã chotrở thành: 

2

2 2

4 4 2 2

2 2

6 9 3 1 1 8 2 1 8 1 1 8

3 3 1 1 8 1 1 8

3 1 1 8 0
1 0

0 1 0 0

3 1 1 8

( ) ( )

; ( , )
: ( )(( )( ) )

, ( )( ) , :

:

x x x x x x

x x x x

Ñaët a x b x a b
Khi ñoù pt trôû thaønh a a b b a b a b a b
Vì a b neân a b a b do ñoù a b a b

Töùc laø x x x

           

         

      

        

        

    
2 2

2 0 2 1
2 1 8

31 8 2 4 3 0( )
x x x

x
xx x x x

                       

 

Vậy tập nghiệm phương trình là  1 3;  
Bài T4/426: - THTT tháng 4/2013 tr19 

Giải hệ phương trình: 
2

2

9 9 5 4 9 7

2 1 9 7 7( )

x xy x y y

x y x y x y

     


      
  (1) 

 
Điều kiện: 0x y  . Đặt 0( )x y t t   .  Khi đó phương trình thứ  2 trở thành: 

2 2 2 2 3 12 1 9 7 9 1 7 2 0 9 1 0
7 2

2 1 23 1 3 1 0 0 3 1 0
37 2 7 2

1 1
3 3

( )( )

( ) ( )

:

tt t t t t t t
t t

t t t do t neân t
t t t t

Suy ra x y y x


             

 
 

           
    

    

 

Thay  vào phương trình thứ nhất ta được:  
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2 21 1 1 8 19 9 5 4 9 7 18 8 6 9 3 0
3 3 3 3 3

2 2 32 9 4 9 4 3 9 3 1 0 9 4 2 0
3 3 9 3 1

1 2 30 2 0
3 3 9 3 1

4 19 4 0
9 9

4

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

,

( ; ) (

x x x x x x x x x x

x x x x x x
x

Vì x y neân x suy ra x
x

Vì vaäy x x y

Heä coù nghieäm duy nhaát x y

               

 
             

  

     
 

     


1

9 9
; )
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Giải hệ phương trình: 
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Thay vào pt thứ nhất của hệ ta được: 
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Vậy hệ pt đã cho có các nghiệm (x;y) là: 6 6 6 6 6 6 6 6( ; ), ( ; ), ( ; ), ( ; )     
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