
Mét ph¬ng ph¸p chøng minh  bÊt ®¼ng thøc vµ x©y dùng mét sè bÊt ®¼ng thøc
.

Sơn _ kều - 3 -

II.Néi dung
§Ó chøng minh A B trong mét sè trêng hîp ta cã thÓ nghÜ ®Õn ph¬ng ph¸p
sau:“T×m C sau ®ã chøng minh A C vµ CB ”.Nhng vÊn ®Ò quan träng lµ
t×m C.§Ó t×m C nhiÒu khi ta ph¶i mß mÉm,dù ®o ¸n,dùa vµo mét ph¬ng ph¸p
cò ®· biÕt,...Trong bµi viÕt nµy T«i sÏ ®a ra mét kinh ngiÖm t×m C dùa vµo
mét ph¬ng ph¸p cò ®· biÕt.
Sau khi chøng minh ®îc mét bÊt ®¼ng thøc ta nªn thö xem liÖu cã thÓ x©y
dùng ®îc mét sè bÊt ®¼ng thøc kh¸c tõ bÊt ®¼ng thøc  ®ã hay kh«ng hoÆc dùa
vµo lêi gi¶i ®ã ta cã thÓ x©y dùng c¸c bÊt ®¼ng thøc kh¸c hay kh«ng?Sau ®©y
t«i muèn minh ho¹ nh÷ng vÊn ®Ò trªn .
Tríc hÕt ta chøng minh c¸c bæ ®Ò sau:
Bæ ®Ò 1. “  Trong 3 sè bÊt kú x1,x2,x3  lu«n tån t¹i hai sè x i,xj (i vµ j thuéc

tËp  3;2;1 ) sao cho:







ax

ax

j

i   hoÆc







ax

ax

j

i   (a lµ sè thùc bÊt kú) ”

Chøng minh:Kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t ta cã thÓ gi¶ sö x 1 x2 x3

NÕu x2 a th×  x1 a vµ x2 a,ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh.
NÕu x2 >a th×  x2 a vµ x3 a ,ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh.

Bæ ®Ò 2. “  NÕu







ay

ax
  hoÆc








ay

ax
 th× xya(x+y)-a2 ”.

Chøng minh:Tõ gi¶ thiÕt ta cã: (x -a)(y-a)0 hay xya(x+y)-a2 (®pcm)
VËn dông hai bæ ®Ò nµy ®Ó chøng minh mét sè bÊt ®¼ng
thøc(C¸c vÝ dô)

VÝ dô 1.Cho x,y,z lµ c¸c sè thùc d¬ng .Chøng minh r»ng ta lu«n cã
bÊt ®¼ng thøc: xyz+2(x2+y2+z2)+8  5(x+y+z).§¼ng thøc x¶y ra khi nµo.
(Bµi I-3 cña chuyªn môc Chµo IMO 2007 ®ît 1  cña T¹p chÝ To¸n häc vµ tuæi
trÎ sè 357 th¸ng 3 n¨m 2007)
Chøng minh:
Theo bæ ®Ò 1 vµ vai trß x,y,z trong bµi to¸n b×nh ®¼ng nªn kh«ng mÊt tÝnh

tæng qu¸t ta cã thÓ gi¶ sö







1

1

y

x
  hoÆc








1

1

y

x
.Khi ®ã theo Bæ ®Ò 2 ta cã

xyx+y-1   xyzxz+yz-z (v×  z >0  )
    xyz+2(x2+y2+z2)+8xz+yz-z+2(x2+y2+z2)+8 (1)
Ta sÏ chøng minh: xz+yz-z+2(x2+y2+z2)+8  5(x+y+z)  (2)
ThËt vËy:
              (2) (y+z-2)2+(x+z-2)2+3(x-1)2+3(y-1)2+2(z-1)2 0 ,®óng.
Tõ (1) vµ (2) suy ra: xyz+2(x 2+y2+z2)+8  5(x+y+z)  (§iÒu ph¶i chøng minh)
§¼ng thøc trong trêng hîp nµy x¶y ra khi x=y=z=1.
VËy ®¼ng thøc x¶y ra khi x=y=z=1

WWW.MATHVN.COM



Mét ph¬ng ph¸p chøng minh  bÊt ®¼ng thøc vµ x©y dùng mét sè bÊt ®¼ng thøc
.

Sơn _ kều - 4 -

NhËn xÐt.Ta cã thÓ chøng minh (2) nhê ®Þnh  lÝ vÒ dÊu cña tam thøc bËc hai
nh sau:
(2)  2z2+(x+y-6)z+2x2+2y2-5x-5y+80 (3)
Xem vÕ tr¸i cña (3) lµ tam thøc bËc hai Èn z cã a=2>0 vµ
 z=(x+y-6)2-8(2x2+2y2-5x-5y+8)
 z=-15x2 +2(y+14)x-15y2+28y-28
Xem  z lµ tam thøc bËc hai Èn x cã a=-15<0 vµ

'
x =(y+14)2-(-15)(-15y2+28y-28)

=-224(y-1)2 0,víi mäi y
Do ®ã  z 0,víi mäi x,y
VËy (3) ®óng víi mäi x,y,z (®pcm)
NhËn xÐt 1. Trong vÝ dô trªn A=   xyz+2(x 2+y2+z2)+8;        B=5(x+y+z);
C= xz+yz-z+2(x2+y2+z2)+8
NhËn xÐt 2.Sau khi gi¶i ®îc bµi to¸n trªn T«i thö xem liÖu cã thÓ t×m C
®èi víi bµi to¸n sau (vÝ dô 2) b»ng c¸ch t¬ng tù  nh vÝ dô 1 ®îc kh«ng?

VÝ dô 2. Cho x,y,z lµ c¸c sè thùc kh«ng ©m.Chøng minh r»ng ta  lu«n
cã bÊt ®¼ng thøc: 5(x3+y3+z3)+3xyz+9 9(xy+yz+zx)
Chøng minh:
Theo bæ ®Ò 1 vµ vai trß x,y,z trong bµi to¸n b×nh ®¼ng nªn kh«ng mÊt tÝnh

tæng qu¸t ta cã thÓ gi¶ sö
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.Khi ®ã theo Bæ ®Ò 2 ta cã

xyx+y-1   3xyz3xz+3yz-3z (v×  z 0  )
  5(x3+y3+z3)+3xyz+9 5(x3+y3+z3)+3xz+3yz-3z+9 (1)
Ta sÏ chøng minh: 5(x3+y3+z3)+3xz+3yz-3z+9 9(xy+yz+zx) (2)
ThËt vËy:
         (2)  5(x3+y3+z3)+9 9xy+6yz+6zx+3z
Mµ theo bÊt ®¼ng thøc C« si ta cã:
 3z=3 3 3 1.1.z   z3+1+1 (3)

3xz=3 3 33 1..zx   x3+z3+1 6xz   2x3+2z3+2 (4)

3yz=3 3 33 1..zy   y3+z3+1 6yz   2y3+2z3+2 (5)

3xy=3 3 33 1..yx   x3+y3+1 9xy   3x3+3y3+3 (6)
Céng theo vÕ c¸c bÊt ®¼ng thøc cïng chiÒu (3),(4),(5) vµ (6) ta cã
5(x3+y3+z3)+9 9xy+6yz+6zx+3z.
Tõ (1) vµ (2) suy ra  5(x3+y3+z3)+3xyz+9 9(xy+yz+zx)(§iÒu ph¶i chøng
minh)
NhËn xÐt 2.1.Tõ hai vÝ dô trªn t«i ®Þnh híng ®Ó x©y dùng c¸c bÊt ®¼ng
thøc  míi nh sau:
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Híng 2.1. Tõ  vÝ dô 2 ta cã “NÕu x,y,z lµ c¸c sè thùc kh«ng ©m vµ vai
trß x,y,z b×nh ®¼ng kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t  ta cã thÓ gi¶ sö :
xyx+y-1  xyzxz+yz-z (v×  z 0  )”
Do ®ã xyz+m(x2+y2+z2)xz+yz-z+ m(x2+y2+z2).Tõ ®ã ta sÏ cã bÊt ®¼ng thøc
d¹ng“NÕu x,y,z lµ c¸c sè thùc kh«ng ©m  th×
xyz+m(x2+y2+z2)+pn(x+y+z).§¼ng thøc x¶y ra khi x=y=z=1”khi ta chän
®îc m,n,p sao cho bÊt ®¼ng thøc:xz+yz-z+ m(x2+y2+z2)+pn(x+y+z) (*)
®óng víi mäi x,y,z.§¼ng thøc x¶y ra khi x=y=z=1.
Sau ®©y lµ c¸ch chän m,n,p sao cho (*) ®óng víi mäi x,y,z vµ ®¼ng thøc x¶y ra
khi x=y=z=1.
Ta cã: (*) mz2+(x+y-n-1)z+mx2+my2-nx-ny+p0
Dùa vµo ®Þnh lÝ vÒ dÊu cña tam thøc bËc hai ta chän m,n,p sao cho
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Trong ®ã  z=(x+y-n-1)2-4m(mx2+my2-nx-ny+p)
Thay n=2m+1 vµo  z vµ rót gän,ta cã
 z=(1-4m2)x2 +2(y+4m2-2)x+(1-4m2)y2+4(2m2-1)y+4(m+1)2-4mp

Suy ra
 z 0
 (1-4m2)x2 +2(y+4m2-2)x+(1-4m2)y2+4(2m2-1)y+4(m+1)2-4mp0 (**)
Ta cÇn chän m,p sao cho (**) ®óng víi mäi x,y  vµ ®¼ng thøc x¶y ra khi
x=y=1.Dùa vµo ®Þnh lÝ vÒ dÊu cña tam thøc bËc hai ta chän m,p tho¶  m·n
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trong ®ã '
x =(y+4m2-2)2-(1-4m2)[ (1-4m2)y2+4(2m2-1)y+4(m+1)2-4mp]

'
x 0

 2m2(1-2m2)y2-4m2(1-2m2)y+(2m2-1)2-(1-4m2)(m2+2m+1-mp) 0(***)
Ta cÇn chän m,p sao cho (***) ®óng víi mäi y vµ ®¼ng thøc x¶y ra khi y=1.
Dùa vµo ®Þnh lÝ vÒ dÊu cña tam thøc bËc hai ta  chän m,p tho¶ m·n
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trong ®ã '
y =[2m2(1-2m2)]2-2m2(1-2m2)[(2m2-1)2-(1-4m2)(m2+2m+1-mp)]

=2m3(1-2m2)(1-4m2)(3m+2-p)
Suy ra:NÕu 1-2m2<0 th× '

y =0 p=3m+2
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Do ®ã (*) ®óng víi mäi x,y,z nÕu m,n,p tho¶ m·n
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Do ®ã ta cã bÊt ®¼ng thøc “NÕu x,y,z lµ ba sè thùc kh«ng ©m th×
xyz+m(x2+y2+z2)+3m+2  (2m+1)(x+y+z).§¼ng thøc x¶y ra khi

x=y=z=1.Trong ®ã m lµ sè thùc cho tríc vµ m>
2

2 ”

NhËn xÐt 2.1.1. Khi m=
2

2  th× bÊt ®¼ng thøc “NÕu x,y,z lµ c¸c sè thùc kh«ng

©m xyz+m(x2+y2+z2)+3m+2  (2m+1)(x+y+z)” vÉn ®óng.
VËy ta cã bÊt ®¼ng thøc: “NÕu x,y,z lµ ba sè thùc kh«ng ©m th×
xyz+m(x2+y2+z2)+3m+2  (2m+1)(x+y+z)                                                 (1.1)

 trong ®ã m lµ sè thùc cho tríc vµ m
2

2 ”

Híng 2.2.Chän m,n,p ®Ó cã bÊt ®¼ng thøc“NÕu x,y,z lµ c¸c sè thùc
kh«ng ©m th× xyz+m(x2+y2+z2)+pn(xy+yz+zx) .§¼ng thøc x¶y ra khi
x=y=z=1.”
Tõ híng 2.1 nÕu x,y,z lµ c¸c sè thùc kh«ng ©m vµ vai trß x,y,z b×nh ®¼ng
kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t ta cã thÓ gi¶ sö: xyz xz+yz-z
Suy ra : xyz+m(x2+y2+z2)xz+yz-z+ m(x2+y2+z2).
Ta sÏ chän m,n,p sao cho bÊt ®¼ng thøc:
xz+yz-z+ m(x2+y2+z2)+pn(xy+yz+zx)(*) ®óng víi mäi x,y,z. §¼ng thøc x¶y

ra khi x=y=z=1.
Ta chän m,n,p (b»ng c¸ch lµm t¬ng tù híng 2.1) nh sau:
Ta cã: (*) mz2+[(1-n)x+(1-n)y-1]z+mx2+my2-nxy+p0
Chän m,n,p sao cho
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Trong ®ã  z=[(1-n)x+(1-n)y-1]2-4m(mx2+my2-nxy+p)

Thay m=
2

12 n vµo  z vµ rót gän,ta cã

 z=n(2-3n)x2 +2[(3n2-3n+1)y+n-1]x+n(2-3n)y2-2(1-n)y+1-2(2n-1)p
Chän n,p tho¶ m·n:
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trong ®ã '
x =[(3n2-3n+1)y+n-1]2-n(2-3n)[n(2-3n)y2-2(1-n)y+1-2(2n-1)p]

=(1-n)(6n2-5n+1)y2-2(1-n)(6n2-5n+1)y+4n2-4n+1+2n(2-3n)(2n-1)p
Chän n,p tho¶ m·n
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trong ®ã '
y =[(1-n)(6n2-5n+1)]2-(1-n)(6n2-5n+1)[4n2-4n+1+2n(2-3n)(2n-1)p]

=n(1-n)(2-3n)(2n-1)(6n2-5n+1)(1-2p)

Suy ra:NÕu m=
2

12 n >0,n(2-3n)<0,(1-n)(6n2-5n+1)<0 th× '
y =0 p=

2

1

Do ®ã (*) ®óng víi mäi x,y,z nÕu m,n,p tho¶ m·n
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Do ®ã ta cã bÊt ®¼ng thøc:
“NÕu x,y,z lµ ba sè thùc kh«ng ©m th×

xyz+
2

12 n (x2+y2+z2)+
2

1
n(xy+yz+zx).§¼ng thøc x¶y ra khi x=y=z=1 .Trong

®ã n lµ sè thùc cho tríc vµ n>1”
NhËn xÐt 2.2.2.Khi n=1 th× bÊt ®¼ng thøc
“NÕu x,y,z lµ ba sè thùc kh«ng ©m th×

xyz+
2

12 n (x2+y2+z2)+
2

1
n(xy+yz+zx) ” vÉn ®óng.

VËy ta cã bÊt ®¼ng thøc:
“NÕu x,y,z lµ ba sè thùc kh«ng ©m th×
2xyz+(2n-1) (x2+y2+z2)+12n(xy+yz+zx) (2.1).
Trong ®ã n lµ sè thùc cho tríc vµ n1”

Híng 2.3.Tõ (1.1) vµ (2.1) (Nh©n hai vÕ cña (1.1) víi p(p )0 ,nh©n hai
vÕ cña (2.1) víi q(q 0 ) råi céng theo vÕ hai bÊt ®¼ng thøc cïng chiÒu võa thu
®îc) suy ra bÊt ®¼ng thøc:
“NÕu x,y,z lµ ba sè thùc kh«ng ©m th×
(p+2q)xyz+(mp+2nq-q)(x2+y2+z2)+3mp+2p+q
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 (2mp+p)(x+y+z)+2nq(xy+yz+zx),trong ®ã m 
2

2 ,n1, 0,0  qp ” (3.1)

NhËn xÐt 2.3.1. Ta cã bÊt ®¼ng thøc“NÕu t lµ sè thùc d¬ng th× t  + -1  t,
trong ®ã   lµ sè thùc vµ  >1.§¼ng thøc x¶y ra khi t=1”.
Chøng minh:XÐt hµm sè f(t)= 1  tt  ,víi t );0( 
f’(t)= )1( 11     tt

f’(t)=0 1010)1( 11   ttt 
B¶ng biÕn thiªn

Tõ b¶ng biÕn thiªn suy ra: 0)( tf  víi mäi t );0( 
Hay t  + -1  t,víi mäi t );0( 
§¼ng thøc x¶y ra khi t=1(§iÒu ph¶i chøng minh).
¸p dông bÊt ®¼ng thøc nµy ta cã:NÕu x,y,z lµ c¸c sè thùc d¬ng bÊt kú th×

2x +  -1  x2

2y +  -1  y2

2z +  -1  z2,trong ®ã  lµ sè thùc vµ  >1

Suy ra: x2+y2+z2 


 33222  zyx  , trong ®ã  lµ sè thùc vµ   >1 (*)

Tõ (3.1) vµ (*) suy ra
“NÕu x,y,z lµ ba sè thùc d¬ng th×
 (p+2q)xyz+(mp+2nq-q) (x2 +y2 +z2 )+2 (3mp+3nq+p-q)-

3(mp+2nq-q)  (2mp+p)(x+y+z)+2 nq(xy+yz+zx),trong ®ã m 
2

2 ,n1,

0,0  qp ,  >1.” (3.2)

NhËn xÐt 2.3.2.§Æc biÖt ho¸ 3.1,ch¼ng h¹n chän m=p=q=1,n=
2

3  ta cã bÊt

®¼ng thøc: “NÕu x,y,z lµ ba sè thùc kh«ng ©m th×
xyz+x2+y2+z2+2x+y+z+xy+yz+zx”
NhËn xÐt 2.3.3.§Æc biÖt ho¸ 3.2,ch¼ng h¹n chän m=n=p=1,q=0,  =2 ta cã bÊt
®¼ng thøc:
“NÕu x,y,z lµ ba sè thùc d¬ng th× 2xyz+x4+y4+z4+136(x+y+z)”

Híng 2.4.
2.4.1.T¬ng tù trªn nÕu x,y,z lµ c¸c sè thùc kh«ng ©m vµ vai trß x,y,z b×nh
®¼ng kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t ta cã thÓ gi¶ sö

WWW.MATHVN.COM



Mét ph¬ng ph¸p chøng minh  bÊt ®¼ng thøc vµ x©y dùng mét sè bÊt ®¼ng thøc
.

Sơn _ kều - 9 -

xyz  xz+yz-z  xyz+xy+z xy+yz+zx
Mµ theo bÊt ®¼ng thøc C«si ta cã :
x2+12 1.2x =2x(V× x 0)

y2+z2 2 22zy =2yz (V× y,z 0)
Suy ra

z + xy 
2

12 z +
2

22 yx  =
2

1222  zyx

Do ®ã xyz+
2

1222  zyx
 xyz+xy+z

VËy ta cã bÊt ®¼ng thøc: “NÕu x,y,z lµ ba sè thùc kh«ng ©m th×
2xyz+  x2+y2+z2+12(xy+yz+zx).§¼ng thøc x¶y ra khi x=y=z=1”
2.4.2.T¬ng tù trªn nÕu x,y,z,t lµ c¸c sè thùc kh«ng ©m vµ vai trß cña x,y,z,t
b×nh ®¼ng th× ta cã thÓ gi¶ sö
xyx+y-1   xyztxzt+yzt-zt (V× zt 0 )
 xyzt+zt +xyz+xytxzt+yzt+xyz+xyt
Mµ theo bÊt ®¼ng thøc C« si ta cã
z3+t3+13 3 33tz =3zt

x3+y3+z33 3 333 zyx =3xyz

x3+y3+ t33 3 333 tyx =3xyt
Suy ra

zt +xyz+xyt 
3

133  tz +
3

333 zyx  +
3

333 tyx  =
3

1)(2 3333  tzyx

Do ®ã: xyzt +
3

1)(2 3333  tzyx
 xyzt+zt+xyz+xyt

VËy ta cã bÊt ®¼ng thøc
“NÕu x,y,z,t lµ c¸c sè thùc kh«ng ©m th×
3xyzt+2(x2+y2+z2+t2)+13(xzt+yzt+xyz+xyt).§¼ng thøc x¶y ra khi
x=y=z=t=1”
2.4.3.B»ng c¸ch lµm t¬ng tù ta cã bÊt ®¼ng thøc

“NÕu x1,x2,…xn lµ c¸c sè thùc kh«ng ©m th×

(n-1)


n

i
ix

1

+(n-2)



n

i

n
ix

1

1 +1 (n-1) 
 

n

j

n

jii
ix

1 ,1

,nN,n3” (4.1)

(Trong ®ã 


n

i
ix

1

=x1x2...xn; 


n

jii
ix

,1

=x1...xj-1xj+1...xn )

Híng 2.5. T¬ng tù trªn nÕu x,y,z lµ c¸c sè thùc kh«ng ©m vµ vai trß
x,y,z b×nh ®¼ng kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t ta cã thÓ gi¶ sö
xyx+y-1   xyzxz+yz-z   xyz+z+xy xz+yz +xy
  (xyz)n+z(xyz)n-1+xy(xyz)n-1  (xyz)n-1(xy+yz+zx),nN*

Mµ theo bÊt ®¼ng thøc C« si ta cã
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x3n-1+x3n-1+...+x3n-1 + y3n-1+y3n-1+...+y3n-1 + z3n-1+z3n-1+...+z3n-1 +1

      n-1 sè h¹ng   n-1 sè h¹ng n sè h¹ng

 (3n-1) 13 13113113 )()()( n nnnnnn zyx  =(3n-1)z(xyz)n-1

x3n-1+x3n-1+...+x3n-1 + y3n-1+y3n-1+...+y3n-1 + z3n-1+z3n-1+...+z3n-1

    n sè h¹ng                    n sè h¹ng                 n-1 sè h¹ng

 (3n-1) 13 1131313 )()()( n nnnnnn zyx  =(3n-1)xy(xyz)n-1

Suy ra
z(xyz)n-1+xy(xyz)n-1


13

1)1()1( 131313


 

n

nzynxn nnn

+
13

)1( 131313


 

n

znnynx nnn

=
13

1))(12( 131313


 

n

zyxn nnn

Do ®ã: (xyz)n+
13

1))(12( 131313


 

n

zyxn nnn

 (xyz)n+z(xyz)n-1+xy(xyz)n-1

VËy ta cã bÊt ®¼ng thøc
“NÕu x,y,z lµ c¸c sè thùc kh«ng ©m th×
(3n-1)(xyz)n+(2n-1)(x3n-1+y3n-1+z3n-1) +1 (3n-1)(xyz)n-1(xy+yz+zx).§¼ng
thøc x¶y ra khi x=y=z=1(Trong ®ã nN*) ” (5.1)
NhËn xÐt 3.Tõ hai vÝ dô trªn,T«i vËn dông ph¬ng ph¸p ®ã ®Ó gi¶i c¸c bµi
to¸n sau (c¸c vÝ dô )

VÝ dô 3.Cho x,y,z lµ c¸c sè thùc kh«ng ©m tho¶ m·n x+y+z=1.Chøng
minh r»ng: 4(xy+yz+zx)   1+9xyz.§¼ng thøc x¶y ra khi nµo.
Chøng minh
Theo bæ ®Ò 1 vµ vai trß x,y,z trong bµi to¸n b×nh ®¼ng nªn kh«ng mÊt tÝnh

tæng qu¸t ta cã thÓ gi¶ sö












3

1
3

1

y

x
  hoÆc













3

1
3

1

y

x
.Khi ®ã theo Bæ ®Ò 2 ta cã:

9xy3x+3y-1   9xyz3xz+3yz-z (v×  z 0  )
1+9xyz  1+3xz+3yz-z   (1)
Ta sÏ chøng minh: 1+3xz+3yz-z   4(xy+yz+zx)  (2)
 ThËt vËy:
                 (2) 1 z+z(x+y)+4xy

 1  z+z(1-z)+4xy (V× x+y+z=1)
  (1-z)2  4xy
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  (x+y)2  4xy    (V× x+y+z=1)
  (x-y)2  0 , ®óng.

Tõ (1) vµ (2) suy ra  4(xy+yz+zx)   1+9xyz  (§iÒu ph¶i chøng minh)

Trong trêng hîp nµy ®¼ng thøc x¶y ra khi x=y=z=
3

1  hoÆc x=y=
2

1 ,z=0

Do ®ã ®¼ng thøc x¶y ra khi x=y=z=
3

1  hoÆc x=y=
2

1 ,z=0 hoÆc x=z=
2

1 ,y=0

hoÆc z=y=
2

1 ,x=0.

NhËn xÐt 3.1.
3.1.1.Trong vÝ dô 3 thay x,y,z lÇn lît bëi

k

c

k

b

k

a
,,  (k lµ sè thùc d¬ng),ta cã

bÊt ®¼ng thøc:“NÕu a,b,c lµ c¸c sè thùc kh«ng ©m tho¶ m·n a+b+c=k th×
4k(ab+bc+ca) k3 + 9abc,trong ®ã k lµ sè thùc d¬ng”
3.1.2.Dùa vµo VÝ dô 3 ta cã thÓ chøng minh bÊt ®¼ng thøc :
“NÕu a,b,c lµ c¸c sè thùc kh«ng ©m th× (a+b-c)(b+c-a)(c+a-b)  abc (1)” nh
sau:DÔ thÊy (1) ®óng khi a=b=c=0.
NÕu mét trong ba sè a,b,c d¬ng th× a+b+c=k > 0
§Æt a=kx,b=ky,c=kz,ta cã x,y,z lµ c¸c sè thùc kh«ng ©m tho¶ m·n x+y+z=1
vµ (1) trë thµnh   (kx+ky-kz)(ky+kz-kx)(kz+kx-ky)kxkykz
 (x+y-z)(y+z-x)(z+x-y)xyz (V× k>0)
 (1-2z)(1-2x)(1-2y)xyz (V× x+y+z=1)
 4(xy+yz+zx)   1+9xyz,®óng (theo vÝ dô 3)
VËy (1) ®óng (®iÒu ph¶i chøng minh)
3.1.3.LÝ do t«i dïng vÝ dô 3 ®Ó chøng minh (1) lµ :trong c¸c tµi liÖu th× ngêi
ta thêng dïng (1) ®Ó chøng minh vÝ dô 3.
NhËn xÐt 3.2.Tõ vÝ dô 3 kÕt hîp víi bÊt ®¼ng thøc C« si ta cã thÓ t×m gi¸
trÞ lín nhÊt,gi¸ trÞ nhá nhÊt cña c¸c biÓu thøc
A=mxyz+xy+yz+zx, víi x,y,z lµ c¸c sè thùc kh«ng ©m tháa m·n x+y+z=1(m
lµ sè thùc cho tríc) nh sau:
a.Theo vÝ dô 3 ta cã:

xy+yz+zx-
4

9 xyz
4

1


Suy ra

A= xy+yz+zx-
4

9 xyz+(m+
4

9 )xyz
4

1
 +(m+

4

9 )xyz

NÕu m+
4

9
0 hay m

4

9
  th×  (m+

4

9 )xyz  (m+
4

9 )
3

3






  zyx =

12

1 +
27

m

Do ®ã A
27

9m .§¼ng thøc x¶y ra ch¼ng h¹n khi x=y=z=
3

1

WWW.MATHVN.COM



Mét ph¬ng ph¸p chøng minh  bÊt ®¼ng thøc vµ x©y dùng mét sè bÊt ®¼ng thøc
.

Sơn _ kều - 12

NÕu m+
4

9 <0 hay m<-
4

9  th×  (m+
4

9 )xyz   0

Do ®ã A
4

1
 .§¼ng thöc x¶y ra ch¼ng h¹n khi x=y=

2

1 ,z=0.

b.Theo bÊt ®¼ng thøc C« si ta cã
xy+yz+zx=(x+y+z)(xy+yz+zx) 3 3 xyz 3 3 xyyzzx  =9xyz

09  xyzzxyzxy

Suy ra
A=xy+yz+zx-9xyz+(m+9)xyz  (m+9)xyz (V× 09  xyzzxyzxy )

NÕu m+90 hay m -9 th×  (m+9)xyz  0
Do ®ã A0.§¼ng thøc x¶y ra ch¼ng h¹n khi x=y=0,z=1.

NÕu m+9<0 hay m<-9 th× (m+9)xyz   (m+9)
3

3






  zyx =

27

9m .

Do ®ã A
27

9m .§¼ng thøc x¶y ra ch¼ng h¹n khi x=y=z=
3

1

KÕt luËn:

NÕu m<-9 th× gi¸ trÞ lín nhÊt cña A lµ
4

1  , gi¸ trÞ nhá nhÊt cña A lµ
27

9m .

NÕu -9m<-
4

9 th× gi¸ trÞ lín nhÊt cña A lµ
4

1  , gi¸ trÞ nhá nhÊt cña A lµ 0

NÕu m
4

9
 th× gi¸ trÞ lín nhÊt cña A lµ

27

9m , gi¸ trÞ nhá nhÊt cña A lµ 0

Tõ ®ã ta cã bÊt ®¼ng thøc:
“NÕu x,y,z lµ c¸c sè thùc kh«ng ©m tháa  m·n x+y+z=1 th×

a)
27

9m
 mxyz+xy+yz+zx 

4

1 (Trong ®ã m lµ sè thùc cho tríc vµ m< -9)

b) 0 mxyz+xy+yz+zx 
4

1 (Trong ®ã m lµ sè thùc cho tríc vµ -9m<
4

9
 )

c)0mxyz+xy+yz+zx 
27

9m (Trong ®ã m lµ sè thùc cho tríc vµ m
4

9
 )”

NhËn xÐt 3.3.NÕu x+y+z=1 th×
x2+y2+z2 = (x+y+z)2-2(xy+yz+zx) =1-2(xy+yz+zx)                                    (1)
x3+y3+z3-3xyz = (x+y+z)( x2+y2+z2- xy+yz+zx) = 1-3(xy+yz+zx)
Do ®ã x3+y3+z3 = 1-3(xy+yz+zx)+3xyz                                                       (2)
Tõ (1) vµ (2) suy ra:
m(x3+y3+z3)+n(x2+y2+z2)+p(xy+yz+zx)+qxyz
=m[1-3(xy+yz+zx)+3xyz] +n[1-2(xy+yz+zx)]+p (xy+yz+zx)+qxyz
=(3m+q)xyz+(p-3m-2n)(xy+yz+zx)+m+n (3)

NhËn xÐt 3.4.¸p dông nhËn xÐt 3.2 vµ nhËn xÐt 3.3 ta cã thÓ x©y dùng
c¸c bÊt ®¼ng thøc b»ng c¸ch sau:
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3.4.1.Trong nhËn xÐt 3.2 cho m=-2 ta cã bÊt ®¼ng thøc
“NÕu x,y,z lµ c¸c sè thùc kh«ng ©m tho· m·n x+y+z=1 th×

0  xy+yz+zx-2xyz
27

7 ”

Do ®ã ta cã bµi to¸n:
Bµi 3.1.Cho x,y,z lµ c¸c sè thùc kh«ng ©m tho¶ m·n x+y+z=1 chøng minh

r»ng 0  xy+yz+zx-2xyz
27

7  (§Ò thi IMO-1984)

3.4.2.Trong nhËn xÐt 3.3 cho m=1,n=p=r=0,q=3 ta cã
NÕu x,y,z lµ c¸c sè thùc kh«ng ©m tho· m·n x+y+z=1 th×

x3+y3+z3+3xyz=6xyz-3(xy+yz+zx)+1=1-3(xy+yz+zx-2xyz)             (4)

Mµ theo 3.4.1 ta cã 0  xy+yz+zx-2xyz
27

7

Do ®ã ta cã bÊt ®¼ng thøc
“NÕu x,y,z lµ c¸c sè thùc kh«ng ©m tho¶ m·n x+y+z=1 th×

9

2
 x3+y3+z3+3xyz 1 ”

Do ®ã ta cã bµi to¸n:
Bµi 3.2.Cho x,y,z lµ c¸c sè thùc kh«ng ©m tho¶  m·n x+y+z=1 chøng minh

r»ng
9

2
  x3+y3+z3+3xyz 1

3.4.3.a. NÕu x,y,z lµ ®é dµi ba c¹nh cña tam gi¸c cã chu vi b»ng 1 th×
(x+y-z)(y+z-x)(z+x-y) > 0                               (*)

3.4.3.b. NÕu  >0 th× tån t¹i tam gi¸c cã chu vi b»ng 1 sao cho
(x+y-z)(y+z-x)(z+x-y) 
ThËt vËy

i.NÕu
27

1
  th× chän tam gi¸c cã chu vi b»ng 1 cã ®é dµi c¸ c c¹nh lµ x,y,z

trong ®ã x=y=z=
3

1 .Khi ®ã (x+y-z)(y+z-x)(z+x-y)= 
27

1 .

ii.NÕu 0< <
27

1  th× tån t¹i t0 







3

1
;0  ®Ó f(t0)= 02 2

0
3
0  tt .

(XÐt hµm sè f(t)=2t3-t2+ .Hµm sè f(t) liªn tôc trªn R.

V× f(0)= >0;f 







3

1 =
27

1
 <0 nªn f(0)f 








3

1 <0.Suy ra tån t¹i t0 







3

1
;0  ®Ó

f(t0)= 02 2
0

3
0  tt ).Khi ®ã chän tam gi¸c cã chu vi b»ng 1 cã ®é dµi c¸c c¹nh

lµ x,y,z trong ®ã 0
0 ;

2

1
tz

t
yx 


 ,ta cã

(x+y-z)(y+z-x)(z+x-y) = 2
0

3
02 tt  = .

Tõ 3.a vµ 3.b suy ra: NÕu x,y,z lµ ®é dµi ba c¹nh cña tam gi¸c cã chu vi b»ng 1
th× (x+y-z)(y+z-x)(z+x-y) > 0;§ång thêi kh«ng thÓ thay 0 bëi sè thùc  >0.
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Mµ (*) (1-2x)(1-2y)(1-2z)>0 (V× x+y+z=1)

 xy+yz+zx-2xyz >
4

1 (Kh«ng thÓ thay
4

1  bëi sè thùc  >
4

1 )

Tõ ®ã ta cã bµi to¸n :
Bµi 3.3.NÕu a,b,c lµ ®é dµi ba c¹nh cña mét tam gi¸c cã chu vi b»ng 1 t h×

4

1 <ab+bc+ca-2abc
27

7


Tõ (4) vµ bµi 3.3 ta cã bµi to¸n sau
Bµi 3.4. Cho tam gi¸c ABC cã chu vi b»ng 1.Chøng minh r»ng

9

2
a3+b3+c3+3abc<

4

1 .

(Bµi T5 / 353 T¹p chÝ To¸n häc vµ tuæi trÎ  th¸ng 3 n¨m 2007)
3.4.4.Gi¶ sö x,y,z lµ ®é dµi ba c¹nh cña mét tam gi¸c cã chu vi b»ng 1 (theo
nhËn xÐt 3.3),ta cã:
A= m(x3+y3+z3)+n(x2+y2+z2)+p(xy+yz+zx)+qxyz
=(3m+q)xyz+(p-3m-2n)(xy+yz+zx)+m+n

=(p-3m-2n) 










 xyz
nmp

qm
zxyzxy

23

3  +m+n ,khi p-3m-2n 0

Chän m,n,p,q tho¶ m·n:













2
23

3
023

nmp

qm
nmp









pnmq

nmp

243

023

Khi ®ã
A= (p-3m-2n)(xy+yz+zx-2xyz)+m+n                                              (5)
Tõ bµi 3.3 vµ (5) suy ra bÊt ®¼ng thøc:
 “Cho x,y,z lµ ®é dµi ba c¹nh cña mét tam gi¸c cã chu vi b»ng 1.§Æt
A= m(x3+y3+z3)+n(x2+y2+z2)+p(xy+yz+zx)+(3m+4n-2p)xyz.
a.NÕu p-3m-2n>0 th×:

nm
nmp




4

23 <A nm
nmp





27

)23(7

hay
4

2nmp  <A
27

1367 nmp 


b.NÕu p-3m-2n<0 th×:




27

1367 nmp A<
4

2nmp       ”                                                                  (6)

3.4.5.§Æc biÖt ho¸ (6),ch¼ng h¹n chän m=n=p=1 ta cã bÊt ®¼ng thøc:
“NÕu x,y,z lµ ®é dµi ba c¹nh cña mét tam gi¸c cã chu vi b»ng 1 th×


27

26 x3+y3+z3+x2+y2+z2+xy+yz+zx+5xyz<1”
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NhËn xÐt 3.5. B»ng c¸ch lµm t¬ng tù 3.1.1,tõ c¸c nhËn xÐt 3.2 vµ3.4 ta
cã thÓ x©y dùng c¸c bÊt ®¼ng thøc míi.Ch¼ng h¹n tõ 3.4.4 cho m=p=0,n=1,ta
cã bÊt ®¼ng thøc:
“NÕu x,y,z lµ ®é dµi ba c¹nh cña mét tam gi¸c cã chu vi b»ng 1 th×


27

13  x2+y2+z2 +4xyz<
2

1 ”

Tõ bÊt ®¼ng thøc nµy(thay x,y,z lÇn lît bëi
2

,
2

,
2

cba  ) ta cã bµi to¸n:

Bµi 3.5. Cho tam gi¸c ABC cã chu vi b»ng 2.Chøng minh r»ng

27

52
a2+b2+c2+2abc<2

( §Ò thi häc sinh giái tØnh líp 10 n¨m 2005-2006)

VÝ dô 4. Cho x,y,z lµ c¸c sè thùc kh«ng ©m tho¶ m·n
xy+yz+zx+xyz=4 (*).Chøng minh r»ng: x+y+z   xy+yz+zx.§¼ng thøc x¶y ra
khi nµo.
(§Ò thi häc sinh giái Quèc gia n¨m 1996-B¶ng B hay ®Ò thi häc sinh giái tØnh
líp 10 n¨m 2000-2001)
Chøng minh
Theo bæ ®Ò 1 vµ vai trß x,y,z trong bµi to¸n b×nh ®¼ng nªn kh«ng mÊt tÝnh

tæng qu¸t ta cã thÓ gi¶ sö







1

1

y

x
  hoÆc








1

1

y

x
.Khi ®ã theo Bæ ®Ò 2 ta cã

xyx+y-1   xyzxz+yz-z (v×  z 0  )
  xy+yz+zx   xyz+z+xy (1)
Ta sÏ chøng minh: xyz+z+xy    x+y+z  (2)
ThËt vËy:
                 (2) 4-xy-yz-zx+z+xy    x+y+z     (V× xy+yz+zx+xyz=4 )

 (x+y)(1+z)   4  (3)
 NÕu x=y=0 th× (*) trë thµnh 0 =4 v« lÝ.Do ®ã x+y+xy > 0 vµ tõ (*) ta cã:

                   z =
xyyx

xy


4

V× thÕ :  (3)  (x+y)(1+
xyyx

xy


4 )   4

 (x+y)(x+y+4)   4(x+y+xy)      (V× x+y+xy >0 )
  (x-y)2  0 , ®óng.

Tõ (1) vµ (2) suy ra x+y+z  xy+yz+zx  (§iÒu ph¶i chøng minh).
Trong trêng hîp nµy ®¼ng thøc x¶y ra khi x=y=z=1 hoÆc x=y=2,z=0.
Do ®ã ®¼ng thøc x¶y ra khi x=y=z=1 hoÆc  x=y=2,z=0 hoÆc x=z=2,y=0 hoÆc
z=y=2,x=0
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VÝ dô 5.Chøng minh r»ng nÕu x,y,z lµ c¸c sè thùc kh«ng ©m tho¶ m·n
®iÒu kiÖn:x2+y2+z2+xyz=4   (*) th× ta cã  0xy+yz+zx-xyz   2

(§Ò thi USAMO-2001)
Chøng minh:
a)Chøng minh xy+yz+zx-xyz   2
Theo bæ ®Ò 1 vµ vai trß x,y,z trong bµi  to¸n b×nh ®¼ng nªn kh«ng mÊt tÝnh

tæng qu¸t ta cã thÓ gi¶ sö







1

1

y

x
  hoÆc








1

1

y

x
.Khi ®ã theo Bæ ®Ò 2 ta cã

xyx+y-1   xyzxz+yz-z (v×  z 0  )
  xy+yz+zx-xyz   xy+yz+zx-( xz+yz-z)
  xy+yz+zx-xyz   xy+z  (1)
Ta sÏ chøng minh: xy+z  2  (2)
ThËt vËy:

      Tõ (*) ta cã x2   4,   y2   4,  xy 
2

22 yx 
  4 vµ

(*)   z2+xyz+x2+y2 -4=0  (**)
Xem (**) lµ ph¬ng tr×nh bËc hai (Èn z) cã
  = (xy)2-4(y2+z2 -4) = (4-x2)(4-y2) 0 (V× x2   4,   y2   4)
Ph¬ng tr×nh (**) cã hai nghiÖm

 z=
2

)4)(4( 22 yxxy 
    vµ z=

2

)4)(4( 22 yxxy 

V× z   0 nªn  z=
2

)4)(4( 22 yxxy 

Do ®ã    (2)   xy+
2

)4)(4( 22 yxxy 
 2

 4-xy  )4)(4( 22 yx 

 (4-xy)2    (4-x2)(4-y2) (V× 4-x2 0 ,4-y2 0 ,4-xy 0 )
  (x-y)2  0 , ®óng.

Tõ (1) vµ (2) suy ra xy+yz+zx-xyz   2  (§iÒu ph¶i chøng minh).
 b) Chøng minh: 0 xy+yz+zx-xyz
NÕu c¶ ba sè x,y,z lín h¬n 1,dÔ thÊy vÕ tr¸i cña (*) lín  h¬n 4 (V« lÝ )
Do ®ã trong ba sè x,y,z cã Ýt nhÊt mét sè ch¼ng h¹n lµ x sao cho x 1.
Suy ra xy+yz+zx-xyz=xy+zx+yz(1-x)0 (®iÒu ph¶i chøng minh)

VÝ dô 6.Cho x,y,z(0;1),tho¶ m·n xyz=(1-x)(1-y)(1-z) (*).Chøng

minh r»ng: x2+y2+z2 
4

3

(Bµi 2(44) chuyªn môc thi gi¶i to¸n qua th -T¹p chÝ To¸n häc tuæi th¬ 2
THCS sè 44)
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Chøng minh
Theo bæ ®Ò 1 vµ vai trß x,y,z trong bµi to¸n b×nh ®¼ng nªn kh«ng mÊt tÝnh

tæng qu¸t ta cã thÓ gi¶ sö












2

1
2

1

y

x
  hoÆc













2

1
2

1

y

x
.Khi ®ã theo Bæ ®Ò 2 ta cã:

4xy2x+2y-1   4xyz2xz+2yz-z (v×  z 0  )                                         (**)
MÆt kh¸c tõ (*) ta cã
2xyz+x+y+z= xy+yz+zx+1   4xyz+2x+2y+2z= 2xy+2yz+2zx+2          (***)
Tõ (**) vµ (***) suy ra  2xy+2yz+2zx+2 2xz+2yz-z+2x+2y+2z

  2+2xy    2x+2y+z
  2(1-x)(1-y)   z
  2(1-x)(1-y)(1-z)   z(1-z)      (V× z(0;1) nªn 1-z > 0 )
  2xyz   z(1-z)
  2xy   1-z      (V× z > 0 )

z+2xy-
4

1


4

3 (1)

Ta sÏ chøng minh  x2+y2+z2   z+2xy-
4

1                                                  (2)

ThËt vËy:
                 (2) 4(x-y)2 + (2z-1)2 0 ,®óng.

Tõ (1) vµ (2) suy ra x2+y2+z2 
4

3  (§iÒu ph¶i chøng minh).

VÝ dô 7.Cho ba sè thùc x,y,z tho¶ m·n xyz=1.Chøng minh r»ng
 x2y2 + y2z2 + z2x2 + 3   2(x+y+z)
Chøng minh.
Theo bæ ®Ò 1 vµ vai trß x,y,z trong bµi to¸n b×nh ®¼ng nªn kh«ng mÊt tÝnh

tæng qu¸t ta cã thÓ gi¶ sö







1

1
2

2

y

x
  hoÆc








1

1
2

2

y

x
.Khi ®ã theo Bæ ®Ò 2 ta cã

             x2 y2 x2 + y2 -1
  x2y2 + y2z2 + z2x2 + 3    x2 + y2 + y2z2 + z2x2 + 2                            (1)
Ta sÏ chøng minh  x2 + y2 + y2z2 + z2x2 + 2   2(x+y+z)                       (2)
ThËt vËy:
                 (2)  x2 + y2 + y2z2 + z2x2 + 2 -2x-2y-2zxyz   0  ( V× xyz =1 )

  (x-1)2 + (y-1)2 + (xz-yz)2   0 ,®óng.
Tõ (1) vµ (2) suy ra       x2y2 + y2z2 + z2x2 + 3   2(x+y+z)       (§iÒu ph¶i
chøng minh).

VÝ dô 8.Cho ba sè thùc bÊt k× x,y,z.Chøng minh r»ng
(x2 +2) (y2 +2) (z2 +2)   3(x+y+z)2

Chøng minh
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Theo bæ ®Ò 1 vµ vai trß x,y,z trong bµi to¸n b×nh ®¼ng nªn kh«ng mÊt tÝnh

tæng qu¸t ta cã thÓ gi¶ sö







1

1
2

2

y

x
  hoÆc








1

1
2

2

y

x
.Khi ®ã theo Bæ ®Ò 2 ta cã

             x2 y2 x2 + y2 -1
  x2 y2 +2x2 + 2y2 +4   3(x2 + y2 +1)
 (x2 +2) (y2 +2)   3(x2 + y2 +1)
 (x2 +2) (y2 +2) (z2 +2)   3(x2 + y2 +1) (z2 +2)   (V× z2 +2 > 0 ) (1)

Ta sÏ chøng minh  3(x2 + y2 +1) (z2 +2)   3(x+y+z)2 (2)
ThËt vËy:
        Theo bÊt ®¼ng thøc Bunhiac«pxki ta cã
         (x2 + y2 +1) (1+1+z2 )   (x+y+z)2

  3(x2 + y2 +1) (z2 +2)   3(x+y+z)2

Tõ (1) vµ (2) suy ra (x2 +2) (y2 +2) (z2 +2)   3(x+y+z)2  (§iÒu ph¶i chøng
minh).
NhËn xÐt 8.1.BÊt ®¼ng thøc nµy chÆt h¬n bÊt ®¼ng thøc sau
Cho ba sè thùc kh«ng ©m x,y,z.Chøng minh r»ng
(x2 +2) (y2 +2) (z2 +2)   9(xy+yz+zx) (§Ò thi Ch©u ¸ Th¸i B×nh D¬ng-2000)
(V× víi x,y,z bÊt kú ta lu«n cã 3(x+y+z) 2   9(xy+yz+zx))
NhËn xÐt 8.2.T¬ng tù vÝ dô 8 ta cã thÓ gi¶i bµi to¸n sau:

“ Cho ba sè thùc bÊt k× x,y,z.Chøng minh r»ng
(x2 +3) (y2 +3) (z2 +3)   4(x+y+z+1)2 ”
NhËn xÐt 8.3.Tõ vÝ dô 8 vµ bµi to¸n trªn T«i t×m c¸ch chøng minh bµi
to¸n tæng qu¸t sau

VÝ dô 9.Cho n sè thùc bÊt k× x1,x2,...,xn .Chøng minh r»ng

(x 2
1 +m) (x 2

2 +m)... (x 2
n +m)   (m+1)n-2 (x1 + x2 +...+ xn +m-n+1) 2

  Trong ®ã m,n lµ hai sè tù nhiªn tho¶ m·n  m   n-1 vµ n   2.
Chøng minh
1) Khi m 2
XÐt bæ ®Ò 3. “Cho sè thùc a bÊt k× vµ bèn sè thùc kh«ng ©m b,x,y,z bÊt k×.
§Æt   Pxyz = (x+b)(y+b)(z+b),          Sx = (a+b)(y+z+b-a)(x+b),
        Sy = (a+b)(x+z+b-a)(y+b),       Sz = (a+b)(x+y+b-a)(z+b),
       Sxyz = min  zyx SSS ,, .
Chøng minh r»ng    Pxyz   Sxyz ”
Chøng minh bæ ®Ò 3
  Theo bæ ®Ò 1 vµ vai trß x,y,z trong bµi to¸n b×nh ®¼ng nªn kh«ng mÊt tÝnh

tæng qu¸t ta cã thÓ gi¶ sö







ay

ax
  hoÆc








ay

ax
. Khi ®ã theo Bæ ®Ò 2 ta cã

         xya(x+y)-a2
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  xy+b(x+y) + b2   a(x+y)-a2  + b(x+y) + b2

 (x+b)(y+b)   (a+b)(x+y+b-a)
 (x+b)(y+b)(z+b)   (a+b)(x+y+b-a)(z+b)    ( V× z+b 0 )

    Pxyz   Sz     Pxyz   Sxyz   (§iÒu ph¶i chøng minh)
XÐt bæ ®Ò 4. “Cho hai sè tù nhiªn m,n sao cho m   n-1,m   2, n   2 vµ n sè
thùc kh«ng ©m bÊt k× x1,x2,..,xn .§Æt Sn =  n;...;2;1 Khi ®ã tån t¹i tËp An gåm
an phÇn tö sao cho  An   Sn , an   1 vµ bÊt ®¼ng thøc sau ®óng
Pn = (x1 + m)( x2 +m)...( xn+m)
  (m+1)n-2 (  m+1-an   +

 nAi
ix   )(m+1-n+an + 

 nn ASi
ix

\

)    (*)”

Chøng minh bæ ®Ò 4 (b»ng ph¬ng ph¸p quy n¹p)
     Víi n=2 th× (*) trë thµnh:
P2 = (x1 + m)( x2 +m)  (  m+1-a2   +

 2Ai
ix   )(m-1+a2 + 

 22 \ ASi
ix )

Trong trêng hîp nµy chän A 2 =  1  ta cã bæ ®Ò 4 ®óng víi n=2
      Gi¶ sö bæ ®Ò 4 ®óng víi n=k, k   2, k  m nghÜa lµ:
Pk = (x1 + m)( x2 +m)...( xk+m) 
 (m+1)k-2 (  m+1-ak   +

 kAi
ix   )(m+1-k+ak + 

 kk ASi
ix

\

)

Suy ra
Pk+1 = (xk+1 + m) Pk 
(xk+1 + m) (m+1)k-2 (  m+1-ak   +

 kAi
ix   )(m+1-k+ak + 

 kk ASi
ix

\

) (1)

§Æt bk = max kk aka ; ,                     x=bk-ak+
 kAi

ix

y=bk+ak-k+ 
 kk ASi

ix
\

,                              z= xk+1 +bk-1.

Khi ®ã:
(xk+1 + m) (m+1)k-2 (  m+1-ak   +

 kAi
ix   )(m+1-k+ak + 

 kk ASi
ix

\

)

= (m+1)k-2 (x+m+1-bk) (y+m+1-bk) (z+m+1-bk)                         (2)
Tõ (1) vµ (2) suy ra
Pk+1   (m+1)k-2 (x+m+1-bk) (y+m+1-bk) (z+m+1-bk)
DÔ thÊy x,y,z   0 vµ m+1-bk   0.¸p dông bæ ®Ò 3 cho a= bk ; b=m+1-bk  ta cã

     Pk+1   (m+1)k-2 Sxyz

NÕu  Pk+1   (m+1)k-2 Sz       hay    Pk+1   (m+1)k-1 (x+y+m+1-2bk) (z+m+1-bk)
th× chän Ak+1 = Sk ta cã bæ ®Ò 4 ®óng víi n= k+1
NÕu  Pk+1   (m+1)k-2 Sy       hay    Pk+1   (m+1)k-1 (x+z+m+1-2bk) (y+m+1-bk)
th× chän Ak+1 = Ak   1k  ta cã bæ ®Ò 4 ®óng víi n= k+1
NÕu  Pk+1   (m+1)k-2 Sx       hay    Pk+1   (m+1)k-1 (y+z+m+1-2bk) (x+m+1-bk)
th× chän Ak+1 = (Sk\Ak)   1k   ta cã bæ ®Ò 4 ®óng víi n= k+1
       Do ®ã bæ ®Ò ®óng víi n=k+1
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VËy bæ ®Ò 4 ®îc chøng minh
VËn dông bæ ®Ò 4 ®Ó chøng minh bµi to¸n trong trêng hîp m   2
¸p dông bæ ®Ò 4 ta cã
 (x 2

1 +m) (x 2
2 +m)... (x 2

n +m)
  (m+1)n-2 (  m+1-an   +

 nAi
ix2   )(m+1-n+an + 

 nn ASi
ix

\

2 )                             (3)

(Trong ®ã  Sn =  n;...;2;1  vµ tËp An gåm an phÇn tö sao cho  An   Sn , an   1)
Theo bÊt ®¼ng thøc Bunhiac«xpki ta cã
(  m+1-an   +

 nAi
ix2   )(m+1-n+an + 

 nn ASi
ix

\

2 )

= ( 1 + 1 + ...  + 1 + 
 nAi

ix2   )( 
 nn ASi

ix
\

2  + 1 + 1 +... + 1  )

     m+1-an sè 1                                           m+1-n+an sè 1
 ( 

 nn ASi
ix

\

+m+1-n+ 
 nAi

ix   )2 = (x1 + x2 +...+ xn +m-n+1) 2               (4)

Tõ (3) vµ (4) suy ra
(x 2

1 +m) (x 2
2 +m)... (x 2

n +m)   (m+1)n-2 (x1 + x2 +...+ xn +m-n+1) 2

 (§iÒu ph¶i chøng minh)
2) Khi m=1 th× n=2 vµ bÊt ®¼ng thøc  trë thµnh
(x 2

1 +1) (x 2
2 +1)    (x1 + x2 )

2   .DÔ thÊy bÊt ®¼ng thøc nµy ®óng.

WWW.MATHVN.COM



Mét ph¬ng ph¸p chøng minh  bÊt ®¼ng thøc vµ x©y dùng mét sè bÊt ®¼ng thøc
.

Sơn _ kều - 21

III.KÕt luËn
      Sau khi t×m ®îc mét ph¬ng ph¸p ®Ó gi¶i mét bµi to¸n nµo ®ã ta cÇn ghi
nhí ph¬ng ph¸p ®ã vµ thö vËn dông ph¬ng ph¸p ®ã ®Ó gi¶i c¸c bµi to¸n
kh¸c;§ång thêi ta nªn thö xem liÖu cã thÓ ®a ra c¸c bµi to¸n kh¸c liªn quan
hay kh«ng .TÊt nhiªn kh«ng cã mét ph¬ng ph¸p v¹n n¨ng ®Ó gi¶i mäi  bµi
to¸n .Nhng nÕu chóng ta biÕt vËn dông linh ho¹t mét ph¬ng ph¸p nµo ®ã th×
chóng ta cã thÓ vÉn gi¶i ®îc nhiÒu bµi  to¸n b»ng ph¬ng ph¸p ®ã.C¸i khã ë
®©y lµ lùa chän ph¬ng ph¸p ®Ó gi¶i mét bµi to¸n,vÊn ®Ò nµy phô thuéc vµo
kh¶ n¨ng cña ngêi lµm to¸n.NÕu chóng ta n¾m ®îc “ch×a khãa cña bµi to¸n”
th× chóng ta cã thÓ “phñ lªn mét líp bôi ®Ó dÊu ch×a khãa ®ã ® i ” ,tõ ®ã ta cã
thÓ x©y dùng c¸c bµi to¸n míi.
V× kinh nghiÖm gi¶ng d¹y cßn Ýt,n¨ng lùc cã h¹n nªn T«i rÊt mong ®îc sù
®ãng gãp cña c¸c ®ång nghiÖp ®Ó bµi viÕt nµy ®îc hoµn thiÖn h¬n.
T«i xin ch©n thµnh c¶m ¬n !

Sơn _ kều
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