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MỞ ĐẦU 

I. LYÙ DO CHOÏN ÑEÀ TAØI: 

Hieän nay, ôû Tröôøng Phoå Thoâng, phöơng trình haøm vaãn chöa ñöôïc 

ñeà caäp nhieàu. Phaàn lôùn caùc hoïc sinh tieáp caän vôùi phöông trình haøm laø caùc 

hoïc sinh lôùp chuyeân Toaùn, coøn ñoái vôùi hoïc sinh ñaïi traø thì vaãn laø moät lónh 

vöïc xa laï, khoù maø tieáp caän. Ña soá hoïc sinh khi tìm hieåu veà phöông trình 

haøm ñeàu caûm thaáy khoù bôûi vì ñaây laø loaïi toaùn ñoøi hoûi ôû ngöôøi hoïc phaûi 

vaän duïng nhieàu kieán thöùc khi giaûi, coù khaû naêng tö duy  toát, khaû naêng khaùi 

quaùt, phaùn ñoaùn  vaán ñeà …. 

Maët khaùc, caùc taøi lieäu ñeà caäp veà phöông trình haøm coøn ít vaø chöa 

coù moät taøi lieäu naøo trình baøy khaù ñaày ñuû caùc khía caïnh cuûa phöông trình 

haøm. Do ñoù, vieäc giuùp hoïc sinh tieáp caän vôùi phöông trình haøm deã daøng 

hôn, vaø giaûi ñöôïc moät soá baøi toaùn veà phöông trình haøm laø moät yeâu caàu 

heát söùc caàn thieát neân chuùng toâi choïn ñeà taøi: “Moät soá daïng toaùn phöông 

trình haøm cô baûn vaø vaän duïng phöông trình haøm Coâsi ñeå giaûi moät soá 

daïng toaùn phöông trình haøm”. 

II. ÑOÁI TÖÔÏNG NGHIEÂN CÖÙU VAØ KHAÙCH THEÅ NGHIEÂN CÖÙU: 

Khaùch theå nghieân cöùu: phöông trình haøm. 

Ñoái töôïng nghieân cöùu: moät soá daïng phöông trình haøm cô baûn vaø 

moät soá daïng phöông trình haøm vaän duïng phöông trình haøm Coâsi ñeå giaûi. 

III. MUÏC ÑÍCH VAØ NHIEÄM VUÏ: 

Nghieân cöùu moät soá daïng phöông trình haøm cô baûn. 

Nghieân cöùu phöông trình haøm Coâsi töø ñoù aùp duïng phöông trình haøm 

Coâsi ñeå giaûi moät soá phöông trình haøm khaùc. 

Giuùp ñaøo saâu vaán ñeà töø moät baøi  toaùn. 

 

  



IV. PHÖÔNG PHAÙP NGHIEÂN CÖÙU: 

Phöông phaùp nghieân cöùu lí luaän: phaân tích caùc taøi lieäu veà phöông 

trình haøm, caùc taïp chí toaùn hoïcvaø tuoåi treû, 40 naêm Olympic Toaùn hoïc 

Quoác teá …… 

V. GIAÛ THUYEÁT KHOA HOÏC: 

Neáu hoïc sinh Phoå Thoâng naém ñöôïc moät soá daïng phöông trình haøm 

vaø bieát vaän duïng chuùng ñeå giaûi toaùn, thì hoc sinhï seõ tieáp caän noäi dung 

phöông trình haøm deã daøng hôn, taïo ñieàu kieän phaùt trieån naêng löïc tö duy, 

naêng löïc giaûi toaùn…  

VI. NOÄI DUNG:  

Ngoaøi caùc phaàn môû ñaàu, taøi lieäu tham khaûo, noäi dung ñeà taøi goàm 

hai chöông:  

Chöông I: KIEÁN THÖÙC CÔ BAÛN. 

1.1. Caùc khaùi nieäm. 

1.2. Moät soá daïng phöông trình haøm cô baûn. 

       Keát luaän chöông 1. 

Chöông II: VAÄN DUÏNG PHÖÔNG TRÌNH HAØM COÂSI VAØ 

KHAI THAÙC BAØI TOAÙN. 

2.1. Phöông trình haøm Coâsi. 

2.1.1. Phöông trình haøm Coâsi. 

2.1.2. Caùc baøi taäp aùp duïng. 

2.2. Khai thaùc baøi toaùn. 

2.2.1. Giaûi quyeát baøi toaùn. 

2.2.2. Khi thay ñoåi ñieàu kieän cuûa baøi toaùn. 

2.2.3. Môû roäng vaán ñeà. 

Keát luaän chöông 2. 

TAØI LIEÄU THAM KHAÛO. 
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Chương I : KIẾN THỨC CƠ BẢN 
 

 

1.1. CÁC KHÁI NIỆM CƠ BẢN: 

1.1.1. Giải phương trình hàm: là xác định hàm số chưa biết trong phương 
trình  

Ví dụ: Hãy xác định hàm số y = f(x) thỏa mãn các phương trình: 

2f(1 – x) + 1987 = f(x) 

(x – 1).f(x) + f(
x
1 ) = A − 1 

1.1.2. Hàm số chẵn và hàm số lẻ: 

 1.1.2.1. Hàm số chẵn: 

Hàm số f(x) được gọi là hàm số chẵn trên M, M⊂D(f) (D(f) là tập xác định 
của hàm số f(x))nếu: 

⎩
⎨
⎧

∈∀=−
∈−⇒∈∀

Mx),x(f)x(f
MxMx

 

Ví dụ: Hàm số f(x) = cos(x) là hàm chẵn trên R. Thật vậy: 

Tập xác định của hàm số là R nên ∀x∈R thì −x∈R. Ta có: 

f(−x) = cos(−x) = cos(x) = f(x) 

1.1.2.2. Hàm số lẻ: 

Hàm số f(x) được gọi là hàm số lẻ trên M, M⊂ D(f) nếu: 

⎩
⎨
⎧

∈∀−=−
∈−⇒∈∀

Mx),x(f)x(f
MxMx

 

Ví dụ: Hàm số f(x) = sin(x) là hàm số lẻ trên R. 

Thật vậy, tập xác định của f(x) là R nên, ∀x∈R thì −x∈R. Ta có: 

  f(−x) = sin(−x) = −sin(x) = −f(x) 

1.1.2.3. Bài tập: 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------  
Trang1 
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Bài 1: Chứng minh rằng mọi hàm số xác định trên R đều có thể viết được 
dưới dạng tổng của một hàm số chẵn và một hàm số lẻ. 

Giải 

Ta có : f(x) = [ ] [ ])x(f)x(f
2
1)x(f)x(f

2
1

−−+−+ . 

Ta sẽ chứng minh  f [ )x(f)x(f
2
1)x(1 −+= ]  là hàm số chẵn và 

f [ )x(f)x(f
2
1)x(2 −−= ] là hàm số lẻ  

Vì hàm số f(x) có tập xác định là R nên Rx ∈∀ thì −x R∈  nên ta có : 

[ ] [ ] )x(f)x(f)x(f
2
1)x(f)x(f

2
1)x(f 11 =−+=+−=−  

)x(f1⇒  là hàm số chẵn trên R . 

Tương tự ta chứng minh được f 2(x) là hàm số lẻ trên R. 

Bài 2: Cho x0 ∈ R. Xác định tất cả các hàm số f(x) sao cho:  

                                Rx    ),x(f)x x(f 0 ∈∀=−            (1) 

Giải 

Đặt x = 
2
x 0  − t x

2
x

t 0 −=⇔  

Khi đó : x
2

x
x 0

0 =− + t  

Và (1) có dạng: 0 0x xf t f
2 2

⎛ ⎞ ⎛ t ⎞+ = −⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

⎟
⎠

          (2) 

Đặt g(t) = f ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + t

2
x 0     thì g(−t) = f ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − t

2
x 0   , f(t) = g ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

2
x

t 0  

Khi đó (2) có dạng g(−t) = g(t) , Rt∈∀ . Vậy g(t) là hàm chẵn trên R 

Kết luận: f(x) = g ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

2
x

x 0 , trong đó g(x) là hàm chẵn tuỳ ý trên R  

 

Bài 3: Cho a, b R∈ . Xác định tất cả các hàm số f(x) sao cho  

----------------------------------------------------------------------------------------------------------  
Trang2 
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                               f(a − x) + f(x) = b , Rx∈∀            (1)  

Giải 

Đặt: t = x
2
a
− . Khi đó x = t

2
a
−  và  a − x = t

2
a
+ . 

Khi đó (1) có dạng :  

f ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + t

2
aft

2
a  =  b     (2) 

Đặt: f )t(g
2
bt

2
a

=−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +  

Khi đó có thể viết (2) dưới dạng : 

g(−t) + g(t) = 0 . Rt∈∀  

Hay : g(−t) = −g(t) , .Rt∈∀  

Vậy : g(t) là hàm số lẻ trên R  

Kết luận: f(x) = g
2
b

2
ax +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −    trong đó g(x) là hàm lẻ tùy ý trên R. 

1.1.3. Hàm số đồng biến và hàm số nghịch biến: 

1.1.3.1. Hàm số đồng biến : 

Hàm số y = f(x) được gọi là đồng biến trên khoảng (a,b) , nếu với mọi 
điểm x 1  và x  thuộc khoảng ấy mà x < x thì 2 1 2 )x(f)x(f 21 < . 

Ví dụ: Hàm số y = f(x)  = x là hàm đồng biến trên R .Thật vậy : 

Rx,x 21 ∈∀  sao cho 21 xx <  thì ta có :  

 f ( ) ( ) 0xxxfx 1212 >−=−  

  ⇔   f  ( ) ( 12 xfx > )

1.1.3.2. Hàm số nghịch biến : 

Hàm số y = f(x) được gọi là hàm nghịch biến  trên khoảng  (a,b) nếu với 
mọi điểm  và  thuộc khoảng ấy mà 1x 2x 21 xx <  thì ( ) ( )21 xfxf >  

Ví dụ : Hàm số y = f(x) = 
x
1  là hàm nghịch biến trên khoảng (1,3) .Thật vậy : 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------  
Trang3 
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)( 3 , 1x,x 21 ∈∀  sao cho 1 < x 3x21 <<  thì ta có :  

( ) ( )
21

21

12
12 xx

xx
x
1

x
1xfxf −

=−=− <0 

⇔    ( ) ( 12 xfxf < )

1.1.3.3. Bài tập:  

Bài 1: Chứng minh rằng nếu các hàm y = f(x)  và y = g(x)  đồng biến trên tập 
hợp  X thì hàm số y = h(x) = f(x) + g(x)  cũng đồng biến trên X . 

Giải 

Vì các hàm  y = f(x)  và y = g(x)  đồng biến trên tập hợp X  nên Xx,x 21 ∈∀  

sao cho  ta có : 21 xx <
( ) ( )
( ) ( )⎩

⎨
⎧

<
<

21

21

xgxg
xfxf

   
( ) ( )
( ) ( )⎩

⎨
⎧

>−
>−

⇔
0xgxg
0xfxf

12

12  

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] 0xgxfxgxf0xgxgxfxf 11221212 >+−+⇔>−+−⇒  

Hay: ( ) ( ) 0xhxh 12 >−      

( ) ( 12 xhxh >⇔ ) . 

Do đó hàm số y = h(x) là hàm số đồng biến trên tập X. 

1.1.4. Hàm số liên tục : 

1.1.4.1. Định nghĩa hàm số liên tục:

Giả sử hàm số y = f(x) được xác định tại điểm x = . Ta nói rằng hàm số 
f(x) liên tục tại điểm x = x  nếu : 

0x

0 ( ) ( )0xx
xfxflim

0

=
→

 

 Nếu đẳng thức trên không xảy ra thì ta nói rằng hàm số   f(x)  gián đoạn 
tại điểm x = x 0  

 Nếu hàm số y = f(x) liên tục tại mọi điểm thuộc đoạn  [a,b] thì ta nói 
rằng hàm số f(x) liên tục trên đoạn đó . 

 

 

Ví dụ: Hàm số y = f(x) = 
3x

2x3x 2

−
+−  liên tục \Rx∈∀ {3}. Thật vậy :  

----------------------------------------------------------------------------------------------------------  
Trang4 
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 Tại điểm x = 3 thì hàm số không xác định nên đẳng thức  

không xảy ra. Do đó hàm số gián đoạn tại điểm x = 3  

)3(f)x(flim
3x

=
→

 Tại điểm  thì ta có đẳng thức : {3}\Rx0 ∈

)x(f
3x

2x3x
3x

2x3xlim)x(flim 0
0

0
2
0

2

xxxx 00

=
−

+−
=

−
+−

=
→→

 

Do đó , hàm số  liên tục Rx ∈∀ \{3} . 

1.1.4.2. Định lí Bônxanô - Côsi thứ nhất : 

Nếu hàm số y = f(x) liên tục trên đoạn [a,b] và f(a).f(b) < 0 thì tồn tại ít nhất 
một điểm c ( )b,a∈  sao cho f(c) = 0  

Ví dụ: Hàm số y = f(x) = x − 1, liên tục trên đoạn [0;2] và f(0).f(2)= −1 < 0  

( 2;0c∈ )∃⇒  sao cho f(c) = 0 mà cụ thể là c = 1 ( )2;0∈  

1.1.5. Đạo hàm của hàm số : 

Cho hàm số f(x) , x )f(D0∈ . Ta nói hàm số f(x) khả vi tại x  khi và chỉ khi  0

x
)x(f)xx(flim 00

0x ∆
−∆+

→∆
 tồn tại và hữu hạn ; Giới hạn này được kí hiệu là  và 

được gọi là đạo hàm của hàm số f(x) tại điểm x  

)x(f 0
'

0

Ví dụ: Xét hàm số y = 3x − 2 liên tục trên R , ta xét đạo hàm của hàm số tại điểm 
x : R0∈

( ) ( ) ( ) 3
x
x3lim

x
2x32xx3lim

x
)x(fxxflim

0x

00

0x

00

0x
=

∆
∆

=
∆

−−−∆+
=

∆
−∆+

→∆→∆→∆
  

Vậy : Đạo hàm của hàm số f(x) tại điểm x R0∈ là : f ( )0
' x = 3 . 

1.1.6. Hàm số tuần hoàn và phản tuần hoàn cộng tính: 

1.1.6.1. Hàm tuần hoàn cộng tính: 

Hàm số f(x) được gọi là hàm tuần hoàn cộng tính chu kỳ a (a > 0) trên M nếu 
M⊂D(f)  (D(f) là tập hợp xác định của hàm số f(x)) và: 

⎩
⎨
⎧

∈∀=+
∈±⇒∈∀

Mx),x(f)ax(f
MaxMx

 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------  
Trang5 
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Cho f(x) là hàm tuần hoàn trên M . Khi đó T (T > 0) được gọi là chu kỳ cơ sở 
của f(x) nếu f(x) tuần hoàn với chu kỳ T mà không là hàm tuần hoàn với bất cứ chu kỳ 
nào bé hơn T. 

Ví dụ: Hàm số f(x) = xsin  là hàm tuần hoàn . Thậy vậy: 

Miền xác định của f(x) là toàn trục số nên với mọi x ,các điểm x +π  và x −π  
cũng thuộc miền xác định của hàm số: 

Ta có: f(x + ) =π )xsin( π+ = xsin− = xsin = f(x) 

Do đó: f(x) là hàm tuần hoàn 

Nếu gọi T là chu kỳ cơ sở của f(x) tức là: f(x + T) = f(x) 

Thay x = 0 ta được : 

Tsin = 0 0Tsin =⇔ π=⇒ kT  (k=1,2,3….)(do T > 0) 

Nên T =  là chu kỳ cơ sở của hàm số f(x) π

Vậy f(x) = xsin  là hàm tuần hoàn với chu kỳ cơ sở là T =  π

1.1.6.2. Hàm phản tuần hoàn cộng tính : 

− Hàm số f(x) được gọi là hàm phản tuần hoàn chu kì b (b > 0) trên M ⊂D(f) 
(D(f) là tập xác định của hàm số f(x)) và : 

⎩
⎨
⎧

∈∀−=+
∈±⇒∈∀

Mx),x(f)bx(f
MbxMx

 

− Nếu f(x) là hàm phản tuần hoàn chu kì b. Trên M mà không là hàm phản 
tuần hoàn với bất cứ chu kì nào bé hơn b trên M thì b được gọi là chu kì cơ sở của hàm 
phản tuần hoàn f(x) trên M . 

Ví dụ : Hàm số f(x)  = sinx là hàm phản tuần hoàn. Thật vậy :  

Miền xác định của f(x)  là tòan trục số, nên x∀  các điểm x +  và x −π π  cũng 
thuộc miền xác định của hàm số . 

Ta có: f(x +π) = sin (x + π) = −sin x = −f(x)  

Nên hàm số f(x) là hàm phản tuần hoàn với chu kì là . π

Nếu gọi T là chu kì cơ sở của f(x) .Tức là : f(x + T) = −f(x)  

                                                                ⇔ sin(x + T) = −sinx 

Thay x = 0 ta được : f(T) = −sin 0 =0  
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                                            ⇔ sin T =0  

                                            ⇔  T = kπ  (k ∈ Z) do T > 0  

                                            ⇒  T = π  

Vậy hàm số f(x) = sinx là hàm phản tuần hoàn với chu kì cơ sở là  π  

1.1.6.3. Bài tập:  

Bài 1 : Cho cặp hàm f(x), g(x) tuần hoàn trên M có các chu kì lần lượt là a 

và b (a, b > 0) với 
b
a Q∈ . Chứng minh rằng : F(x) = f(x) + g(x) và G(x) = f(x).g(x) 

cũng là những hàm tuần hoàn trên M . 

Giải 

Theo giả thiết m, n ∈N∃ *, (m,n) = 1  sao cho 
b
a =

n
m   

Đặt T = na = mb. Khi đó:  

⎩
⎨
⎧

∈∀==++=+
∈∀=+=+++=+
Mx),x(G)x(g).x(f)mbx(g).nax(f)Tx(G

Mx),x(F)x(g)x(f)mbx(g)nax(f)Tx(F
 

Hơn nữa , x∈M thì x ∀ ± T ∈M . Vậy F(x), G(x) là những hàm tuần hoàn trên M  

Bài 2: Chứng minh rằng mọi hàm phản tuần hoàn trên M cũng là hàm tuần 
hoàn trên M  

GGiiảảii  

Theo giả thiết,  ∃ b > 0 sao cho ∀ x ∈M thì x ± b ∈M và f(x + b) = −f(x),∀ x ∈M   

Suy ra : ∀ x∈M thì x 2b ± ∈M và  

f(x + 2b) = f(x + b + b) = −f(x + b) = −(−f(x)) = f(x) , x∈M  ∀

Vậy f(x) là hàm tuần hoàn với chu kì 2b trên M 

Bài 3 : Chứng minh rằng f(x) là hàm phản tuần hoàn chu kì b trên M khi và 
chỉ khi f(x) có dạng : f(x) = g(x + b) – g(x)  

Với g(x)  là hàm tuần hoàn chu kì 2b trên M  

GGiiảảii  

 Giả sử f(x) có dạng: f(x) = g(x + b) – g(x) ta có:  

     f(x + b) = g(x + 2b) – g(x + b)  

----------------------------------------------------------------------------------------------------------  
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     = g(x) – g(x + b) 

                 = −[ g(x + b) – g(x) ] 

                 = −f(x) , x ∀ ∈M  

Hơn nữa, Mx ∈∀ thì Mbx ∈± . Do đó, f(x) là hàm phản tuần hoàn chu kì b trên M. 

Ngược lại, với f(x) là hàm phản tuần hoàn chu kì b trên M, chọn g(x) = 
2
1− f(x) thì 

g(x) là hàm tuần hoàn  chu kì 2b trên M (theo bài 2) và  

g(x + b) – g(x) = 
2
1−  f(x + b) – (

2
1− f(x)) = 

2
1− (−f(x) ) + 

2
1 f(x) = f(x) , Mx ∈∀  

1.1.7. Hàm tuần hoàn và phản tuần hoàn nhân tính: 

    1.1.7.1. Hàm tuần hoàn nhân tính:  

Hàm số f(x) được gọi là hàm tuần hoàn nhân tính chu kì a (a∉{0,1,−1}) trên M 
nếu M D(f) (D(f) là tập xác định của hàm số f(x)) và:  ⊂

⎩
⎨
⎧

∈∀=
∈⇒∈∀ ±

Mx),x(f)ax(f
,MxaMx 1

 

Ví dụ: Xét hàm số f(x) = sin(2π 2log x). Khi đó f(x) là hàm tuần hoàn nhân tính 
chu kì 2 trên +R  

Thật vậy , ta có : ∀ x ∈ +R  thì x 12± +∈R  

Và sin(2 log (2x)) = sin(π 2 π2 (1 + log x)) = f(x), 2 ∀ x∈R . +

1.1.7.2. Hàm phản tuần hoàn nhân tính: 

Hàm số f(x)  được gọi là hàm phản tuần hoàn nhân tính chu kì a (a∉{0,1,−1}) trên 
M nếu M  (D(f) là tập xác định của hàm f(x)) và :  )f(D⊂

       
⎩
⎨
⎧

∈∀−=
∈⇒∈∀ ±

.Mx),x(f)ax(f
,MxaMx 1

Ví dụ : Hàm số f(x) = sin( 2log.π x) là hàm phản tuần hoàn nhân tính chu kì  2 trên 
+R . 

Thật vậy, ta có : +∈∀ Rx  thì  và: +± ∈Rx.2 1

f(2x) = sin(π log (2x) ) = sin2 +π 1(( log x))  2

----------------------------------------------------------------------------------------------------------  
Trang8 



Đề tài nghiên cứu khoa học                                                                Phương trình hàm               
---------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

         = − sin( .π log x)   = −f(x) ,2 Rx ∈∀ +  

1.1.7.3. Bài tập:  

Bài 1: Cho f(x), g(x) là hai hàm tuần hoàn nhân tính chu kì a và b, tương ứng  

trên M và : 
bln
aln

=
n
m ; m,n . *N∈

Chứng minh rằng : F(x) = f(x) + g(x) và G(x) = f(x).g(x) là những 
hàm tuần hoàn  nhân tính trên M . 

Giải 

Từ giả thiết suy ra na = mb . Ta chứng minh T = a = b  là chu kì của F(x) và 
G(x). Thật vậy , ta có : 

n2 m2

F(Tx) = f(a x) + g(b x) = f(x) + g(x) = F(x) ,n2 m2 Mx∈∀  

G(Tx) = f(a x) + g(b x) = f(x).g(x) = G(x) , n2 m2 Mx∈∀  

Hơn nữa,  thì  T xMx ∈∀ 1± .M∈  Do đó F(x) và G(x) là những hàm tuần hoàn 
nhân tính  trên M . 

Bài 2: Chứng minh rằng mọi hàm phản tuần hoàn nhân tính trên M cũng là 
hàm tuần  hoàn nhân tính trên M . 

Giải 

Theo giả thiết,∃b sao cho { }1,0 ±∉ Mx∈∀ thì  và:  Mx.b 1 ∈±

f(bx) = −f(x) , Mx ∈∀ . 

Suy ra : thì (b )  xMx ∈∀ 2 1± M∈ và  

 f(b x) = f(b.bx )= −f(bx) = −(−f(x)) = f(x) ,2 Mx ∈∀ . 

Như vậy, f(x) là hàm tuần hoàn nhân tính chu kì b2 trên M . 

Bài 3: Chứng minh rằng f(x) là hàm phản tuần hoàn nhân tính chu kì b 

  trên M khi và chỉ khi f(x) có dạng : f(x) = 1}) {0,b( ±∉
2
1 (g(bx) − g(x)), trong đó g(x) 

là hàm tuần hoàn nhân tính chu kì b2 trên M. 

Giải 
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Thật vậy , nếu f(x) có dạng f(x) =
2
1 (g(bx) − g(x)) thì :  

f(bx) =
2
1 [g(b2x) − g(bx)] =

2
1 [g(x) − g(bx)] = −f(x) , ∀x∈M 

Hơn nữa, ∀x∈M thì b±1.x∈M. Do đó, f(x) là hàm phản tuần hoàn nhân tính chu kỳ 
b trên M. 

Ngược lại, giả sử f(x) là hàm phản tuần hoàn nhân tính chu kỳ b trên M. Khi đó, 

 g(x) = −f(x) là hàm tuần hoàn nhân tính chu kỳ b2 trên M (bài 2) và                                      

        
2
1 [g(bx) − g(x)] =

2
1 [−f(bx) − (−f(x))] =

2
1 [−(−f(x)) + f(x)] = f(x) , ∀x∈M. 

1.1.8. Điểm bất động : x được gọi là điểm bất động của hàm f nếu f(x) = x . 

Ví dụ: Hàm số y = f(x) = x 2 có một điểm bất động là x = 1. Thật vậy , f(1) =  1 

1.2. CÁC DẠNG PHƯƠNG TRÌNH − HỆ PHƯƠNG TRÌNH HÀM CƠ BẢN :  

1.2.1. Dạng f(u(x)) = v(x) :  

1.2.1.1. Phương pháp giải: 

Đặt t = u(x) ⇒  x =  )t(ϕ )x(f))t((v)t(f ⇒ϕ=⇒   

1.2.1.2. Bài tập: 

Bài 1: Xác định f(x) khi biết : 

a) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+
2x
1x3f = 

1x
1x

−
+  ( 2x,1x −≠≠∀ ) 

b) = x – 3 ( xsinf )

Giải 

a) Đặt t = 
2x
1x3

+
+  ⇔ x = )3t(

t3
1t2

≠
−
−  

Do đó : f(t) = 
4t3
2t

1
t3
1t2

1
t3
1t2

−
+

=
−

−
−

+
−
−

 

Vậy: f(x) = 
4x3
2x

−
+  

----------------------------------------------------------------------------------------------------------  
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b) Đặt t = tarcsinxxsin =⇒  

Do đó: f(t) = arcsin t −3 3xarcsin)x(f −=⇔  

Bài 2: Tìm hàm f(x) nếu biết : 

a)   
2

2
2

a af x x , x 0
x x

⎛ ⎞+ = + ∀ ≠⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

( )
1x

x
11f)c

0x,x1x1f)b

2

2

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

≠∀+=+
 

Giải 

a) Đặt t = x +
x
a ⇒ t 2 = x 2 + 2

2

x
a + 2a 2

2
2

x
ax +⇒ = t2 − 2a , .0x ≠∀  

Do đó: f(t) = t2 − 2a 

Vậy: f(x) = x2 − 2a 

b) Đặt t = 22222 )1t(x1txx1tx1 −=⇒−=⇒+=⇒+ , 1x −≥∀  

Do đó: f(t) = 2t2t)1t(1 2422 +−=−+  

Vậy: f(x) = 2x2x 24 +−  

c)   Đặt t = 1 +
x
1  (x  )0≠

1t,
1t

1x ≠
−

=⇒  

Do đó: f(t) = 2

2

2 )1t(
t2t1

)1t(
1

−
+−

=−
−

  

Vậy: f(x) =
1x2x

x2x
2

2

+−
+−  
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1.2.2. Dạng af(u(x)) + bf(v(x)) = w(x) 

1.2.2.1. Phương pháp giải: 

Đổi biến sao cho u(x) thành v(x)(đặt u(t) = v(x)). Giải hệ phương trình tìm f(u(x)) 
(hoặc f(v(x)) ) )x(f⇒

1.2.2.2.Bài tập : 

Bài 1:  Tìm f(x) biết: 

a) 2f(x 3) + f(−x 3) = 2x 

b) (x − 1)f(x) + f(
x
1 ) = 1x,0x,

1x
1

≠≠∀
−

 

c) f(x) + xf( 2)
1x2

x
=

−
  (

2
1x,1x ≠−≠∀ ) 

Giải 

a) Đặt t = −x   (1) x2)x(f)x(f2t2)t(f)t(f2 3333 −=+−⇒−=+−⇒

Mà : 2f(   (2) x4)x(f4)x 33 =+−

Kết hợp (1) và (2) ta được :3f(  x2)x(fx6)x 33 =⇒=

Đặt u = x3 333 x2)x(fu2)u(fux =⇒=⇒=⇔

b)   Đặt t= )0t,1t(
1

t
1

1)t(f)
t
1(f)1

t
1()0t(

t
1x)0x(

x
1

≠≠
−

=+−⇒≠=⇔≠  

     
t1

t)t(f)
t
1(f

t
t1

−
=+

−
⇒  

Ta có:

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−
=−+

−
=+

−

1x
1)x(f)1x()

x
1(f

x1
x)x(f)

x
1(f

x
x1

 

Giải hệ ta có: f(x) =
x1

1
−
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c)   Đặt t = )
2
1t(

1t2
tx)

2
1x(

1x2
x

≠
−

=⇔≠
−

 

      2)t(f
1t2

t)
1t2

t(f =
−

+
−

⇒  

Ta có hệ :

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
−

+

=
−

+
−

2)
1x2

x(xf)x(f

2)x(f
1x2

x)
1x2

x(f
 

Giải hệ ta có: f(x) =
1x

)1x2(2
−
−  

Bài 2 : Tìm hàm số f(x) biết: 

a) f( x)
1x
2x(f2)

2x
1x

=
+
−

+
−
+  

b) f(x −1) + 3f( x21)
x21

x1
−=

−
−  

Giải 

     a)    Đặt t = )1t(
1t
1t2x)2x(

2x
1x

≠
−
+

=⇒≠
−
+  

  
1t
1t2)

t
1(f2)t(f

−
+

=+⇒  

Đặt u =
u1
2u

1
u
1

1
u
2

)u(f2)
u
1(f)0u(

u
1t)0t(

t
1

−
+

=
−

+
=+⇒≠=⇒≠   

Ta có hệ phương trình:

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−
+

=+

−
+

=+

x1
2x)x(f2)

x
1(f

1x
1x2)

x
1(f2)x(f

 

Giải hệ ta có : f(x) = 
3x3

5x4
+−
+  
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b)  Đặt x − 1 = 
t21
t32x)

2
1t(

t21
t1

−
−

=⇒≠
−
−  

Suy ra : f )
t21

t1(
−
−  + 3f(t−1) = 

t21
3t4

−
−  

Ta có hệ phương trình: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−
−

=−+
−
−

−=
−
−

+−

x21
3x4)1x(f3)

x21
x1(f

x21)
x21

x1(f3)1x(f
 

Giải hệ ta được: f(x − 1) = 
)x21(8

8x16x4 2

−
−+−  

Đặt u = 1 − x  x = u + 1 ⇒

Suy ra : f(u) = 
)1u2(2
1u2u 2

+
+−  

Do đó: f(x) = 
)1x2(2

)1x( 2

+
−  

1.2.3. Dạng  
⎩
⎨
⎧

=+
=+

)x('w))x('v(g'b))x('u(f'a
)x(w))x(v(bg))x(u(af

1.2.3.1. Phương pháp giải : 

Đổi biến sao cho u(x) thành u’(x), giải hệ đưa về dạng : 

Af(u(x)) + Bf(v(x)) = u’’(x) để giải. 

1.2.3.2. Bài tập :

Bài 1: Tìm các hàm f(x) và g(x) thỏa : 

a) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=
−
+

+
−
+

=+++

(2)                                1x)
1x
1x(g)

1x
1x(f

(1)                                  x2)1x(xg)1x(f
           

b) 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=++
+

+
=+++

(4)                              4x)5x(g)
2

2x(f

(3)                        
2

2x)15x2(g2)6x(f
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Giải 

a) (1) Đặt t = x + 1 

        (2) Đặt t = 
1x
1x

−
+  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−
=+

−=−+
⇒

1t
2)t(g)t(f

2t2)t(g)1t()t(f
 

Giải hệ ta được : 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−
=

−=

1t
t2)t(g

2)t(f
             

Suy ra : 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−
=

−=

1x
x2)x(g

2)x(f
 

b) Đặt 10t2x6t
2

2x
+=⇒+=

+  

Từ (4) suy ra : f(t + 6) + g(2t + 15) = 2t + 14 

Hay : f(x + 6) + g(2x + 15) = 2x + 14 

Ta có hệ : 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=+++

+
=+++

14x2)15x2(g)6x(f
2

2x)15x2(g2)6x(f
 

Giải hệ trên ta đựơc: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−−=+

+=+

13
2
x3)15x2(g

25
2
x7)6x(f

         

Suy ra: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+
−=

+=

4
7x3)x(g

6
2
x7)x(f
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Bài 2: Tìm các hàm f(x) và g(x) thoả: 

          
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
+

+
+

+=−+−

(2)       3)
2x2

1(g2)
1x

x(f

(1)      1x)x1(g)1x2(f
 

Giải 

  Đặt  x
x 1+

= 2t – 1 ( ) x 1∀ ≠
2t 1x
2 2t

−
⇒ =

+
   ( t 1≠ − ) 

(2)  f (2t 1) 2g(t 1) 3⇒ − + + =

Hay: f(2x – 1) + 2g(x + 1) = 3   (3) 

Ta có hệ :                          (*) 
⎩
⎨
⎧

=++−
+=−+−
3)x1(g2)1x2(f

1x)x1(g)1x2(f

g(1 x) 2g(1 x) x 2              (4)⇒ − − + = −  

Đặt t = −x ta được (4)  g(1 t) 2g(1 t) t 2⇒ + − − = − −

Hay : g(1 + x) – g(1 – x) =  −x – 2                  (5) 

Kết hợp (4) và (5) có : g(1 + x) = 6 x
3
−  

Suy ra: g(x) = 7 x
3
−  

Thay: g(1 + x) = 6 x
3
−  vào (*) ta được: 

3f(2x – 1) + 12 – 2x = 9       

     ⇔ 3f( 2x − 1 ) = 2x − 3 

Suy ra:
3

2x)x(f −
=  

Vậy: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−
=

−
=

3
x7)x(g

3
2x)x(f
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KẾT LUẬN CHƯƠNG I : 

    Nội dung của chương này là hệ thống lại các khái niệm cơ bản của môn giải tích 
cần thiết cho giải toán phương trinh hàm, các dạng phương trình hàm cơ bản. Đồng thời 
qua các bài tập sẽ giúp hiểu sâu hơn các khái niệm, các dạng bài tập cơ bản đó. Học sinh 
phải nắm vững các kiến thức cơ sở trên thì mới có thể học tốt phương trình hàm. 
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Chương II : VẬN DỤNG PHƯƠNG TRÌNH HÀM CÔSI 
VÀ KHAI THÁC BÀI TOÁN 

 

 

2.1. VẬN DỤNG PHƯƠNG TRÌNH HÀM CÔSI: 

2.1.1. Phương trình hàm Côsi: 

Bài toán: (Phương trình hàm Côsi) Xác định các hàm f(x) liên tục trên R thoả 
mãn điều kiện: f(x + y) = f(x) + f(y), x, y R∀ ∈               (1) 

Giải 

Từ (1) suy ra f(0) = 0 , f(− x) = − f(x) và với y = x thì f(2x) = 2f(x),   (2) x R∀ ∈

Giả sử với k nguyên dương, f(kx) = kf(x), x R∀ ∈ . Khi đó: 

f[(k + 1)x] = f(kx + x) = f(kx) + f(x) = (k + 1)f(x) , x R, n N∀ ∈ ∀ ∈ . 

Từ đó, theo nguyên lý quy nạp, ta có:                        

                f(nx) = nf(x),                   (*) x R∀ ∈

Kết hợp với tính chất f(−x) = −f(x) ta được: 

                f(mx) = mf(x),    (3) m Z, x R∀ ∈ ∀ ∈

Từ (2) ta có:  

               2 n
2 n

x xf (x) 2f ( ) 2 f ( ) ....... 2 f ( )
2 2 2

= = = =
x  

Từ đó suy ra: f( n

x
2

) = n

1 f (x), x R, n N.
2

∀ ∈ ∀ ∈               (4) 

Kết hợp (3) và (4) ta được: f( n n

m m) f (1), m Z, n N
2 2

+= ∀ ∈ ∈  

Sử dụng giả thiết liên tục của hàm f(x), suy ra: 

             f(x) = ax ,  x R,a f (1)∀ ∈ =

Thử lại, ta thấy hàm f(x) = ax, a R∀ ∈ tuỳ ý,∀x ∈ R thoả điều kiện bài toán. 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------  
Trang18 



Đề tài nghiên cứu khoa học                                                                Phương trình hàm               
---------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
 

 Nhận xét: Trong các bài toán, chúng ta ít gặp dạng phương trình hàm Côsi đơn giản 
như trên, mà thường gặp dạng biến thể tổng quát hơn. Chẳng hạn bài toán vấn đề sau: 

Bài toán vấn đề: Cho hàm số f(x) xác định trên R và liên tục trên đoạn [0;1] sao cho: 

        i)  f(0) = f(1) = 0 

        ii) 2f(x) + f(y) = 3 2x yf ( )
3
+  với mọi x, y∈[0;1] 

  Chứng minh rằng f(x) = 0 , với mọi x, y∈[0;1] 

 

 Phân tích bài toán: 

Từ điều kiện ii) ta suy ra: f( 2x y 2 1) f (x) f (y)      , x, y [0;1]
3 3 3
+

= + ∀ ∈  

Nếu ta xem 2x
3

chính là x, y
3

chính là y, thử gắn với phương trình hàm Côsi ta được: 

             2x y 2x yf ( ) f ( ) f ( )
3 3 3 3
+ = +  

Như vậy, ta có thể giả thuyết: 

            

2x 2f ( ) f (x)
3 3

y 1f ( ) f (x)
3 3

⎧ =⎪⎪
⎨
⎪ =
⎪⎩

 

Quay lại bài giải của phương trình hàm Côsi, ta phát hiện được điều giả thuyết là đúng.    

Thật vậy, từ (*) ta có:f(nx) = nf(x),∀ x R, n N∈ ∀ ∈  

Thay x bởi x
n

 ta được: f( x 1) f (x)
n n

= n N, x R       (1'),  ∀ ∈ ∀ ∈

Từ (3) ta có: f(mx) = mf(x) , m Z, x R∀ ∈ ∀ ∈  

Kết hợp (1’) và (3) ta được: f(rx) = rf(x) , r Q, x R.∀ ∈ ∀ ∈  

Nếu ta thay f(x) = ax vào thì điều kiện bài toán được thoả. 

Như thế, giữa bài toán và phương trình hàm Côsi có mối quan hệ. 
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Bây giờ ta sẽ tổng quát bài toán trên : 

Bài toán:(phương trình hàm Côsi mở rộng) 

     Cho bộ số  (a1, a2,….., an) ∈ (R\{0})n. Tìm các hàm f(x) xác định, liên tục trên R và 
thoả mãn điều kiện: 

1 1 2 2 n n 1 1 2 2 n n
*

1 2 n

f (a x a x ..... a x ) a f (x ) a f (x ) ..... a f (x )       (1)

          x , x ,....., x R,  n N

+ + + = + + +

∀ ∈ ∈
 

Giải 

Thay  vào (1) ta được: 1 2 nx x ...... x 0= = = =

0]1)a.aa).[(0(f n21 =−+++ K  

a) Nếu a1 + a2 + … + an  ≠ 1 thì f(0) = 0 và khi đó từ (1) ta có: 

) n,1i,Rx(),x(fa)xa(f;);x(fa)xa(f);x(fa)xa(f innnn22221111 =∈∀=== K  

Hay: f( i i i i ia x ) a f(x ),  x R , i=1,2,......,n        (2)= ∀ ∈  

  Kết hợp (1) và (2) ta được: 

)xa(f)xa(f)xa(f)xaxaxa(f nn2211nn2211 +++=+++ KK  

Hay:  1 2 n 1 2 nf(x x ....... x ) f(x ) f(x ) ....... f(x )+ + + = + + +

Thay:  ta được: f(3 4 nx x ....... x 0= = = = 1 2 1 2x x ) f(x ) f(x )+ = +  

Theo bài toán phương trình hàm Côsi ta có : f(x) = bx  , b R∀ ∈ tuỳ ý, x  R∈

  b) Nếu  thì f(0) nhận giá trị tuỳ ý. Khi đó:  1 2 na a ....... a 1+ + + =

 )]0(f)x(f[a)]0(f)x(f[a)0(f)xaxaxa(f)1( nn11nn2211 −++−=−+++⇔ KK  

                               )n,1i,Rx( i =∈∀  

Đặt g(x) = f(x) – f(0) , g(0) = 0. Ta được: 

1 1 2 2 n n 1 1 2 2 n ng(a x a x ....... a x ) a g(x ) a g(x ) ....... a g(x )+ + + = + + +  

Do g(0) = 0 nên theo kết quả phần a) ta có : g(x) = cx . Suy ra: 

f(x) = cx + d ; c,d tuỳ ý, xR∈ R∈  
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Kết luận: 

− Nếu  thì f(x) = bx;  b1 2 na a ....... a 1+ + + ≠ R∈ tuỳ ý, ∀ x R∈  

− Nếu  thì f(x) = cx + d;  c, d tuỳ ý,1 2 na a ....... a 1+ + + = x R∀ ∈  

Nhận xét: Việc giải bài toán tổng quát trên cho ta kết quả rất hay. Tuy nhiên giả thiết 
của bài toán tổng quát là liên tục trên R. Do đó, nếu miền liên tục của bài toán bị thu 
hẹp lại thì kết quả của bài toán tổng quát còn đúng không ? 

   Bây giờ ta quay lại phương trình hàm Côsi. Từ điều kiện (1) ta chỉ cần giả thiết f(x) là 
hàm liên tục tại một điểm x 0 R∈  cho trước . 

   Thật vậy, theo giả thiết thì: 

      
0

0x x
lim f(x) f(x )
→

=  

Và với mỗi  ta đều có: 1x R∈

      f(x) = 1 0 1 0f(x x x ) f(x ) f(x ), x R− + + − ∀ ∈  

Từ đó ta suy ra: 

       
→ →

= − + + −
1 1

1 0 1 0x x x x
lim f(x) lim [f(x x x ) f(x ) f(x )]

                     
1

1 0 1 0 0 1 0 1x x
= lim f(x x x ) f(x ) f(x ) f(x ) f(x ) f(x ) f(x )

→
− + + − = + − =

Suy ra, hàm số f(x) liên tục tại điểm x 1 R∈  

Do đó, hàm số liên tục trên R 

   Vì thế, kết quả phương trình hàm Côsi vẫn đúng khi hàm số liên tục trên miền D nào 
đó. Nên kết quả của bài toán phương trình hàm Côsi vẫn đúng (Do g(x) = f(x) – f(0)) 

    Áp dụng phương trình hàm Côsi mở rộng để giải bài toán vấn đề. 

Bài toán vấn đề: Cho hàm số f(x) xác định trên R và liên tục trên [0;1] sao cho: 

     i)  f(0) = f(1) = 0 

     ii) 2f(x) + f(y) = 3f( 2x y)    ; x,y [0;1]
3
+

∀ ∈  

  Chứng minh rằng: f(x) = 0 ; x,y [0;1]∀ ∈  

 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------  
Trang21 



Đề tài nghiên cứu khoa học                                                                Phương trình hàm               
---------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

 

Giải 

2x y 2 1ii) f( ) f(x) f(y)
3 3 3
+

⇔ = +  

2x y 2 1f( ) f(0) [f(x)-f(0)] [f(y) f(0)]
3 3 3
+

⇔ − = + −  

Đặt: g(x) = f(x) – f(0)      , g(0) = 0 

2x y 2 1g( ) g(x) g(y)                 ; x,y [0;1]
3 3 3
+

⇒ = + ∀ ∈  

Lần lượt thay x = 0, y = 0 ta được : 

2x 2 y 1g( ) g(x);   g( ) g(y)
3 3 3 3

= =  

2x y 2x yg( ) g( ) g( )          ; x,y [0;1]
3 3 3
+

⇒ = + ∀ ∈  

Hay: g(x + y) = g(x) + g(y)         ; ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∈∀⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡∈∀

3
1;0y  ,  

3
2;0x  

⇒ g(x) = ax   , a ∈ R tuỳ ý , ]1;0[x∈∀  

⇒ f(x) = ax + b    ;  tuỳ ý,a,b R∀ ∈ x,y [0;1]∀ ∈  

Từ điều kiện i) ta có :               ⇔          
⎩
⎨
⎧

=+=
==

0ba)1(f
0b)0(f

⎩
⎨
⎧

=
=

0b
0a

Vậy: f(x) = 0     

• Nhận xét: Ở đây ta thấy ngay: f( 2x 2 y 1) f(x) , f( )= f(y)  
3 3 3 3

=  

Suy ra: 2x y 2x yf( ) f( ) f( )
3 3 3
+

= +  

 Nhưng ta làm theo các bước trên để áp dụng được cách giải tổng quát của dạng này. 
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Bài toán : Tìm hàm f(x) xác định và liên tục trên R thoả mãn điều kiện: 

              f( x y f(x) f(y))        , x,y R.    
2 2
+ +

= ∀ ∈  

Giải 

Ta có: f( x y f(x) f(y))      , x,y R
2 2
+ +

= ∀ ∈  

     ⇔ f( )0(f)
2

yx
−

+ = 
2
1 [f(x) – f(0)] + 

2
1 [f(y) – f(0)] 

Đặt g(x) = f(x) – f(0) , ta có: g(x) liên tục trên R và g(0) = 0. 

⇒ g( )
2

yx + = 
2
1 g(x) +

2
1 g(y)            , ∀x,y ∈ R 

Lần lượt thay x = 0, y = 0 ta được: 

    g( x 1) g(x
2 2

= )  

    g( y 1) g(y
2 2

= )  

Do đó, g( x y x y) g( ) g( )
2 2
+

= +
2

 

Hay: g(x + y) = g(x) + g(y)  , x,y R∀ ∈    (i) 

Vì g(x) liên tục trên R, nên (i) là phương trình hàm Côsi và do đó g(x) = ax 

Suy ra, f(x) = ax + b, . Thử lại, ta thấy f(x) = ax + b thoả mãn điều kiện đề bài. a,b R∀ ∈

Kết luận: f(x) = ax + b ,  tuỳ ý, a,b R∀ ∈ x R∀ ∈ . 

Bài tập áp dụng: 

Bài 1: Xác định hàm số f(x) xác định trên R và liên tục trên đoạn [0;1] thoả mãn điều 
kiện:  

      f(x + y) = f(x) + f(y) ,  x,y,x y [0;1]∀ + ∈
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]
]

 

Giải 

Giả sử . Vì hàm số f(x) liên tục trên [0;1] nên f(x) liên tục tại điểm  
 tức là: 

0x [0;1∈

0x [0;1∈

0
0x x

lim f(x) f(x )
→

=  

Với mỗi 1x R∈  ta đều có:  

f(x) = f(x −  1 0 1 0x x ) f(x ) f(x )    , x R+ + − ∀ ∈

Từ đó suy ra: 

[ ] )x(f)x(f)x(f)x(f)x(f)x(f)xxx(flim)x(flim 10100101xxxx 11

=−+=−++−=
→→

 

Do đó, hàm số liên tục trên R. 

Theo phương trình hàm Côsi, ta có: f(x) = ax, với a R,x [0;1]∈ ∈  

Thử lại, ta thấy f(x) = ax , với a ∈ R tuỳ ýthoả mãn điều kiện bài toán. 

Kết luận: f(x) = ax , tuỳ ý, ∀x ∈ R a R∈

Bài 2: Xác định các hàm số f(x) liên tục trên R thoả mãn điều kiện : 

(1)   Rzy,x,,   
3

)z(f)y(f)x(f)
3

zyx(f ∈∀
++

=
++  

Giải 

Đặt g(x) = f(x) – f(0) , g(x) cũng liên tục trên R và g(0) = 0 

(1) + +
⇔ − = − − −

x y z 1 1 1f( ) f(0) [f(x) f(0)] + [f(y) f(0)] + [f(z) f(0)]
3 3 3 3

 

     x y z g(x) g(y) g(z)g( )    ; x,y,z R
3 3

+ + + +
⇔ = ∀ ∈   (*) 

Lần lượt thay  y = z = 0; x = z = 0; x = y = 0 ta được: 

g( x 1 y 1 z 1) g(x),   g( ) g(y),   g( ) g(z
3 3 3 3 3 3

= = = )  

Thay vào (*) ta được: g( x y z x y z) g( ) g( ) g( )   ; x,y,z R
3 3 3 3

+ +
= + + ∀ ∈  
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Hay: g(x + y +z) = g(x) + g(y) + g(z)    , x,y,z R∀ ∈  

Cho z = 0 ta được: g(x + y) = g(x) + g(y) , x,y R∀ ∈  

Áp dụng phương trình hàm Côsi ta có  : g(x) = ax , với a R∈ tuỳ ý, x  R∈

Suy ra: f(x) = g(x) + f(0) = ax + b   với a,b R∈ tuỳ ý, x R∈  

Bài 3: Tìm tất cả các hàm số f(x) liên tục trên R thoả mãn các điều kiện: 

i) f(x) e≥ x ,  x R∀ ∈

ii) f(x + y)  f(x).f(y)  , x,y R≥ ∀ ∈

Giải 

Nhận xét: f(x) > 0 ,  x R∀ ∈

Đặt g(x) = lnf(x), g(x) liên tục trên R.  

Từ i) và ii) ta có:  
⎩
⎨
⎧

+≥+
≥

(2)  )y(g)x(g)yx(g
(1)                        x)x(g

Ta chứng minh: g(x + y) = g(x) + g(y)   ,∀x,y ∈ R 

Giả sử ngược lại tồn tại x0, y0 ∈ R sao cho:g(x0  + y0) ≠ g(x0) + g(y0)    

Từ (2) suy ra: )y(g)x(g)yx(g 0000 +>+  

Ta có: )0(gyx)0(g)y(g)x(g)0(g)yx(g)0yx(g 00000000 ++≥++>++≥++   

(*)   )0(gyx)yx(g 0000 >−−+⇔  

Ta lại có: )yx(g)yx(g)yxyx(g)0(g 00000000 −−++≥−−+=  

0000 yx)yx(g)0(g −−+≥⇒  

Điều này mâu thuẫn với (*) 

Do đó điều giả sử là vô lý. 

Vậy: g(x + y) = g(x) + g(y)  , x,y R∀ ∈  

Theo phương trình hàm Côsi ta có; g(x) = ax , với a R,x R∈ ∈  

Suy ra: f(x) = eax , với a  R,x R∈ ∈

Thay vào điều kiện i) : eax≥  ex suy ra a = 1 
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Vì nếu ngược lại a , ta có: e1≠ ax  e≥ x  ax x⇔ ≥ (a 1)x 0  , x R⇔ − ≥ ∀ ∈ . Điều này 
vô lý vì: 

 Nếu (a – 1) > 0 thì ∀ x < 0  (a – 1)x < 0 ⇒

 Nếu (a – 1) < 0 thì ∀x > 0 ⇒  (a – 1)x < 0 

Do đó: f(x) = ex

Thử lại thì hàm số trên thoả yêu cầu bài toán. 

Kết luận: f(x) = ex  ,  x R∀ ∈

2.1.2. Các dạng bài tập áp dụng: 

Dạng 1:  Tìm hàm f(x) xác định và liên tục trên R thoả mãn điều kiện : 

     i) f(a 1 1 2 2 n n 1x a x ....... a x ) [f(x )]+ + + = a 1 .[f(x )]2
a 2 .......[f(x )]n

a  n

                (  1 2 n 1 n na ,a ,.......,a R; x ,x ,.......,x R)∀ ∈ ∀ ∈

     ii) f(x)  0     ; x R≥ ∀ ∈

Giải 

Nhận xét: Nếu tồn tại xi để f(xi) = 0 (i = 1,2,.......,n) thì: 

f(a 1 1 i i n n 1x .... a x .... a x ) [f(x )]+ + + + = a 1 ....[f(x i )]
a i ....[f(x )]n

a n = 0 

( 1 i 1 i 1 n 1 i 1 i 1 na ,....,a ,a ,....,a R; x ,....,x ,x ....,x R)− + − +∀ ∈ ∀ ∈

.

∈

Tức là f(x)  0≡

Xét trường hợp f(x) > 0,  Khi đó: x R∀ ∈

i) f(a 1 1 + lnf(x ) +.......+ lnf(x )  (*) ln⇔ 2 2 n n 1 1x a x ....... a x ) a ln f(x )+ + + = 2a 2 na n

(  1 2 n 1 n na ,a ,.......,a R; x ,x ,.......,x R)∀ ∈ ∀

Hay: g(a 1 1  2 2 n n 1 1 2 2 n nx a x ....... a x ) a g(x ) a g(x ) ....... a g(x )+ + + = + + +

    (∀a1, a2,….., an ∈ R; ∀x1, x2,….., xn ∈ R) 

Trong đó: g(x) = lnf(x) , g(x) liên tục trên R. 

Theo kết quả của bài toán phương trình hàm Côsi mở rộng ta có: 

 Nếu  thì g(x) = ax , với a1 2 na a ....... a 1+ + + ≠ R∈  tuỳ ý, x  R∈
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 Nếu  thì g(x) = ax + b , với a, b1 2 na a ....... a 1+ + + = R∈  tuỳ ý, x  R∈

 

Do đó: 

 f(x) = eax nếu   ,với a1 2 na a ....... a 1+ + + ≠ R∈  tuỳ ý, x R∈  

 f(x) = eax + b nếu  , với a, b1 2 na a ....... a 1+ + + = R∈  tuỳ ý, x  R∈

Kết luận:  

                 f(x) 0≡  

                 f(x) = eax nếu  1 2 na a ....... a 1+ + + ≠  ,với a R∈  tuỳ ý, x  R∈

                 f(x) = eax + b nếu 1 2 na a ....... a 1+ + + =  , với a ,b R∈  tuỳ ý, x  R∈

Bài tập áp dụng: 

Bài 1: Tìm hàm số f(x) xác định và liên tục trên R thoả mãn điều kiện: 

      f( x y) f(x).f(y
2
+

= )     , x,y R             (1)∀ ∈  

Giải 

Từ điều kiện (1) suy ra f(x)  Nếu tồn tại x để f(x ) = 0 thì: 0,   x R.≥ ∀ ∈ 0 0

 f( 0
0

x y
) f(x ).f(y

2
+

= )   = 0  , y R             ∀ ∈  

Tức là f(x)  0≡

Xét trường hợp f(x) > 0  ,∀x ∈ R. Khi đó: 

(1)  lnf(⇔
x y ln f(x) ln f(y))      , x,y R

2 2
+ +

= ∀ ∈  

Hay : g( x y g(x) g(y))      , x,y R
2 2
+ +

= ∀ ∈  

Trong đó: g(x) = lnf(x), g(x) liên tục trên R. Theo kết quả của bài toán của phương trình 
hàm Côsi mở rộng ta có:  

f(x) = eax + b , với a, b  tuỳ ý, xR∈ R∈  

Thử lại thì hai hàm số trên thoả yêu cầu bài toán. 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------  
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Kết luận:   

f(x) ,  với x  0≡ R∈

                 f(x) = eax + b , với a, b R∈  tuỳ ý, x R∈  

Bài 2: Tìm hàm số f(x) xác định và liên tục trên R thoả mãn điều kiện: 

      i) f(x + 2y + 3z) = [f(x)].[f(y)]2.[f(z)]3    , x,y,z R∀ ∈  

      ii) f(x)  0   , x R≥ ∀ ∈

Giải 

Từ điều kiện ii) ta có: f(x) . Nếu tồn tại x0   , x R≥ ∀ ∈ 0 R∈ để f(x ) = 0 thì: 0

f(x 0+ 2y + 3z)  = [f(x )].[f(y)]0
2.[f(z)]3 = 0   , y,z R∀ ∈  

Tức là f(x)  , x . 0≡ R∀ ∈

Xét trường hợp f(x) > 0 , x . Khi đó: R∀ ∈

(i) lnf(x + 2y + 3z) = lnf(x) + 2lnf(y) + 3lnf(z)    ,⇔ x,y,z R∀ ∈  

Hay:g(x + 2y + 3z) = g(x) + 2g(y) + 3g(z)    , x,y,z R∀ ∈  

Trong đó:g(x) = lnf(x) , , g(x) liên tục trên R. x R∀ ∈

Theo kết quả của bài toán phương trình hàm Côsi mở rộng ta có: 

g(x) = ax , với a  tuỳ ý, R∈ x R∈  

Do đó, f(x) = eax , với a  tuỳ ý, x RR∈ ∈  

Kết lụân:  

f(x) 0≡ ,  x R∈

                f(x) = eax , với a  tuỳ ý, R∈ x R∈  

Bài 3: Xác định các hàm số f(x) liên tục trên R thoả mãn điều kiện: 

      f( x 2y)
3
+

= [f(x)]
1
3 .[f(y)]

2
3     , x,y R∀ ∈           (1) 

Giải 
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Nhận xét: 

+) Nếu tồn tại x sao cho f(x ) = 0, từ điều kiện (1) ta có: 0 R∈ 0

f( 0x 2y
)

3
+

= [f(x )]0

1
3 .[f(y)]

2
3  = 0    , y R∀ ∈  

Tức là: f(x)  0≡

+) Xét trường hợp f(x) . Ta có 2 trường hợp: 0, x R≠ ∀ ∈

     •) Nếu tồn tại x sao cho  f(x 0 R∈ 0) > 0, từ điều kiện (1) có: 

             f( 0x 2y
)

3
+

= [f(x )]0

1
3 .[f(y)]

2
3   > 0  , ∀y ∈ R  

Tức là: f(x) > 0 , . x R∀ ∈

     •) Nếu tồn tại sao cho  f(xRx 0 ∈ 0) < 0, từ điều kiện (1) có: 

             f( 0x 2y
)

3
+

= [f(x )]0

1
3 .[f(y)]

2
3   < 0  , ∀y ∈ R 

Tức là: f(x) < 0 , . x R∀ ∈

Như vậy, có thể xảy ra 3 trường hợp: 

   • f(x) ,  0≡ x R∀ ∈

   • f(x) > 0 , x R∀ ∈ .  

   • f(x) < 0 , x R∀ ∈ . 

Xét trường hợp f(x) . 0, x R≠ ∀ ∈

(1)⇒
1 2
3

x 2yf( ) f(x) . f(y)
3
+

= 3       ,  x,y R∀ ∈  

    ⇔ x 2y 1 2ln f( ) ln f(x) ln f(y)
3 3 3
+

= +   , x,y R∀ ∈  

Hay: g( x 2y 1 2) g(x) g(y
3 3 3
+

= + )       , x,y R∀ ∈  

Trong đó g(x) =⎟f(x)⎟ , g(x) liên tục trên R 

Theo kết quả của bài toán của phương trình hàm Côsi mở rộng ta có: 
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     g(x) = ax + b   ; với a, b  tuỳ ý , xR∈ R∈  

⇒ = ax+bf(x) e ; với a, b  tuỳ ý , xR∈ R∈  

Kết hợp với nhận xét ta có: 

            f(x) = eax+b; với a,b R∈  tuỳ ý , x R∈  

f(x) = −eax+b; với a,b R∈  tuỳ ý , x R∈  

Thử lạI thì hàm số trên thoả yêu cầu bài toán. 

Kết luận: 

f(x) 0≡ ,  x R∀ ∈

f(x) = eax+b; với a,b R∈  tuỳ ý , x R∈  

f(x) = −eax+b; với a,b R∈  tuỳ ý , x R∈  

Dạng 2: Tìm hàm f(x) xác định và liên tục trên R+ thoả mãn điều kiện: 

i)    f(x 1
a 1 .x 2

a .......x a2
n

n ) = a 1
1[f(x )] .[f(x )]2

a 2 .......[f(x )]n
a n

(  1 2 n 1 n na ,a ,.......,a R; x ,x ,.......,x R)∀ ∈ ∀ ∈

ii)   f(x) +0   , x R≥ ∀ ∈

Giải 

Từ điều kiện ii) ta có: f(x) +0   , x R≥ ∀ ∈  . Giả sử tồn tại x i R∈  sao cho f(x i ) = 0 . 

Từ (i) ta suy ra:  

 f(x 1
a 1 ....x i

a i .......x a
n

n ) = a 1
1[f(x )] ....[f(x i )]

a i ....[f(x )]n
a n  = 0 

(  1 i 1 i 1 n 1 i 1 i 1 na ,....,a ,a ,....,a R; x ,....,x ,x ....,x R)− + − +∀ ∈ ∀ ∈

Tức là f(x) ,  0≡ x R∀ ∈

Xét trường hợp f(x) > 0, . Đặt xx R∀ ∈ iu
i e=  (i = 1,2,....,n), f(e . Khi đó g(u) 

liên tục trên R, g(u) > 0 với mọi u
u ) g(u)=

R∈  và (i) có dạng:   

g(a1u1 + a2u2 + ….. + anun ) = [g(u1)]a 1 .[g(u 2)]a 2 .......[g(un)]a n

(  1 2 n 1 n na ,a ,.......,a R; u ,u ,.......,u R)∀ ∈ ∀ ∈

Hay: h(a 1 1  2 2 n n 1 1 2 2 n nu a u ....... a u ) a h(u ) a h(u ) ....... a h(u )+ + + = + + +
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∈(  1 2 n 1 n na ,a ,.......,a R; u ,u ,.......,u R)∀ ∈ ∀

Trong đó, h(u) = lng(u) , ; h(u) liên tục trên R u R∀ ∈

Theo kết quả của bài toán phương trình hàm Côsi mở rộng ta có: 

   • h(u) = au nếu   , u1 2 na a ....... a 1+ + + ≠ R∈  

aug(u) e   , a R ⇒ = ∀ ∈ tuỳ ý, u R∈ a ln xf (x) e     ,  a R⇒ = ∈ tuỳ ý, x  R +∈

Hay: f(x) = x tuỳ ý, xa , a R ∈ R +∈  

Thử lại ta được: f(x) = x a  , a R ∈ tuỳ ý, x R +∈  thoả đề bài. 

   • h(u) = au + b nếu  , u+ + + =1 2 na a ....... a 1 R∈  

⇒ g(u) = eau + b tuỳ ý , u R +∈  

Hay: f(x) = cx tuỳ ý, ca  , a R  ∈ R∈ tuỳ ý, x R +∈  

Thử lại ta được: f(x) = cx a +  ; c R ,a R∈ ∈ tuỳ ý, x R +∈  thoả đề bài. 

Kết luận: 

              f(x) 0≡  

              f(x) = x a tuỳ ý, x , a R ∈ R +∈ nếu 1 2 na a ....... a 1+ + + ≠                   

   f(x) = cx tuỳ ý, ca  , a R  ∈ R∈ tuỳ ý, x R +∈ nếu + + + =1 2 na a ....... a 1  

Bài tập áp dụng: 

Bài 1: Tìm hàm f(x) xác định và liên tục trên R+ thỏa mãn điều kiện: 

 ( ) )y(f).x(fxyf = , ∀x,y∈R+. (1) 

 Giải 

Từ điều kiện bài toán suy ra f(x) ≥ 0, ∀x∈R+. 

Nếu tồn tại x 0 > 0 sao cho f(x 0) = 0 thì từ (1) suy ra 

( ) 0)y(f)x(fyxf 00 == , ∀y∈R+

Tức là, f(x) ≡ 0, ∀x∈R+ 

Nếu f(x) > 0, ∀x∈R+ thì đặt x = eu , y = ev , f(eu) = g(u) 
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Khi đó g(u) liên tục trên R và (1) có dạng: 

Ru,0)u(g,Rv,u,)v(g).u(g
2

vug ∈∀>∈∀=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +  

Hay: Rv,u),v(h
2
1)u(h

2
1

2
vuh ∈∀+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

Trong đó: h(u) = lnf(u) ,  , h(u) liên tục trên R. u R∀ ∈

Theo bài toán phương trình hàm Côsi mở rộng ta có: h(u) = au + b ; a,b  tuỳ ý, 
u  

R∈
R∈

bf (x) ax⇒ = ; a  tuỳ ý, xR ,b R+∈ ∈ R +∈  

Thử lại, ta được: f(x) = ax b   ; a R ,b R+∈ ∈ tuỳ ý, x R +∈  thoả đề bài. 

Kết luận: 

              f(x) 0≡  

              f(x) = ax  tuỳ ý, xb +;  a R ,  b R∈ ∈ R +∈  

Bài 2: Tìm hàm f(x) xác định và liên tục trên R +  thoả mãn điều kiện: 

i) f(x.y  2 3 2 3 +.z ) [f (x)].[f (y)] .[f (z)]     , x,y,z R= ∀ ∈

ii) f(x)  +0   , x R≥ ∀ ∈

Giải 

Từ điều kiện ii) của bài toán ta có: f(x)  +0   , x R≥ ∀ ∈

Nếu tồn tại x  sao cho f(x0 R +∈ 0 ) 0=  thì từ i) suy ra: 

 f(x0.y2.z3) = [f(x0)].[f(y)]2.[f(z)]3 = 0  , ∀y,z ∈ +R  

Tức là: f(x)  0≡

Nếu f(x) > 0 , ∀ x R thì đặt x = . +∈ u v w ue ,   y = e ,  z = e ,   f(e ) g(u)=

Khi đó: g(u) > 0, liên tục trên R và i) có dạng: 

g(u + 2v + 3w) = [g(u)].[g(v) ]2.[g(w)]3  ,∀u, v, w ∈ R 

Hay: h(u + 2v + 3w) = h(u) + 2h(v) + 3h(w)    ; u, v, w R∀ ∈  

Trong đó, h(u) = lng(u) , và h(u) liên tục trên R u R∀ ∈ ,
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Theo kết quả của bài toán phương trình hàm Côsi mở rộng ta có:  

 h(u) = au, tuỳ ý, ua R∈ R.∈  

Suy ra: f(x) =  tuỳ ý, a ln xe   ,   a R∈ +x R∀ ∈  

Hay: f(x) = x ,  tuỳ ý, a    a R∈ +x R∀ ∈  

Thử lại, thì f(x) = x ,  tuỳ ý, a    a R∈ +x R∀ ∈  thoả yêu cầu bài toán. 

Kết luận: 

 f(x) 0≡  

              f(x) = x a ,  tuỳ ý,    a R∈ +x R∀ ∈   

Bài 3: Tìm hàm f(x) xác định và liên tục trên R +  thoả mãn điều kiện: 

f(x.y2.z4) = [f(x)].[f(y)]2.[f(z)]4    ,∀x, y, z ∈ R+         (1) 

Giải 

Nhận xét: 

+)Nếu tồn tại x  sao cho f(x0 R∈ 0 ) 0= , từ điều kiện (1) ta có: 

f(x0.y2.z4) = [f(x0)].[f(y)]2.[f(z)]4    ,∀y, z ∈ R+

Tức là: f(x)  0 ,  ≡ x R +∀ ∈

+)Xét trường hợp f(x) . Có thể xảy ra 2 trường hợp: +0  , x R≠ ∀ ∈

•) Nếu tồn tại  x  sao cho f(x , từ điều kiện (1) ta có: 0 R∈ 0 ) 0>

f(x0.y2.z4) = [f(x0)].[f(y)]2.[f(z) ]4 > 0   ,∀y, z ∈ R+

Tức là: f(x) > 0 , x R +∀ ∈  

•) Nếu tồn tại  x 0  sao cho f(xR∈ 0 ) 0< , từ điều kiện (1) ta có: 

f(x0.y2.z4) = [f(x0)].[f(y)]2.[f(z) ]4 < 0   ,∀y, z ∈ R+

Tức là: f(x) < 0 , x R +∀ ∈  

Như vậy: có thể xảy ra 3 trường hợp: 

- f(x)  0  ≡

- f(x) > 0 , x R +∀ ∈  
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- f(x) < 0 , x R +∀ ∈  

Bây giờ, ta xét trường hợp f(x) . Từ điều kiện (1) suy ra: +0  , x R≠ ∀ ∈

2 42 4 +f (x.y .z ) f (x) . f (y) f (z)     , x,y,z R= ∀ ∈  

2 4 +ln f (x.y .z ) ln f (x) 2 ln f (y) 4 ln f (z)     , x,y,z R⇔ = + + ∀ ∈  

Hay:  2 4 +g(x.y .z ) g(x) 2g(y) 4g(z)       , x, y, z R     (*)= + + ∀ ∈

Trong đó, g(x) = ln +f (x)     , x R∀ ∈ , g(x) liên tục trên R +  

Đặt: , h(u) liên tục trên R. u v w ux e ,  y = e ,  z = e   ,g(e ) h(u)= =

(*)  h(u 2v 4w) h(u) 2h(v) 4h(w)      , u, v, w R⇒ + + = + + ∀ ∈

Theo kết quả của bài toán phương trình hàm Côsi mở rộng ta có: 

h(u) = au   , với a tuỳ ý, xR∈ R∈  

Suy ra: a ln xf (x) e    = , với a R∈  tuỳ ý, x R +∈  

Hay: af (x) x    = , với a  tuỳ ý, xR∈ R +∈  

Kết hợp với nhận xét ta có: , với aaf (x) x    = R∈  tuỳ ý, x R +∈  

                                           , với aaf (x) x    = − R∈  tuỳ ý, x R +∈  

Thử lại thì 2 hàm số trên thoả mãn yêu cầu của bài toán. 

Kết luận:   

f(x)  0≡

af (x) x    = , với a R∈  tuỳ ý, x R +∈  

af (x) x    = − , với a R∈  tuỳ ý, x R +∈  

Dạng 3: Tìm hàm f(x) xác định và liên tục trên R +  thoả mãn điều kiện: 

 f(x 1
a 1 .x a

2
2 .......x a

n
n ) = + a f(x ) +.......+ a f(x )    (1) 1 1a f(x ) 2 2 n n

( +∀ ∈ ∀ ∈1 2 n 1 n na ,a ,.......,a R; x ,x ,.......,x R ) 

Giải 
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Vì x i > 0 (i = 1,2,…..,n) nên ta có thể đặt: 

x1 = , x 1ue 2 = , …, x 2ue n= và f(e nue u) = g(u) 

Khi đó g(u) liên tục trên R và (1) có dạng: 

( )
Ru,...,u;Ra,...,a    

)u(g.a....)u(g.a)u(g.aua....uauag

n1n1

nn2211nn2211

∈∀∈∀
+++=+++

  

Theo kết quả của bài toán phương trình hàm Côsi mở rộng ta có: 

⎢
⎣

⎡
≠++′∈∀∈=

=++′∈∀∈+=
1a.....au   ên Ru ý, tùy Ra   ,au)u(g

1a.....au   ên Ru ý, tùy Rb,a  ,bau)u(g

n1

n1  

Suy ra:  
⎢
⎢
⎣

⎡

≠++′∈∀∈=

=++′∈∀∈+=
+

+

1a.....au  ên  Rx ý,  tùy Ra  ;     xlna)x(f

1a.....a   uên  Rx ý, tùy Rba,  ;bxlna)x(f

n1

n1

Thử lại ta được hai nghiệm trên thoả yêu cầu bài toán. 

Kết luận:  
⎢
⎢
⎣

⎡

≠++′∈∀∈=

=++′∈∀∈+=
+

+

0a.....au  ên  Rx ý,  tùy Ra ;     xlna)x(f

1a.....a   uên  Rx ý, tùy Rba,  ;bxlna)x(f

n1

n1

Bài tập áp dụng: 

Bài 1: Tìm hàm f(x) xác định và liên tục trên R+ thoả mãn điều kiện: 

( ) (1)  Ryx,   , 
2

)y(f)x(fxyf +∈∀
+

=  

Giải 

Vì x > 0, y > 0 nên có thể đặt x = e u, y = e v và f(e u) = g(u) 

Khi đó g(u) liên tục trên R và (1) có dạng: 

Rvu,  ,  
2

)v(g)u(g
2

vug ∈∀
+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +  

Theo kết quả của bài toán phương trình hàm Côsi mở rộng thì: 

 g(u) = au + b ; a, b∈R tuỳ ý, u∈R 

Hay: f(x) = alnx + b ; a, b∈R tuỳ ý , x∈R+

Thử lại, thì nghiệm trên thoả mãn điều kiện bài toán 

Kết luận: f(x) = alnx + b ; a, b∈R tuỳ ý , x∈R+ 
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Bài 2: Tìm hàm f(x) xác định và liên tục trên R  và thoả mãn các điều kiện: +

+∈∀++= Rzy,x,,     )z(f3)y(f2)x(f)z.y.x(f 32       (1) 

Giải 

Vì x > 0, y > 0, z > 0 nên có thể đặt x = e , y = e , z = e w  và f(e ) = g(u). Khi đó g(u) 
liên tục trên R và (1) có dạng: 

u v u

g(u + 2v + 3w) = g(u) + 2g(v) + 3g(w)   ,∀ u,v,w R∈  . 

Theo kết quả của bài toán phương trình hàm Côsi mở rộng ta có: 

g(u) = au   ; với a  tuỳ ý, uR∈ R∈ . 

Suy ra: f(x) = alnx  ; với a  tuỳ ý, x R∈ R∈ + . 

Thử lại thì hàm số trên thoả mãn yêu cầu bài toán. 

Kết luận: f(x) = alnx  ; với a R∈  tuỳ ý, x R∈ + . 

Bài 3: Tìm hàm f(x) xác định và liên tục trên R  và thoả mãn các điều kiện: +

+−− ∈∀+−−= Rzy,x,,     )z(f5)y(f3)x(f)z.y.x(f 531            (1) 

Giải 

Vì x > 0, y > 0, z > 0 nên có thể đặt x = e , y = e , z = e w  và f(e ) = g(u). Khi đó g(u) 
liên tục trên R và (1) có dạng: 

u v u

g(−u − 3v + 5w) = −g(u) − 3g(v) + 5g(w)   ,∀ u,v,w R∈  . 

Theo kết quả của bài toán phương trình hàm Côsi mở rộng ta có: 

g(u) = au + b ; với a, b  tuỳ ý, xR∈ R∈ + . 

Suy ra: f(x) = alnx  ; với a  tuỳ ý, x ∈ RR∈ +. 

Thử lại thì hàm số trên thoả mãn yêu cầu bài toán. 

Kết luận: f(x) = alnx + b; với a, b R∈  tuỳ ý, x ∈ R+. 
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Dạng 4: Cho }.0{\R, ∈βα  Tìm các hàm f ≥ 0 xác định, liên tục trên R+ và thoả mãn 
điều kiện: 

[ ] [ ] (1)         )]x(f[a.......)]x(f[a xa.......xaf
   

1

nn11

1

nn11
βββααα ++=++  

Ra,.......,a  ;Rx,.......,x n1n1 ∈∀∈∀ +  

Giải 

 Vì f(x) ≥ 0, ∀x∈R+. Nên  

(1) ⇔ ( ) [ ] [ ββ
β

ααα ++=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++  

nn
 

11

 1
 

nn11 )x(fa....)x(faxa....xaf ]

∀a1 ,…, an ∈ R ; ∀x1 ,…,xn ∈ R+ 

Hay: ( ) )x(ga....)x(gaxa....xag nn11

1 
nn11 ++=⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ ++ ααα  

Trong đó : ( ) ( )[ ] +β ∈∀≥= Rx  ,0)x(g  ,xfxg  , g(x) liên tục trên R+ 

Đặt: n,1i,Ru,ux i

1

ii =∈= +α  . Ta được : 

( )
+∈∀∈∀

++=++

Ru,....,u;Ra,....,a
)u(ha....)u(haua....uah

n1n1

nn11nn11  

Trong đó : +α ∈∀= Ru),u(g)u(h
1

 , h(u) liên tục trên R+

Theo kết quả của bài toán phương trình hàm Côsi mở rộng ta có: 

⎢
⎢
⎣

⎡

≠+++′∈∀∈=

=+++′∈∀∈+=
+

+

1a.....aau   ên Ru ý, tùy Ra    ;au)u(h

1a.....aau   ên Ru ý; tùy Rb,a   ;bau)u(h

n21

n21  

Nhưng vì h(u) ≥ 0 , ∀u ∈ R+ nên: 

⎢
⎢
⎣

⎡

≠+++′∈∀∈=

=+++′∈∀∈+=
++

++

1a.....aau   ên Ru ý, tùy Ra   ;au)u(h

1a.....aau   ên Ru ý; tùy Rb,a  ;bau)u(h

n21

n21  
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Suy ra: 

( )
( )⎢

⎢
⎢

⎣

⎡

≠+++′∈∀∈=

=+++′∈∀∈+=

++βα

++βα

1a.....aau   ên Rx ý, tùy Ra    ;ax)x(f

1a.....aau   ên Rx ý; tùy Rb,a   ;bax)x(f

n21

1 

n21

1 

 

Thử lại nghiệm trên thỏa yêu cầu bài toán . 

Kết luận: 
( )
( )⎢

⎢
⎢

⎣

⎡

≠+++′∈∀∈=

=+++′∈∀∈+=

++βα

++βα

1a.....aau   ên Rx ý, tùy Ra   ;ax)x(f

1a.....aau   ên Rx ý; tùy Rb,a   ;bax)x(f

n21

1 

n21

1 

 

Bài tập áp dụng : 

Bài 1: Tìm các hàm f(x) ≥ 0 xác định , liên tục trên R+ và thoả mãn điều kiện : 

             ( )[ ] ( )[ ] +∈∀
+

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ + Ryx, , 
2

yfxf
2

yxf
2222

  (1) 

GGiiảảii  

Theo giả thiết f(x) ≥ 0 , ∀x ∈ R+. Suy ra: 

( )[ ] ( )[ ] +∈∀
+

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +
⇔ Ry,x,

2
yfxf

2
yxf)1(

22
2 

22

 

Hay: g .0v,u,       
2

)v(g)u(g
2

vu
>∀

+
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +   (u = x2,  v = y2) 

Trong đó: g(u) =    , g(u) liên tục ∀u ∈ R0u,      0)]u(f[ 2 >∀≥ +

Từ đó suy ra: 0v,u,        
2

)v(h)u(h)
2

vu(h >∀
+

=
+  

Trong đó: h(u) = g( +∈∀ Ru   , )u  

Theo kết quả của bài toán phương trình hàm Côsi mở rộng ta có: 

h(u) = au + b  , với a, b R∈  tuỳ ý, u +∈R . 

Do đó, g(x) = ax + b , với a, b2 R∈  tuỳ ý, x +∈R . Để g(x) cần phải chọn 
a ,  b . Thử lại thì hàm số trên thoả mãn yêu cầu bài toán. 

+∈∀≥ Rx,0
0≥ 0≥

Kết luận: f(x) = bax2 +    , với a,b  tuỳ ý, x0≥ +∈R  
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Bài 2: Tìm các hàm f(x) ≥ 0 xác định, liên tục trên R  và thoả mãn điều kiện: +

f ( ) (1)          )]x(f[3)]x(f[2)]x(f[x3x2x 4 4
3

4
2

4
1

3 3
3

3
2

3
1 ++=++  

                       ( ) +∈∀ Rx,x,x 321

Giải 

Vì f(x)  nên : +∈∀≥ Rx,0

(1) [ ] 4
3

4
2

4
1

4
3 3

3
3
2

.3
1 )]x(f[3)]x(f[2)]x(f[)x3x2x(f ++=++⇔  ,  +∈∀ Rx,x,x 321

Hay: g( )x(g3)x(g2)x(g)x3x2x 321
3 3

3
3
2

3
1 ++=++ ,  +∈∀ Rx,x,x 321

Trong đó: g(x) = [f(x)] , g(x) liên tục trên R . +∈∀≥ Rx,     04 +

Đặt: 3
33

3
22

3
11 ux,    ux,   ux ===    với u . Ta được: +∈Ru,u, 321

h(u  +∈∀++=++ Ru,u,u,   )u(h3)u(h2)u(h)u3u2 321331321

Trong đó: h(u) = g( +∈∀ Ru   ,   )u3 , h(u) liên tục trên R . +

Theo kết quả của bài toán phương trình hàm Côsi mở rộng ta có: 

h(u) = au  , với a  tuỳ ý, uR∈ +∈R  

Nhưng vì h(u)   nên: +∈∀≥ Ru,  0

h(u) = au , với a +∈R  tuỳ ý, u +∈R  

Suy ra: f(x) = 4 3)ax(    , với a +∈R  tuỳ ý, x +∈R . 

Hay: f(x) = b 4 3x   ,  với b +∈R  tuỳ ý, x +∈R . 

Thử lại thì hàm số trên thoả yêu cầu bài toán. 

Kết luận: f(x) = b 4 3x   ,  với b +∈R  tuỳ ý, x +∈R . 

Bài 3: Tìm các hàm f(x) ≥ 0 xác định, liên tục trên R  và thoả mãn điều kiện: +

f ( ) (1)          )]z(f[2)]y(f[)]x(f[4z2yx4 5 5557 777 −−=−−                                

(  +∈∀ Rz,y,x )
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Giải 

Vì f(x)  , 0≥ +∈∀ Rx  nên : 

(1)⇔ ( )[ ]           )]z(f[2)]y(f[)]x(f[4z2yx4f 555
5

7 777 −−=−− , +∈∀ Rz,y,x  

Hay: ( )           )z(g2)y(g)x(g4z2yx4g 7 777 −−=−− , +∈∀ Rz,y,x  

Trong đó: g(x) = [f(x)]  , g(x) liên tục trên R  +∈∀≥ Rx ,   05 +

Đặt: 777 wz,    vy,   ux ===     với u,v,w . Ta được: 0≥

h(4u – v − 2w) = 4h(u) – h(v) – 2h(w)   , ∀ u,v,w∈R   +

Trong đó: h(u) = g( )u7   , u∀ ∈  R , h(u) liên tục trên R . + +

Theo kết quả của bài toán phương trình hàm Côsi mở rộng ta có: 

h(u) = au + b  ; với a, b∈R, u∈R . +

Nhưng vì h(u)  , u∈R  nên: 0≥ ∀ +

h(u) = au + b  ; với a, b∈R , u+ ∈R . +

Suy ra: f(x) = 5 7 bax +   ; với a, b∈R , x+ ∈R . +

Thử lại, ta được hàm số trên thoả yêu cầu bài toán. 

Kết luận: f(x) = 5 7 bax +   ; với a, b∈R , x+ ∈R . +

Bài 4: Tìm các hàm f(x) ≥0 xác định, liên tục trên R  và thoả mãn điều kiện: +

+∈∀++=
+ Ryx,,    )y(f).x(f

2
1)y(f

4
1)x(f

4
1)

2
yx(f         (1) 

Giải 

Ta có: 

(1)
2

2
)y(f)x(f

)
2

yx(f ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +
=

+
⇔     , ∀ x, y∈  R .   (2) +

Vì f(x)  0, ∀ x∈ R  nên: ≥ +
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(2) )y(f
2
1)x(f

2
1

2
yxf +=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⇔    ,∀ x, y∈  R  +

Hay: g
2

)y(g)x(g
2

yx +
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +     ,∀ x, y∈  R . +

Trong đó: g(x) = 0)x(f ≥  , +∈∀ Rx , g(x) liên tục trên R  +

Theo kết quả của bài toán phương trình hàm Côsi mở rộng ta có: 

g(x) = ax + b , với a, b R∈  tùy ý, x R∈ . 

Nhưng vì g(x) ,0≥ +∈∀ Rx  nên: 

g(x) = ax + b , với a, b R∈ +  , +∈Rx  

Suy ra: f(x) = (ax + b)   , với a, b 2 +∈R  , +∈Rx  

Thử lại ta thấy hàm số trên thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

Kết luận: f(x) = (ax + b)   , với a, b 2 R∈ +  , +∈Rx  

Bài 5: Tìm các hàm f(x) ≥ 0 xác định, liên tục trên R+ và thoả mãn điều kiện : 

f( (1)          Rzy,x,   ,    )z(f3)y(f2)x(f)z3y2x 222 +∈∀++=++  

GGiiảảii  

Ta có:     Rzy,x,   ,    )z(f3)y(f2)x(f)z3y2x(f 222 +∈∀++=++  

Đặt: wz  ,    vy ,   ux === , với u, v ,w R∈ +  và g(u) = )uf( 0≥ ,  ; 
g(u) liên tục và xác định trên R

+∈∀ Ru
+. Ta được: 

g(u + 2v + 3w) = g(u) + 2g(v) + 3g(w)  ,∀ u, v, w R∈ +  

Theo kết quả của bài toán phương trình hàm Côsi mở rộng ta có: 

g(u) = au , với ++ ∈∈ Ru,Ra  

Suy ra: f(x) = ax  , với  2 ++ ∈∈ Rx,Ra .

Thử lại, ta được hàm số trên thỏa yêu cầu bài toán . 

Kết luận: f(x) = ax  , với  2 ++ ∈∈ Rx,Ra .
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Bài 6: Tìm các hàm f(x) xác định , liên tục trên R và thỏa mãn điều kiện: 

Ryx,,     
2

)y(f)x(f)
2

yxf(
22

∈∀
+

=
+                   (1) 

Giải 

Thay x = y vào (1) ta có: f(x) = f( Rx,    ) x ∈∀ . 

Đặt: 0) v(u,  ,    vy  ,ux ≥== . Khi đó: 

(1) ⇒ 0v,u,
2

)v(f)u(f)
2

vu(f ≥∀
+

=
+  

Đặt ),u(g)uf( =  với u  ta được: 0≥

0vu,,     
2

)v(g)u(g)
2

vu(g ≥∀
+

=
+   

Theo kết quả của bài toán phương trình hàm Côsi mở rộng ta có: 

g(u) = au + b , với a, b R∈ ,u +∈R  

Suy ra: f(x) = bax)xf( 2 +=  , với a, b R∈  tuỳ ý , x R∈ . 

Thử lại ta thấy hàm số trên thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

Kết luận: f(x) = ax với a, b;   b2+ R∈  tuỳ ý , x R∈  

Bài 7: Tìm các hàm f(x) xác định, liên tục trên R và thỏa mãn điều kiện: 

(1)          Ry x,,      

)y(f
1

)x(f
1

2)
2

yxf(
22

∈∀
+

=
+  

Giải 

Từ giả thiết suy ra: f(x) Rx,   0 ∈∀≠ . Khi đó: 

(1) Ry x,,     
2

)y(f
1

)x(f
1

)
2

yx(f

1
22

∈∀
+

=
+

⇔  

Đặt g(x) = Rx,     
)x(f

1
∈∀ . Ta có: g(x) Rx   ,0 ∈∀≠ , g(x) liên tục trên R và: 
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(2)     Ryx,,    
2

)y(g)x(g)
2

yxg(
22

∈∀
+

=
+  

Thay x = y vào (2) ta được: 

g(x) = Rx,   )xg( ∈∀ .  

Đặt: vy , ux ==  trong đó u, v  và h(u) = 0≥ 0)ug( ≠ , h(u) liên tục trên R . Ta 
được:   

+

h( +∈∀
+

=
+ Rvu,,     

2
)v(h)u(h)

2
vu  

Theo kết quả của bài toán phương trình hàm Côsi mở rộng ta có: 

h(u) = au + b   , với a, b R∈  tuỳ ý, u +∈R  

Vì h(u)  nên : +∈∀≠ Ru,   0

h(u) = au + b , trong đó: a.b +∈∀≠≥ Ru 0,b ,0  

Suy ra: f(x) = ,   
bax

1
2 +

với a.b 0b  ,0 ≠≥  

Thử lại thì hàm số trên thoả yêu cầu bài toán. 

Kết luận: f(x) = ,   
bax

1
2 +

với a.b 0b  ,0 ≠≥ , x∈R 

Bài 8: Tìm hàm số f(x) xác định và liên tục trên R\{0} thoả mãn điều kiện: 

f (1)        0yxy,x,,    

)y(f
1

)x(f
1

2

y
1

x
1

2
≠+∀

+
=

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
 

Giải 

Vì x  0 , y ≠ ≠  0 nên ta đặt : v
y
1,u

x
1

==  ( u, v ≠  0 ) và g (u) = 0

u
1f

1
≠

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

với u∀ 0≠ , 

g(u) liên tục trên R\{0}. Khi đó (1) có dạng :  

g .0vu,v,u,
2

)v(g)u(g
2

vu
≠+∀

+
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +   
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Theo kết quả bài toán phương trình hàm Côsi  mở rộng , ta suy ra :  

g(u) = au + b , vớI a, b ∈ R tùy ý , u \R∈ {0} 

Nhưng hàm g(u) ,  nên ta có :  0≠ u∀

⎢
⎣

⎡
≠=
≠=
0.b ,   bg(u)

0a ,   au)u(g
 

Suy ra : 

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∈∀≠=

∈∀≠=

}0{\Rx,0b,
b
1)x(f

}0{\Rx,0a,
a
x)x(f

 

Hay :          ⎢
⎣

⎡
∈=

∈∀∈=
}0{\Rd   ,    d)x(f

}0{\Rx  },0{\Rc  ,  cx)x(f

Thử lại,  hàm số trên thỏa mãn yêu cầu bài toán . 

Kết luận :   
}0{\Rd ;    d)x(f

}0{\Rx , }0{\Rc ;  cx)x(f
⎢
⎣

⎡
∈=

∈∀∈=

Bài 9 : Tìm các hàm f(x) xác định , liên tục trên R \{0} và thỏa mãn điều kiện  

(1)   0 y x  , y x,   
2

)y(f)x(f

y
1

x
1

2f ≠+∀
+

=

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
 

GGiiảảii  

Vì x  nên ta có thể đặt :  0 y ,0 ≠≠

    )u(g
u
1f , v

y
1 , u

x
1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==  xác định và liên tục trên R\ , (1) có dạng :  }0{

g 0 vu , vu,,  
2

)v(g)u(g
2

vu
≠+∀

+
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +  

Theo kết quả của bài toán phương trình hàm Côsi mở rộng ta có : 

g(u) = ax + b ; a, b ∈ Rtùy ý , u }0{\R∈ . 

Suy ra : f(x) = Rb,a  ; b
x
a

∈+  tùy ý , }0{\Rx∈ . 
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Thử lại: Hàm số trên thỏa mãn yêu cầu bài toán . 

Kết luận : f(x) =  R ba,   ;  b
x
a

∈+  tùy ý , x }0{\R∈  

2.2. KHAI THÁC BÀI TOÁN: 

2.2.1. Bài toán : 

Tìm tất cả các hàm số f : [ ) [ )+∞→+∞ ;1;1  sao cho :  

f(x.f(y)) = y.f(x)  

với ∀ x, y thuộc   [ )+∞;1

GGiiảảii  

Cho x = y = 1 thì f(f(1)) = f(1)  

Cho y = f(1) thì f(x.f(f(1))) = f(1).f(x) hay f(x.f(1)) = f(1).f(x)     (1)  

Mặt khác: y = 1 ⇒ f(x.f(1)) = f(x)             (2) 

Từ (1) và (2) suy ra: f(1) = 1 

Cho x  = 1 thì f(f(y))= y  

Nếu f(y) = 1 thì f(f(y)) = 1 hay y = 1 . 

Suy ra f(y) > 1 với mọi y > 1 . 

Cho x > y ≥1 thì : 

f(x) = f ( ) )y(f
y
xf).y(f)y(ff

y
xfy.

y
x

>⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛  

Ta sẽ chứng minh f(x) = x với mọi x thuộc [ )+∞;1  

Thậy vậy , giả sử ta có x 0  thuộc [ )+∞;1  sao cho f(x ) khác x 0 . Khi đó ta xét các  trường 
hợp : 

0

     − Nếu f(x 0 ) > x  thì f(f (x 0 )) > f(x ), suy ra x 0  > f(x ) (Điều này  vô lí).  0 0 0

     − Nếu f(x 0 ) < x  thì f (f (x 0 ))  < f(x ), suy ra x 0  < f(x ) (Điều này vô lí). 0 0 0

Vậy : f(x) = x  với mọi x thuộc [ )+∞;1  

* Nhận xét : Trong quá trình giải thì đã sử dụng giả thiết của bài toán để chứng minh 
f(x) = x. Nếu xét về phương diện điểm bất động thì hàm số trên có vô số điểm bất động. 
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Bây giờ ta sẽ thay đổi điều kiện của bài toán để vận dụng lí thuyết điểm bất động để 
giải. 

2.2.2. Khi thay đổi điều kiện bài toán:  

Tìm tất cả những hàm f : ( ) ( )∞→∞ ;0;0  thỏa mãn đồng thời 2 điều kiện sau : 

i)  f(x.f(y)) = y.f(x) ,  ( )∞∈∀ ;0y,x  

ii)  f(x)  khi x  0→ ∞→

GGiiảảii  

Ta có : f[f(y)] = y.f(1) , và do f(1)≠ 0 nên f là một song ánh. Từ đó, tồn tại y để f(y) = 1  

Kết hợp điều này với (i) khi cho x = 1  ta được :  

f(1.1) = f(1) = y.f(1) . 

Và từ f(1) > 0 , ta có y = 1 suy ra f(1) = 1  

Cho y = x trong (1) ta có f(x.f(x)) = x.f(x) với mọi x > 0  

Suy ra x.f(x)  là điểm bất động của f . 

Bây giờ , nếu cả x và y là các điểm bất động của f thì cũng từ (1) ta được f(x.y) = y.x , 
do đó x.y cũng là điểm bất động . 

Nếu x là điểm bất động, ta có :  

1 = f(1) = f ( x.
x
1 ) = f ( )x(f.

x
1 ) = x.f(

x
1 ) 

Nên : 
x
1

x
1f =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  , nghĩa là 

x
1  cũng là điểm bất động . 

Như vậy, ngoài điểm 1 ra, nếu f có điểm bất động khác thì hoặc điểm này lớn hơn 1, 
hoặc nghịch đảo của nó lớn hơn 1. Do đó : 

Nếu gọi x  > 1 là điểm bất động thì từ (1) thay y = x  ta được : 0 0

f (x   )x(f.x))x(f. 0000 =

⇒  f (x ) = x  2
0

2
0

Dùng quy nạp  ta có : 

        f (x  =    và   khi n )n
0

n
0x ∞→n

0x ∞→   
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+∞==⇒
∞→∞→

n
0n

n
0n

xlim)x(flim   

Hay : ,  điều này trái với điều kiện (ii)  +∞=
∞→

)x(flim 0n

Vậy : 1 là điểm bất động duy nhất của f , và do x f(x) là điểm bất động  với mọi x > 0 
nên x.f(x) phải bằng 1 (x.f( x) = 1 , 0x >∀ ). 

Suy ra : f(x) = 0x  ,
x
1

>∀   

Thử lại , ta có hàm số f(x) = 0x  ,
x
1

>∀  thỏa đề bài  

Kết luận : f(x) = 0x  ,
x
1

>∀  

 2.2.3. Mở rộng vấn đề : 

Nhận xét: Điều mấu chốt của chứng minh trên là dựa vào các điều kiện đề bài  để 
chứng tỏ hàm f  cần tìm có điểm bất động  duy nhất . Bây giờ ta cũng vận dụng điểm bất 
động duy nhất để giải bài toán sau : 

Bài 1: Gọi S là tập những số thực lớn hơn 1. Hãy tìm tất cả các hàm f: S  thỏa  điều 
kiện : 

S→

i) f(x + f(y) + x.f(y)) = y + f(x) + y.f(x)   , Sy,x ∈∀   

ii) Hàm số 
x

)x(f  tăng thực sự trên các khoảng  −1 < x < 0 , 0 < x <  ∞

GGiiảảii  

Điều kiện ii)  cho ta phương trình điểm bất động f(x) = x  có nhiều nhất là 3 nghiệm 
, một nghiệm (nếu có) nằm trong (–1;0) , một nghiệm bằng 0  và một nghiệm  nằm 
trong  (0;∞ ).   

Giả sử u  là một điểm bất động của f . Trong phương trình hàm (1) , cho x  = 
y = u , ta được :  

)0;1(−∈

f (2u + u  . 22 uu2) +=

Hơn nữa 2u + u , suy ra: 2u + u , nhưng khi ấy u = − u  , 
mâu thuẫn . 

) 0 ;1(2 −∈ u2 = )0;1(2 −∉

Hoàn toàn tương tự, không có điểm bất động nằm trong (0;∞ ). Như thế, 0 là điểm 
bất động duy nhất có thể có . 

Đặt x = y trong phương trình hàm i) ta có: 
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f (x + f(x) + x.f(x)) = x + f(x) + x.f(x), ∀ x ∈S . 

Như thế, ∈∀x S , x + (1 + x).f(x)  là điểm bất động, do vậy : 

∈∀x S , x + ( 1 + x).f(x) = 0 . 

Suy ra: f(x) = 
x1

x
+
−  với mọi x > –1 . 

Thử lại, hàm số trên thỏa yêu cầu bài toán . 

  Chú ý: 

Khái niệm điểm bất động là một khái niệm quan trọng trong 
chương trình toán chuyên ngành bậc Đại học và sau Đại học , khái niệm này 
thường xuyên xuất hiện trong các môn như Hình học giải  tích , hình học afin , 
hình học Ơclít , hình học xạ ảnh ( điểm kép ) , giải tích hàm ,… 

  Tuy nhiên , ở bậc phổ thông chúng ta đã gặp một số bài toán 
có liên quan đến điểm bất động như : 

Bài 2: Cho (a,b) 2R∈  sao cho a ≤  b và f: [a;b] [a;b] liên tục . →

Chứng minh rằng tồn tại x [ ]b;a0∈   sao cho f(x 00 x) =  

GGiiảảii  

Đặt g(x)  = f(x) – x   , [ ]b;ax∈∀  , g(x) liên tục trên [a;b]  

Ta có :  
⎩
⎨
⎧

≤−=
≥−=

0b)b(f)b(g
0a)a(f)a(g

 Nếu:         ⎢
⎣

⎡
=
=

0)b(g
0)a(g

⎢
⎣

⎡
=
=

⇒
b)b(f
a)a(f

Nên x   hoặc x  a0= b0=

 Trường hợp:       ⎢
⎣

⎡
<
>

0)b(g
0)a(g

0)b(g).a(g <⇒  

Theo định lí Bôxanô − Côsi thứ nhất ta có : 

)b;a(x 0 ∈∃  sao cho g(x )  = 0  0

00 x)x(f =⇒   

Do đó [ ]b;ax 0 ∈∃  sao cho f(x 00 x) =  
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 Nhận xét : Thực chất của bài toán trên là ta chứng minh hàm số f(x) có tồn tại điểm 
bất động  trên [a;b]  

Bài 3: Trong mặt phẳng với hệ tọa độ  Đề các vuông góc  Oxy  cho phép biến hình f 
biến điểm M (x;y)  thành điểm ' ( ' ) sao cho : M y;'x

2
xyy  ;   

2
yx'x −

=′
+

=  

Tìm điểm bất động của phép biến hình f ? 

GGiiảảii  

Gọi M (x ) là điểm bất động của phép biên hình f . Tức là: f(M) ≡ M 00 y;

Suy ra ( ) ( 0;0
'
0

'
0 yxy;x = )    (với  ( )'

0
'
0 y;x   là tọa độ của f(M)) 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=
⇒

0
'
0

0
'
0

yy

xx
 

Tọa độ của M tương ứng với nghiệm của hệ phương trình : 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−
=

+
=

2
xy

y

2
yx

x

00
0

00
0

 

⎩
⎨
⎧

=+
=−

⇔
0yx
0yx

00

00         
⎩
⎨
⎧

=
=

⇔
0y
0x

0

0

Vậy: Điểm bất động của phép biến hình f là M (0;0)  

 Nhận xét : Bài toán tìm điểm bất động của phép biến hình f là một dạng bài toán  
quen thuộc trong hình học phẳng. Nhưng học sinh cần phải nắm vững  để dễ làm quen  
hơn trong hình học cao cấp. 

KẾT LUẬN CHƯƠNG II:  

      Phần này giới thiệu bài toán phương trình hàm Côsi, phương trình hàm Cô si mở 
rộng và việc áp dụng chúng để giải một số dạng phương trình hàm khác. Đồng thời, giới 
thiệu bài toán phương trình hàm dùng phương pháp điểm bất động để giải. Khái niệm 
điểm bất động là một khái niệm quan trọng trong toán học, tuy nhiên  chưa được đề cập 
nhiều trong toán phổ thông. Từ đó góp phần  trang bị cho học sinh một số dạng phương 
trình hàm quan trọng và cách giải chúng. 
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