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Líi nâi �¦u

Ph÷ìng tr¼nh h m l  mët chuy¶n �· quan trång trong ch÷ìng tr¼nh

chuy¶n to¡n THPT. C¡c �· thi håc sinh giäi c§p Quèc gia, thi Olympic

khu vüc, Olympic Quèc t¸ th÷íng xu§t hi»n b i to¡n v· ph÷ìng tr¼nh

h m, �â l  nhúng b i to¡n khâ v  mîi m´ �èi vîi håc sinh THPT. Nhúng

cuèn s¡ch tham kh£o v· ph÷ìng tr¼nh h m d nh cho håc sinh l  khæng

nhi·u. V¼ vªy, trong luªn v«n n y chóng tæi xin �· cªp �¸n c¡c ph÷ìng

tr¼nh h m d¤ng sai ph¥n vîi c¡c dàch chuyºn tành ti¸n v  dàch chuyºn

�çng d¤ng. Hi vång luªn n y s³ l  mët t i li»u gâp ph¦n nhä b² v o vi»c

bçi d÷ïng håc sinh giäi to¡n ð tr÷íng THPT.

Luªn v«n �÷ñc chia l m ba ch÷ìng:

Ch÷ìng 1. �°c tr÷ng h m cõa mët sè h m sè sì c§p vîi dàch chuyºn

tành ti¸n v  �çng d¤ng.

Trong ch÷ìng n y t¡c gi£ tr¼nh b y kh¡i qu¡t v· h m sè vîi c¡c dàch

chuyºn tành ti¸n v  �çng d¤ng nh÷ :

�ành ngh¾a c¡c h m tu¦n ho n cëng t½nh, h m ph£n tu¦n ho n cëng

t½nh, h m tu¦n ho n nh¥n t½nh, h m ph£n tu¦n ho n nh¥n t½nh.

Mæ t£ h m ph£n tu¦n ho n cëng t½nh, h m tu¦n ho n nh¥n t½nh,

h m ph£n tu¦n ho n nh¥n t½nh thæng qua h m tu¦n ho n cëng t½nh.

�°c tr÷ng h m cõa mët sè h m sè sì c§p vîi c¡c dàch chuyºn tành

ti¸n v  �çng d¤ng.

Ch÷ìng 2. Ph÷ìng tr¼nh h m d¤ng sai ph¥n vîi dàch chuyºn tành

ti¸n.
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Trong ch÷ìng n y t¡c gi£ tr¼nh b y ph÷ìng tr¼nh h m d¤ng sai ph¥n vîi

dàch chuyºn tành ti¸n (bao gçm ph÷ìng tr¼nh h m thu¦n nh§t v  khæng

thu¦n nh§t; ph÷ìng tr¼nh bªc nh§t v  ph÷ìng tr¼nh bªc hai ). Trong �â

t¡c gi£ �¢ tr¼nh b y ph÷ìng ph¡p gi£i v  cæng thùc nghi»m cõa ph÷ìng

tr¼nh khæng thu¦n nh§t �çng thíi �· xu§t quy tc �º �÷a ph÷ìng tr¼nh

khæng thu¦n nh§t v· ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t.

Ph¦n cuèi ch÷ìng t¡c gi£ �· xu§t mët sè v½ dö ¡p döng.

Ch÷ìng 3. Ph÷ìng tr¼nh h m d¤ng sai ph¥n vîi dàch chuyºn �çng

d¤ng.

Ch÷ìng n y câ c§u tróc t÷ìng tü nh÷ ch÷ìng 2. Trong ch÷ìng n y t¡c

gi£ tr¼nh b y ph÷ìng tr¼nh h m d¤ng sai ph¥n vîi dàch chuyºn �çng d¤ng

(bao gçm ph÷ìng tr¼nh h m thu¦n nh§t v  khæng thu¦n nh§t; ph÷ìng

tr¼nh bªc nh§t v  ph÷ìng tr¼nh bªc hai ). Trong �â t¡c gi£ �¢ tr¼nh b y

ph÷ìng ph¡p gi£i v  cæng thùc nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh khæng thu¦n

nh§t �çng thíi �· xu§t quy tc �º �÷a ph÷ìng tr¼nh khæng thu¦n nh§t

v· ph÷ìng tr¼nh thu¦n nh§t v  quy tc t¼m nghi»m ri¶ng. C¡c k¸t qu£

cõa c¡c b i to¡n trong ch÷ìng n y �·u �÷ñc mæ t£ theo h m tu¦n ho n

cëng t½nh.

Ph¦n cuèi ch÷ìng t¡c gi£ �· xu§t mët sè v½ dö ¡p döng.

Cuèi còng l  ph¦n k¸t luªn v  t i li»u tham kh£o.
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Ch÷ìng 1

�°c tr÷ng h m cõa mët sè h m sè

sì c§p vîi c¡c dàch chuyºn h¼nh håc

Trong ch÷ìng n y ta �ành ngh¾a c¡c h m tu¦n ho n, ph£n tu¦n ho n

cëng t½nh v  nh¥n t½nh; mæ t£ c¡c h m ph£n tu¦n ho n cëng t½nh, h m

tu¦n ho n nh¥n t½nh, h m ph£n tu¦n ho n nh¥n t½nh thæng qua h m tu¦n

ho n cëng t½nh; �÷a ra c¡c �°c tr÷ng cõa mët sè h m sè sì c§p vîi dàch

chuyºn tành ti¸n v  �çng d¤ng.

1.1. Mët sè ki¸n thùc cì b£n cõa h m sè

1.1.1. �ành ngh¾a h m tu¦n ho n v  ph£n tu¦n ho n cëng t½nh

�ành ngh¾a 1. Cho h m sè f(x) v  tªp M (M ⊂ D(f)). H m f(x) �÷ñc

gåi l  h m tu¦n ho n tr¶n M n¸u tçn t¤i sè d÷ìng a sao cho{
∀x ∈ M ta �·u câ x± a ∈ M,

f(x + a) = f(x),∀x ∈ M ;

a �÷ñc gåi l  chu ký cõa h m tu¦n ho n f(x).

Chu ký nhä nh§t (n¸u câ) trong c¡c chu ký cõa f(x) �÷ñc gåi l  chu

ký cì sð cõa h m tu¦n ho n f(x).
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V½ dö. X²t h m f(x) = cos x. Khi �â f(x) l  h m tu¦n ho n chu ký 2π

tr¶n R.

Thªt vªy, ta câ ∀x ∈ R th¼ x + 2π ∈ R v 

f(x + 2π) = cos(x + 2π) = cos x = f(x).

�ành ngh¾a 2. Cho h m sè f(x) v  tªp M (M ⊂ D(f)) H m f(x) �÷ñc

gåi l  h m tu¦n ho n tr¶n M n¸u tçn t¤i sè d÷ìng a sao cho{
∀x ∈ M ta �·u câ x± a ∈ M,

f(x + a) = −f(x),∀x ∈ M ;

a �÷ñc gåi l  chu ký cõa h m tu¦n ho n f(x).

Chu ký nhä nh§t (n¸u câ) trong c¡c chu ký cõa f(x) �÷ñc gåi l  chu

ký cì sð cõa h m tu¦n ho n f(x).

V½ dö. X²t h m f(x) = sin x, khi �â f(x) l  h m ph£n tu¦n ho n chu

ký π.

Thªt vªy, ta câ ∀x ∈ R th¼ x + π ∈ R v 

f(x + π) = sin(x + π) = − sin x = −f(x).

1.1.2. �ành ngh¾a h m tu¦n ho n v  ph£n tu¦n ho n nh¥n t½nh

�ành ngh¾a 3. f(x) �÷ñc gåi l  h m tu¦n ho n nh¥n t½nh chu ký a

(a ∈ R\{0, 1,−1}) tr¶n M n¸u M ⊂ D(f) v {
∀x ∈ M ⇒ a±1x ∈ M,

f(ax) = f(x),∀x ∈ M.

V½ dö. X²t h m f(x) = sin(2π log2 x) khi �â f(x) l  h m tu¦n ho n nh¥n

t½nh chu ký 2 tr¶n R+. Thªt vªy, ∀x ∈ R+ ta câ

f(2x) = sin(2π log2(2x)) = sin(2π(1 + log2 x)) = sin(2π log2 x) = f(x)
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�ành ngh¾a 4. f(x) �÷ñc gåi l  h m ph£n tu¦n ho n nh¥n t½nh chu ký

a (a /∈ {0, 1,−1}) tr¶n M n¸u M ⊂ D(f) v {
∀x ∈ M ⇒ a±1x ∈ M,

f(ax) = −f(x),∀x ∈ M.

V½ dö. X²t h m f(x) = cos(π log3 x) khi �â f(x) l  h m ph£n tu¦n ho n

nh¥n t½nh chu ký 3 tr¶n R+. Thªt vªy, ∀x ∈ R+ ta câ

f(3x) = cos(π log3(3x)) = cos(π(1 + log3 x)) = − cos(π log3 x) = −f(x)

1.1.3. Mæ t£ c¡c h m ph£n tu¦n ho n cëng t½nh, h m tu¦n ho n nh¥n t½nh,
ph£n tu¦n ho n nh¥n t½nh thæng qua h m tu¦n ho n cëng t½nh

a) H m ph£n tu¦n ho n cëng t½nh

Cho f(x) l  h m ph£n tu¦n ho n cëng t½nh chu ký b. H¢y mæ t£ (biºu

di¹n) f(x) thæng qua h m tu¦n ho n cëng t½nh.

Thªt vªy ta câ

f(x + b) = −f(x),∀x ∈ R

⇔ f(x) =
1

2
[f(x)− f(x + b)] ⇔ f(x) =

1

2
[g(x)− g(x + b)],

trong �â g(x) l  h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký 2b.

b) H m tu¦n ho n nh¥n t½nh

Cho f(x) l  h m tu¦n ho n nh¥n t½nh chu ký c. H¢y mæ t£ (biºu di¹n)

f(x) thæng qua h m tu¦n ho n cëng t½nh.

Thªt vªy, ta câ

f(cx) = f(x), ∀x ∈ R, c ∈ R\{0, 1,−1} (1.1.1)

X²t c¡c tr÷íng hñp sau:

b1) Vîi c > 0

Vîi x < 0, �°t −x = ct v  f(−ct) = h1(t). Khi �â t = logc |x| v  (1.1.1)

trð th nh h1(t + 1) = h1(t),∀t ∈ R.
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Vîi x > 0, �°t x = ct v  f(ct) = h2(t). Khi �â t = logc x v  (1.1.1) trð

th nh h2(t + 1) = h2(t),∀t ∈ R.

Vªy

f(x) =


h1(logc |x|) n¸u x < 0,

m tuý þ n¸u x = 0,

h2(logc x) n¸u x > 0;

trong �â h1(t), h2(t) l  c¡c h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký 1 tr¶n R.

b2) Vîi c < 0

Khi �â f(c2x) = f(x) v  måi nghi»m cõa (1.1.1) �÷ñc cho bði cæng thùc

f(x) =
1

2
[g(x) + g(cx)], (1.1.2)

trong �â g(c2x) = g(x),∀x ∈ R.

Thªt vªy, n¸u f(x) câ d¤ng (1.1.2) th¼ ∀x ∈ R ta câ

f(cx) =
1

2
[g(cx) + g(c2x)] =

1

2
[g(cx) + g(x)] = f(x)

Ng÷ñc l¤i, n¸u f(x) tho£ m¢n (1.1.1) th¼ chån g(x) = f(x).

Khi �â g(c2x) = g(x),∀x ∈ R v 

1

2
[g(x) + g(cx)] =

1

2
[f(x) + f(cx)] =

1

2
[f(x) + f(x)] = f(x), ∀x ∈ R.

T÷ìng tü c¡ch gi£i ph÷ìng tr¼nh (1.1.1) ta câ

g(x) =


h3(

1

2
logc |x|) n¸u x < 0,

n tuý þ n¸u x = 0,

h4(
1

2
logc x) n¸u x > 0;

trong �â h3(t), h4(t) l  c¡c h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký 1 tr¶n R.

c) H m ph£n tu¦n ho n nh¥n t½nh

Cho f(x) l  h m ph£n tu¦n ho n nh¥n t½nh chu ký d. H¢y mæ t£ (biºu

di¹n) f(x) thæng qua h m tu¦n ho n cëng t½nh.
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f(dx) = −f(x), ∀x ∈ R, d ∈ R\{0, 1,−1} (1.1.3)

vîi d ∈ R\{0, 1,−1}.
Khi �â f(d2x) = f(x) v  måi nghi»m cõa (1.1.3) �÷ñc cho bði cæng thùc

f(x) =
1

2
[g(x)− g(dx)], (1.1.4)

trong �â g(d2x) = g(x), ∀x ∈ R.

Thªt vªy, n¸u f(x) câ d¤ng (1.1.3) th¼ ta câ

f(dx) =
1

2
[g(dx)− g(d2x)] =

1

2
[g(dx)− g(x)] = −f(x),∀x ∈ R.

Ng÷ñc l¤i, vîi méi f(x) tho£ m¢n (1.1.3) th¼ chån g(x) = f(x).

Khi �â g(d2x) = g(x),∀x ∈ R v 

1

2
[g(x)− g(dx)] =

1

2
[f(x)− f(dx)] =

1

2
[f(x) + f(x)] = f(x),∀x ∈ R.

T÷ìng tü c¡ch gi£i (1.1.1) ta �÷ñc f(x) =
1

2
[g(x)− g(dx)] trong �â

g(x) =


h1(

1
2 log|a| |x|) n¸u x < 0,

d tuý þ n¸u x = 0,

h1(
1
2 log|a| x) n¸u x > 0;

trong �â h1(t), h2(t) l  c¡c h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký 1 tr¶n R.

1.2. D¤ng �°c tr÷ng h m cõa mët sè h m sè sì c§p vîi c¡c

dàch chuyºn h¼nh håc (tành ti¸n v  �çng d¤ng)

1.2.4. Dàch chuyºn tành ti¸n

a) C¡c h m f(x) = cos(ax), f(x) = sin(ax), (a 6= 0)câ �«c tr÷ng l 

f(x +
2π

a
) = f(x),∀x ∈ R.

− 12 −



b) H m f(x) = tg(ax), (a 6= 0) câ �«c tr÷ng l 

f(x +
π

a
) = f(x),∀x ∈ R\{ π

2a
+ k

π

a
|k ∈ Z}.

c) H m f(x) = cotg(ax), (a 6= 0) câ �«c tr÷ng l 

f(x +
π

a
) = f(x),∀x ∈ R\{kπ

a
|k ∈ Z}.

d) C¡c h m f(x) = cos(ax), f(x) = sin(ax), (a 6= 0) câ �°c tr÷ng l 

f(x +
π

a
) = −f(x),∀x ∈ R.

Nhªn x²t 1.1. Cho a 6= 0, khi �â c¡c h m f(x) = tg(ax); g(x) = cotg(ax)

khæng l  h m ph£n tu¦n ho n cëng t½nh.

Chùng minh. H m f(x) = tg(ax) khæng l  h m ph£n tu¦n ho n cëng t½nh.

Thªt vªy, n¸u f(x) = tg x l  h m ph£n tu¦n ho n cëng t½nh chu ký T ta

câ

∀x ∈ D ⇒ x± T ∈ D (1.2.5)

v 

f(x + T ) = −f(x),∀x ∈ D (1.2.6)

trong �â

D = R\{ π

2a
+

kπ

a
|k ∈ Z}. (1.2.7)

Tø (1.2.5) v  (1.2.7) suy ra T =
π

a
Khi T =

π

a
khæng thäa m¢n (1.2.6).

Vªy khæng tçn t¤i T thäa m¢n (1.2.5) v  (1.2.6)(�i·u ph£i chùng minh).

T÷ìng tü, ta chùng minh �÷ñc h m g(x) = cotg(ax) khæng l  h m ph£n

tu¦n ho n cëng t½nh.

1.2.5. Dàch chuyºn �çng d¤ng

a)Vîi a ∈ R\{0, 1,−1} c¡c h m f(x) = sin(2π log|a| |x|), f(x) = cos(2π log|a| |x|)
câ �°c tr÷ng l 

f(ax) = f(x)∀x ∈ R∗.
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b) Vîi a ∈ R\{0, 1,−1} h m f(x) = tg(π log|a| |x|) câ �°c tr÷ng l 

f(ax) = f(x),∀x ∈ R∗\{±|a|
1+2k

2 , |k ∈ Z}.

c) Vîi a ∈ R\{0, 1,−1} h m f(x) = cotg(π log|a| |x|) câ �°c tr÷ng l 

f(ax) = f(x),∀x ∈ R∗\{±|a|k|k ∈ Z}.

d) Vîi a ∈ R\{0, 1,−1} h m f(x) = sin(π log|a| |x|), f(x) = cos(π log|a| |x|)
câ �°c tr÷ng l 

f(ax) = −f(x),∀x ∈ R∗.

Nhªn x²t 1.2. Vîi a ∈ R\ {0, 1,−1} , b 6= 0 th¼ c¡c h m

f(x) = tg
(
bπ log|a| |x|

)
,

g(x) = cot g
(
bπ log|a| |x|

)
khæng l  h m ph£n tu¦n ho n nh¥n t½nh.

Chùng minh.

Khi x ch¤y khp R∗ th¼ log|a| |x| ch¤y khp R, do �â bπ log|a| |x| ch¤y khp

R (v¼ b 6= 0). V¼ vªy tªp x¡c �ành cõa h m f(x) l 

Df =
{

x ∈ R∗
∣∣∣bπ log|a| |x| 6=

π

2
+ kπ, k ∈ Z

}
.

Gi£ sû h m f(x) ph£n tu¦n ho n nh¥n t½nh chu ký α, ta câ

f(αx) = −f(x),∀x ∈ Df

⇔ tg
(
bπ log|a| |αx|

)
= −tg

(
bπ log|a| |x|

)
,∀x ∈ Df

⇔ tg
(
bπ log|a| |x|+ bπ log|a| α

)
= −tg

(
bπ log|a| |x|

)
,∀x ∈ Df .

�°t X = bπ log|a| |x| , T = bπ log|a| α, ta câ

tg (X + T ) = −tg(X),∀X 6= π

2
+ kπ, k ∈ Z

suy ra tgx l  h m ph£n tu¦n ho n cëng t½nh (m¥u thu¨n vîi nhªn x²t

1.1.). Vªy ta câ �i·u ph£i chùng minh.

�èi vîi h m g(x) = cot g
(
bπ log|a| |x|

)
ta chùng minh ho n to n t÷ìng

tü.
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Ch÷ìng 2

Ph÷ìng tr¼nh h m d¤ng sai ph¥n vîi

dàch chuyºn tành ti¸n

Trong ch÷ìng n y ta gi£i c¡c b i to¡n v· ph÷ìng tr¼nh h m d¤ng sai

ph¥n bªc nh§t v  bªc hai (thu¦n nh§t v  khæng thu¦n nh§t) vîi dàch

chuyºn tành ti¸n. Trong �â vi»c gi£i ph÷ìng tr¼nh h m d¤ng sai ph¥n bªc

hai �÷ñc �÷a v· ph÷ìng tr¼nh h m d¤ng sai ph¥n bªc nh§t.

2.1. Ph÷ìng tr¼nh h m d¤ng sai ph¥n bªc nh§t vîi dàch chuyºn

tành ti¸n

B i to¡n 2.1. Cho c¡c sè thüc a, β kh¡c 0, v  tªp D thäa m¢n �i·u ki»n:

D ⊆ R; ∀x ∈ D ⇒ x ± a ∈ D. T¼m c¡c h m f : D → R tho£ m¢n �i·u

ki»n

f(x + a) + βf(x) = 0,∀x ∈ D.

Líi gi£i

�°t f(x) = |b|
x

ag(x), ta câ:

+ Vîi β < 0 ph÷ìng tr¼nh �¢ cho trð th nh g(x + a) = g(x),∀x ∈ D.
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+ Vîi β > 0 ph÷ìng tr¼nh �¢ cho trð th nh

g(x + a) = −g(x) ⇔ g(x) =
1

2
[h(x)− h(x + a)],∀x ∈ D

trong �â h(x) l  h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký 2|a| tr¶n D.

Vªy

+ Vîi β < 0 ta �÷ñc f(x) = β
x
a g(x) trong �â g(x) l  h m tu¦n ho n cëng

t½nh chu ký |a| tr¶n D.

+ Vîi β > 0 ta �÷ñc f(x) =
1

2
|β|xa [h(x)− h(x + a)],

trong �â h(x) l  h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký 2|a| tr¶n D.

B i to¡n 2.2. Cho a, β kh¡c 0 v  h(x) l  h m tu¦n ho n cëng t½nh chu

ký |a| tr¶n D ⊆ R . T¼m c¡c h m f : D → R tho£ m¢n

f(x + a) + βf(x) = h(x),∀x ∈ D. (2.1.1)

Líi gi£i:

(i) Vîi β 6= −1: V¼ h(x) l  h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký |a| n¶n

h(x) =
h(x + a)

β + 1
+ β

h(x)

β + 1
.

�°t g(x) = f(x)− h(x)

β + 1
, ph÷ìng tr¼nh (2.1.1) trð th nh

g(x + a) + βg(x) = 0

Theo b i to¡n 2.1 ta câ

+ N¸u β < 0 th¼ g(x) = |β|
x
a k(x), trong �â k(x) l  h m tu¦n ho n cëng

t½nh chu ký |a|.
+ N¸u β > 0 th¼ g(x) = β

x
a [p(x) − p(x + a)], trong �â p(x) l  h m tu¦n

ho n cëng t½nh chu ký 2|a|.
(ii) Vîi β = −1: Ph÷ìng tr¼nh (2.1.1) trð th nh

f(x + a)− f(x) = h(x),∀x ∈ D. (2.1.2)
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V¼ h(x) l  h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký |a| n¶n

h(x) =
(x + a)h(x + a)

a
− xh(x)

a
.

�°t g(x) = f(x)− xh(x)

a
, ph÷ìng tr¼nh (2.1.2) trð th nh

g(x + a) = g(x),∀x ∈ D.

Vªy f(x) = g(x)+
xh(x)

a
, trong �â g(x) l  h m tu¦n ho n cëng tinhs chu

ký |a| tr¶n D.

B i to¡n 2.3. Cho a, β kh¡c 0 v  h(x) l  mët h m ph£n tu¦n ho n cëng

t½nh chu ký |a| tr¶n D ⊆ R. X¡c �ành t§t c£ c¡c h m f : D → R thäa

m¢n �i·u ki»n

f(x + a) + βf(x) = h(x), ∀x ∈ D. (2.1.3)

Líi gi£i:

i) Vîi β = −1: ph÷ìng tr¼nh (2.1.3) trð th nh

f(x + a)− f(x) = h(x),∀x ∈ D (2.1.4)

V¼ h(x) l  h m ph£n tu¦n ho n cëng t½nh chu ký |a| n¶n

h(x) =
h(x)

2
− h(x + a)

2
.

�°t g(x) = f(x) +
h(x)

2
, ph÷ìng tr¼nh (2.1.4) trð th nh

g(x + a) = g(x),∀x ∈ D

. Vªy f(x) = g(x)− h(x)

2
, trong �â g(x) l  h m tu¦n ho n cëng t½nh chu

ký |a| tr¶n D.

ii) Vîi β = 1: ph÷ìng tr¼nh (2.1.3) trð th nh

f(x + a) + f(x) = h(x),∀x ∈ D. (2.1.5)
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V¼ h(x) l  h m ph£n tu¦n ho n cëng t½nh chu ký |a| n¶n

h(x) =
−xh(x + a)

a
− (x− a)h(x)

a
.

�°t g(x) = f(x) +
(x− a)h(x)

a
, ph÷ìng tr¼nh (2.1.5) trð th nh

g(x + a) = −g(x) ⇔ g(x) =
1

2
[g1(x)− g1(x + a)] ,

trong �â g1(x) l  h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký 2a| tr¶n D..

Vªy f(x) =
1

2
[g1(x)− g1(x + a)]− (x− a)h(x)

a
.

iii) Vîi β 6= ±1 th¼ nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh (2.1.3) �÷ñc x¡c �ành nh÷

sau:

V¼ h(x) l  h m ph£n tu¦n ho n cëng t½nh chu ký |a| n¶n

h(x) =
h(x + a)

β − 1
+ β

h(x)

β − 1
.

�°t g(x) = f(x)− h(x)

β − 1
, ph÷ìng tr¼nh (2.1.4) trð th nh

g(x + a) + βg(x) = 0,∀x ∈ D.

Theo b i to¡n 2.1 ta câ

+ N¸u β < 0 th¼ g(x) = |β|
x
a k(x), trong �â k(x) l  h m tu¦n ho n cëng

t½nh tr¶n D chu ký |a|.
+N¸u β > 0 th¼ g(x) =

1

2
β

x
a [p(x)− p(x + a)], trong �â p(x) l  h m tu¦n

ho n cëng t½nh chu ký 2|a| tr¶n D.

Vªy

+ N¸u β < 0 th¼ f(x) = |β|
x
a k(x) +

h(x)

β − 1

+ N¸u β > 0 th¼ f(x) = 1
2β

x
a [p(x)− p(x + a)] k(x) +

h(x)

β − 1
.
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2.2. Ph÷ìng tr¼nh h m d¤ng sai ph¥n bªc hai thu¦n nh§t vîi

dàch chuyºn tành ti¸n

B i to¡n 2.4. Cho a ∈ R∗; α, β ∈ R, β 6= 0, tªp D thäa m¢n �i·u ki»n:

D ⊆ R,∀x ∈ D ⇒ x ± a ∈ D. T¼m t§t c£ c¡c h m f : D → R tho£ m¢n

�i·u ki»n

f(x + 2a) + αf(x + a) + βf(x) = 0,∀x ∈ D. (2.2.6)

(Ph÷ìng tr¼nh câ d¤ng (2.2.6) �÷ñc gåi l  ph÷ìng tr¼nh h m d¤ng sai ph¥n

bªc hai thu¦n nh§t vîi dàch chuyºn tành ti¸n.)

Líi gi£i. X²t ph÷ìng tr¼nh

λ2 + αλ + β = 0 (2.2.7)

(ph÷ìng tr¼nh (2.2.7) �÷ñc gåi l  ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng cõa ph÷ìng

tr¼nh (2.2.6)), câ 4 = α2 − 4β.

a) Tr÷íng hñp 4 > 0

Khi �â ph÷ìng tr¼nh (2.2.7) câ hai nghi»m thüc λ1 6= λ2, khæng m§t t½nh

têng qu¡t ta gi£ sû λ1 > λ2.

�p döng �ành lþ Viete ta câλ1 + λ2 = −α

λ1λ2 = β

thay v o (2.2.6) ta �÷ñc

f(x + 2a)− (λ1 + λ2)f(x + a) + λ1λ2f(x) = 0

⇔ f(x + 2a)− λ1f(x + a) = λ2[f(x + a)− λ1f(x)]. (2.2.8)

�°t g1(x) = f(x + a)− λ1f(x), ph÷ìng tr¼nh (2.2.8) trð th nh

g1(x + a) = λ2g1(x). (2.2.9)
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T÷ìng tü c¡ch gi£i b i to¡n 2.1 ta câ

+ Vîi λ2 > 0 ta �÷ñc

g1(x) = λ
x
a
2 h1(x) ⇔ f(x + a)− λ1f(x) = λ

x
a
2 h1(x), (2.2.10)

trong �â h1(x) l  h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký |a| tr¶n D.

+ Vîi λ2 < 0 ta �÷ñc

g1(x) =
1

2
|λ2|

x
a [k1(x)− k1(x + a)]

⇔ f(x)− λ1f(x) =
1

2
|λ|

x
a [k1(x)− k1(x + a)], (2.2.11)

trong �â k1(x)l  h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký 2|a| tr¶n D.

�êi vai trá cõa λ1, λ2 v  bi¸n �êi t÷ìng tü ta �÷ñc

+ Vîi λ1 > 0 ta câ

f(x + a)− λ2f(x) = λ
x
a
1 h2(x), (2.2.12)

trong �â h2(x)l  h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký |a| tr¶n D.

+ Vîi λ1 < 0 ta câ

f(x + a)− λ2f(x) =
1

2
|λ1|

x
a [k2(x)− k2(x + a)], (2.2.13)

trong �â k2(x)l  h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký 2|a| tr¶n D.

+N¸u λ1 > 0 v  λ2 > 0 th¼ trø (2.2.10) cho (2.2.12) ta �÷ñc

f(x) =
1

λ2 − λ1
[λ

x
a
2 h1(x)− λ

x
a
1 h2(x)].

+N¸u λ1 < 0 v  λ2 < 0 th¼ trø (2.2.11) cho (2.2.13) ta �÷ñc

f(x) =
1

2(λ2 − λ1)

[
|λ2|

x
a [k1(x)− k1(x + a)]− |λ1|

x
a [k2(x)− k2(x + a)]

]
.

+N¸u λ1 > 0 v  λ2 < 0th¼ trø (2.2.11) cho (2.2.12) ta �÷ñc

f(x) =
1

λ2 − λ1

[1

2
|λ2|

x
a [k1(x)− k1(x + a)]− λ

x
a
1 h2(x)

]
.
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b) Tr÷íng hñp 4 = 0

Tùc l 

α2 − 4β = 0 hay β =
α2

4

Khi �â ph÷ìng tr¼nh (2.2.7) câ nghi»m k²p λ1 = λ2 = −
α

2
. Do �â ta câ

f(x + 2a) + αf(x + a) +
α2

4
f(x) = 0

⇔ f(x + 2a) +
(α

2

)
f(x + a) = −α

2

[
f(x + a) +

α

2
f(x)

]
. (2.2.14)

�°t f(x + a) + α
2f(x) = g(x), khi �â (2.2.14) trð th nh

g(x + a) = −α

2
g(x), (2.2.15)

Ta x²t c¡c tr÷íng hñp sau:

b1) Tr÷íng hñp α = −2

(2.2.15) trð th nh g(x + a) = g(x).

Nh÷ vªy f(x + a)− f(x) = g(x)

T÷ìng tü c¡ch gi£i b i to¡n 2.2 (i) ta �÷ñc

f(x) = h(x) +
xg(x)

a

trong �â h(x) l  h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký |a| tr¶n D.

b2) Tr÷íng hñp α = 2

(2.2.15) trð th nh g(x + a) = g(x).

Nh÷ vªy f(x + a) + f(x) = g(x),

t÷ìng tü c¡ch gi£i b i to¡n 2.3 (ii) ta �÷ñc

f(x) =
1

2
[g1(x)− g1(x + a)]− (x− a) [h1(x)− h1(x + a)]

2a
,

trong �â g1(x), h1(x) l  c¡c h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký 2|a| tr¶n D.

b3) Tr÷íng hñp −2 6= α < 0
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B i to¡n quy v· vi»c gi£i ph÷ìng tr¼nh d¤ng

f(x + a) +
α

2
f(x) = g(x) (2.2.16)

vîi

g(x + a) +
α

2
g(x) = 0. (2.2.17)

T÷ìng tü c¡ch gi£i b i to¡n 2.1 ta �÷ñc nghi»m cõa (2.2.17) l 

g(x) =
(
− α

2

)x
a h(x),

trong �â h(x) l  h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký |a| tr¶n D.

thay v o ph÷ìng tr¼nh (2.2.16) ta câ

f(x + a)− (−
α

2
)f(x) = (−

α

2
)

x
a h(x),

⇔
f(x + a)

(−
α

2
)

x
a

−
(
−

α

2

) f(x)

(−
α

2
)

x
a

= h(x)

⇔
f(x + a)

(−
α

2
)

x+a
a

−
f(x)

(−
α

2
)

x
a

=
h(x)

−
α

2

. (2.2.18)

�°t
f(x)

(−α
2 )

x
a

= I1(x);
h(x)

−α
2

= h1(x),

ph÷ìng tr¼nh (2.2.18) trð th nh

⇔ I1(x + a)− I1(x) = h1(x),

trong �â h1(x) l  h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký |a| tr¶n D. t÷ìng tü

c¡ch gi£i b i to¡n 2.2 (i) ta �÷ñc

I1(x) = k1(x) +
xh1(x)

a
= k1(x)−

2xh(x)

αa
.
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Vªy f(x) =
(
− α

2

)x
a

[
k1(x)− 2xh(x)

αa

]
,

trong �â k1(x) l  h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký |a| tr¶n D.

b4) Tr÷íng hñp 2 6= α > 0

B i to¡n quy v· vi»c gi£i ph÷ìng tr¼nh

f(x + a) +
α

2
f(x) = g(x) (2.2.19)

vîi

g(x + a) +
α

2
g(x) = 0, (2.2.20)

t÷ìng tü vi»c gi£i b i to¡n 2.1 ta câ nghi»m ph÷ìng tr¼nh (2.2.20) l 

g(x) =
(α

2

)x
a h(x).

thay v o (2.2.19) ta �÷ñc

f(x + a) +
α

2
f(x) =

(α

2

)x
a

h(x)

⇔
f(x + a)(

α
2

)x
a

+
α

2

f(x)(
α
2

)x
a

= h(x)

⇔
f(x + a)(

α
2

)x+a
a

+
f(x)(

α
2

)x
a

=
h(x)

α
2

.

�°t
f(x)(

α
2

)x
a

= I2(x);
2h(x)

α
= h2(x)

vîi h2(x + a) = −h2(x), khi �â ta câ

I2(x + a) + I2(x) = h2(x).

T÷ìng tü c¡ch gi£i b i to¡n 2.5 (i)ta câ

I2(x) = k(x)− (x− a)h2(x)

a
= k(x)− 2(x− a)h(x)

αa

=
1

2

[
k2(x)− k2(x + a)

]
− (x− a)[h3(x)− h3(x + a)]

αa
,
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trong �â k2(x), h3(x) l  c¡c h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký 2|a| tr¶n D.

Vªy

f(x) =
(α

2

)x
a

{
1

2

[
k2(x)− k2(x + a)

]
− (x− a)[h3(x)− h3(x + a)]

αa

}
.

c) Tr÷íng hñp 4 < 0

Ph÷ìng tr¼nh (2.2.7) câ hai nghi»m phùc li¶n hñp λ1, λ2 ∈ C; λ1 = λ2,

do �â �°t λ1 = p−iq, λ2 = p+iq suy ra |λ0| = |λ1| = |λ2|
√

p2 + q2, argλ2 =

ϕ = argλ1, tgϕ =
q

p
. Bi¸n �êi t÷ìng tü nh÷ tr÷íng hñp 4 > 0 ta �÷ñc

g1(x + a) = λ2g1(x)

vîi g1(x) = f(x + a)− λ1f(x), suy ra g1 : D → C,

ta câ

g1(x + a) = elnλ2g1(x) ⇔ g1(x + a)

e
x
a lnλ2

= elnλ2.
g1(x)

e
x
a lnλ2

⇔ g1(x + a)

e
x+a

a lnλ2
=

g1(x)

e
x
a lnλ2

⇔ g1(x + a)

e
x+a

a lnλ2
=

g1(x)

e
x
a lnλ2

.

�°t
g1(x)

e
x
a lnλ2

= h1(x), (2.2.21)

ta câ h1(x + a) = h1(x).

�êi vai trá cõa λ1, λ2 v  bi¸n �êi t÷ìng tü nh÷ tr¶n ta �÷ñc

h2(x + a) = h2(x),

vîi
g2(x)

e
x
a lnλ1

= h2(x). (2.2.22)

Tø (2.2.21) v  (2.2.22) ta câg1(x) = e
x
a lnλ2h1(x),

g2(x) = e
x
a lnλ1h2(x).
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Ta chùng minh h1(x) = h2(x).

Thªt vªy, tr÷îc h¸t ta chùng minh g1(x) = g2(x).

Ta câ g1(x) = f(x + a)− λ1f(x), l§y x0 b§t ký,x0 ∈ D,

g1(x0) = f(x0 + a)− λ1f(x0)

= f(x0 + a)− λ1f(x0) = f(x0 + a)− λ2f(x0) = g2(x0),

v¼ x0 b§t ký n¶n ∀x ∈ R ta �÷ñc

g1(x) = g2(x). (2.2.23)

Ti¸p theo ta chùng minh e
x
a lnλ2 = e

x
a lnλ1.

Thªt vªy

e
x
a lnλ2 = e

x
a (ln |λ2|+iargλ2+2kπi)

= e
x
a ln |λ2|.eiarrgλ2

x
a ei2kπ x

a

= e
x
a ln |λ2|

(cos ϕx

a
+ i sin

ϕx

a

)(
cos

2kπx

a
+ i sin

2kπx

a

)
= e

x
a ln |λ2|

(
cos

ϕx

a
+ i sin

ϕx

a

)(
cos

2kπx

a
+ i sin

2kπx

a

)
= e

x
a ln |λ2|

(
cos

ϕx

a
− i sin

ϕx

a

)(
cos

2kπx

a
− i sin

2kπx

a

)
= e

x
a ln |λ2|

(
cos

(
−ϕx

a

)
+i sin

(
−ϕx

a

))(
cos

(
−2kπx

a

)
+i sin

(
−2kπx

a

))
= e

x
a ln |λ2|ei(−ϕx

a )ei(− 2kπx
x )

= e
x
a ln |λ1|ei

argλ1x
a ei2k′πx

a

= e
x
a (ln |λ1|+iargλ1+2k′πi) = e

x
a lnλ1, (2.2.24)

ð �¥y argλ1 = −ϕ; argλ2 = ϕ; −k = k′.

Tø (2.2.23) v  (2.2.24) ta �÷ñc

[ g1(x)

e
x
a lnλ1

]
=

g2(x)

e
x
a lnλ1

⇔ h1(x) = h2(x).

V¼ h1 : D → C; h2 : D → C v  h1(x) = h2(x)

n¶n ta �°t h1(x) = m(x) + in(x) khi �â h2(x) = m(x)− in(x),

trong �â

m : D → R; n : D → R.
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Quay trð l¤i b i to¡n ban �¦u ta câf(x + a)− λ1f(x) = e
x
a lnλ2h1(x),

f(x + a)− λ2f(x) = e
x
a lnλ1h2(x);

trø t÷ìng ùng cõa h» tr¶n cho nhau ta �÷ñc

f(x) =
1

λ2 − λ1

[
e

x
a lnλ2h1(x)− e

x
a lnλ1h2(x)

]
=

1

λ2 − λ1

[
e

x
a lnλ2h1(x)− e

x
a lnλ2h2(x)

]
=

1

λ2 − λ1

[
e

x
a (ln |λ2|+iargλ2+2kπi)h1(x)− e

x
a (ln |λ2|+iargλ2+2kπi)h2(x)

]
.

V¼ h m e
x
a lnλ2 l  h m �a trà, ta s³ chån mët nh¡nh li¶n töc b¬ng c¡ch

chån k = 0, n¶n ta câ

f(x) =
1

λ2 − λ1

[
e

x
a (ln |λ2|+iargλ2)h1(x)− e

x
a (ln |λ2|+iargλ2)h2(x)

]
=

1

λ2 − λ1

[
e

x
a ln |λ2|

(
cos

ϕx

a
+ i sin

ϕx

a

)
h1(x)

− e
x
a ln |λ2|

(
cos

ϕx

a
− i sin

ϕx

a

)
h2(x)

]
=

e
x
a ln |λ0|

2iq

[
cos

ϕx

a

(
h1(x)− h2(x)

)
+ i sin

ϕx

a

(
h1(x) + h2(x)

)]
=

e
x
a ln |λ0|

2iq

[
2i cos

ϕx

a
n(x) + 2i sin

ϕx

a
m(x)

]
=

e
x
a ln |λ0|

q

[
cos

ϕx

a
n(x) + sin

ϕx

a
m(x)

]
=
|λ0|

x
a

q

[
cos

ϕx

a
n(x) + sin

ϕx

a
m(x)

]
,

trong �â c¡c h m n(x) v  m(x) l  c¡c h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký

|a| tr¶n D.

K¸t luªn

a) 4 > 0

+ N¸u λ1 > 0 v  λ2 > 0 th¼

f(x) =
1

λ2 − λ1
[λ

x
a h1(x)− λ

x
a
1 h2(x)];
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trong �â h1(x), h2(x) l  c¡c h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký |a| tr¶n D.

+ N¸u λ1 < 0 v  λ2 < 0 th¼

f(x) =
1

2(λ2 − λ1)

[
|λ2|

x
a [k1(x)− k1(x + a)]− 1

2
|λ1|

x
a [k2(x)− k2(x + a)]

]
;

trong �â k1(x), k2(x) l  c¡c h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký |a| tr¶n D.

+ N¸u λ1 > 0 v  λ2 < 0 th¼

f(x) =
1

λ2 − λ1

[1

2
|λ2|

x
a [k1(x)− k1(x + a)]− λ

x
a
1 h2(x)

]
,

trong �â k1(x), h2(x) l  c¡c h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký |a| tr¶n D.

b) 4 = 0.

+Tr÷íng hñp α = −2

f(x) = h(x) +
xg(x)

a
,

trong �â h(x), g(x) l  c¡c h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký |a| tr¶n D.

+Tr÷íng hñp α = 2

f(x) =
1

2
[g1(x)− g1(x + a)]− (x− a) [h1(x)− h1(x + a)]

2a
,

trong �â g1(x), h1(x) l  c¡c h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký 2|a| tr¶n D.

+ Tr÷íng hñp −2 6= α < 0

f(x) =
(
− α

2

)x
a
[
k1(x)− 2xh(x)

αa

]
,

trong �â k1(x), h(x) l  c¡c h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký |a| tr¶n D.

+ Tr÷íng hñp 2 6= α > 0

f(x) =
(α

2

)x
a

{
1

2

[
k2(x)− k2(x + a)

]
− (x− a)[h3(x)− h3(x + a)]

αa

}
,

trong �â k2(x), h3(x) l  c¡c h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký 2|a| tr¶n D.

c) 4 < 0

f(x) =
|λ0|

x
a

q

[
cos

ϕx

a
n(x) + sin

ϕx

a
.m(x)

]
,

trong �â m(x), n(x) l  c¡c h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký |a| tr¶n D.

v  λ1 = p− iq; λ2 = p + iq l  nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng,

suy ra |λ1| = |λ2| = |λ0| =
√

q2 + q2; argλ2 = argλ1 = ϕ.
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2.3. Ph÷ìng tr¼nh h m d¤ng sai ph¥n bªc hai khæng thu¦n nh§t

vîi dàch chuyºn tành ti¸n

2.3.1. B i to¡n.

Cho a ∈ R∗; α, β ∈ R; β 6= 0, tªp D thäa m¢n �i·u ki»n:

D ⊆ R,∀x ∈ D ⇒ x± a ∈ D v  h m g(x) x¡c �ành tr¶n D.

T¼m t§t c£ c¡c h m f : D → R thäa m¢n

f(x + 2a) + αf(x + a) + βf(x) = g(x), (2.3.25)

(N¸u h m g(x) khæng �çng nh§t 0 th¼ ph÷ìng tr¼nh (2.3.25) �÷ñc gåi

l  ph÷ìng tr¼nh h m d¤ng sai ph¥n bªc hai khæng thu¦n nh§t vîi dàch

chuyºn tành ti¸n.)

2.3.2. Nhªn x²t

a) Nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh (2.3.25) l  f(x) = f̃(x)+f ∗(x), trong �â f̃(x)

l  nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh h m d¤ng sai ph¥n bªc hai thu¦n nh§t,f ∗(x) l 

mët nghi»m n o �â (cán gåi l  nghi»m ri¶ng) cõa ph÷ìng tr¼nh (2.3.25).

b) N¸u vîi méi i = 1, n f ∗i (x) l  mët nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh

f(x + 2a) + αf(x + a) + βf(x) = gi(x)

th¼
n∑

i=1
f ∗i (x) l  mët nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh

f(x + 2a) + αf(x + a) + βf(x) =
n∑

i=1

gi(x) (2.3.26)

Tø nhªn x²t tr¶n ta rót ra ph÷ìng ph¡p gi£i ph÷ìng tr¼nh (2.3.25) nh÷

sau:

+ B÷îc 1: T¼m f̃(x).

+ B÷îc 2: T¼m f ∗(x).

+ B÷îc 3: Nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh (2.3.25) l  f(x) = f̃(x) + f ∗(x).
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2.3.3. Mët sè b i to¡n v  ph÷ìng ph¡p t¼m nghi»m ri¶ng

B i to¡n 2.5. T¼m nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh

f(x + 2a) + αf(x + a) + βf(x) = b, (2.3.27)

trong �â a, β ∈ R∗, b, α ∈ R, b 6= 0, tªp D thäa m¢n:

D ⊆ R,∀x ∈ D ⇒ x± a ∈ D, f : D → R.

Líi gi£i

a) Vîi α + β + 1 6= 0.

Ta t¼m 1 nghi»m ri¶ng cõa (2.3.27) câ d¤ng f ∗(x) = c. Thay f ∗(x) = c

v o (2.3.27) ta �÷ñc

c + αc + βc = b ⇔ c =
b

1 + α + β
.

Vªy f ∗(x) =
b

1 + α + β
.

b) Vîi α + β + 1 = 0 v  α 6= −2.

Ta t¼m mët nghi»m ri¶ng cõa (2.3.27) câ d¤ng f ∗(x) = cx. Thay v o

(2.3.27) ta �÷ñc

c(x + 2a) + αc(x + a) + βc(x) = b ⇔ c =
b

a(α + 2)
.

Vªy f ∗(x) =
bx

a(α + 2)
.

c) Vîi α + β + 1 = 0 v  α = −2. Ph÷ìng tr¼nh (2.3.27) trð th nh f(x +

2a)− 2f(x + a) + f(x) = b.

Ta t¼m mët nghi»m ri¶ng cõa (2.3.27) câ d¤ng f ∗(x) = cx2. Thay v o

(2.3.27) ta �÷ñc

c(x + 2a)2 − 2c(x + a)2 − cx = b ⇔ c =
b

2a2 .

Vªy f ∗(x) =
bx2

2a2 .

K¸t luªn
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+ N¸u α + β + 1 6= 0 th¼ f ∗(x) =
b

α + β + 1
.

+ N¸u α + β + 1 = 0 v  α 6= −2 th¼ f ∗(x) =
bx

a(α + 2)

+ N¸u α + β + 1 = 0 v  α = −2 th¼ f ∗(x) =
bx2

2a2 .

B i to¡n 2.6. T¼m nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh

f(x + 2a) + αf(x + a) + βf(x) = h(x), (2.3.28)

trong �â a, β ∈ R∗, α ∈ R v  h(x) l  h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký |a|
tr¶n D ⊆ R cho tr÷îc, f : D → R.

Líi gi£i

a) Tr÷íng hñp 1 + α + β 6= 0

Ta t¼m nghi»m ri¶ng cõa (2.3.28) câ d¤ng f ∗(x) = ch(x), thay v o (2.3.28)ta

�÷ñc

ch(x) + αch(x) + βch(x) ≡ h(x) ⇔ ch(x)(1 + α + β) ≡ h(x) (2.3.29)

Chån c =
1

1 + α + β
th¼ (2.3.29)thäa m¢n.

Vªy f ∗(x) =
h(x)

1 + α + β
.

b) Tr÷íng hñp 1 + α + β = 0 v  β 6= 1

Ta t¼m nghi»m ri¶ng cõa (2.3.28) câ d¤ng f ∗(x) = cxh(x) thay v o(2.3.28)

ta �÷ñc

c(x + 2a)h(x)− (1 + β)c(x + a)h(x) + βcxh(x) ≡ h(x),

muèn vªy, ta c¦n câ

c(x + 2a)− (1 + β)c(x + a) + βcx = 1 ⇔ ac− caβ = 1 ⇔ c =
1

a(1− β)
.

Vªy f ∗(x) =
xh(x)

a(1− β)
.

c) Tr÷íng hñp 1 + α + β = 0 v  β = 1

Ph÷ìng tr¼nh (2.3.28) trð th nh

f(x + 2a)− 2f(x + a) + f(x) = h(x). (2.3.30)
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Ta t¼m nghi»m ri¶ng cõa (2.3.30) câ d¤ng f ∗(x) = cx2h(x) thay v o

(2.3.30) ta �÷ñc

c(x + 2a)2h(x)− 2(x + a)2h(x) + cx2h(x) ≡ h(x),

muèn vªy, ta c¦n câ

c(x + 2a)2 − 2(x + a)2 + cx2 = 1 ⇔ 2a2c = 1 ⇔ c =
1

2a2 .

Vªy f ∗(x) =
x2h(x)

2a2 .

K¸t luªn

+ N¸u 1 + α + β 6= 0 th¼ f ∗(x) =
h(x)

1 + α + β
.

+ N¸u 1 + α + β = 0 v  β 6= 1 th¼ f ∗(x) =
xh(x)

a (1− β)
.

+ N¸u 1 + α + β = 0 v  β = 1 th¼ f ∗(x) =
x2h(x)

2a2 .

B i to¡n 2.7. T¼m nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh

f(x + 2a) + αf(x + a) + βf(x) = h(x), (2.3.31)

trong �â a, β ∈ R∗, α ∈ R v  h(x) l  h m ph£n tu¦n ho n cëng t½nh chu

ký |a|) tr¶n D ⊆ R cho tr÷îc, f : D → R.

Líi gi£i

a) Tr÷íng hñp 1− α + β 6= 0

T÷ìng tü c¡ch gi£i b i to¡n 2.8(a) ta �÷ñc

f ∗(x) =
h(x)

1− α + β
,

trong �â g(x) l  h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký 2|a| tr¶n D.

b) Tr÷íng hñp 1− α + β = 0 v  β 6= 1

T÷ìng tü c¡ch gi£i b i to¡n 2.8(b) ta �÷ñc

f ∗(x) =
xh(x)

a(1− β)
,
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trong �â g(x) l  h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký 2|a| tr¶n D.

c) Tr÷íng hñp 1− α + β = 0 v  β = 1

T÷ìng tü c¡ch gi£i b i to¡n 2.8(c) ta �÷ñc

f ∗(x) =
x2h(x)

2a2 ,

trong �â g(x) l  h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký 2|a| tr¶n D.

K¸t luªn

+ N¸u 1− α + β 6= 0 th¼ f ∗(x) =
h(x)

1− α + β
.

+ N¸u 1− α + β = 0 v  β 6= 1 th¼ f ∗(x) =
xh(x)

a (1− β)
.

+ N¸u 1− α + β = 0 v  β = 1 th¼ f ∗(x) = x2h(x)
2a2 .

2.4. Mët sè v½ dö ¡p döng

V½ dö 2.1. T¼m t§t c£ c¡c h m f : R → R thäa m¢n �i·u ki»n

a) f(x + 2)− 8f(x + 1) + 15f(x) = 16,∀x ∈ R
b) f(x− 4) + 3f(x− 2)− 4f(x) = 9,∀x ∈ R
c) f(x + 10)− 2f(x + 5) + f(x) = 8,∀x ∈ R

Líi gi£i

a) + B÷îc 1: Ta t¼m nghi»m f̃(x) cõa ph÷ìng tr¼nh

f(x + 2)− 8f(x + 1) + 15f(x) = 0.

Ph÷ìng tr¼nh λ2−8λ+15 = 0 câ ∆ = 1 > 0, hai nghi»m l  λ1 = 5, λ2 = 3.

�p döng cæng thùc nghi»m tr÷íng hñp ∆ > 0 cõa ph÷ìng tr¼nh h m d¤ng

sai ph¥n bªc hai thu¦n nh§t ta �÷ñc f̃(x) =
1

2

[
5xh2(x)− 3xh1(x)

]
,

trong �â h1(x), h2(x) l  c¡c h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký 1 tr¶n R.

+ B÷îc 2: V¼ 1 + α + β = 8 6= 0 n¶n ta câ f ∗(x) = 2.

+ B÷îc 3: Vªy f(x) =
1

2

[
5xh1(x)− 3xh2(x)

]
+ 2.

b)+ B÷îc 1: Ta t¼m nghi»m f̃(x) cõa f(x− 4) + 3f(x− 2)− 4f(x) = 0.
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Ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng λ2 + 3λ − 4 = 0 câ ∆ > 0, hai nghi»m l  λ1 =

1, λ2 = −4. �p döng cæng thùc nghi»m tr÷íng hñp ∆ > 0, λ1 > 0 v 

λ2 < 0 cõa b i to¡n 2.4 ta �÷ñc

f̃(x) = −1

5

{(
4

x
a [k1(x)− k1(x− 2)]

)
− h2(x)

}
,

trong �â k1(x) ,h2(x) l  c¡c h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký l¦n l÷ñt l 

4; 2 tr¶n R.

+ B÷îc 2: V¼ 1 + α + β = 0 v  α = 3 6= −2 n¶n f ∗(x) = −9x

10
l  mët

nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh �¢ cho.

+ B÷îc 3: Vªy

f(x) = −1

5

{(
4

x
a [k1(x)− k1(x− 2)]

)
− h2(x)

}
− 9x

10
.

c) B÷îc 1: Ta t¼m nghi»m f̃(x) cõa f(x + 10)− 2f(x + 5) + f(x) = 0.

Ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng λ2 − 2λ + 1 = 0 câ ∆ = 0 v  α = −2. �p döng

cæng thùc nghi»m tr÷íng hñp ∆ = 0 v  α = −2 cõa b i to¡n 2.4 ta �÷ñc

f̃(x) = h(x) +
xg(x)

5
,

trong �â h(x), g(x) l  h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký 5 tr¶n R.

+ B÷îc 2: V¼ 1 + α + β = 0 v  α = −2 n¶n f̃(x) =
4x2

25
l  mët nghi»m

ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh �¢ cho.

+ B÷îc 3: Vªy f(x) = h(x) +
xg(x)

5
+

4x2

25
.

V½ dö 2.2. T¼m t§t c£ c¡c h m f : R → R thäa m¢n

f(x + 2)− 6f(x + 1) + 9f(x) = sin(πx) + cos(2πx),∀x ∈ R.

Líi gi£i

+ B÷îc 1: Ta t¼m nghi»m f̃(x) cõa

f(x + 2)− 6f(x + 1) + 9f(x) = 0.

Ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng λ2 − 6λ + 9 = 0 câ ∆ = 0 nghi»m k²p l  λ1 =

λ2 = 3 v  α = −6 n¶n ¡p döng cæng thùc nghi»m tr÷íng hñp ∆ = 0 v 
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−2 6= α < 0 cõa b i to¡n 2.4 ta �÷ñc

f̃(x) = 3x

[
k1(x) +

xh(x)

3

]
,

trong �â k1(x), h1(x) l  h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký 1 tr¶n R.

+ B÷îc 2: Ta t¼m nghi»m ri¶ng f ∗1 (x) cõa ph÷ìng tr¼nh

f(x + 2)− 6f(x + 1) + 9f(x) = sin(πx).

Ta câ sin π(x + 1) = sin(πx + π) = − sin(πx) suy ra h(x) = sin(πx) l 

h m ph£n tu¦n ho n cëng t½nh chu ký 1 tr¶n R.

M°t kh¡c do 1− α + β = 16 6= 0 n¶n f ∗1 (x) =
sin(πx)

16
.

Ta t¼m nghi»m ri¶ng f ∗2 (x) cõa ph÷ìng tr¼nh

f(x + 2)− 6f(x + 1) + 9f(x) = cos(2πx).

Ta câ cos(2π(x + 1)) = cos(2πx + 2π) = cos(2πx)

suy ra g(x) = cos(2πx) l  h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký 1 tr¶n R.

M°t kh¡c, do 1 + α + β = 4 6= 0 n¶n f ∗2 (x) =
cos (2πx)

4
.

Theo nhªn x²t ta câ

f ∗(x) = f ∗1 (x) + f ∗2 (x) =
sin(πx)

16
+

cos (2πx)

4
.

+ B÷îc 3: Vªy

f(x) = 3x

[
k1(x) +

xh(x)

3

]
+

sin(πx)

16
+

cos (2πx)

4
.

V½ dö 2.3. Cho D = R\
{

k

2
|k ∈ Z

}
. T¼m t§t c£ c¡c h m f : D → R

thäa m¢n

f(x− 2) + f(x− 1) + f(x) = tg(πx) + cotg(πx),∀x ∈ D.

Líi gi£i

+ B÷îc 1:Ta t¼m nghi»m f̃(x) cõa ph÷ìng tr¼nh f(x−2)+f(x−1)+f(x) =

0.
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Ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng λ2 + λ + 1 = 0 câ ∆ < 0, hai nghi»m phùc l 

λ1 = −1

2
−
√

3

2
i, λ2 = −1

2
+

√
3

2
i suy ra

r = |λ0| = |λ1| = |λ2| = 1, q =

√
3

2
, ϕ =

2π

3
.

�p döng cæng thùc nghi»m tr÷íng hñp ∆ < 0 cõa b i to¡n 2.4 ta �÷ñc

f̃(x) =
2
√

3

3

[
n(x) cos

(
−2πx

3

)
+ m(x) sin

(
−2πx

3

)]
,

trong �â m(x), n(x) l  c¡c h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký 1 tr¶n R.

+ B÷îc 2: Ta t¼m nghi»m ri¶ng f ∗1 (x) cõa ph÷ìng tr¼nh

f(x− 2) + f(x− 1) + f(x) = tg(πx).

Ta câ tg(π(x − 1)) = tg(πx − π) = tg(πx) suy ra h(x) = tg(πx) l  h m

tu¦n ho n cëng t½nh chu ký 1 tr¶n D

M°t kh¡c 1 + α + β = 3 6= 0 n¶n f ∗1 (x) =
tg(πx)

3
.

T÷ìng tü ta t¼m �÷ñc f ∗2 (x) =
cotg(πx)

3
.

Theo nhªn x²t ta câ f ∗(x) = f ∗1 (x) + f ∗2 (x) =
tg(πx) + cotg(πx)

3
.

+ B÷îc 3: Vªy

f(x) =
2
√

3

3

[
n(x) cos

(
−2πx

3

)
+ m(x) sin

(
−2πx

3

)]
+

tg(πx) + cotg(πx)

3
.
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Ch÷ìng 3

Ph÷ìng tr¼nh h m d¤ng sai ph¥n vîi

dàch chuyºn �çng d¤ng

Trong ch÷ìng n y ta gi£i c¡c b i to¡n v· ph÷ìng tr¼nh h m d¤ng sai ph¥n

bªc nh§t v  d¤ng sai ph¥n bªc hai (thu¦n nh§t v  khæng thu¦n nh§t) vîi

dàch chuyºn �çng d¤ng. Trong �â vi»c gi£i ph÷ìng tr¼nh h m d¤ng sai

ph¥n bªc hai �÷ñc �÷a v· gi£i ph÷ìng tr¼nh h m d¤ng sai ph¥n bªc nh§t.

3.1. Ph÷ìng tr¼nh h m d¤ng sai ph¥n bªc nh§t vîi dàch chuyºn

�çng d¤ng

B i to¡n 3.1. Cho c¡c sè a ∈ R\{0, 1,−1}, β ∈ R∗ v  tªp D thäa m¢n

�i·u ki»n: D ⊆ R∗,∀x ∈ D ⇒ a±1x ∈ D. T¼m c¡c h m f : D → R tho£

m¢n �i·u ki»n

f(ax) + βf(x) = 0,∀x ∈ D. (3.1.1)

Líi gi£i

�°t f(x) = |x|log|a||β| h(x),

ph÷ìng tr¼nh (3.1.1) trð th nh

|β|h(ax) + βh(x) = 0,∀x ∈ D.
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Ta x²t c¡c tr÷íng hñp sau:

+ Vîi β < 0 v  a > 0 ta câ

h(ax) = h(x) ⇔ h(x) =

h1(loga |x|) khi x < 0,

h2(loga x) khi x > 0;

trong �â h1(t), h2(t) l  c¡c h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký 1 tr¶n D.

+ vîi β < 0, a < 0 ta câ

h(ax) = h(x)

⇔ h(x) =
1

2

[
g(x) + g(ax)

]
,

trong �â

g(x) =

h3(
1
2 log|a| |x|) khi x < 0,

h4(
1
2 log|a| x) khi x > 0;

trong �â h3(t), h4(t) l  c¡c h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký 1 tr¶n D.

+ Vîi β > 0, a 6= 0 ta �÷ñc

h(ax) = −h(x).

⇔ h(x) =
1

2

[
g(x)− g(ax)

]
.

g(x) =

h1(
1
2 log|a| |x|) khi x < 0

h2(
1
2 log|a| x) khi x > 0

trong �â h1(t), h2(t) l  c¡c h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký 1 tr¶n D.

Vªy:

+ N¸u β < 0 v  a > 0 th¼

f(x) =

|x|loga |β|h1(loga |x|) khi x < 0,

xloga |β|h2(loga x) khi x > 0.
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+ N¸u β < 0 v  a < 0 th¼

f(x) =


1

2
|x|log|a| |β|

[
h3(

1
2 log|a| |x|) + h3(

1
2 log|a| ax)

]
khi x < 0,

1

2
xlog|a| |β|

[
h4(

1
2 log|a| x) + h4(

1
2 log|a| |ax|)

]
khi x > 0.

+ N¸u β > 0 th¼

f(x) =


1

2
|x|log|a| β

[
h1(

1
2 log|a| |x|)− h1(

1
2 log|a| |ax|)

]
khi x < 0,

1

2
xlog|a| β

[
h2(

1
2 log|a| x)− h2(

1
2 log|a| |ax|)] khi x < 0.

Trong �â ki(t), hi(t), i = 1, 4 l  c¡c h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký 1

tr¶n D.

B i to¡n 3.2. Cho a ∈ R\{0,−1, 1}, β 6= 0 v  h(x) l  mët h m tu¦n ho n

nh¥n t½nh chu ký a tr¶n D ⊆ R∗. X¡c �ành t§t c£ c¡c h m f : D → R
thäa m¢n

f(ax) + βf(x) = h(x). (3.1.2)

Líi gi£i

i) Vîi β = −1

Ph÷ìng tr¼nh (3.1.2) trð th nh

f(ax)− f(x) = h(x),∀x ∈ D (3.1.3)

V¼ h(x) l  h m tu¦n ho n nh¥n t½nh chu ký a n¶n

h(x) =
ln |ax|h(ax)

ln |a|
− ln |x|h(x)

ln |a|

�°t g(x) = f(x)− ln |x|h(x)

ln |a|
, ph÷ìng tr¼nh (3.1.3) trð th nh

g(ax) = g(x) (3.1.4)

− 38 −



Ta câ nghi»m cõa (3.1.4) l :

+Vîi a > 0 ta câ

g(x) =

g1(loga |x|) khi ]x < 0,

g2(loga x) khi ]x > 0;

trong �â g1(t), g2(t) l  c¡c h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký 1 tr¶n D.

+ Vîi a < 0 ta câ

g(x) =


1

2

[
g3(

1
2 log|a| |x|) + g3(

1
2 log|a| ax)

]
khi x < 0,

1

2

[
g4(

1
2 log|a| x) + g4(

1
2 log|a| |ax|)

]
khi x > 0;

trong �â g3(t), g4(t) l  c¡c h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký 1 tr¶n D.

Vªy:

+ N¸u a > 0 th¼

f(x) =


g1(loga |x|) +

ln x

ln a
h1(loga |x|) khi x < 0,

g2(loga x) +
ln x

ln a
h2(loga x) khi x > 0.

+ N¸u a < 0 th¼

f(x) =

A(x) khi x < 0,

B(x) khi x > 0;

trong �â

A(x) =
1

2

[
g3(

1

2
log|a| |x|) + g3(

1

2
log|a| ax)

]
+

ln |x|
ln a

h(x).

B(x) =
1

2

[
g4(

1

2
log|a| x + g4(

1

2
log|a| |ax|)

]
+

ln x

ln a
h(x).

Trong �â gi(t), hi(t), i = 1, 4 l  c¡c h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký 1

tr¶n D.

ii) Vîi β 6= −1

Ta câ nghi»m cõa (3.1.2) l :
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V¼ h(x) l  h m tu¦n ho n nh¥n t½nh chu ký a n¶n

h(x) =
h(ax)

β + 1
+ β

h(x)

β + 1
.

�°t g(x) = f(x)− h(x)

b + 1
ph÷ìng tr¼nh(3.1.2) trð th nh

g(ax) = −bg(x), (3.1.5)

Theo b i to¡n 3.1 ta câ nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh (3.1.5) l :

+ N¸u β < 0 v  a > 0 th¼

g(x) =

|x|
log|a| |β|g1(loga |x|) khi x < 0,

xlog|a| |β|g2(loga x) khi x > 0;

trong �â g1(t), g2(t) l  c¡c h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký 1 tr¶n D.

+ N¸u β < 0 v  a < 0 th¼

g(x) =


1

2
|x|log|a| |β|

[
g3(

1
2 log|a| |x|) + g3(

1
2 log|a| ax)

]
khi x < 0,

1

2
xlog|a| |β|

[
g4(

1
2 log|a| x) + g4(

1
2 log|a| |ax|)

]
khi x > 0;

trong �â g3(t), g4(t) l  c¡c h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký 1 tr¶n D.

+ N¸u β > 0 v  a 6= 0 th¼

g(x) =


1

2
|x|log|a| β

[
g1(

1
2 log|a| |x|)− g1(

1
2 log|a| |ax|)

]
khi x < 0,

1

2
xlog|a| β

[
g2(

1
2 log|a| x)− g2(

1
2 log|a| |ax|)

]
khi x > 0.

Vªy:

+ N¸u β < 0 v  a > 0 th¼

f(x) =


h(x)

β + 1
+ |x|log|a| |β|g1(loga |x|) khi x < 0,

h(x)

β + 1
+ xloga |β|g2(loga x) khi x > 0.

+ N¸u β < 0 v  a < 0 th¼

f(x) =

P (x) khi x < 0,

Q(x) khi x > 0;
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trong �â

P (x) =
h(x)

(β + 1)
+

1

2
|x|log|a| |β|

[
g3(

1

2
log|a| |x|) + g3(

1

2
log|a| ax)

]
;

Q(x) =
h(x)

β + 1
+

1

2
xlog|a| |β|

[
g4(

1

2
log|a| x) + g4(

1

2
log|a| |ax|)

]
.

+ N¸u β > 0 v  a 6= 0 th¼

f(x) =

K(x) khi x < 0,

H(x) khi x > 0;

trong �â

K(x) =
h(x)

(β + 1)
+

1

2
|x|log|a| |β|

[
g1(

1

2
log|a| |x|)− g1(

1

2
log|a| |ax|)

]
;

H(x) =
h(x)

(β + 1)
+

1

2
xlog|a| |β|

[
g2(

1

2
log|a| x)− g2(

1

2
log|a| |ax|)

]
.

Trong �â hi(t), gi(t), i = 1, 4 l  c¡c h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký 1

tr¶n D.

B i to¡n 3.3. Cho a ∈ R\{0,−1, 1}, β 6= 0 v  h(x) l  mët h m ph£n

tu¦n ho n nh¥n t½nh chu ký a tr¶n D ⊆ R∗. X¡c �ành t§t c£ c¡c h m

f : D → R thäa m¢n

f(ax) + βf(x) = h(x). (3.1.6)

Líi gi£i

i) Vîi β = −1

Ph÷ìng tr¼nh (3.1.6) trð th nh

f(ax)− f(x) = h(x). (3.1.7)

V¼ h(x) l  h m ph£n tu¦n ho n nh¥n t½nh chu ký a n¶n

h(x) =
h(x)

2
− h(ax)

2
.
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�°t g(x) = f(x) +
h(x)

2
, ph÷ìng tr¼nh (3.1.7) trð th nh

g(ax) = g(x). (3.1.8)

Ta câ nghi»m cõa (3.1.8) l  nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh (3.1.4).

Vªy

+ N¸u a > 0 th¼

f(x) =


g1(loga |x|)−

h(x)

2
khi x < 0,

g2(loga x)− h(x)

2
khi x > 0.

+ N¸u a < 0 th¼

f(x) =

M(x) khi x < 0,

N(x) khi x > 0;

trong �â

M(x) =
1

2

[
g3(

1

2
log|a| |x|) + g3(

1

2
log|a| ax)

]
− h(x)

2
;

N(x) =
1

2

[
g4(

1

2
log|a| x) + g4(

1

2
log|a| |ax|)

]
− h(x)

2
.

Trong �â gi(t), i = 1, 4 l  c¡c h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký 1 tr¶n D.

ii) Vîi β = 1

Ph÷ìng tr¼nh (3.1.6) trð th nh

f(ax) + f(x) = h(x). (3.1.9)

V¼ h(x) l  h m ph£n tu¦n ho n nh¥n t½nh chu ký a n¶n

h(x) =
− ln |x|h(ax)

ln |a|
−

ln |xa |h(x)

ln |a|
;

�°t g(x) = f(x) +
ln |xa |h(x)

ln |a|
, khi �â (3.1.9) trð th nh

g(ax) = −g(x). (3.1.10)
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Ta câ nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh (3.1.10) l 

g(x) =


1

2

[
p1(

1
2 log|a| |x|)− p1(

1
2 log|a| |ax|)

]
khi x < 0,

1

2

[
p2(

1
2 log|a| x)− p2(

1
2 log|a| |ax|)

]
khi x > 0.

Vªy:

f(x) =

E(x) khi x < 0.

F (x) khi x > 0;

trong �â

E(x) =
1

2

[
p1(

1

2
log|a| |x|)− p1(

1

2
log|a| |ax|)

]
−

ln |xa |
ln |a|

h(x);

F (x) =
1

2

[
p2(

1

2
log|a| x)− p2(

1

2
log|a| |ax|)

]
−

ln |xa |
ln |a|

h(x).

p1(t), p2(t) l  c¡c h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký 1 tr¶n R.

iii) Vîi β 6= ±1

Ta t¼m nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh (3.1.6).

V¼ h(x) l  h m ph£n tu¦n ho n nh¥n t½nh chu ký a n¶n

h(x) =
h(ax)

β − 1
+ b

h(x)

β − 1

�°t g(x) = f(x)− h(x)

β − 1
, ph÷ìng tr¼nh (3.1.6) trð th nh

g(ax) = −βg(x), (3.1.11)

Nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh (3.1.11) l  nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh (3.1.5).

Vªy:

+ N¸u β < 0 v  a > 0 th¼

f(x) =


h(x)

(β − 1)
+ |x|log|a| |β|g1(loga |x|) khi x < 0,

h(x)

(β − 1)
+ xloga |β|g2(loga x) khi x > 0.
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+ N¸u β < 0 v  a < 0 th¼

f(x) =

C(x) khi x < 0,

D(x) khi x > 0;

trong �â

C(x) =
h(x)

β − 1
+

1

2
|x|log|a| |β|

[
g3(

1

2
log|a| |x|) + g3(

1

2
log|a| |ax|)

]
;

D(x) =
h(x|)
β − 1

+
1

2
xlog|a| |β|

[
g4(

1

2
log|a| x) + g4(

1

2
log|a| |ax|)

]
.

+ N¸u β > 0 v  a 6= 0 th¼

f(x) =

R(x) khi x < 0,

S(x) khi x > 0;

trong �â

R(x) =
h(x)

β − 1
+

1

2
|x|log|a| b

[
g1(

1

2
log|a| |x|)− g1(

1

2
log|a| |ax|)

]
;

S(x) =
h(x)

β − 1
+

1

2
xlog|a| β

[
g2(

1

2
log|a| x)− g2(

1

2
log|a| |ax|)

]
;

hi(t), gi(t), i = 1, 4 l  c¡c h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký 1 tr¶n D.

3.2. Ph÷ìng tr¼nh h m d¤ng sai ph¥n bªc hai thu¦n nh§t vîi

dàch chuyºn �çng d¤ng

B i to¡n 3.4. Cho a ∈ R\{0, 1,−1}; α, β ∈ R, β 6= 0, tªp D ⊆ R∗ sao

cho ∀x ∈ D ⇒ a±1x ∈ D. T¼m t§t c£ c¡c h m f : D → R tho£ m¢n �i·u

ki»n

f(a2x) + αf(ax) + βf(x) = 0,∀x ∈ D. (3.2.12)

(Ph÷ìng tr¼nh (3.2.12) �÷ñc gåi l  ph÷ìng tr¼nh h m d¤ng sai ph¥n bªc

hai thu¦n nh§t vîi dàch chuyºn �çng d¤ng)
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Líi gi£i

X²t ph÷ìng tr¼nh

λ2 + αλ + β = 0. (3.2.13)

(ph÷ìng tr¼nh (3.2.13) �÷ñc gåi l  ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng cõa (3.2.12)),

câ ∆ = α2 − 4β .

Ta x²t c¡c tr÷íng hñp sau:

a) Tr÷íng hñp 4 > 0

Ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng câ 2 nghi»m thüc λ1 6= λ2, khæng m§t t½nh têng

qu¡t gi£ sû λ1 > λ2,

¡p döng �ành lþ Viete ta câ

λ1 + λ2 = −α

λ1 + λ2 = β
,

thay v o (3.2.12) ta �÷ñc

f(a2x)− (λ1 + λ2)f(ax) + λ1λ2f(x) = 0

⇔ f(a2x)− λ1f(ax)− λ2[f(ax)− λ1f(x)] = 0. (3.2.14)

�°t g1(x) = f(ax)− λ1f(x), ph÷ìng tr¼nh (3.2.14) trð th nh

g1(ax)− λ2g1(x) = 0.

T÷ìng tü c¡ch gi£i b i to¡n 3.1 ta �÷ñc:

+ Vîi λ2 > 0 v  a > 0 ta câ

g1(x) =

|x|log|a|λ2h1(loga |x|) khi x < 0,

xlog|a|λ2h2(loga x) khi x > 0;

⇔ f(ax)− λ1f(x) =

|x|log|a|λ2h1(loga |x|) khi x < 0,

xlogaλ2h2(loga x) khi x > 0.
(3.2.15)

+ Vîi λ2 > 0 v  a < 0 ta câ

g1(x) =


1

2
|x|log|a|λ2

[
h3(

1
2 loga |x|) + h3(

1
2 loga ax)

]
khi x < 0,

1

2
xlog|a|λ2

[
h4(

1
2 loga x) + h4(

1
2 loga |ax|)

]
khi x > 0;
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⇔ f(ax)−λ1f(x) =


1

2
|x|log|a|λ2

[
h3(

1
2 loga |x|) + h3(

1
2 loga ax)

]
khi x < 0,

1

2
xlog|a|λ2

[
h4(

1
2 loga x) + h4(

1
2 loga |ax|)

]
khi x > 0.

(3.2.16)

+Vîi λ2 < 0 ta câ

g1(x) =


1

2
|x|log|a||λ2|

[
h1(

1
2 loga |x|)− h1(

1
2 loga |ax|)

]
khi x < 0,

1

2
xlog|a||λ2|

[
h2(

1
2 loga x)− h2(

1
2 loga |ax|)

]
khi x > 0;

⇔ f(ax)−λ1f(x) =


1

2
|x|log|a||λ2|

[
h1(

1
2 loga |x|)− h1(

1
2 loga |ax|)

]
khi x < 0,

1

2
xlog|a||λ2|

[
h2(

1
2 loga x)− h2(

1
2 loga |ax|)

]
khi x > 0.

(3.2.17)

Trong �â h1(t), h2(t), h3(t), h4(t) l  c¡c h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký

1 tr¶n D.

�êi vai trá λ2 cho λ1 v  bi¸n �êi t÷ìng tü ta �÷ñc:

+ Vîi λ1 > 0 v  a > 0 ta câ

f(ax)− λ2f(x) =

|x|logaλ1k1(loga |x|) khi x < 0,

xlogaλ1k2(loga x) khi x > 0.
(3.2.18)

+ Vîi λ1 > 0 v  a < 0 ta câ

f(ax)−λ2f(x) =


1

2
|x|log|a|λ1

[
k3(

1
2 log|a| |x|) + k3(

1
2 log|a| |ax|)

]
khi x < 0,

1

2
xlog|a|λ1

[
k4(

1
2 log|a| x) + k4(

1
2 log|a| |ax|)

]
khi x > 0.

(3.2.19)

+Vîi λ1 < 0 ta câ

f(ax)−λ2f(x) =


1

2
|x|log|a||λ1|

[
k1(

1
2 log|a| |x|)− k1(

1
2 log|a| |ax|)

]
khi x < 0,

1

2
xlog|a||λ1|

[
k2(

1
2 log|a| x)− k2(

1
2 log|a| |ax|)

]
khi x > 0.

(3.2.20)

Trong �â ki(t), i = 1, 4 l  h m tu¦n ho n nh¥n t½nh chu ký 1 tr¶n D.

− 46 −



+ N¸u λ1 > 0, λ2 > 0 v  a > 0 th¼ trø (3.2.15) cho (3.2.18) ta �÷ñc

f(x) =


1

λ2 − λ1

[
|x|loga λ2h1(loga |x|)− |x|loga λ1k1(loga |x|)

]
khi x < 0,

1

λ2 − λ1

[
|x|loga λ2h2(loga x)− xloga λ1k2(loga x)

]
khi x > 0.

.

+ N¸u λ1 > 0, λ2 > 0 v  a < 0 th¼ trø (3.2.16) cho (3.2.19) ta �÷ñc

f(x) =

A1(x) khi x < 0,

A2(x) khi x > 0;

trong �â

A1(x) =
1

2(λ2 − λ1)

{
|x|log|a| λ2

[
h3(

1
2 log|a| |x|) + h3(

1
2 log|a| |ax|)

]
−

−|x|log|a| λ1

[
k3(

1
2 log|a| |x|) + k3(

1
2 log|a| ax)

]}
;

A2(x) =
1

2(λ2 − λ1)

{
xlog|a| λ2

[
h4(

1
2 log|a| x) + h4(

1
2 log|a| |ax|)

]
−

−xlog|a| λ1

[
k4(

1
2 log|a| x) + k4(

1
2 log|a| |ax|)

]}
.

+ N¸u λ1 < 0, λ2 < 0 v  a 6= 0 th¼ trø (3.2.17) cho (3.2.20) ta �÷ñc

f(x) =

B1(x) khi x < 0

B2(x) khi x > 0

trong �â

B1(x) =
1

2(λ2 − λ1)

{
|x|log|a| |λ2|

[
h1(

1
2 log|a| |x|)− h1(

1
2 log|a| |ax|)

]
−

−|x|log|a| |λ1|
[
k1(

1
2 log|a| |x|)−k1(

1
2 log|a| |ax|)

]}
.

B2(x) =
1

2(λ2 − λ1)

{
xlog|a| |λ2|

[
h2(

1
2 log|a| x)− h2(

1
2 log|a| |ax|)

]
−

−xlog|a| |λ1|
[
k2(

1
2 log|a| x)− k2(

1
2 log|a| |ax|)

]}
.

+ N¸u λ1 > 0, λ2 < 0 v  a > 0 th¼ trø (3.2.17) cho (3.2.18) ta �÷ñc

f(x) =

C1(x) khi x < 0

C2(x) khi x > 0

trong �â

C1(x) =
1

λ2 − λ1

{
1

2
|x|loga|λ2|

[
h1

(
1

2
loga |x|

)
− h1

(
1

2
loga |ax|

)]
−

− |x|loga λ1 k1 (loga |x|)
}
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C2(x) =
1

λ2 − λ1

{1

2
xloga |λ2|

[
h2(

1
2 loga x)−h2(

1
2 loga ax)

]
−xloga λ1k2(loga x)

}
.

+ N¸u λ1 > 0, λ2 < 0 v  a < 0 th¼ trø (3.2.17) cho (3.2.19) ta �÷ñc

f(x) =

D1(x) khi x < 0,

D2(x) khi x > 0;

trong �â

D1(x) =
1

2(λ2 − λ1)

{
|x|log|a| |λ2|

[
h1(

1
2 log|a| |x|)− h1(

1
2 log|a| ax)

]
−

−|x|log|a| λ1

[
k3(

1
2 log|a| |x|) + k3(

1
2 log|a| ax)

]}
;

D2(x) =
1

2(λ2 − λ1)

{
xlog|a| |λ2|

[
h2(

1
2 log|a| x)− h2(

1
2 log|a| |ax|)

]
−

−xlog|a| λ1

[
k4(

1
2 log|a| x) + k4(

1
2 log|a| |ax|)

]}
.

Trong �â hi(t), ki(t)i = 1, 4 l  c¡c h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký 1 tr¶n

D.

b) Tr÷íng hñp 4 = 0

Ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng câ nghi»m k²p

λ1 = λ2 = −α

2
⇒ β =

α2

4
,

khi �â ph÷ìng tr¼nh (3.2.12) trð th nh

f(a2x) + αf(ax) +
α2

4
f(x) = 0

⇔ f(a2x) +
α

2
f(ax) +

α

2

[
f(ax) +

α

2
f(x)

]
= 0. (3.2.21)

�°t g(x) = f(ax) +
α

2
f(x), ph÷ìng tr¼nh (3.2.21) trð th nh

g(ax) +
α

2
g(x) = 0. (3.2.22)

T÷ìng tü c¡ch gi£i b i to¡n 3.1 ta câ g(x) = |x|
log|a|

∣∣∣∣∣α2
∣∣∣∣∣
h(x),
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trong �â

h(ax) =

h(x) n¸u α < 0,

−h(x) n¸u α > 0.

Ta x²t c¡c tr÷íng hñp sau:

b1) Tr÷íng hñp α = −2

B i to¡n quy v· vi»c gi£i ph÷ìng tr¼nh f(ax)− f(x) = g(x),

trong �â g(ax) = g(x),∀x ∈ D.

T÷ìng tü c¡ch gi£i b i to¡n 3.2 (i) ta �÷ñc:

+ N¸u a > 0 th¼

f(x) =


g1(loga |x|) +

ln x

ln a
h1(loga |x|) khi x < 0,

g2(loga x) +
ln x

ln a
h2(loga x) khi x > 0.

+ N¸u a < 0 th¼

f(x) =

A(x) khi x < 0,

B(x) khi x > 0;

trong �â

A(x) =
1

2

[
g3(

1

2
log|a| |x|) + g3(

1

2
log|a| ax)

]
+

ln |x|
ln a2

[
h3(

1

2
log|a| |x|) + h3(

1

2
log|a| |ax|)

]
;

B(x) =
1

2

[
g4(

1

2
log|a| x + g4(

1

2
log|a| |ax|)

]
+

ln x

ln a2

[
h4(

1

2
log|a| x) + h4(

1

2
log|a| |ax|)

]
.

Trong �â gi(t), hi(t), i = 1, 4 l  c¡c h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký 1

tr¶n D.

b2) Tr÷íng hñp α = 2

B i to¡n quy v· vi»c gi£i ph÷ìng tr¼nh

f(ax) + f(x) = g(x),
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trong �â g(ax) = −g(x),∀x ∈ D .

T÷ìng tü c¡ch gi£i b i to¡n 3.3 (ii) ta �÷ñc

f(x) =

E(x) khi x < 0.

F (x) khi x > 0;

trong �â

E(x) =
1

2

[
p1(

1

2
log|a| |x|)− p1(

1

2
log|a| |ax|)

]
−

ln |xa |
2 ln |a|

[
h1(

1

2
log|a| |x|)− h1(

1

2
log|a| |ax|)

]
;

F (x) =
1

2

[
p2(

1

2
log|a| x)− p2(

1

2
log|a| |ax|)

]
−

ln |xa |
2 ln |a|

[
h2(

1

2
log|a| x)− h2(

1

2
log|a| |ax|)

]
;

p1(t), p2(t), h1(t), h2(t) l  c¡c h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký 1 tr¶n D.

b3) Tr÷íng hñp −2 6= α < 0

B i to¡n quy v· vi»c gi£i ph÷ìng tr¼nh

f(ax)−
(
− α

2

)
f(x) = |x|log|a|

(
−α

2

)
h(x)

⇔ f(ax)

|x|log|a|

(
−α

2

) − |a|log|a|

(
−α

2

)
.

f(x)

|x|log|a|

(
−α

2

) = h(x)

⇔ f(ax)

|ax|log|a|

(
−α

2

) − f(x)

|x|log|a|

(
−α

2

) =
h(x)

−α
2

.

�°t

I1(x) =
f(x)

|x|log|a|

(
−α

2

) ;
h(x)

−α
2

= k(x),

khi �â ta câ

I1(ax)− I1(x) = k(x), (3.2.23)

trong �â k(ax) = k(x),∀x ∈ D .

T÷ìng tü c¡ch gi£i b i to¡n 3.2 (i) ta �÷ñc nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh
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(3.2.23) l :

+ N¸u a > 0 th¼

I1(x) =


g1(loga |x|) +

ln |x|
ln a

k1(loga |x|) khi x < 0,

g2(loga x) +
ln |x|
ln a

k2(loga x) khi x > 0;

do �â,

f(x) =

|x|
log|a|(−α

2 )[g1(loga |x|)−
2 ln |x|
α ln a

h1(loga |x|)
]

khi x < 0,

|x|log|a|(−α
2 )[g2(loga x)− 2 ln x

α ln a
h2(loga x)

]
khi x > 0.

+ N¸u a < 0 th¼

I1(x) =

A(x) khi x < 0,

B(x) khi x > 0;

trong �â

A(x) =
1

2

[
g3(

1

2
log|a| |x|) + g3(

1

2
log|a| ax)

]
+

ln |x|
ln a2

[
k3(

1

2
log|a| |x|) + hk(

1

2
log|a| ax)

]
,

B(x) =
1

2

[
g4(

1

2
log|a| x + g4(

1

2
log|a| |ax|)

]
+

ln x

ln a2

[
k4(

1

2
log|a| x) + k4(

1

2
log|a| |ax|)

]
,

do �â,

f(x) =

C(x) khi x < 0,

D(x) khi x > 0;

trong �â

C(x) =
1

2

[
g3(

1

2
log|a| |x|) + g3(

1

2
log|a| ax)

]
+

2 ln |x|
α ln a2

[
h3(

1

2
log|a| |x|) + h3(

1

2
log|a| ax)

]
,

D(x) =
1

2

[
g4(

1

2
log|a| x + g4(

1

2
log|a| |ax|)

]
− 2 ln x

α ln a2

[
h4(

1

2
log|a| x) + h4(

1

2
log|a| |ax|)

]
.
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Trong �â gi(t), hi(t), i = 1, 4 l  c¡c h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký 1

tr¶n D.

b4) Tr÷íng hñp 2 6= α > 0

Khi �â b i to¡n quy v· vi»c gi£i ph÷ìng tr¼nh

f(ax) +
α

2
f(x) = |x|log|a|

α
2 h(x)

⇔ f(ax)

|x|log|a|
α
2

+ |a|log|a|
α
2

f(x)

|x|log|a|
α
2

= h(x)

⇔ f(ax)

|ax|log|a|
α
2

+
f(x)

|x|log|a|
α
2

=
h(x)

α
2

.

�°t

I2(x) =
f(x)

|x|log|a|
α
2

;
2h(x)

α
= k(x) suy ra k(ax) = −k(x)

Ta câ

I2(x) + I2(x) = k(x),

trong �â k(ax) = −k(x),∀x ∈ D .

T÷ìng tü c¡ch gi£i b i to¡n 3.3 (ii) ta �÷ñc

I2(x) =

E(x) khi x < 0,

F (x) khi x > 0;

trong �â

E(x) =
1

2

[
p1(

1

2
log|a| |x|)− p1(

1

2
log|a| |ax|)

]
−

ln |xa |
2 ln |a|

[
k1(

1

2
log|a| |x|)− k1(

1

2
log|a| |ax|)

]
,

F (x) =
1

2

[
p2(

1

2
log|a| x)− p2(

1

2
log|a| |ax|)

]
−

ln |xa |
2 ln |a|

[
k2(

1

2
log|a| x)− k2(

1

2
log|a| |ax|)

]
;

do �â,

f(x) =

G(x) khi x < 0,

H(x) khi x > 0;
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trong �â

G(x) = |x|log|a|
α
2

{1

2

[
p1(

1

2
log|a| |x|)− p1(

1

2
log|a| |ax|)

]
−

ln |xa |
α ln |a|

[
h1(

1

2
log|a| |x|)− h1(

1

2
log|a| |ax|)

]}
,

H(x) = |x|log|a|
α
2

{1

2

[
p2(

1

2
log|a| x)− p2(

1

2
log|a| |ax|)

]
−

ln |xa |
α ln |a|

[
h2(

1

2
log|a| x)− h2(

1

2
log|a| |ax|)

]}
;

p1(t), p2(t), h1(t), h2(t) l  c¡c h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký 1 tr¶n D.

c) Tr÷íng hñp 4 < 0

Ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng câ hai nghi»m phùc li¶n hñp λ1, λ2, do �â ta �°t

λ1 = p− iq; λ2 = p + iq ⇒ |λ0| = |λ1| = |λ2| =
√

p2 + q2

argλ2 = ϕ = argλ1; tg ϕ =
q

p
.

Bi¸n �êi t÷ìng tü nh÷ tr÷íng hñp 4 > 0 ta �÷ñc

g1(ax) = λ2g1(x), (3.2.24)

vîi g1(x) = f(ax)− λ1f(x) suy ra g1 : D → C.

Ta câ

g1(ax) = λ2g1(x) ⇔ g1(ax)

|x|lnλ2log|a|e
= |a|lnλ2log|a|e

g1(x)

|x|lnλ2log|a|e

⇔ g1(ax)

|ax|lnλ2log|a|e
=

g1(x)

|x|lnλ2log|a|e
. (3.2.25)

�°t

h1(x) =
g1(x)

|x|lnλ2log|a|e
, (3.2.26)

khi �â ph÷ìng tr¼nh (3.2.25) trð th nh h1(ax) = h1(x),

m°t kh¡c t÷ìng tü ta câ g2(ax) = λ1g2(x),

trong �â g2(x) = f(ax)− λ2f(x) suy ra g2 : D → C.

Bi¸n �êi t÷ìng tü nh÷ g1 ta câ

h2(x) =
g2(x)

|x|lnλ1log|a|e
, (3.2.27)
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vîi h2(ax) = h2(x).

Tø (3.2.26) v  (3.2.27) ta �÷ñcg1(x) = |x|lnλ2log|a|eh1(x),

g2(x) = |x|lnλ1log|a|eh2(x).

Ta chùng minh h1(x) = h2(x).

Thªt vªy, tr÷îc h¸t ta chùng minh g1(x) = g2(x).

Ta câ g1(x) = f(ax)− λ1f(x).

L§y x0 b§t ký x0 ∈ D ta �÷ñc

g1(x0) = f(ax0)− λ1f(x0) = f(ax0)− λ1f(x0)

= f(ax0)− λ2f(x0) = g2(x0),

V¼ xo b§t ký, xo ∈ D n¶n ∀x ∈ D ta câ

g1(x) = g2(x) (3.2.28)

Ti¸p theo ta chùng minh

|x|lnλ2log|a|e = |x|lnλ1log|a|e

Thªt vªy,

|x|lnλ2log|a|e = eln |x|ln λ2log|a|e = elnλ2 log|a| e ln |x|

= elog|a|e ln |x|(ln |λ2|+iargλ2+2kπi) = |λ2|
ln |x|
ln |a| eiϕ ln |x|

ln |a| ei2kπ ln |x|
ln |a|

= |λ2|
ln |x|
ln |a|

(
cos

ϕ ln |x|
ln |a|

+ i sin
ϕ ln |x|
ln |a|

)(
cos

2kπ ln |x|
ln |a|

+ i sin
2kπ ln |x|

ln |a|

)
= |λ2|

ln |x|
ln |a|

(
cos

ϕ ln |x|
ln |a|

− i sin
ϕ ln |x|
ln |a|

)(
cos

2kπ ln |x|
ln |a|

− i sin
2kπ ln |x|

ln |a|

)
= |λ2|

ln |x|
ln |a|

(
cos

(−ϕ ln |x|
ln |a|

)
+ i sin

(−ϕ ln |x|
ln |a|

))(
cos

(−2kπ ln |x|
ln |a|

)
+

+ i sin
(−2kπ ln |x|

ln |a|

))
= |λ2|

ln |x|
ln |a| e−iϕ ln |x|

ln |a| ei2k′ ln |x|
ln |a| = |λ1|

ln |x|
ln |a| e−iϕ ln |x|

ln |a| ei2k′ ln |x|
ln |a|

= |x|lnλ1log|a|e; (3.2.29)
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trong �â argλ2 = ϕ; arg λ1 = −ϕ; −k = k′.

Tø (3.2.28) v  (3.2.29) ta suy ra h1(x) = h2(x).

Nh÷ vªy ta s³ �°t h1(x) = m(x) + in(x) suy ra h2(x) = m(x)− in(x),

trong �â m(x), n(x) l  c¡c h m tu¦n ho n nh¥n t½nh chu ký a tr¶n D.

Trð l¤i b i to¡n ban �¦u ta câf(ax)− λ1f(x) = |x|lnλ2log|a|eh1(x),

f(ax)− λ2f(x) = |x|lnλ1log|a|eh2(x).

trø t÷ìng ùng hai �¯ng thùc tr¶n ta �÷ñc

f(x) =
1

λ2 − λ1

[
|x|lnλ2log|a|eh1(x)− |x|lnλ1log|a|eh2(x)

]
=

1

λ2 − λ1

[
|x|lnλ2log|a|eh1(x)− |x|lnλ2log|a|e.h2(x)

]
.

V¼ h m |x|lnλ1log|a|e l  h m �a trà, n¶n ta s³ chån mët nh¡nh li¶n töc b¬ng

c¡ch chån k = 0, n¶n ta câ

f(x) =
1

2iq

[
|λ2|

ln |x|
ln |a|

(
cos

ϕ ln |x|
ln |a|

+ i sin
ϕ ln |x|
ln |a|

)
h1(x)−

− |λ2|
ln |x|
ln |a|

(
cos

ϕ ln |x|
ln |a|

− i sin
ϕ ln |x|
ln |a|

)
h2(x)

]
=

|λ0|
ln |x|
ln |a|

2iq

[
cos

ϕ ln |x|
ln |a|

(h1(x)− h2(x)) + i sin
ϕ ln |x|
ln |a|

(h1(x) + h2(x))
]

=
|λ0|

ln |x|
ln |a|

2iq

(
2i cos

ϕ ln |x|
ln |a|

n(x) + 2i sin
ϕ ln |x|
ln |a|

m(x)
)

=
|λ0|

ln |x|
ln |a|

q

(
cos

ϕ ln |x|
ln |a|

n(x) + sin
ϕ ln |x|
ln |a|

m(x)
)
,

trong �â m(x), n(x) l  c¡c h m tu¦n ho n nh¥n t½nh chu ký a tr¶n D.

Vªy:

+ N¸u a > 0 th¼

f(x) =


|λ0|

ln |x|
ln a

q

(
cos ϕ ln |x|

ln a n1(loga |x|) + sin ϕ ln |x|
ln a m1(loga |x|)

)
khi x < 0,

|λ0|
ln x
ln a

q

(
cos ϕ lnx

ln a n2(loga x) + sin ϕ lnx
ln a m2(loga x)

)
khi x > 0.
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+N¸u a < 0 th¼

f(x) =

A1(x) khi x < 0,

A2(x) khi x > 0;

trong �â

A1 =
|λ0|

ln |x|
ln |a|

2q

(
cos

ϕ ln |x|
ln |a|

[
n3(

1

2
log| a||x|)

+ n3(
1

2
log| a|ax)

]
+ sin

ϕ ln |x|
ln |a|

[
m3(

1

2
log| a||x|) + m3(

1

2
log| a||ax|)

]
;

A2 =
|λ0|

ln x
ln |a|

2q

(
cos

ϕ ln x

ln |a|
[
n4(

1

2
log| a|x)

+ n4(
1

2
log| a||ax|)

]
+ sin

ϕ ln x

ln |a|
[
m4(

1

2
log| a|x) + m4(

1

2
log| a||ax|)

]
.

Trong �â ni(t), mi(t) l  h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký 1 tr¶n D.

K¸t luªn

a) Tr÷íng hñp ∆ > 0

+ N¸u λ1 > 0, λ2 > 0 v  a > 0 th¼

f(x) =


1

λ2 − λ1

[
|x|loga λ2h1(loga |x|)− |x|loga λ1k1(loga |x|)

]
khi x < 0,

1

λ2 − λ1

[
|x|loga λ2h2(loga x)− xloga λ1k2(loga x)

]
khi x > 0.

+N¸u λ1 > 0, λ2 > 0 v  a < 0 th¼

f(x) =

A1(x) khi x < 0,

A2(x) khi x > 0;

trong �â

A1(x) =
1

2(λ2 − λ1)

{
|x|log|a| λ2

[
h3(

1
2 log|a| |x|) + h3(

1
2 log|a| |ax|)

]
−

−|x|log|a| λ1

[
k3(

1
2 log|a| |x|) + k3(

1
2 log|a| ax)

]}
,

A2(x) =
1

2(λ2 − λ1)

{
xlog|a| λ2

[
h4(

1
2 log|a| x) + h4(

1
2 log|a| |ax|)

]
−

−xlog|a| λ1

[
k4(

1
2 log|a| x) + k4(

1
2 log|a| |ax|)

]}
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+ N¸u λ1 < 0, λ2 < 0 v  a 6= 0 th¼. f(x) =

B1(x) khi x < 0,

B2(x) khi x > 0;

trong �â

B1(x) =
1

2(λ2 − λ1)

{
|x|log|a| |λ2|

[
h1(

1
2 log|a| |x|)− h1(

1
2 log|a| |ax|)

]
−

−|x|log|a| |λ1|
[
k1(

1
2 log|a| |x|)−k1(

1
2 log|a| |ax|)

]}
,

B2(x) =
1

2(λ2 − λ1)

{
xlog|a| |λ2|

[
h2(

1
2 log|a| x)− h2(

1
2 log|a| |ax|)

]
−

−xlog|a| |λ1|
[
k2(

1
2 log|a| x)− k2(

1
2 log|a| |ax|)

]}
.

- N¸u λ1 > 0, λ2 < 0 v  a > 0 th¼

f(x) =

C1(x) khi x < 0,

C2(x) khi x > 0;

trong �â

C1(x) =
1

λ2 − λ1

{1

2
x|loga |λ2|

[
h1(

1

2
loga |x|)− h1(

1

2
loga |ax|)

]
− |x|loga λ1k1(loga |x|)

}
,

C2(x) =
1

λ2 − λ1

{1

2
xloga |λ2|

[
h2(

1
2 loga x)−h2(

1
2 loga ax)

]
−xloga λ1k2(loga x)

}
.

+N¸u λ1 > 0, λ2 < 0 v  a < 0 th¼

f(x) =

D1(x) khi x < 0

D2(x) khi x > 0

trong �â

D1(x) =
1

2(λ2 − λ1)

{
|x|log|a| |λ2|

[
h1(

1
2 log|a| |x|)− h1(

1
2 log|a| ax)

]
−

−|x|log|a| λ1

[
k3(

1
2 log|a| |x|) + k3(

1
2 log|a| ax)

]}
,

D2(x) =
1

2(λ2 − λ1)

{
xlog|a| |λ2|

[
h2(

1
2 log|a| x)− h2(

1
2 log|a| |ax|)

]
−

−xlog|a| λ1

[
k4(

1
2 log|a| x) + k4(

1
2 log|a| |ax|)

]}
.

Trong �â hi(t), ki(t)i = 1, 4 l  c¡c h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký 1 tr¶n

D.
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b) Tr÷íng hñp ∆ = 0

b1) Tr÷íng hñp α = −2

+N¸u a > 0 th¼

f(x) =

g1(loga |x|) +
ln |x|
ln a

h1(loga |x|) khi x < 0,

g2(loga x) +
ln x

ln a
h2(loga x) khi x > 0.

+ N¸u a < 0 th¼

f(x) =

A(x) khi x < 0,

B(x) khi x > 0;

trong �â

A(x) =
1

2

[
g3(

1

2
log|a| |x|) + g3(

1

2
log|a| ax)

]
+

ln |x|
ln a2

[
h3(

1

2
log|a| |x|) + h3(

1

2
log|a| ax)

]
B(x) =

1

2

[
g4(

1

2
log|a| x + g4(

1

2
log|a| |ax|)

]
+

ln x

ln a2

[
h4(

1

2
log|a| x) + h4(

1

2
log|a| |ax|)

]
.

Trong �â gi(t), hi(t), i = 1, 4 l  c¡c h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký 1

tr¶n D.

b2) Tr÷íng hñp α = 2

f(x) =

E(x) khi x < 0,

F (x) khi x > 0;

trong �â

E(x) =
1

2

[
p1(

1

2
log|a| |x|)− p1(

1

2
log|a| |ax|)

]
−

ln |xa |
2 ln |a|

[
h1(

1

2
log|a| |x|)− h1(

1

2
log|a| |ax|)

]
;

F (x) =
1

2

[
p2(

1

2
log|a| x)− p2(

1

2
log|a| |ax|)

]
−

ln |xa |
2 ln |a|

[
h2(

1

2
log|a| x)− h2(

1

2
log|a| |ax|)

]
;
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p1(t), p2(t), h1(t), h2(t) l  c¡c h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký 1 tr¶n D.

b3) Tr÷íng hñp −2 6= α < 0

+N¸u a > 0 th¼

f(x) =

|x|
log|a|(−α

2 )[g1(loga |x|)−
2 ln |x|
α ln a

h1(loga |x|)
]

khi x < 0,

|x|log|a|(−α
2 )[g2(loga x)− 2 ln x

α ln a
h2(loga x)

]
khi x > 0.

+N¸u a < 0 th¼

f(x) =

C(x) khi x < 0,

D(x) khi x > 0;

trong �â

C(x) =
1

2

[
g3(

1

2
log|a| |x|) + g3(

1

2
log|a| |ax|)

]
+

2 ln |x|
α ln a2

[
h3(

1

2
log|a| |x|) + h3(

1

2
log|a| ax)

]
,

D(x) =
1

2

[
g4(

1

2
log|a| x + g4(

1

2
log|a| |ax|)

]
− 2 ln x

α ln a2

[
h4(

1

2
log|a| x) + h4(

1

2
log|a| |ax|)

]
.

Trong �â gi(t), hi(t), i = 1, 4 l  c¡c h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký 1

tr¶n D.

b4) Tr÷íng hñp 2 6= α > 0

f(x) =

G(x) khi x < 0,

H(x) khi x > 0;

trong �â

G(x) = |x|log|a|
α
2

{
1

2

[
p1(

1

2
log|a| |x|)− p1(

1

2
log|a| |ax|)

]
−

ln |xa |
α ln |a|

[
h1(

1

2
log|a| |x|)− h1(

1

2
log|a| |ax|)

]}
,

− 59 −



H(x) = |x|log|a|
α
2

{1

2

[
p2(

1

2
log|a| x)− p2(

1

2
log|a| |ax|)

]
−

ln |xa |
α ln |a|

[
h2(

1

2
log|a| x)− h2(

1

2
log|a| |ax|)

]}
;

p1(t), p2(t), h1(t), h2(t) l  c¡c h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký 1 tr¶n D.

c)Tr÷íng hñp ∆ < 0

+ N¸u a > 0 th¼

f(x) =


|λ0|

ln |x|
ln a

q

(
cos ϕ ln |x|

ln a n1(loga |x|) + sin ϕ ln |x|
ln a m1(loga |x|)

)
khi x < 0,

|λ0|
ln x
ln a

q

(
cos ϕ lnx

ln a n2(loga x) + sin ϕ lnx
ln a m2(loga x)

)
khi x > 0.

+ N¸u a < 0 th¼

f(x) =

A1(x) khi x < 0,

A2(x) khi x > 0;

trong �â

A1 =
|λ0|

ln |x|
ln |a|

2q

(
cos

ϕ ln |x|
ln |a|

[
n3(

1

2
log| a||x|) + n3(

1

2
log| a|ax)

]
+ sin

ϕ ln |x|
ln |a|

[
m3(

1

2
log| a||x|) + m3(

1

2
log| a|ax)

]
,

A2 =
|λ0|

ln x
ln |a|

2q

(
cos

ϕ ln x

ln |a|
[
n4(

1

2
log| a|x) + n4(

1

2
log| a||ax|)

]
+ sin

ϕ ln x

ln |a|
[
m4(

1

2
log| a|x) + m4(

1

2
log| a||ax|)

]
.

Trong �â mi(t), ni(t), i = 1, 4 l  c¡c h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký 1

tr¶n D.

λ1 = p− iqλ2 = p + iq ⇒ |λ0| = |λ1| = |λ2| =
√

p2 + q2

argλ2 = ϕ = argλ1; tg ϕ =
q

p
; argλ2 = −ϕ.
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3.3. Ph÷ìng tr¼nh h m d¤ng sai ph¥n bªc hai khæng thu¦n nh§t

vîi dàch chuyºn �çng d¤ng

3.3.1. B i to¡n.

Cho a ∈ R\{0, 1,−1}, α, β ∈ R, β 6= 0, tªp D thäa m¢n �i·u ki»n

D ⊆ R∗,∀x ∈ D ⇒ a±1x ∈ D v  h m g(x) x¡c �ành tr¶n D. T¼m t§t c£

c¡c h m f : D → R thäa m¢n

f(a2x) + αf(ax) + βf(x) = g(x),∀x ∈ D (3.3.30)

3.3.2. Nhªn x²t

a) Nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh (3.3.30) l  f(x) = f̃(x) + f ∗(x), trong �â

f̃(x) l  nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh h m d¤ng sai ph¥n bªc hai thu¦n nh§t

vîi dàch chuyºn �çng d¤ng,f ∗(x) l  mët nghi»m n o �â (cán gåi l  nghi»m

ri¶ng) cõa ph÷ìng tr¼nh (3.3.30).

b) N¸u vîi méi i = 1, n f ∗i (x) l  mët nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh

f(a2x) + αf(ax) + βf(x) = gi(x)

th¼
n∑

i=1
f ∗i (x) l  mët nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh

f(a2x) + αf(ax) + βf(x) =
n∑

i=1

gi(x)

Tø nhªn x²t tr¶n ta rót ra ph÷ìng ph¡p gi£i ph÷ìng tr¼nh (3.3.30) nh÷

sau:

B÷îc 1: T¼m f̃(x).

B÷îc 2: T¼m f ∗(x).

B÷îc 3: Nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh (3.3.30) l  f(x) = f̃(x) + f ∗(x).
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3.3.3. Mët sè b i to¡n v  ph÷ìng ph¡p t¼m nghi»m ri¶ng

B i to¡n 3.5. T¼m nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh

f(a2x) + αf(ax) + βf(x) = b, (3.3.31)

trong �â a ∈ R\{0, 1,−1}, β ∈ R∗, b, α ∈ R, b 6= 0, tªp D thäa m¢n:

D ⊆ R∗,∀x ∈ D ⇒ a±1x ∈ D, f : D → R.

Líi gi£i

a) Vîi 1 + α + β 6= 0

Ta t¼m nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh (3.3.31) câ d¤ng f ∗(x) = c, thay

v o (3.3.31) ta �÷ñc

c + αc + βc = b ⇔ c(1 + α + β) = b

⇔ c =
b

1 + α + β
,

do �â f ∗(x) =
b

1 + α + β
.

b) Vîi 1 + α + β = 0 v  α 6= −2

Ta t¼m mët nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh (3.3.31) câ d¤ng

f ∗(x) = c ln |x| ,

thay v o (3.3.31) ta �÷ñc

c ln
∣∣a2x

∣∣ + αc ln |ax|+ βc ln |x| = b

⇔ 2c ln |a|+ c ln |x|+ αc ln |a|+ αc ln |x|+ βc ln |x| = b

⇔ c = b
(α+2) ln|a| .

Do �â

f ∗(x) =
b ln |x|

(α + 2) ln |a|
=

b

α + 2
log|a| x.

c) Vîi 1 + α + β = 0 v  α = −2

Ph÷ìng tr¼nh (3.3.31) trð th nh

f(a2x)− 2f(ax) + f(x) = b, (3.3.32)
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ta t¼m mët nghi»m ri¶ng cõa (3.3.32) câ d¤ng f ∗(x) = c (ln |x|)2. Thay

v o 3.3.32) ta �÷ñc

c
(
ln

∣∣a2x
∣∣)2

+ αc (ln |ax|)2 + βc (ln |x|)2 = b

⇔ c (2 ln |a|+ c ln |x|)2 + 2c (ln |a|+ ln |x|)2 + c (ln |x|)2 = b

⇔ c = b
2(ln|a|)2 .

Do �â

f ∗(x) =
b (ln |x|)2

2 (ln |a|)2 =
b

2

(
log|a| |x|

)2
.

K¸t luªn

+ N¸u 1 + α + β 6= 0 th¼

f ∗(x) =
b

1 + α + β
.

+ N¸u 1 + α + β = 0 v  α 6= −2 th¼

f ∗(x) =
b

α + 2
log|a| |x| .

+ N¸u 1 + α + β = 0 v  α = −2 th¼

f ∗(x) =
b

2

(
log|a| |x|

)2
.

B i to¡n 3.6. T¼m nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh

f(a2x) + αf(ax) + βf(x) = h(x), (3.3.33)

trong �â a ∈ R\{0, 1,−1}, β ∈ R∗, α ∈ R v  h(x) l  h m tu¦n ho n nh¥n

t½nh chu ký a tr¶n D ⊆ R∗, f : D → R.

Líi gi£i

i) Tr÷íng hñp 1 + α + β 6= 0

Ta t¼m nghi»m ri¶ng cõa (3.3.33) câ d¤ng f ∗(x) = ch(x), thay v o (3.3.33)ta

�÷ñc

ch(x) + αch(x) + βch(x) ≡ h(x) ⇔ ch(x)(1 + α + β) ≡ h(x) (3.3.34)
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Chån c =
1

1 + α + β
th¼ (3.3.33)thäa m¢n.

Vªy f ∗(x) =
h(x)

1 + α + β
.

ii) Tr÷íng hñp 1 + α + β = 0 v  β 6= 1

Ta t¼m nghi»m ri¶ng cõa (3.3.32) câ d¤ng f ∗(x) = c ln |x|h(x)

thay v o(3.3.32) ta �÷ñc

c ln |a2x|h(x)− (1 + β)c ln |ax|h(x) + βc ln |x|h(x) ≡ h(x).

muèn vªy, ta c¦n câ

c ln |a2x| − (1 + β)c ln |ax|+ βc ln |x| = 1 ⇔ ln |a|c− ln |a|cβ = 1

⇔ c =
1

ln |a|(1− β)
.

Vªy f ∗(x) =
ln |x|h(x)

ln |a|(1− β)
=

h(x)

1− β
log|a| |x|.

iii) Tr÷íng hñp 1 + α + β = 0 v  β = 1

Ph÷ìng tr¼nh (3.3.32) trð th nh

f(a2x)− 2f(ax) + f(x) = h(x). (3.3.35)

Ta t¼m nghi»m ri¶ng cõa (3.3.34) câ d¤ng f ∗(x) = c(ln |x|)2h(x) thay v o

(3.3.34) ta �÷ñc

c(ln |a2x|)2h(x)− 2c(ln |ax|)2h(x) + c(ln |x|)2h(x) ≡ h(x)

muèn vªy, ta c¦n câ

c(ln |a2x|)2−2c(ln |ax|)2+c(ln |x|)2 = 1 ⇔ 2(ln |a|)2c = 1 ⇔ c =
1

2(ln |a|)2 .

Vªy f ∗(x) =
(ln |x|)2h(x)

2(ln |a|)2 =
h(x)

2
(log|a| |x|)2.

K¸t luªn

+ N¸u 1 + α + β 6= 0 th¼ f ∗(x) =
h(x)

1 + α + β
.

+ N¸u 1 + α + β = 0 v  β 6= 1 th¼ f ∗(x) =
h(x)

1− β
log|a| |x|.
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+ N¸u 1 + α + β = 0 v  β = 1 th¼ f ∗(x) =
h(x)

2
(log|a| |x|)2.

B i to¡n 3.7. T¼m nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh

f(a2x) + αf(ax) + βf(x) = h(x), (3.3.36)

trong �â a ∈ R\{0,−1, 1}, β ∈ R∗, α ∈ R v  h(x) l  h m ph£n tu¦n ho n

nh¥n t½nh chu ký a tr¶n D ⊆ R∗, f : D → R.

Líi gi£i

a) Tr÷íng hñp 1− α + β 6= 0

T÷ìng tü c¡ch gi£i b i to¡n 3.6 (i) ta �÷ñc

f ∗(x) =
h(x)

1− α + β
,

b) Tr÷íng hñp 1− α + β = 0 v  β 6= 1

T÷ìng tü c¡ch gi£i b i to¡n 3.6 (ii) ta �÷ñc

f ∗(x) =
ln |x|h(x)

ln |a|(1− β)
=

h(x)

1− β
log|a| |x|

c) Tr÷íng hñp 1− α + β = 0 v  β = 1

T÷ìng tü c¡ch gi£i b i to¡n 3.9 (iii) ta �÷ñc

f ∗(x) =
(ln |x|)2h(x)

2(ln |a|)2 =
h(x)

2

(
log|a| |x|

)2

K¸t luªn

+ N¸u 1− α + β 6= 0 th¼

f ∗(x) =
h(x)

1− α + β

+ N¸u 1− α + β = 0 v  β 6= 1 th¼

f ∗(x) =
h(x)

1− β
log|a| |x|

+ N¸u 1− α + β = 0 v  β = 1 th¼

f ∗(x) =
h(x)

2

(
log|a| |x|

)2
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3.4. Mët sè v½ dö ¡p döng

V½ dö 3.1. T¼m t§t c£ c¡c h m f : R∗ → R thäa m¢n �i·u ki»n

a)f(4x)− 8f(2x) + 15f(x) = 16,∀x ∈ R∗

b)f(9x)− 10f(−3x) + 9f(x) = 7,∀x ∈ R∗

c)f(5x)− 2f(
√

5x) + f(x) = 8,∀x ∈ R∗

Líi gi£i

a) + B÷îc 1: Ph÷ìng tr¼nh λ2 − 8λ + 15 = 0 câ ∆ = 1 > 0,

hai nghi»m l  λ1 = 5, λ2 = 3.

�p döng cæng thùc nghi»m tr÷íng hñp ∆ > 0, λ1 > 0, λ2 > 0 v  a = 2 > 0

cõa b i to¡n 3.4 ta �÷ñc

f(x) =


1

2

[
|x|log2 5k1(log2 |x|)− |x|log2 3h1(log2 |x|)

]
khi x < 0,

1

2

[
xlog2 5k2(log2 x)− xlog2 3h2(log2 x)

]
khi x > 0;

g1(t), g2(t), h1(t), h2(t) l  c¡c h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký 1 tr¶n R.

+ B÷îc 2: V¼ 1 + α + β = 8 6= 0 n¶n f ∗(x) = 2.

+ B÷îc 3: Vªy

f(x) =


1

2

[
|x|log2 5k1(log2 |x|)− |x|log2 3h1(log2 |x|)

]
+ 2 khi x < 0,

1

2

[
xlog2 5k2(log2 x)− xlog2 3h2(log2 x)

]
+ 2 khi x > 0;

g1(t), g2(t), h1(t), h2(t) l  c¡c h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký 1 tr¶n R.

b) + B÷îc 1: Ta t¼m f̃(x) cõa ph÷ìng tr¼nh

f(9x)− 10f(−3x) + 9f(x) = 0.

Ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng λ2 − 10λ + 9 = 0 câ ∆ > 0, hai nghi»m l  λ1 =

9, λ2 = 1. �p döng cæng thùc nghi»m tr÷íng hñp ∆ > 0, λ1 > 0, λ2 > 0

v  a = −3 < 0 cõa b i to¡n 3.4 ta �÷ñc

f̃(x) =

{
A1(x), khi x < 0,

A2(x), khi x > 0;
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trong �â

A1(x) =
1

16

{
|x|3

[
k3

(
1

2
log3 |x|

)
+ k3

(
1

2
log3 |3x|

)]
−

−
[
h3

(
1

2
log3 |x|

)
+ h3

(
1

2
log3 |3x|

)]}
,

A2(x) =
1

16

{
|x|3

[
k4

(
1

2
log3 x

)
+ k4

(
1

2
log3 3x

)]
−

−
[
h4

(
1

2
log3 x

)
+ h4

(
1

2
log3 3x

)]}
;

hi(t), ki(t), i = 3, 4 l  c¡c h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký 1 tr¶n R.

+ B÷îc 2: V¼ 1 + α + β = 0 v  α = −10 6= −2 n¶n

f ∗(x) = −7

8
log3 |x|

+ B÷îc 3: Vªy

f(x) =

{
A1(x)− 7

8 log3 |x| , khi x < 0

A2(x)− 7
8 log3 x, khi x > 0.

c) + B÷îc 1: Ta t¼m f̃(x) cõa ph÷ìng tr¼nh

f(5x)− 2f(
√

5x) + f(x) = 0.

Ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng λ2 − 2λ + 1 = 0, câ ∆ = 0 hai nghi»m k²p l 

λ1 = λ2 = 1.

�p döng cæng thùc nghi»m trong tr÷íng hñp ∆ = 0, α = −2 v  a =√
(5) > 0 cõa b i to¡n 3.4 ta câ

f̃(x) =


g1

(
log√5 |x|

)
+

ln |x|
ln
√

5
h1

(
log√5 |x|

)
, khi x < 0

g2
(
log√5 x

)
+

ln |x|
ln
√

5
h2

(
log√5 x

)
, khi x > 0.

+ B÷îc 2: V¼ 1 + α + β = 0 v  α = −2 n¶n

f ∗(x) = 4
(
log√5 |x|

)2
.
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+ B÷îc 3: Vªy

f(x) =


g1

(
log√5 |x|

)
+

ln |x|
ln
√

5
h1

(
log√5 |x|

)
+ 4

(
log√5 |x|

)2
, khi x < 0

g2
(
log√5 x

)
+

ln |x|
ln
√

5
h2

(
log√5 x

)
+ 4

(
log√5 |x|

)2
, khi x > 0

V½ dö 3.2. T¼m t§t c£ c¡c h m f : R∗ → R sao cho

f(9x) + 2f(3x) + f(x) = sin(π log3 |x|)− cos(2π log3 |x|)

Líi gi£i

+ B÷îc 1: Ta t¼m f̃(x) l  nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh

f(9x) + 2f(3x) + f(x) = 0.

Ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng λ2 + 2λ + 1 = 0, câ ∆ = 0 hai nghi»m k²p l 

λ1 = λ2 = −1. �p döng cæng thùc nghi»m trong tr÷íng hñp ∆ = 0, α = 2

v  a = 3 > 0 cõa b i to¡n 3.4 ta câ

f̃(x) =

{
E(x), khi x < 0

F (x), khi x > 0,

trong �â

E(x) =
1

2

[
p1

(
1

2
log3 |x|

)
− p1

(
1

2
log3 |3x|

)]
−

−
ln |x|

3

2 ln 3

[
h1

(
1

2
log3 |x|

)
− h1

(
1

2
log3 |3x|

)]
,

F (x) =
1

2

[
p2

(
1

2
log3 x

)
− p2

(
1

2
log3 3x

)]
−

−
ln |x|

3

2 ln 3

[
h2

(
1

2
log3 x

)
− h2

(
1

2
log3 3x

)]
;

pi(t), hi(t), i = 1, 2 l  c¡c h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký 1 tr¶n R.

+ B÷îc 2: Ta t¼m nghi»m ri¶ng f ∗1 (x) cõa ph÷ìng tr¼nh

f(9x) + 2f(3x) + f(x) = sin(π log3 |x|).
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Ta câ

sin(π log3 3 |x|) = sin (π log3 |x|+ π) = − sin(π log3 |x|),

suy ra h(x) = sin(π log3 |x|) l  h m ph£n tu¦n ho n nh¥n t½nh chu ký 3

tr¶n R∗, m°t kh¡c do 1− α + β = 0 v  β = 1 n¶n

f ∗1 (x) =
sin(π log3 |x|)

2
(log3 |x|)

2 .

Ta t¼m nghi»m ri¶ng f ∗2 (x) cõa ph÷ìng tr¼nh

f(9x) + 2f(3x) + f(x) = −cos(2π log3 |x|).

Ta câ

−cos(2π log3 3 |x|) = −cos(2π log3 |x|+ 2π) = −cos(2π log3 |x|),

suy ra g(x) = −cos(2π log3 |x|) l  h m tu¦n ho n nh¥n t½nh chu ký 3 tr¶n

R∗, m°t kh¡c 1 + α + β = 4 6= 0 n¶n

f ∗2 (x) =
−cos(2π log3 |x|)

4
.

+ B÷îc 3: Vªy

f(x) =


E(x) +

sin(π log3 |x|)
2

(log3 |x|)
2 − cos(2π log3 |x|)

4
, khi x < 0

F (x) +
sin(π log3 x)

2
(log3 |x|)

2 − cos(2π log3 x)

4
, khi x > 0

V½ dö 3.3. Cho D = R∗\{±(
√

7)k|k ∈ Z}. T¼m t§t c£ c¡c h m f : D → R
sao cho

f(49x)− 2
√

3f(7x) + 4f(x) = tg (π log7 |x|) + cotg (π log7 |x|) ,∀x ∈ D.

Líi gi£i

+ B÷îc 1: Ta t¼m f̃(x) l  nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh

f(49x)− 2
√

3f(7x) + 4f(x) = 0.
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Ph÷ìng tr¼nh �°c tr÷ng λ22
√

(3)λ + 4 = 0, câ ∆ < 0 hai nghi»m phùc l 

λ1 =
√

3− i, λ2 =
√

3 + i ⇒ |λ0| = |λ1| = |λ2| = 2, q = 1, ϕ =
π

6
.

�p döng cæng thùc nghi»m trong tr÷íng hñp ∆ < 0 v  a = 7 > 0 cõa b i

to¡n 3.4 ta câ

f̃(x) =

{
2

ln|x|
ln 7 P (x), khi x < 0

2
ln|x|
ln 7 Q(x), khi x > 0,

trong �â

P (x) =

[
cos

(
π ln |x|
6 ln 7

)
n1 (log7 |x|) + sin

(
π ln |x|
6 ln 7

)
m1 (log7 |x|)

]
,

Q(x) =

[
cos

(
π ln x

6 ln 7

)
n2 (log7 x) + sin

(
π ln x

6 ln 7

)
m2 (log7 x)

]
;

ni(t), mi(t), i = 1, 2 l  c¡c h m h m tu¦n ho n cëng t½nh chu ký 1 tr¶n

R\
{

k
2 |k ∈ Z

}
.

+ B÷îc 2: Ta t¼m nghi»m ri¶ng f ∗1 (x) cõa ph÷ìng tr¼nh

f(49x)− 2
√

3f(7x) + 4f(x) = tg (π log7 |x|) .

Ta câ

tg (π log7 7 |x|) = tg (π log7 |x|+ π) = tg (π log7 |x|) ,

suy ra h(x) = tg (π log7 |x|) l  h m tu¦n ho n nh¥n t½nh chu ký 7 tr¶n D,

m°t kh¡c 1 + α + β = 5− 2
√

(3) 6= 0 n¶n f ∗1 (x) =
tg (π log7 |x|)

5− 2
√

3
.

T÷ìng tü ta câ f ∗2 (x) =
cotg (π log7 |x|)

5− 2
√

3
.

+ B÷îc 3: Vªy

f(x) =


2

ln|x|
ln 7 P (x) +

tg (π log7 |x|) + cotg (π log7 |x|)
5− 2

√
3

, khi x < 0

2
ln|x|
ln 7 Q(x) +

tg (π log7 |x|) + cotg (π log7 |x|)
5− 2

√
3

, khi x > 0

trong �â

P (x) =

[
cos

(
π ln |x|
6 ln 7

)
n1 (log7 |x|) + sin

(
π ln |x|
6 ln 7

)
m1 (log7 |x|)

]
,
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Q(x) =

[
cos

(
π ln x

6 ln 7

)
n2 (log7 x) + sin

(
π ln x

6 ln 7

)
m2 (log7 x)

]
.
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K¸t luªn

Ph÷ìng tr¼nh h m d¤ng sai ph¥n l  sü mð rëng cõa ph÷ìng tr¼nh

sai ph¥n tuy¸n t½nh. Tuy nhi¶n, v· kÿ thuªt bi¸n �êi ho n to n kh¡c v 

phùc t¤p hìn r§t nhi·u so vîi ph÷ìng tr¼nh sai ph¥n tuy¸n t½nh.

Luªn v«n �¢ gi£i quy¸t �÷ñc nhúng v§n �· sau:

• Gi£i quy¸t �÷ñc c¡c ph÷ìng tr¼nh d¤ng sai ph¥n bªc nh§t vîi dàch

chuyºn tành ti¸n v  �çng d¤ng �º l m cì sð cho vi»c gi£i quy¸t ph÷ìng

tr¼nh h m d¤ng sai ph¥n bªc hai thu¦n nh§t vîi dàch chuyºn tành ti¸n v 

�çng d¤ng.

• �÷a ra mët sè quy tc t¼m nghi»m ri¶ng cõa ph÷ìng tr¼nh h m d¤ng sai

ph¥n bªc hai khæng thu¦n nh§t vîi dàch chuyºn tành ti¸n v  �çng d¤ng.

H÷îng ph¡t triºn cõa �· t i: Ti¸p töc nghi¶n cùu ph÷ìng tr¼nh h m

d¤ng sai ph¥n thu¦n nh§t bªc cao v  ph÷ìng tr¼nh h m d¤ng sai ph¥n

khæng thu¦n nh§t bªc hai v  bªc cao tr¶n cì sð ph÷ìng tr¼nh h m d¤ng

sai ph¥n bªc nh§t v  bªc hai �¢ câ.
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