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Phương trình Pell được trình bày trong nhiều tài liệu khác nhau . Bài viết này tôi
kết hợp lại và giới thiệu hết sức cô đọng phù hợp thời lượng học và trình độ của các học
sinh chuyên toán và hướng dẫn áp dụng qua các bài giãi của một số đề thi học sinh giõi
có ứng dụng phương trình Pell.Các định lý chỉ giới thiệu, chứng minh xem ở các tài liệu
[2], [3].

1 Phương trình Pell loại I

Phương trình Pell loại I là phương trình Diophante có dạng

x2 − dy2 = 1 (I)

trong đó d là số nguyên dương.

Định lý 1.
1) Nếu d là số chính phương thì (I) không có nghiệm nguyên dương.
2) Nếu d là số nguyên âm, thì (I) không có nghiệm nguyên dương.
3) Phương trình Pell loại I có nghiệm nguyên dương khi và chỉ khi d là số nguyên dương
và không phải là số chính phương.

Định lý 2. Giả sử (a, b) là nghiệm nhỏ nhất cùa phương trình x2− dy2 = 1 nghĩa là b là
số nguyên bé nhất để 1 + db2 là số chính phương. Xét dãy (xn) và (yn) cho bởi hệ thức
truy hồi sau: {

x0 = 1;x1 = a;xn+2 = 2axn+1 − xn, n = 0, 1, ... (1)

y0 = 0; y1 = b; yn+2 = 2ayn+1 − yn,, n = 0, 1, ... (2)
.

Khi đó (xn, yn) là tất cả các nghiệm của phương trình Pell x2 − dy2 = 1.

Định lý 3. Cho phương trình Pell x2 − dy2 = 1. Gọi r là chu kỳ của biểu diễn liên phân
số của

√
d,pk

qk
là giản phân thứ k của

√
d.

• Nếu r chẵn thì tất cả các nghiệm của phương trình Pell là

x = pkr−1, y = qkr−1

• Nếu r lẻ thì tất cả các nghiệm của phương trình Pell là

x = p2tr−1, y = q2tr−1 , t ∈ N∗
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Lưu ý:
Nếu r là số chẵn thì (pr−1,qr−1)là nghiệm nhỏ nhất.
Nếu r là số lẻ thì (p2r−1,q2r−1) là nghiệm nhỏ nhất.
Thường khi thực hành ta sử dụng định 1.3 để tìm nghiệm nhỏ nhất và dùng định lý 1.2
để viết công thức truy hồi nghiệm.

Ví dụ 4. Giải phương trinh nghiệm nguyên:

x2 − 7y2 = 1

Lời giải. Ta có
√

7 =
[
2; 1, 1, 1, 4

]
. Chu kỳ r = 4 là số chẵn. Vậy ta có nghiệm nhỏ

nhất là (8; 3).
Vậy tất cả các nghiệm nguyên dương của (1) được xác định theo công thức:{

x0 = 1;x1 = 8;xn+2 = 16xn+1 − xn

y0 = 0; y1 = 3; yn+2 = 16yn+1 − yn

2 Phương trình Pell loại II

Phương trình Pell loại II có dạng:

x2 − dy2 = −1 (II)

ở đây d là số nguyên dương. Cũng giống như khi xét phương trình Pell loại I, ở đây ta
chỉ quan tâm đến việc tìm nghiệm nguyên dương của phương trình này.

Định lý 4. Phương trình Pell loại II không có nghiệm nguyên dương khi
d = m2,m ∈ Z (tức khi d là số chính phương).

Định lý 5. Phương trình Pell loại II không có nghiệm khi d có ước nguyên tố p = 4k+ 3.

Định lý 6. Nếu d là số nguyên tố, thì phương trình Pell loại II

x2 − dy2 = −1 (II)

có nghiệm nguyên dương khi và chỉ khi d không có dạng 4k + 3.

Định lý 7. (Điều kiện để phương trình Pell loại II có nghiệm).
Gọi (a, b) là nghiệm nhỏ nhất của phương trình Pell liên kết với phương trình Pell loại II.
Khi đó phương trình Pell loại II

x2 − dy2 = −1 (II)

có nghiệm khi và chỉ khi hệ sau : {
a = x2 + dy2 (2)

b = 2xy (3)

có nghiệm nguyên dương.
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Định lý 8. (Công thức nghiêm của phương trinh Pell loạIii).
Xét phương trình Pell loại II:

x2 − dy2 = −1 (1)

Cùng với nó ,xét phương trình Pell loại I liên kết với nó:

x2 − dy2 = 1 (2)

Giả sử (a, b) nghiệm nguyên bé nhất của (2). Xét hệ phương trình:{
x2 + dy2 = a, (3)

2xy = b. (4)

Giả thiết rằng hệ (3) − (4) có nghiệm và (u, v) là nghiệm duy nhất của nó. Xét hai dãy
số nguyên dương {xn} , {yn} sau đây:{

x0 = u;x1 = u3 + 3duv2;xn+2 = 2axn+1 − xn, n = 0, 1, 2, ...

y0 = v; y1 = dv3 + 3u2v; yn+2 = 2ayn+1 − yn, n = 0, 1, 2, ...

Khi đó (xn, yn) là tất cả các nghiệm nguyên dương của phương trình Pell loại II.

Sau đây ta đưa ra một định lý sử dụng lý thuyết liên phân số để giải phương trình
pell loại II:

Định lý 9. Phương trình x2− dy2 = −1 có nghiệm khi và chỉ khi chu kỳ r của biểu diễn
liên phân số của

√
d là số lẻ. Trong trường hợp ấy các nghiệm của nó là x = p(2tr−r−1), y =

q(2tr−r−1) với t = 1, 2, 3...

Ví dụ 7. Xét phương trình x2 − 34y2 = −1.
Ta có

√
34 = [5; 1, 4, 1, 10]. Chu kỳ n = 4 là sô chẵn. Vậy phương trình vô nghiệm.

Ví dụ 8. Giải phương trình: x2˘2y2 = −1.

Lời giải. Phương trình Pell liên kết x2˘2y2 = 1.
Ta có

√
2 =

[
1; 2
]
. Có chu kỳ r = 1. Có nghiệm nhỏ nhất (3; 2).

Xét hệ phương trình: {
u2 + 2v2 = 3
2uv = 2

Dễ dàng thấy (u, v) = (1; 1) là nghiệm dương bé nhất của nó.
Theo lý thuyết xây dựng nghiệm, thì phương trình Pell loại II x2˘2y2 = −1 có nghiệm là:{

x0 = 1;x1 = 7;xn+2 = 6xn+1 − xn

y0 = 1; y1 = 5; yn+2 = 6yn+1 − yn
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3 Phương trình Pell với tham số n

Xét phương trình: x2 − dy2 = n, ở đây d là số nguyên dương và không phải là số
chính phương, còn n là số nguyên. Phương trình này gọi là phương trình Pell với tham số
n.
Dĩ nhiên, nếu n = 1 hoặc n = −1 thì tương ứng ta có phương trình Pell loại I và loại II.

Định lý 10. Xét phương trình Pell với tham số n

x2 − dy2 = n (1)

Phương trình (1) hoặc vô nghiệm hoặc có vô số nghiệm.

Vậy để tìm ra công thức vét tất cả các nghiệm của phương trình Pell có tham số n
ta cần có các kết quả sau:

Định lý 11. Xét phương trình Pell với tham số n

x2 − dy2 = n (1)

Gọi (x0,y0) là nghiệm nguyên dương nhỏ nhất của (1).Ta có:

y0 ≤ max

{
nb2;
−na2

d

}
Định lý 12. Xét phương trình Pell với tham số n:

x2 − dy2 = n (1)

Giả sử (1) có nghiệm và (α1, β1);(α2, β2);. . . ;(αm, βm) là tất cả các nghiệm của (1) thỏa
mãn bất đẳng thức

βi
2 ≤ max

{
nb2;
−na2

d

}
Xét m dãy sau đây. Dãy thứ i:{xn,i; yn,i}, với i = 1,m được xác định như sau:

x0,i = αi, y0,i = βi

xn+1,i = xn,ia+ dyn,ib

yn+1,i = xn,ib+ yn.ia

ở đây (a, b) là nghiệm bé nhất của phương trình Pell loại I ứng với (1):

x2 − dy2 = 1 (2)

Khi đó các dãy nghiệm {xn,i, yn,i} sẽ vét cạn hết nghiệm phương trình Pell với tham số n.

Ví dụ 4. Giải phương trình Pell: x2 − 5y2 = −4
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Lời giải. Xét phương trình Pell với tham số n = −4 sau đây.

x2 − 5y2 = −4 (1)

Phương trình Pell loại I liên kết với nó có dạng

x2 − 5y2 = 1 (2)

Phương trình (2) có nghiệm nguyên dương nhỏ nhất là (a, b) = (9, 4). Khi đó:

max

{
nb2;
−na2

d

}
= max

{
−4.42;

4.92

5

}
=

4.81

5

Số nguyên dương β lớn nhất thỏa mãn β2 ≤ 4.81
5

là β = 8. Xét phương trình (1):

x2 − 5y2 = −4

Nếu y = 1⇒ x = 1; y = 2⇒ x = 4; y = 3; 4; 7; 8
thì (1) không dẫn đến x nguyên; y = 5⇒ x = 11.
Như thế bằng cách thử trực tiếp nói trên, ta thấy có 3 nghiệm (1, 1); (4, 2); (11, 5) của
phương trình (1) mà thỏa điều kiện:

β2 ≤ max

{
nb2;
−na2

d

}
Theo định lý 3.3, phương trình Pell ứng với n = −4:

x2 − 5y2 = −4

có 3 dãy nghiệm:
x0,1 = 1; y0,1 = 1;xn+1,1 = 9xn,1 + 20yn,1; yn+1,1 = 4xn,1 + 9yn,1

x0,2 = 4; y0,2 = 2;xn+1, 2 = 9xn,2 + 20yn,2; yn+1,2 = 4xn,2 + 9yn,2

x0,3 = 11; y0,3 = 5;xn+1, 3 = 9xn,3 + 20yn,3; yn+1,3 = 4xn,3 + 9yn,3

Ba dãy này viết hết tất cả các nghiệm của phương trình (1).

4 Một số bài toán trong các đề thi học sinh giỏi

Bài toán 1: (CANADA). Cho hai dãy số {xn} và {yn}xác định như sau :

x0 = 0;x1 = 1;xn+1 = 4xn − xn−1

y0 = 1; y1 = 2; yn+1 = 4yn − yn−1

Chứng minh rằng, với mọi số nguyên dương n ta có y2
n = 3x2

n + 1.
Lời giải. Xét phương trình Pell loại I:X2−3Y 2 = 1 phương trình này có nghiệm nhỏ nhất
là (2; 1) nên tất cả các nghiệm của phương trình là (Xn;Yn) sao cho:

X0 = 1;X1 = 2;Xn+1 = 4Xn −Xn−1

Y0 = 0;Y1 = 1;Yn+1 = 4Yn − Yn−1
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Do đó Xn = yn;Yn = xnhay (xn; yn) là nghiệm của phương trình Pell loại I trên.
Vậy y2

n = 3x2
n + 1.

Bài toán 2: (VMO 1999) Cho hai dãy số {xn} và {yn} xác định như sau:

x0 = 1;x1 = 4;xn+2 = 3xn+1 − xn

y0 = 1; y1 = 2; yn+2 = 3yn+1 − yn

Giả sử a, b là các số nguyên dương thoả mãn a2 − 5b2 + 4 = 0, chứng minh rằng tồn tại
số tự nhiên k để xk = a, yk = b.
Lời giải. Xét phương trình Pell x2˘5y2 = −4 (1). Như ta đã biết (ví dụ 3.4), ba dãy
số sau đây vét hết tất cả các nghiệm của phương trình (1)

x0,1 = 1; y0,1 = 1;xn+1,1 = 9xn,1 + 20yn,1; yn+1,1 = 4xn,1 + 9yn,1

x0,2 = 4; y0,2 = 2;xn+1,2 = 9xn,2 + 20yn,2; yn+1,2 = 4xn,2 + 9yn,2

x0,3 = 11; y0,3 = 5;xn+1,3 = 9xn,3 + 20yn,3; yn+1,3 = 4xn,3 + 9yn,3

Ta chứng minh (xn; yn) cũng vét hết tất các nghiệm nguyên dương của (1).
Với mọi số tự nhiên n thì n = 3m+ r với r = 0; 1; 2.
Ta chứng minh(xn, yn) = (xm,r+1; ym,r+1). Ta có:

(x0; y0) = (x0,1; y0,1) = (1; 1),

(x1; y1) = (x0,2; yo,2) = (4; 2),

(x2; y2) = (x0,3; y0,3) = (11; 5).

Phương trình đặc trưng của dãy {xn} và {yn} là

X2 − 3X + 1 = 0 có hai nghiệm X =
3±
√

5

2
.

Nên:

xn = x3m+r = α

(
3−
√

5

2

)3m+r

+ β

(
3 +
√

5

2

)3m+r

=

= α

(
3−
√

5

2

)r(
9− 4

√
5
)m

+ β

(
3 +
√

5

2

)r(
9 + 4

√
5
)m

Đặt um = x3m+r Ta có dãy {um} có phương trình đặc trưng có 2 nghiệm là 9± 4
√

5 nên :
um+1 = 18um − um−1.

Suy ra: x3(m+1)+r = 18x3m+r − x3(m−1)+r (∗)
Tương rự: y3(m+1)+r = 18y3m+r − y3(m−1)+r (∗∗)
Việc còn lại là ta chứng minh {xm, i; ym, i} cũng thoã mãn (*) và (**) với i = 1; 2; 3. Ta
có: {

xm+1,i = 9xm,i + 20ym,i

ym+1,i = 4xm,i + 4ym,i
⇒


ym,i =

xm+1,i − 9xm,i

20
(a)

ym−1,i =
xm,i − 9xm−1,i

20
(b)

ym,i = 4xm−1,i + 9ym−1,i (c)
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Thế (a), (b) vào (c) suy ra: xm+1,i = 18xm,i − xm−1,i và ym+1,i = 18ym,i − ym−1,i.
Vậy {xn}; {yn} vét hết tất cả các nghiệm của (1).
Do đó luôn tồn tại k để xk = a; yk = b.
Bài toán 3: (VMO 2012) Xét các số tự nhiên lẻ a, b mà a là ước số của b2 + 2 và b là ước
số của a2 + 2. Chứng minh rằng a và b là các số hạng của dãy số tự nhiên (vn) xác định
bởi:v1 = v2 = 1 và vn = 4vn−1 − vn−2, n ≥ 2.
Lời giải. Giả sử (a, b) là cặp số tự nhiên lẻ mà a là ước số của b2 + 2 và b là ước số của
a2 + 2. Trước hết ta chứng minh (a, b) = 1.
Thật vậy, đặt d = (a, b) thì do d ước của a và a là ước của b2 + 2 nên d ước của b2 + 2
suy ra d là ước của 2. Mà a, b lẻ nên d lẻ, suy ra d = 1.
Xét số N = a2 + b2 + 2 thì do a2 + 2 chia hết cho b nên N chia hết cho b.
Tương tự, N chia hết cho a. Vì (a, b) = 1 nên từ đây suy ra N chia hết cho ab. Vậy tồn
tại số nguyên dương k sao cho a2 + b2 + 2 = kab (1).
Tiếp theo, ta chứng minh k = 4. Thật vậy, đặt A = {a+b|(a, b) ∈ N∗2, a2 +b2 +2 = kab}.
Theo giả sử ở trên thì A 6= ∅ . Do tính sắp thứ tự tốt của N,A có phần tử nhỏ nhất. Giả
sử a0, b0 là cặp số thỏa mãn điều kiện (1) với a0 + b0 nhỏ nhất.
Không mất tính tổng quát, có thể giả sử a0 ≥ b0. Xét phương trình a2− kb0a+ b20 + 2 = 0
có nghiệm a0. Theo định lý Viet thì phương trình trên còn có 1 nghiệm nữa là a1 =

kb0 − a0 =
b2o + 2

a0

. Theo công thức nghiệm thì rõ ràng a1 nguyên dương. Như vậy (a1, b0)

cũng là một nghiệm của (1). Do tính nhỏ nhất của a0 + b0, ta có a0 + b0 ≤ a1 + b0, tức là

a0 ≤ kb0 − a0 suy ra
a0

b0
≤ k

2
.

Ta có: a2
0 + b20 + 2 = ka0b0. Suy ra

a0

b0
+
b0
a0

+
2

a0b0
= k (2).

Do
a0

b0
≤ k

2
và a0 ≥ bo ≥ 1 nên từ đây ta có k ≤ k

2
+ 1 + 2. Nên k ≤ 6.

Mặt khác, áp dụng bất đẳng thức AM-GM, a2
0 + b20 ≥ 2a0b0. Nên k ≥ 2.

Nếu k 6= 4 thì (a0, b0) 6= (1, 1), do đó a0b0 ≥ 2.
Lại dùng (2) để đánh giá, ta có k ≤ k

2
+ 1 + 2, suy ra k ≤ 4.

Vậy các giá trị k = 5, 6 bị loại.
Nếu k = 3 thì do a2

0 + b20 + 2 = 3a0b0, nên suy ra a2
0 + b20 + 2 chia hết cho 3, suy ra một

trong hai số a0, b0 chia hết cho 3, số còn lại không chia hết cho 3.
Nếu b0 = 1 thì a0 chia hết cho 3, khi đó vế trái không chia hết cho 9 còn vế phải chia hết
cho 9, mâu thuẫn.Vậy b0 > 1. Từ đó suy ra a0b0 ≥ 6.
Lại sử dụng (2) để đánh giá, ta có k ≤ k

2
+ 1 + 2

6
⇒ k < 8

3
.Mà k nguyên suy ra k ≤ 2,

mâu thuẫn. Như vậy ta đã chứng minh được nếu a, b là các số tự nhiên lẻ thỏa mãn điều
kiện đề bài thì:

a2 + b2 + 2 = 4ab (3)

Đặt ẩn phụ z = a− 2b. Phương trình (3) trở thành : z2 − 3b2 = −2 (4).
Giải phương trình Pell (4) với tham số n = −2 ta sẽ chứng minh được hoàn toàn bài
toán.
Bài toán 4: (IMO Short List) Chứng minh rằng tồn vô số các số nguyên dương n sao
cho p = nr, trong đó p, r lần lượt là nửa chu vi và bán kính đường tròn nội tiếp một tam
giác với độ dài các các cạnh là các số nguyên.
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Lời giải. Gọi a, b, c và S lần lượt là độ dài các cạnh và diện tích tam giác thoả mãn điều
kiện bài toán. Ta có: p = nr ⇔ p4 = n2p2r2 ⇔ p4 = n2S2

⇔ p4 = n2p(p− a)(p− b)(p− c)⇔ (a+ b+ c)3 = n2(a+ b− c)(b+ c− a)(c+ a− b)
⇔ (x+ y + z)3 = n2xyz (1) với x = a+ b− c; y = b+ c− a; z = c+ a− b.
Nếu ∃n ∈ N∗ sao cho tồn tại các số nguyên dương (x0, y0, z0) thoả mãn (1) thì (2x0, 2y0, 2z0)
cũng là nghiệm của (1) và các độ dài a = x0 + y0; y = y0 + z0; c = x0 + z0 sẽ xác định một
tam giác thoả mãn yêu cầu bài toán.
Vậy ta chỉ cần chứng minh tồn tại vô hạn n sao cho phương trình (1) có nghiệm nguyên
dương (x, y, z). Nếu chọnz = k(x+ y) với k ∈ N∗ thì (1) trở thành

(k + 1)3(x+ y)2 = n2kxy (2).

Chọn n = 3k + 3. Khi đó (2) trở thành:

(k + 1)(x+ y)2 = 9kxy

Hệ số (k+ 1) ở vế trái gây khó khăn cho việc giải phương trình. Vì phương trình vẫn còn
nhiều ẩn nên ta tiếp tục chọn y = k + 1 thì được:

(x+ k + 1)2 = 9kx⇔ x2 − (11k + 2)x+ (k + 1)2 = 0 (3)

Bây giờ ta chỉ cần chứng minh tồn tại vô số số nguyên dương k sao cho phương trình (3)
có nghiệm nguyên dương.
Điều này tương đương với tồn tại vô số số nguyên dương k sao cho biệt thức của phương
trình (3) là số chính phương. Ta có:

∆ = (11k + 2)2 − 4(k + 1)2 = 9(13k2 + 4k).

Như vậy ta cần chứng minh tồn tại vô số số nguyên dương k sao cho 13k2 + 4k là số chính
phương. Nói cách khác, ta cần chứng minh phương trình sau vô số nghiệm nguyên dương:

13k2 + 4k = y2 (4)

Nhân hai vế của (4) với 13 ta được

132k2 + 13.4k = 13y2 ⇔ (13k + 2)2 − 13y2 = 4

Tiếp tục đặt k = 2s; y = 2t thì ta được phương trình:

(13s+ 1)2 − 13t2 = 1

Nếu đặt u = 13s+ 1 thì ta được phương trình :

u2 − 13t2 = 1 (5)

Phương trình (5) là phương trình Pell loại 1, do đó nó có vô số nghiệm. Vấn đề ở đây là

sau khi tìm được nghiệm u, t, ta tính s bằng công thức s =
u− 1

13
Do đó, để hoàn tất phép chứng minh, ta cần chứng minh phương trình (5) có vô số nghiệm
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(u, t) với u ≡ 1(mod13). Nghiệm nhỏ nhất của (5) là u = 649, t = 180
Từ đó ta có dãy nghiệm (un, tn) được xác định bởi: u1 = 649; t1 = 180

u1 = 649; t1 = 180,

un+1 = 649un + 2340tn,

tn+1 = 180un + 469tn.

Vì 649 ≡ −1(mod13) và 2340 ≡ 0(mod13), Nên ta có un+1 ≡ −un(mod13).
Từ đó ta suy ra un ≡ 1(mod13) với mọi n chẵn.
Bài toán được giải quyết hoàn toàn.

5 Bài tập cũng cố

Bài 1. (IMO Shorthist) Xét hệ phương trình

{
x+ y = z + u

2xy = zu
Tìm giá trị lớn

nhất của hằng số thực m sao cho m≤ x

y
với mọi nghiệm nguyên dương (x,y,z,u) của hệ

mà x ≥ y.
Bài 2. Chứng minh rằng nếu 5x2 + 4 hoặc 5x2− 4 là số chính phương khi và chỉ khi x là
số hạng của dãy Fibonacci.
Bài 3. (Bulgaria 1999). Chứng minh rằng phương trình

x2 + y2 + z2 + t2 = 1999

Có vô số nghiệm ngyên dương.
Bài 4. (IMO Shorthist) Chứng minh rằng tồn tại hai dãy số nguyên dương tăng (an), (bn)
sao cho an(an + 1) là ước của bn

2 + 1 với mọi n ≥ 1.
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