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Phan 1

DE THI




Ngay thi thi nhat : 03/01/2014
Thoi gian : 180 phut

Bai 1 (5,0 diém). Cho hai day s duong (z,.), () x4c dinh béi z; = 1,51 = V3 va

Tp1Ynt1 — Tp =0

$i+1 + Yo =2
v6i moi n = 1,2, ... Ching minh rang hai day s6 trén héi tu va tim giéi han cta ching.

Bai 2 (5,0 diém). Cho da thiic P(z) = (2% — 7z +6)%" + 13 v6i n 12 s6 nguyén duong. Chiing
minh rang P(z) khong thé biéu dién dudc dudi dang tich ctia n + 1 da thiic khac hang sb
v6i hé s6 nguyén.

Bai 3 (5,0 diém). Cho da giac déu c6 103 canh. T6 mau dé 79 dinh cta da gidc va t6 mau
xanh céac dinh con lai. Goi A 14 s6 cip dinh d6 ké nhau va B 1a s6 cip dinh xanh ké nhau.

(a) Tim tat ca céc gia tri c6 thé nhan dudc ctia cip (4, B).

(b) Xac dinh sb6 cach t6 mau cac dinh cta da gidc dé B = 14. Biét rang, hai cach t6 mau
dude xem 1a nhu nhau néu ching ¢6 thé nhan dude tit nhau qua mot phép quay
quanh tAm dudng tron ngoai tiép da gidc.

Bai 4 (5,0 diém). Cho tam gidc nhon ABC noi tiép duong tron (O) véi AB < AC. Goi I
la trung diém cung BC khong chita A. Trén AC lay diém K khac C sao cho /K = IC.
Duong thang BK cat (O) tai D (D # B) va cat dudng thang Al tai E. Puong thang DI
cat duong thang AC tai F.

BC

(a) Chiing minh réng EF = —~

(b) Trén DI lay diém M sao cho C'M song song véi AD. Pudng thang KM cat duong
thang BC tai N. Puong tron ngoai tiép tam gidc BK N cat (O) tai P (P # B). Chiing
minh riang duong thang PK di qua trung diém doan thang AD.



Ngay thi tha hai : 04/01/2014
Thoi gian : 180 phut

Bai 5 (7,0 diém). Cho tam gisc nhon ABC nbi tiép dudng tron (O), trong dé B, C' ¢b dinh
va A thay ddi trén (O). Trén céc tia AB va AC lan lugt lay cac diém M va N sao cho
MA = MC va NA = NB. Cac dudng tron ngoai tiép cac tam giac AMN va ABC cat
nhau tai P (P # A). Puong thang M N cat duong thang BC tai Q.

(a) Chiing minh rang ba diém A, P, Q thang hang.

(b) Goi D la trung diém ctia BC. Céc dudng tron cé tdm 1a M, N va cung di qua A cit
nhau tai K (KX # A). Pudng thang qua A vuéng géc véi AK cat BC tai E. Pudng
tron ngoai tiép tam giac ADE cat (O) tai F (F # A). Chting minh rang dudng thang
AF di qua mot diém c6 dinh.

Bai 6 (7,0 di¢m). Tim gia tri 16n nhat ctia biéu thic

$3y423 y324£€3 Z3$4y3

E )y + 2P | G+ P | (Gt e+ )

v6i z, v, = 1a cac sb6 thuc duong.

Bai 7 (6,0 diém). Tim tat ca cac bo sb6 gom 2014 s6 hitu ti khong nhat thiét phan biét,
thoéa man diéu kién: néu bd di mot sb bat ki trong bo s6 dé thi 2013 sb con lai cé thé chia
thanh 3 nhém roi nhau sao cho méi nhém géom 671 s6 va tich tat ca cac sb6 trong mbi
nhém béng nhau.



Phan 2

BINH LUAN CHUNG




Ky thi VMO 2014 vita dién ra trong hai ngay 03 — 04/01/2014. Tinh hinh ndm nao cling
thé, sau ky thi 1a c6 nhitng hy vong va that vong. Gac nhiing chuyén ay sang mot bén,
ta thit danh gia so bo vé dé thi ndm nay. Vé ciu tric dé, ndm nay cé 7 bai toan, bao gom
hai bai hinh hoc, hai bai dai s6 (da thic va bat dang thic), mét bai t6 hop, mét bai giai
tich, mot bai s6 hoc (c6 yéu t6 t6 hop).

Vé d6 kho dé thi bai giai tich (bai 1) dude coi 1a bai d& nhat. Y dung ludng gidc 1a kha ré
rang. Néu khong dung luong giac thi sau khi tinh vai s6 hang dau ciing nhén ra ngay
tinh chét 22 + 42 = 4.

Hai bai hinh ciing tuong d6i vira siic va c6 thé xép 6 vi tri thi hai vé d6 khé. Céc ¥ 4a,
5a déu c6 thé dudc giai quyét bdi hau hét cac thi sinh bang viéc st dung tinh chat cia
phuong tich — truc déng phuong hay bién d6i géc, xét tam gidc bang nhau. 0 y (b) cua
2 bai, do viéc xay dung nhiéu dudng va diém ngay trén mé hinh da lam cho bai toan cé
phan réi ram hon va khién nhiéu hoc sinh bi mit phuong huéng, nhat 1a cac ban khong
tu tin 6 k§ nang hinh phang ciia minh. Tuy vAy, vé ban chat, cac ¥ d6 van khong qua khé
va c6 thé lap luan mot cach tu nhién dé di dén 1vi giai cudi cung.

Bai t6 hop tuong dbi thu vi, trong d6 y 3a 1a kha don gian, ai cting ¢6 thé 1am duge. Y 3b
khé hon va ciing dé nham l4n ciing nhu khé l1ap luan chat ché. Vi thé c6 thé xép 3b vao
bai kho.

Bai da thic khéng khé vi khai thac moét van dé kha kinh dién, tic 1a tinh bat kha quy
cta da thic dang [(z — a1)(z — a2) -+ - (z — a,)] ? + 1. Viéc nhiéu hoc sinh ling ting trude
bai nay 14 do khong dudc hoc cén ban vé da thiic bat kha quy. Vé chuyén mon thi bai
nay ciing chua dudc hay 1dm do chua giai quyét dudc triét dé van dé (dit van dé khong
phéan tich dudc thanh tich ciia n + 1 da thic la khién cudng, tic 1a do dap an nhu vay chi
khéng phai do van dé né nhu vay. Thuc ra, ta cé thé chiing minh P(z) khong thé 1a tich
cia 3 da thiic hé s6 nguyén, tham chi P(z) bat kha quy). P4y la diém chua hay ctia bai
nay.

Bai bat dang thiic thuc su rat xiu xi, cong kénh, pham cam. Thuc su, nhiing bai toan
nhu thé luén khién hoc sinh thém chén toan. Méc du ¢6 nhiéu 16i giai cho bai nay nhung
nhiing 16i giai nhu thé déu cong kénh, day tinh kj thuat. Sé it hoc sinh lam t6t bai nay,
va thuc té 12 nhiéu em mét rat nhiéu thoi gian cho né. Pay 1a bai toan dé nhat ky thi.
Bai s6 hoc dit ra mét van dé thua vi, c6 dat dé hoc sinh lam. Bai nay ciing rén luyén kha
nang trinh bay, kha nang bao quéat cac truong hop. Né6i chung day 14 mot bai toan tot, c6
kha nang phan loai cao.



Phan 3

LOI GIAI CHI TIET VA BINH LUAN




BA1 1. GiA1 TicH (DAY sO)

Cho hai day s6 duong (z,,), (y,) Xac dinh béi 2; = 1,7, = V3 va

Tn+1Yn+1 — Tn = 0

'x721+1 + Yn = 2

v6i moi n = 1,2,... Ching minh rang hai day s6 trén héi tu va tim giéi han caa
ching.

\

Phan tich. Gia st hai day s6 trén héi tu va cé giéi han tuong ing 1a z,y thi chuyén
cac dang thic dé bai qua gidéi han, ta dudc zy — z = 0,22 + y = 2. Tu day suy ra hoic
=0,y =2, hodicx =1,y = 1. Tinh thi vai s6 hang dau tién:

R O R

243

ta thay day (z,) giam con (y,) ting, vi thé kha nang = = 1,5y = 1 bi loai, chi con kha

&&

ning z = 0,y = 2. Tuy nhién, viéc chitng minh truc tiép (z,) giam va (y,) ting la kha
khé khin, do quan hé truy hoi kha phiic tap. Ta phai dua vao quy luat kha dac biét cta
T, Yn. Duéi day trinh bay hai cach tiép can cho bai toan.

Loi giai. CACH 1. Ta chitng minh bang quy nap rang véi moi n nguyén duong thi 22 +12 =
4. That vay, v6i n = 1, hé thic ding do diéu kién dé bai. Gia sit ta da ching minh dudc
v+ yn =4

Ta ¢o

2 _ 2 _ _
xn—‘rl =2- Yn, yn+1 - 92 - 9
xn+1 — Yn

Tu d6 suy ra 22, +y2., = 4 va theo nguyén 1y quy nap todn hoc, ménh dé dugc ching
minh.

Tu ching minh trén ta cing suy ra y,.1 = v/2 + y,. Ta chiing minh day (y,) tang va bi
chan trén béi 2. That vay, vi y1 = /3, y2 = V2 + V3 nén rd rang ta c6 y; < v < 2. Gia st
tadacoy, 1 <y, <2thitacingcé2+y, 1 <2+y, <4,suyra/2+y, 1 <2+ y, <2,
tic 12 4, < yp1 < 2. Theo nguyén Iy quy nap toan hoc, ta cé diéu phai chiing minh.

Day (y,) ting va bi chin trén béi 2 nén c6 giéi han hitu han y. Chuyén dang thic y,,, =
V2 + v, qua giéi han, ta dudc y = /2 + y. Tt d6 suy ra y = 2, tic 1a limy,, = 2. Cubi cung,

tacolimz, =lim/2—y, 1 =+/2—limy,_; =0.

Vay (z,), (y,) ¢6 giéi han httu han va limz,, = 0, lim y,, = 2.

8



CACH 2. Ta nhan thay z; = 1 = 2sin g, 11 = V3 = 2cos % Ta sé chiing minh bang quy

nap rang véi moi n nguyén duong thi

(1)

3.7T2n, Yn = 2COS

T
s Sin 3271

That vay, véi n = 1 ménh dé ding. Gia st ta da ¢6 (1). Ap dung cong thic truy hdi, ta cé

m . m . m
Tpy1 = \/2—yn: \/2—2(3083.2% = \/4SIHQWZQSIHW,
™

2 sin
Yn+l = = = = 2cos .
Ty . 3. gn+1
+1 2 sin —3 on

Theo nguyén ly quy nap toan hoc, ta cé (1) ding v6i moi n. Tt day ta co6

limz,, = lim (2 sin 3 W2n> =0 va limy,=lim (2 cos 3 W2n> =2.
Vay cac day (z,), (y,) ¢6 giéi han httu han va lim z,, = 0, lim y,, = 2. O
Nhan xét.

o Pay 1a bai toan dé nhat cta ky thi. Tuy nhién, néu khéng nhén xét dudc tinh chat
dic biét ctia 1, v, thi viéc chitng minh y, tang khong don gian. Thuc té 1a nhiéu
ban khong vudt qua dudc bai nay vi ly do do.

e Ca hai 16i giai trén déu c6 thé 4p dung cho trudng hop z1, v, théa man diéu kién
22 +y? = 4. Mot cau héi rat tu nhién dat ra 1a véi nhitng cip gia tri ban dau (z,, 1)
nao thi hai day s6 hdi tu.



BAI 2. Par s6 (PaA THUCC)

Cho da thic P(z) = (22 — 7z + 6)2* + 13 v6i n 1a s6 nguyén duong. Chitng minh rang
P(z) khong thé biéu dién dugc dudi dang tich ctia n + 1 da thitc khac hang s6 véi hé
s6 nguyeén.

Phan tich. Pa thic P(z) ¢6 bac 4n va khong ¢6 nghiém thue. Nhi thice 22 — 72 + 6 ¢6 hai
nghiém 1 va 6; 13 1a s6 nguyén t6, d6 chinh 1a nhitng nhén xét ban dau cia ching ta. Pé
giai bai nay, héa ra chi can vay.

Huéng tiép can tu nhién dbi véi cac bai da thic bat kha quy 1a phan ching. Gia st
P(z) = Py(z)--- Poyi(z) thi Py(x) c6 bac chan. Vi tdng cac bac clia P;(z) bang 4n nén phai
c6 it nhat hai da thic, gia st 1a P, (x), P»(z) c6 bac bang 2. Pén day ta c6 mot sb cach xi
Iy nhu sau:

Loi giai. CACH 1. (Theo y tudng ctia Vo Qudc Ba Cén, c6 chinh Iy) Ly luan nhu phan
phan tich, ta cé dudc hai thita s6 P (z), P»() 1a cac da thiic bac hai. Do P(x) ¢6 hé s6 cao
nhat 12 1 nén ta c6 thé gia s P (z), P»(x) c6 hé s6 cao nhat1a 1: Py(z) = 22 +ax+b, Py(z) =
2?2 + cx + d. Vi Py(x), P,(r) khong c¢6 nghiém thuc nén P;(x) > 0, Py(x) > 0 v6i moi .

Taco 13 = P(1) = Pi(1)Ps(1)--- Py1(1),13 = P(6) = P1(6)P(6) - - - P,y1(6). Tu day, trong
hai s6 P, (1) va P,(1) ¢6 it nhAt mot s6 bang 1. Khong mét tinh tong quat, gia st P (1) = 1.
Suy ra suy ra a = —b. Ltic nay P, (6) = 36 — 5b. Ta thay 36 — 5b > 0 khong thé bang 13 nén
chi c6 thé xay ra 36—5b = 1,suyrab = 7,a = —7. Nhung lic nay da thic P (z) = 2272 +7
c6 nghiém thuc, mau thuan.

CACH 2. (Theo y tudéng ctia GS Nguyén Tién Diing) Ly luin nhu & trén, ta tim dudc
mot da thic bac hai Q(x) = 2? + ax + b 1a udc cua P(x). Gia st P(z) = Q(2)S(z) thi do
13=P(1) =Q(1)S(1) va 13 = P(6) = Q(6)S(6) va Q(z) > 0 v6i moi z (do Q(x) khong co6
nghiém thuc va hé s6 cao nhat duong) nén Q(1) va Q(6) chi c6 thé nhan cac gia trila 1
hoac 13.

Vi Q(1) va Q(6) dong du véi nhau theo mod 5 nén tir day suy ra Q(1) = Q(6). Lic nay

l+a+b=23+6a+0b suyraa = —7 Tacla Q(z) = 2> — 7z + b. Tu day suy ra
P(x) = (Q(z) + 6 — b)>* 4+ 13. P(z) chia hét cho Q(z), khai trién nhi thitc Newton, ta suy
ra (6 — b)>* + 13 chia hét cho Q(x), mau thuén. O
Nhan xét.

e Phat biéu ctia bai toan 1am ngudi ta e ngai. Nhung héa ra ban chat caa diéu kién
P(z) khong phan tich dugc thanh tich ctia n + 1 da thic chi 1a d€ suy ra trong d6 c6
it nhat mot (hay dung ra 1a hai) da thic c6 bac 2. Pay 1a mot diéu kién khé khién
cudng, dudc dit ra do 16i giai (gia dinh) cta dap an chi khong phai xuat phat ti ban
chét bai toan. Nhitng diéu kién thiéu tu nhién va khong ban chat nhu thé thuong
gay khé cho tu duy hon 1a gitp ich. Nhiéu thi sinh khong dam cong pha bai nay chi
vi cAm thay thiéu tu tin, chi hai 16i giai & trén cho thay day khong phai 1a bai toan
kho.
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e Thuc ra ta cé thé chiing minh két qua manh hon nhu sau: Néu P(z) = (2° — 7z +
6)2" 4 13 c6 thé phan tich thanh tich ctia hai da thic Q(x), S(z) véi hé s6 nguyén thi
Q(x) va S(z) déu cé bac 2n.

Tu day v6i n > 1 bai toan trd nén hién nhién, con véi n = 1 ta c6 thé kiém tra truc
tiép rang (2 — 7x + 6)2" 4+ 13 bat kha quy. That vay, gia st P(z) = Q(z)S(x). Goi
T1, T, ..., T4, 12 cAdc nghiém phic ctia P(z) thi sé 1 tich ctia cac thita sb (¢ — ;).
Danh sb lai néu can, ta gid st Q(z) = (v — z1)(x — x3) -+ - (x — x3,) V6i 1 < k < 4n.

Ta ¢6 ((z; — 1)(z; — 6))™ = —13. Tit day suy ra

Mat khac, (1 —z1)--- (1 —2x) = Q(1) nguyén nén |(1 —x;) - - - (1 — 2 )| nguyén. Tuong
tu. ta c6 (6 — 1) - - - (6 — ;)| nguyén. Tt day suy ram = |(z; — 1)(z1 — 6) (22 — 1) (22 —
6) - (zx — 1)(zx — 6)| nguyén. Nhung theo (x) thi m = 132", suy ra k = 2n. Vay
Q(x), S(x) déu phai c6 bac 1a 2n.

e Chung t6i ¢6 cdm nhan rang da thiic P(z) 1a bat kha quy, tuy nhién can thoi gian
dé kiém tra chic chin. Néu bai toan duge phat biéu duéi dang ching minh da thic
P(z) bat kha quy hodc 1a tich cia hai da thiic bac 2n thi sé tron ven va ding ban
chat hon.

e Mot s6 bai toan tuong tu
1. Tim tat ca gia tri n sao cho da thic 2" + 4 ¢6 thé phan tich thanh tich ctia hai
da thitc khac hang s6 véi hé s6 nguyén.
2. (IMO 1993) Chiing minh rang véi moi n > 1, da thic 2 — 52" ! + 3 bat kha
quy.
3. Chting minh réng véi moi n s6 nguyén ai, as, . . ., a, 461 mdt khac nhau, da thic

(x—a1)*(x—ay)?--- (v —a,)?+1khong thé phan tich thanh tich cta hai da thic
khéc hing sb véi hé sb nguyén.
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BAr 3. TS HOP

Cho da giac déu c6 103 canh. T6 mau dé 79 dinh cua da giac va t6 mau xanh cac
dinh con lai. Goi A 1a s6 cap dinh d6 ké nhau va B 1a s6 cap dinh xanh ké nhau.

(a) Tim tét ca céc gid tri c6 thé nhan dugc ctia cép (A, B).

(b) Xac dinh sb cach t6 mau cac dinh cua da giac dé B = 14. Biét rang, hai cach t6
mau duge xem 1a nhu nhau néu ching c¢6 thé nhan dudce tit nhau qua mét phép
quay quanh tam duong tron ngoai tiép da giac.

\\

Phan tich va 16i giai ciia GS Nguyén Tién Diing. Cau (a) kha 1a don gian. S6 dinh
mau xanh 1a 24 dinh (103 — 79). Néu tat ca cac dinh d6 chum thanh mét cum thi A = 78,
néu bi cat thanh hai cum thi A = 77 va ci thé: tic 13 néu ¢6 k cum (mbi cum 1a cac dinh
cung mau dé ding sat nhau) thi A = 79 — k. Néu c¢6 k cum d6 thi ciing c6 k£ cum xanh,
nén B = 24 — k. Céc gia tri c6 thé cta k 1a tir 1 dén 24, nén c6 24 kha ning tat ca.

Cau (b) kha 1a khé. D& ¢6 B = 14 thi k = 10 (phai chia quan xanh thanh 10 cum, quan d6
thanh 10 cum). Pém s6 cach chia nhu thé nao ?

Ta thit danh sb cac cum xanh tit 1 dén 10, bat dau ti mét cum nao d6. Goi sé6 phan ti
ctia 10 cum d6 (theo thit tu vong tron thuan chiéu kim dong ho) 1a =1, ..., 21010. Khi d6
cac SOy = 21, ys = X1+ To, ..., Yo = T1 + ...+ T (y10 = 24 12 ¢b dinh, khéng tinh), 14 cac sb
duong khéc nhau tit 1 dén 23 (khéng thé 1a 24). C6 C3, cach chon 9 sb d6 tir 23 s6. Nhu
vay la ¢6 C9; cach chia 24 quan xanh thanh 10 cum (c6 xép hang). Tuong tu nhu vay, c6
CY cach chia quan dé. Nhan véi nhau duge Cj; C2; cach xép hang. Méi cdch cho ta mét
cach xép (t6 mau): dau tién xép cum 1 quan xanh, réi dén cum 1 quan do, roi dén cum
2 quan xanh,... (Vi c6 thé quay vong tron, nén ta c6 thé coi “diém bat dau” 1a diém dau
cua cum 1 quan xanh).

Vi sao hai cach xép khéac nhau 6 day lai khong trung nhau khi quay vong tron ?! (Néu
chang may trung nhau thi rac réi to, phai tim cich nao loai di su trung nhau, bang cach
bam nhé réi chia nhu thé nao d6). Nhung may thay, s6 79 la s6 nguyén té nén sé khong
c6 hai cdch nao trung nhau! Do vay sb cach sé& 1a Cj, C%. Nhung c¢6 10 cach chon diém
bat dau (vi ¢6 10 cum quan xanlgl) c1910 cung mot cach t6 mau, nén phai chia sé CJ, C cho
10, dugc két qua cudi cung la C%OC%

CACH 2. (ctia Traum - Lé Hong Quy) (a) Gia st ta t6 mau xanh 24 dinh1a 1 < a; < as <
o< agy <103. Khidodat b, =a; .1 —a; > 1v6i1l <i<23vaby =103+ a; —agy > 1. Ta
co dzelng thic by + by + - - - + byy = 103. Nhén xét rﬁng gitia hai diém xanh a; va a,,, thi cé
b; — 1 diém d6 va tit b; — 1 diém d6 nay sé cho ta b; — 2 cip d6-d6 néu b; > 2 va cho ta 0 cap
d6-dd néu b; = 1. Néu ¢6 K s6 b; = 1 (tuong tng véi K cép xanh-xanh) thi c¢6 24 — K sb bi
> 2. T nhan xét trén so6 cap do-do 1a

by —2+4by— 24 +byy—2+K =55+ K.
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Ngudc lai, véi mbi 0 < K < 23 thi ton tai by, b, . .., by théa man cé ding K sé bang 1 va
tongtatcabang103 Vidub; =1v6il1 <i< K,b; =2v0i K +1<i<23vaby =57+K.
Vay ta c6 sb cip d6-dé va xanh-xanh luén c6 dang (55 + K, K) v6i 0 < K < 23.

(b) Trude hét ta tinh sb cach t6 mau cac dinh xanh théa man a; = 1, asy = 103. Khi d6 ta
€6 by + by + + - - + boy = agy — a; = 102. T diéu kién ¢6 dung 14 cap xanh-xanh, trong 23 sb
bi co dung 13 s6 bang 1. S6 cach chon 13 s6 nay 1a C13 = C19. S6 cach chon 10 sb con lai

10
la C102 23—-1 — C78

Lai c¢6 v6i mbi cach t6 mau sao cho c¢6 14 cap xanh-xanh thi bang cach xoay quanh tam
ta c6 co dung 14 cach t6 mau sao cho a; = 1,ao, = 103. Viéc con lai la ching minh
v6i moi cach to6 thi viéc quay quanh tam khong trung véi chinh né. Gia st ngudc lai
thi ton lai sé nguyén duong 1 < ¢ < 102 sao cho hai tap X = {a1,as,...,a04} VA Y =
{a1 +Vl,as+ ;... a4+ ¢} (mod 103) trung nhau. Khi dé6 ta co6

24

Z a; + 1) = Zaz (mod 103),

i=1
suy ra 24¢ = 0 (mod 103). Piéu nay khong xay ra véi 1 < £ < 102. T tit ca nhan xét trén
thi s6 cach t6 mau théa man bai toan 1a

CiCh  CHCh  CC
14 10 24

CACH 3. (ciia Hoang D6 Kién) (b) Ta da biét néu goi X 14 s6 “cum cac diém d6 lién nhau”,
thi B = 24 — X. Do vay, dé B = 14 thi X = 10.

Dung céng thitc nghiém ctia phuong trinh chia keo Euler, ta suy ra dudc s6 cach chia 24
diém xanh vao 10 cum 1a C,. Tiép theo, ta s& xem xét viéc xép cac diém xanh- dé nhu
12 viéc c6 san 79 diém d6 6 trén dudng tron, va ta bé 10 cum diém xanh vao cac khoang
tréng gitta hai diém d6 lién tiép, méi khoang c6 téi da mot cum. Nhu vay thi sb cach chon
ra 10 khoang tréng trong 79 khoang 14 C13. Su trung lép theo phép quay 14 & chd ta chon
10 vi tri trong 79 vi tri theo duong tron. Nhd c¢6 (79,10) = 1 ma ta khong phai lo vé cac

R X Cie 3. N . 4. GO
“cau hinh 16n x0n”, mbi cach to6 bi lip ding 79 lan, do vay, dap s6 1a —2—23, O

Nhén xét.

e Cau (a) kha don gian. Cach dém sb cap xanh-xanh, d6-dé theo cidc cum xanh va
cum d6 ké nhau nhu trong céc 16i giai trén 1a kha tu nhién. Cach giai nay c6 mot
loi diém 1a phat hién ra mét hai bat bién ctia cau hinh 1a hiéu A — B va s6 cum d6
va cum xanh lién tiép.

Cau (a) nay c6 c6 mot cach phat biéu khac kha tha vi (dé thi Abacus International
Mathematical Challenge danh cho hoc sinh 16p 7-8) nhu sau: Cé mot sé hoc sinh
xép thanh mot vong tron. Cé gido yéu cau cac hoc sinh ding canh nhau bat tay
nhau. Goi b 1a s6 hoc sinh nam, ¢ 14 s hoc sinh nit, B 14 s6 cip hoc sinh nam bat
tay nhau va G 1a s6 cap hoc sinh nit bt tay nhau. Ching minh rang b — g = B — G.
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C6 kha nhiéu cach giai khac nhau cho bai toan nay (cing nhu cho bai 3a, vi bai 3a
la mot truong hdp ap dung cta bai toan trén), trong do cé cach giai nhu 6 trén, co6
thé dung quy nap, hay dém bang hai cach. GS Pam Thanh Son ¢6 dé xut mét cach
giai thu vi cho bai toan trén nhu sau: Ta cho cac hoc sinh nam cam méi em 1 dé-la,
hoc sinh nit cAm méi em —1 d6 la. Nhu vay s6 tién trén vong tron 1a b — g. Cac em
nam cam mai tay 50 cent, con mdi em nit cAm mdi tay —50 cent. Nhu thé, khi ho na
tay nhau thi 6 cac cip tay nam-ni s6 tién 1a 0 d6-la, nam-nam 1a 1 d6 1a va nit-nit
12 —1 d6 la. Suy ra sb tién trén vong tron1a B — G. Tu dé suyrab — g = B — G.

Céach giai nay hay, va véi b — g = 79 — 24 = 55 (b 1a diém d9, g 1a diém xanh) thi ta
¢6 B — G = 55. Tuy nhién, cach giai nay khong gitp ta phat hién ra s6 cum d6 lién
tiép nhu & trén dé phuc vu cho cau (b).

e V6i cau (b), cong cu chinh dé giai 1a bai toan chia keo ctia Euler hay céng cu tuong
tu (trong 16i giai cia GS Nguyén Tién Diing, GS da khéo léo long song anh vao
trong 16i giai nén khéng dung dén bai toan chia keo) vi thé 1a van dé quen thuédc d6i
v6i cac hoc sinh. VAn dé ctia bai toan nay 1a vAn dé vé su trung nhau ctia hai cach
t6 mau qua phép quay. O day, tinh chat cta cac sb 103,79, 24 déu da dugc st dung
trong tung cach giai.

e Mot so bai toan lién quan:

1. (VMO 2012, bai toan chia keo Euler) Cho mot nhém gém 5 c6 gai, ki hiéu 1a
G1,Gs, Gs, Gy, G5 va 12 chang trai. Cé 17 chiéc ghé dude xép thanh mét hang
ngang. Ngudi ta xép nhém nguovi da cho ngdi vao céc chiée ghé dé sao cho cac
diéu kién sau dudc dong thoi théa man:

(i) Mbi ghé c6 ding mot nguvi ngoi;

(ii) Thi tu ngoi ctia cac co gai, xét ti trai qua phai, 1a Gy, G, Gs, G4, Gs;
(iii) Gifta G; va G c6 it nhat 3 chang trai;
(iv) Giita G, va G5 c6 it nhat mét chang trai va nhiéu nhat 4 chang trai.
Hoéi c6 tat ca bao nhiéu cach xép nhu vay? (Hai cach xép dudc coi 1a khac nhau
néu ton tai mot chiéc ghé ma ngudi ngoi 6 chiée ghé d6 trong hai cach xép la
khac nhau).

2. (Trusng Pong Toan hoc mién Nam, 12-2013, bai toan chia keo Euler) Cho
n > 214 mot sé6 nguyén duong. Xét tap hop cac dudng di ngan nhét trén luéi
nguyén tit diém A(0;0) dén diém B(n;n). Mot duong di nhu thé sé tuong tng
v6i mot day gom n 1énh 7' (1én trén) va n 1énh P (sang phai). Trong day d6, mot
cap lénh (T, P) ké nhau dudc goi 12 mét buée chuyén (luu ¥, cip (P, T) khong
dudgc goi 1a bude chuyén). Vi du day PTTPTPPT c6 2 budc chuyén. Hay tim sb
cac dudng di ngan nhéat tit A dén B ¢6 dung
(a) 1 budc chuyén;

(b) 2 budc chuyén;
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3. (VMO 2010, phép quay quanh tam trong bai toan t6 mau) Cho bang 3 x 3 va
n 12 mét s6 nguyén duong cho trudc. Tim sb cac cach t6 mau khong nhu nhau
khi t6 méi 6 béi mot trong n mau. (Hai cach t6 mau goi 1a nhu nhau néu mét
cach nhan dudc ti cach kia béi mot phép quay quanh tam.)
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BA1 4. HINH HOC PHANG

Cho tam giac nhon ABC néi tiép dudng tron (O) véi AB < AC. Goi I la trung diém
cung BC khéng chita A. Trén AC 14y diém K khac C sao cho /K = IC. Pudng thang
BK cat (O) tai D (D # B) va cat duong thang AI tai F. Puong thang DI cit duong
thang AC tai F.

N B
(a) Chung minh rang EF = TO
(b) Trén DI lay diém M sao cho CM song song véi AD. Puong thang KM cat
duong thang BC tai N. Duong tron ngoai tiép tam gidc BKN cat (O) tai P
(P # B). Chiing minh rang dudng thang PK di qua trung diém doan thang
AD.

N

Lai giai.

(a) Theo gia thiét thi K thudc doan AC. Ta ¢6 IK = IC nén tam giac /K C can tai I. Tu
ti gide ABIC noi tiép, ta suy ra

AKT = 180° — TKC = 180° — ICK = ABI.
Hon niia, do I 1a trung diém cung BC nén TAK =TABvAIK = IB = IC,taco NABI =
ANAKI. Tu d6 dé dang c6 dude A 1a trung truc cia BK hay E la trung diém ctia BK.
Ta cting co DCK = ABD = AKB = DKC nén tam giac DKC can tai D hay DK = DC.
Ngoai ra, do /K = IC nén ID ciing 1a trung truc cia KC, hay F la trung diém ctia CK.
T do suy ra FF la duong trung binh ctia tam giac K BC hay FF = §BC'
(b) Goi J 1a trung diém cung BC chita A chia duong tron (O) thi I.J 1a duong kinh cia
(O). Ta sé chiing minh rang J, K, P thang hang.
That vay, do TPJ = 90° nén ta chi cAn ching minh KPI = 90°. Trong tam giac ADI thi
DK1AI,AK1DI nén K la truc tam caa tam giac ADI. Do do, /K vudong goc véi AD.
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Mat khac, CM || AD nén CM LIK, ma IM 1 KC nén M la truc tam cta tam giac /KC.
T do suy ra
m:90°—ﬁ:90°—(@+%@),
do do .
m=@+@:90°—5@.
Ta co ) )
@:@+@:m+@:900—5@+5@:900.

Do dé6 J, P, K thang hang. Hon nita, ta ciing ¢c6 AJLAI, KD1AI nén AJ || KD va
DJLID,AK1ID nén DJ || AK. Suy ra AJDK la hinh binh hanh va JK di qua trung
diém ctia AD. Vay ta c6 PK di qua trung diém ctia AD. O

Nhan xét. Bai nay du khong khé nhung thi vi 6 chd 14 ¢6 kha nhiéu huéng tiép can.
Cau (a) v6i doi hoi EFF = BTC gitp ta dé dang doan dudc yéu cau ching minh cac trung
diém. Tuy nhién, diéu nay khong phai qua hién nhién ma can phai bién d6i géc dé suy
ra cic tam gidc can hoac cac cip tam gidc bang nhau nhu trén. Ngoai ra c6 thé 1am theo
cac hudng:

(1) Lay B dbi xiing qua dudng phan giac thanh diém K’ roi chiing minh trung nhau.
(2) Goi thém tam dudng tron ngoai tiép tam giac ABC va bién ddi géc.

(3) Dung dinh ly Pascal véi ngii gidc ABICD thi suy ra EF song song véi tiép tuyén
cta duong tron(O) tai I.

O cau (b), viée chuyén ti truc taAm K clia tam gide JAD sang truc tam M clia tam gidc
ICK thong qua phép dung dudng thang song song cé thé dude phat hién bdi nhiéu thi
sinh. Tuy nhién, doan con lai néu khong c6 huéng xt 1y ding thi khé c6 thé tiép tuc dudc.
Moét kinh nghiém nhé vé hinh phéng c6 thé cho thay rang khi cé trung diém mot cung
roi thi dung thém trung diém ctia cung con lai sé cho nhiéu tinh chat thd vi. Ta ciing c6
cac huéng nhu sau:

(1) Ching minh P, N, F thang hang réi dung cac tam giac dong dang.

(2) Goi thém 7T 1a giao diém ctia AD va EF dé c6 mot mo hinh t& gidc toan phan quen
thuéc ADFEIT rbi dung dinh 1y Brocard suy ra diém Miquel P nam trén duong
néi trung diém AD (14 tAm duong tron ngoai tiép ti gidc ADFE) va giao diém hai
duong chéo AF, DE. Dang nay da xuat hién phd bién trong cac nim gan day trong
dé VMO 2012, TST 2013 nén c6 1& khong con xa la gi véi cac ban hoc sinh.

(3) Bang bién d6i géc chitng minh AB, AC la tiép tuyén ctia dudng tron (BKN). Goi L
12 giao diém ctia AP véi (BK N) thi ta c6 mot tit giac diéu hoa BLK N. Khi dé, ta c6
chum diéu hoa la K(A, B, L, P) = —1 va bang bién d6i géc, c6 dudc K L song song
v6i AD nén PK di qua trung diém cua AD.

Cac noi dung 181 giai va phan tich & trén c6 tham khao tit cac ban: Nguyén Vin Linh
(LTL), Tran Quéc Luat (thaygiaocht), Nguyén Thi Nguyén Khoa (liverpool29).
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BA1 5. HINH HOC PHANG

Cho tam giac nhon ABC ndi tiép dudng tron (O), trong dé B, C ¢b dinh va A thay déi
trén (O). Trén céc tia AB va AC lan lugt 1ay cac diém M va N sao cho MA = MC
va NA = NB. Céc duong tron ngoai tiép cac tam gidc AM N va ABC cat nhau tai P
(P # A). Puong thang M N cat dudng thang BC tai Q.

(a) Ching minh rang ba diém A, P, Q thang hang.

(b) Goi D 1a trung diém cia BC. Cac dudng tron c6 tam la M, N va cung di qua A
cat nhau tai K (K # A). Puong thang qua A vudng géc véi AK cat BC tai E.
DPudng tron ngoai tiép tam gidc ADE cat (O) tai F (F # A). Chiing minh rang
duong thing AF di qua mét diém cb dinh.

N

Lai giai.

(a) Khong méat tinh téng quat, ta gia s@ AB < AC nhu hinh v&, cic truong hop con
lai hoan toan tudng tu. Khi d6, M nam ngoai doan AB va N nam trong doan AC. Do
NA = NB nén NBA = NAB va do MA = MC nén MCA = ]\m.Tﬂdéysuyra
NBA = MCA hay t gide BMCN nbi tidp va ta dugc

QM -QN = QB - QC.

Tu day suy ra Q c6 cung phuong tich dén hai dudng tron (O) va (AMN) nén né nam trén
truc ddng phuong cta hai dudng tron nay. Truc dang phuong d6 chinh 14 day chung AP
nén suy ra A4, P, Q thang hang.

(b) Ta thay rang dudng tron (ODC) tiép xiic véi (O) tai C nén truc dang phuong ciia hai
dudng tron nay chinh 1a tiép tuyén d ctia (O) & C. Ta sé chiing minh rang O € (ADE).
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That vay, ta ¢6 O, M cung nam trén trung truc caa AC nén OM _LAC. Tuong tu thi
ON 1L AB nén O la truc tam tam giac AMN. Suy ra AOLMN.

Xét hai duong tron (M, MA), (N, NA) thi do day chung vuéng géc véi duong ndi tam, ta
c6 AKLMN. T day suy ra A, O, K thang hang nén OAE = 90°. Hon nua, ta cing co
ODE = 90° nén td gidc AODE nbi tiép hay O € (ADE). Do d6, truc ding phuong ctia
(ADE) va (ODC) chinh 1a OD. Ngoai ra, truc dang phuong ciia (O) va (ADE) 1a AF.

Xét ba duong tron (O), (ADE), (ODC) ¢6 cac truc dang phuong ciia ting cip duong tron
12 OD,d, AF nén ching sé dong quy tai moét diém. Vay AF di qua giao diém ctia OD véi
duong thing d va dé 1a mot diém cb dinh. O

Nhan xét.

Cau (a) cia bai toan nay cé thé dé dang gidi quyét bang y tuéng ching minh céic diém
B, M, N, C cung thudc moét duong tron Q va cac doan AP, M N, BC déu la cac truc dang
phudng tuong ting ctia hai trong ba dudng tron (0), ), (AMN) nén sé dong quy tai tAm
dang phuong Q. Hudng tiép can nay kha trong sang va da sb6 hoc sinh déu c6 thé nhan
thay dudc. Tuy nhién, & cau (b), do ¢6 su xuat hién ctia nhiéu duong tron, dusng thang
hon nhu & bai 4 cong véi yéu cau “di qua diém cb dinh” thi nhiéu ban da bé cudc.

C6 thé dé dang tim dudce diém cb dinh I bang cach cho A tién dan dén hai diém db6i xing
v6i B,C qua tam (O) dé phat hién ra rang diém c6 dinh néu cé thi phai nam trén tiép
tuyén cta (O) tai B,C. Va ciing khong khé dé nhan ra mé hinh quen thudc vé ti giac
diéu hoa ho#c dudng dbi trung. Cu thé thi ABFC 1a ti giac diéu hoa tudng tng véi AF
13 dudng déi trung ca tam gidc ABC. Ldi giai néu trén thuc té la ching minh lai céc
tinh chat ctia mé hinh nay ma thoi.

Ta biét trong trong ti gidc diéu hoa thi tiép tuyén ctia duong tron ngoai tiép tai hai dinh
d6i nhau thi dong quy véi dudng chéo di qua hai dinh con lai, con dudng d6i trung thi
déi xiing véi trung tuyén AD qua phan gidc géc A (cling c6 thé coi day 1a mot phan caa
mo hinh ti giac diéu hoa). Théng qua cach dung diém F 1a giao diém cta tiép tuyén cta
(O) véi BC, bai toan xay dung thém dudng tron duong kinh FO dé c6 mot tit gidc nhu
vay. Trén thuc té, hai budc xay dung trén da bi che gidu di ban chat thong qua cac diém
thang hang va cac diém dong vién nham loai di vai tro ctia diém O.

C6 thé thiy cac dé dang nay khong méi nhung 6 vi tri cia moét dé VMO, hudng phat
trién dé bai thé nay 1a khong phd bién. Bai nay tuy budc phai doi héi st dung cac kién
thiic nang cao (néu chiing lai theo huéng THCS thuan tiy thi phiic tap hon) nhung do
nam trong cac mé hinh quen thudc nén cé thé coi la dé vé mat y tudng hon bai 4. Ngoai
ra, khéng “can than” nhu nhiéu dé bai trudc day, trong bai toan nay, ngusi ta cling cong
nhan diém F luén ton tai nhung khi tam giac ABC can 6 A thi diéu nay khéng con diung
nua.

Puong thang M N ¢ dé bai c6 tinh chat 1a vuong géc véi AO va trén thuc té, moi duong
théng song song véi M N khac (chdng han dudng thing di qua chan hai dudng cao dinh
B va O) cing c6 thé xay dung bai toan tuong tu. D6 14 mot huéng dé mé rong bai toan.
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Khai thac theo huéng xay dung cac duong thang va duong tron tuong tu 6 cac dinh B, C,
ta c6 thé dudc cac két qua sau day:

Cho tam gidc ABC c¢6 trung truc AB cat canh AC tai A, va trung truc AC
cat canh AB tai A,. Cac diém B;, B, Cy, C, dudc xac dinh tuong tu. Cac dudng
théng A, A,, B, By, C1C, @61 mét cit nhau tai cac diém D, E, F. Khi d6 dudng
tron ngoai tiép tam gidac DEF tiép xtc véi dudng tron ngoai tiép tam gidc
ABC tai mot diém K va diém nay ciing thudc vé cac dudng tron ngoai tiép
tam giac AA; Ay, BB, By, CCLCs.

Bai toan nay da dudc kiém tra bang may tinh va chua dudc chitng minh hoan chinh. Moi
cac ban cung thu stc!

Céac noi dung 16i giai va phan tich & trén c6 tham khao tit cdc ban Nguyén Vin Linh va
Truong Manh Hung (hansongkyung).
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BAI 6. DaI s

( )

Tim gi4 tri 16n nhat cta biéu thic

23yt . B ) 2Bty
(@t +y)(zy+22)° (' +2)(yz+22)° (2 +a2t)(ze +¢?)°

v6i x, vy, 2 1a cac sb6 thue duong.

\§

Phan tich. Biéu thiic can xem xét c6 hai yéu t6 gay kho khén, d6 1a né cong kénh, c6 bac
cao va khong déi xiing véi cac bién. D€ lam tiép ta phai tim cach rat gon va thuc hién
d6i xing héa.

P& rit gon, ta c6 thé st dung bat dang thiic AM-GM mét cach thich hop d6i véi cac biéu
thic 6 mau s6, véi du doan 14 cuc dai dat dude khi cac bién bang nhau (va bang %)' Tuy
nhién, mét diéu nguy hiém 1a cac danh gia dé c6 thé dan dén mot biéu thiic khong luén
nho hon % O day khong c6 cach nao khéc 1a phai thit. Va chic chin 1a khong 4p dung
AM-GM “triét dée”.

Loi giai. CACH 1. (cia Pham Kim Hung) Ta sé chiing minh biéu thic dat gia tri 16n
nhéat 1a 13_6 That vay, ap dung céac bat dang thic

eyt > ay(@® + ) va (ay+2°)? > daye,
ta co
(@ + y") (wy + 2°)° > da®y?22 (2% + o) (wy + 2%) 2 4y (%% + 227 + 22°y°).
Twu do suy ra

$3y423 $3y423 ZL’yz,Z

< = )
(2t 4+ yM) (zy + 22)3 ~ 4a?y?22(2222 + 2292 + 22%y?)  4(2%22 + 222 + 22%y?)

Ta sé chiing minh réng

xy’z 3
) <Z.
222 + 2292 + 2022 4
Pit a = zy, b = yz, ¢ = 2z, bat dang thic tré thanh:

Y mrpre<i
202+ b2+ c2 4

Néua > b > cthiab > ac > beva

1 1 1
> > .
22+ a2+ 7 22+ 4+a2” 202+ b2+ 2

Ap dung bét déng thic hoan vi, ta ¢6

ab ab
D i Ssa o
2a2 + b2 + 2 2¢2 + a? + b?
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Cudi cung, theo bat dang thicc AM-GM va Cauchy-Schwarz, ta c6

ab (a+0b)? a’ v
4y o KDY o <) =3
2¢2 + a? + b? 2¢2 + a? 4+ b2 (02~|—a2+02+b2

Vay ,
x3y4z3 y324l‘3 z3x4y3 3

BN N O e A D[RO L )
DAu bang xay ra khi z = y = . VAy gia tri 16n nhét cta biéu thic trong dé bai 1a 13_6
CACH 2. (ctia K.I.A - mathscope.org) Dé dang chiing minh dudgc

at+ bt > %ab(a2 +b*+ab) va (a+b)® > 4ab(a+0b).

Ap dung hai bat déng thic trén, ta duge

3yt < 3x3ytss B 3xy’z
(2t +yh) (Y + 22)3  Swy(2? + y2 + ay)wy22(avy + 22) 822 + y2 + xy)(zy + 22)
3xy’z

- 8(1‘2y2 +y222 +Z2ZL'2 +I’y([[‘2 +y2 +Z2))

3xy’z 1 N 1
To32 \ 2?2+ 22+ 2% ay(a? 4P+ 2?)

3 Ty Yz
<53 +
32 \ 2292 + 222 + 2222 22+ 42?4 22
DPanh gia tuong tu, ta thu dudc

o 3 zyz(x +y+ 2) Yy +yz+ zx o 3
T 32 \ a2y + 222 + 2222 22 4 g2 + 22

- 16’
do mot bat dang thic hién nhién khac: 22 + 2 + 22 > vy + yz + 2a.

CAcH 3. (Dua theo cach giai va phan tich cta Tran Quoc Luat, Nguyén Huy Tung (CSS-
MU)) Y db ctia ta la tach bién dé dua vé ting phan thic mot bién. Vi méi biéu thic déu
dang c6 du 3 bién nén ta phai tim cach dung danh gia dé khit b6t mot bién. Quan sat
phan thic thi nhat thiy 6 ti s6 2 ¢6 bac 3, d miu z ¢6 bac 6. Nhu vay phan xa dau tién
12 khit hét » bang AM-GM. Cu thé nhu sau: 22 + 2y > 2z,/ry. Nhu vay, phan thic dau

tién chi con z, y va khong ¢6 2 nta.
Sau khi dat \/z = a,/y = b,+/z = c cho gon, ta thay bai toan sé dudc giai quyét néu cé
a’b® b3cd c3ad 3

- - <
a8+ B4 Etad 2

Pén day, ta lai dit 4n phu dé dua vé mét bién:

Ta can ching minh f(z) + f(y) + f(z) <

fla)= -2

2
T Pén day ta sé st dung danh gia dang
x

x3 <3
+1 4

b +1
a2k ok 4+ 17
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Sau d6 dung bat dang thitc Vasc, tic 1a bat dang thic

1 1 1
+ >
2 +x+1 y2—|—y+1+z2+z+1

v6i 2y~ = 1. Cach tim k 1a cho dao ham hai vé tai diém = = 1 bang nhau. Giai ra ta tim
duge k = 2. Bat dang thic
x> - 3 r?+1
B8+1 4 rtaz+l
¢6 thé dude chiing minh bang bién d6i dai sb.

CACH 4. (Phan tich, 16i giai va binh luan ctia GS Nguyén Tién Diing, ¢6 hiéu chinh) Bai
nay that 1a rdm réi. Kho thi khé that, nhung hay thi theo quan diém cta t6i 1a khong
hay. T6i sé binh ludn thém vi sao t6i khong thay né hay 6 phia duéi, con bay gio thi
giai n6 da. Ban than t6i mat rat nhiéu thoi gian (may tiéng lién, trong phong thi thi toi
chac chan toi bai nay), va phai dung ca “dao mé bo” mang tén “phuong phap nhan ti
Lagrange” dé giai n6, roi sau khi da tim ra 16i giai OK roéi, méi tim cach “sé cap héa né”.
O dusi day toi khong trinh bay phuong phap nhan ti Lagrange (c6 trong chuong trinh
dai hoc) ma chi trinh bay phuong phap s cap thoi.

Trudc hét, ta c6 thé phan doan 1a gia tri cuc dai dat dudc khi = = y = z, viéc khé khan 1a
lam sao ching minh dudc diéu dé. D& dang nhan xét 1a biéu thic c6 tinh d6i xing vong
theoz, y, z, va c¢6 tinh thuan nhat bac 0, theo nghia 1a néu chia z,y, z cho cing mot sb
duong, thi gia tri cia biéu thic khong thay déi.

Vi tinh chit thuin nhat bac 0, nén c6 thé don gian héa biéu thic bang cach dit « =

T p=Y ¢—Z khidétacéabc = 1 va bibu thic duge viét thanh
Y z T

1
2 L+ a)(b+cp

(t6ng tuan hoan theo a, b, ¢) Ta thit danh gia chin trén cta biéu thitc hay

(1+a*)(b+ c)*’
12 danh gia chan duéi ctia biéu thic (1 + a*)(b + ¢)® qua cdc bat ding thiic sau day:

(1+a)? (1+b)? - 2(1+0b)

b T Vb

1+a*>

, (I+a)b+c) > (ﬁ+¢%>2:

2(1+¢)
\/E

(1+a)(b+c)> , b4c > 2vVbe

Nhéan cac BDT trén véi nhau, ta dudc
(14+a")(b+c)* > (14 a)*(1+b)(1+c).

(Sau khi 1am dén day roi, thi dung nhan t& Lagrange dudc, trude dé thi cong thic qua
phtic tap d€ ma giai phuong trinh dao ham). Bay gio ta sé chiing minh

| 3
2 T g S 6
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v6i a,b, ¢ > 0 va abc = 1. Thuc hién quy dong mau sd, ta c6 bat dang thic da cho tuong
duong véi

16(34+2(a+b+c)+ab+bc+ca) <32+ a+b+c+ab+be+ ca)’.
Chu y rang ab + bc + ca > 3 nén ta cé
16(3+2(a+b+c)+ab+bc+ca) < 32(a+b+c+ab+ be+ ca).
Vay ta chi can chiing minh
32(a+b+c+ab+be+ca) <32+ a+b+c+ab+be+ ca)’.
Pét u = a + b+ ¢ + ab + be + ca thi bat dang thic tré thanh
32u < 3(u+2)%, hay (3u — 2)(u —6) > 0.

B4t déng thiic cudi cung nay ding do u = a + b + ¢ + ab + be + ca > 6. DAu bang xay ra

trong cac danh gia trén xay ra khia = b = ¢ = 1, tic 1a khi 2 = y = 2. Vay gia tri 16n nhat
o g - X [NEEE B 3 N .

cua biéu thuc deé bai la T va dat dudc khi z =y = z.

Binh ludn. Cé nhiing viéc lam xudi thi dé, 1am ngudc rat 1a khé. Nguoi ra dé 1a nguoi
“lam xudi” (x20 ndu may BPT vao nhau dé ra thanh dé nay), nén dudc méot cai dé kha
ram roéi va c6 16 khong danh gia dude hét do khé ctia né khi cac hoc sinh phai “lan ngudc
lai”. Nhu kiéu tha con vao trong ring: di vao thi dé, di ra thi khé néu chua biét duong.
Cach 1am ctia bai nay 14 1an mo bién d6i BPT vé cac dang da quen. Ai &n may hoéc tring
t& hodc phai luyén rat nhiéu dang BPT thi sé lam dudc nhanh, con khong thi sé nhu
mo dudng trong riung. Chinh vi thé ma t6i thiy né khéng hay: Panh gia su hiéu biét va
thong minh khong con dudc tot, can nhiéu dén &n may hoéc tring ta hodc luyén ta qua
nhiéu. Viéc lam qud nhiéu bai tap BPT ram rdi theo t6i 12 khong c6 1¢i cho hoc sinh, vi
thoi gian dé d€ hoc cac thit khac sé téng hiéu biét 1én nhanh hon nhiéu. O
Nhan xét
o Day 12 mét bai toan dugc phat biu cong kénh, rbi ram véi 18i gidi day tinh k§ thuat.
V6i mot bat déng thic cong kénh nhu vy, di nhién ta phai thuc hién cac phép danh
gia dé don gian né trude khi bat tay vao xit ly. Nhitng danh gia nhu vay hoan toan
mo mam vi ta sé khong biét danh gia nao 1a dudc phép, va liéu cac danh gia d6
¢6 dan dén nhiing bat dang thic sai? Phuong phéap gidi mo mam nhu vay ré rang
khong dude khuyén khich.

e Pay thuc su 12 mot bai toan khoé, tiéu tén nhiéu thoi gian, stc luc va ca tam 1y cta
hoc sinh. Piing truéc mot bat déng thitc ¢6 hinh thic khing bé nhu vay thi sinh sé
c6 mot tAm trang kha tiéu cuc. Bon 16i giai trén day déu 1a nhiing 16i giai cta cac
chuyén gia am hiéu vé bat dang thiic va dudc dua ra trong bbi canh ngoai phong
thi, khong chiu stc ép tam 1y va ciing da dudc bién tap lai, trau trubt lai (mét s6 1vi
giai chua hoan chinh do st dung mét s6 b6 dé khong hé don gian). Poc 16i giai thi
thay gon gang nhung tim ra né, theo chinh 15i cia cac tac gia 12 khong hé don gian,
va nhiéu buéc trong d6 ciing duge lam “cau may”.
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e Theo danh gia ctia ching t6i, chung ta can dinh hudng lai viéc khai théc cac bat
déng thic, ¢b ging dua ra cac tinh hudng chan phuong, cac bat dang thic dep dé
va y nghia hon, tranh dua ra nhitng bai toan qua cong kénh, ning tinh ky thuat
nhu bai 6 cia ky thi nam nay.
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BA1 7. SO HOC
Tim tat ca cac bo sb gom 2014 s6 hitu ti khéng nhéat thiét phan biét, théa man diéu
kién: néu bé di mot s6 bat ki trong bd s6 d6 thi 2013 sb con lai ¢6 thé chia thanh 3

nhoém roi nhau sao cho moi nhém gom 671 so va tich tat ca cac so trong moi nhém

bang nhau.

N

Phan tich. Néi dén tich ta phai nghi ngay dén s6 0. Va ta phan ngay lam hai truong
hop: bd sb chita it nhat mot sb6 0 va bo s6 khong chita s6 0 nao. Y tht hai ta nghi dén la
nhan cac s6 v6i mot hing s6 khong lam tinh chit dé bai ctia bo sb thay ddi, vi thé ta quy
dudc bai toan vé bo cac sb nguyén.

Khi xét trudng hop bd s6 khéng chita s6 0, ta sé thiy rang néu bo s6 ay, as, .. ., asg4 théa
man diéu kién thi bd s6 chiéu cta né 1én mot s6 nguyén té bat ky cling théa méan diéu
kién (néu « chia dang cho p® thi chiéu cta a lén p 1a p). Pay 1a nhan xét mau chot dé
dua bai toan vé bai toan trén mot co sd, va chuyén tit phép nhan sang phép cong bang
cac xét s6 mit o thay vi p°.

Loi giai. (c6 tham khao tu nhan xét cua Kelacloi, DogLover, CSS-MU, kien10al) Xét
mot bo 2014 s6 théa man dé bai (r6 rang bo nay ton tai vi chang han xét 2014 sb6 déu
béng nhau). Pat cac s6 d6 14 a1, ao, . . ., asors. Trude hét, ta thay r:f?lng néu trong 2014 sb6
d6, ¢6 it nhAt mot s6 bang 0 thi ré rang phai ¢ it nhat 4 s6 bang 0. That vay, néu ngudc
lai, chi c¢6 khong qué 3 sb bang 0, ta ¢6 cac truong hop:

e Néu c6 ding mot sb bang 0 thi khi bé di mét trong cac s6 khéc 0 con lai, bé 2013 s6
nhan dudc sé phai chia thanh 3 nhém roi nhau. Tuy nhién, s6 0 sé rdi vao chi mot
trong 3 nhém va dan dén c¢6 mot nhém cé tich bang 0, hai nhém con lai ¢6 tich khac
0, mau thuan.

e Néu c6 ding hai s6 bang 0 thi ta chi can bé di mot sé6 khéc 0 va ciing dan dén mau
thuan tuong tu.

e Néu c6 ding 3 sb bang 0 thi ta bé di mét sb 0 trong dé, con lai hai sb 0 va cling
khong thé chia dudc.

Trong truong hdp cé it nhat 4 s6 0, rd rang khi chon ra mot s6 trong 2014 s6 thi trong céc
s6 con lai, c¢6 it nhat 3 s6 0 va ta c6 thé phan phéi vao méi nhém mét s6 0 dan dén tich
cta cac nhém déu bang 0, théa man diéu kién. Tu day suy ra mot bé 2014 s6 ma trong
d6 c6 4 s6 bang 0, con lai 2010 s6 hitu ti bat ky 1a théa méan dé bai.

. 4 A s A 3A . o Ti . < A ~ N
Tiép theo, gia st tat ca cac so déu khac 0. Pat a;, = — véi x;,9; 12 cdc s6 nguyén va
Yi

(zi, ;) = 1 vAaxét bd A = (ay, as, . . ., azous). RO rAng moi bo nay tuong tng véi bo gom toan
sb nguyén la A’ = (tay,tas, ..., tasns) vOit 1a boi chung nho nhat ctia cac s0 y1, va, . . . , Yao14

va bo A théa man dé bai khi va chi khi bé A’ théa méan dé bai.
Tt nhan xét trén, ta cé thé xét cac bé 2014 s6 nguyén A khac 0 thay vi cac sb6 hitu ti néi
chung. Goi P = {p,ps,...,pr} 12 tap hop tat ci cc wéc nguyén to cta gia tri tuyét doi
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ctia 2014 sb thude A va goi Z = (21,2, ..., 25014) 12 2014 s6 mii clia mot s6 nguyén tb p
nao d6 trong tap hop P, rd rang cac s6 nay déu la cac s6 nguyén khong am.

Ta thay rang néu chua xét dén diu cta cac sb trong A thi mot diéu kién can dé A thoa
mén dé bai 1a bo sb P’ = (p*,p>,...,p"*4) ciing phai théa man dé bai vi gia tri ctia mbi
s6 trong bo déu nguyén t6 cung nhau véi tat ca cac udc nguyén to con lai ciia 2014 sb ctia
A nén né déng gép mot cach doc lap vao thita sb6 nguyén t6 p trong tich cta cac sé trong
cac nhom khi chia ra.

Hon nita, ta thay rang, bo P’ (chi gom cac lily thita khong Am cta cung mot sé6 nguyén
t6) théa man diéu kién dé bai khi va chi khi bo Z théa méan diéu kién sau: khi bé di mot
s6 bat ki thi 2013 s6 con lai c6 thé chia thanh 3 nhém ma méi nhém géom 671 sb c6 tong

bang nhau. (x)

Ta sé ching minh rang tt ca cac sb trong bé Z déu bang nhau. Gia st ngudc lai 1a diéu
nay khong théa mén, tic 1a cac sb trong Z déu khong déng thoi biang nhau. Trong cac sb
thoéa man diéu kién (%), ta chon s6 6 t6ng z = 2, + 22 + « - - + 29014 nhd nhét.

Néu ta b6 di sb z; thi cac s6 con lai c¢6 thé chia dudc thanh 3 nhém c6 tong biang nhau nén
tong ctia 2013 sb con lai chia hét cho 3, tiic 1a z = z (mod 3) véi moi i = 1,2,...,2014.
Suy ra ca 2014 s6 trong bd Z c6 cung sb du khi chia cho 3. Ta xét cac truong hop sau:

e Néu tat ca cac sb6 nay déu chia hét cho 3 thi ta xét bo

Z’:(ﬁﬁ 22014>
3733 )

R6 rang bo nay van théa man diéu kién (x), c6 chiia cac s6 khong dong thoi bang

nhau va do dé, phai ton tai mot s6 16n hon 0. Diéu nay c6 nghia 1a tong céac sé trong
b6 Z' nhé hon z, mau thuan véi cach chon bo .

o Néu tat ca cac s6 nay déu chia 3 du 1 thi ta xét bo

Z/: Zl+2 Z2+2 2’2014+2
3 s 3 yee ey 3 .

e Néu tat ca cac sb6 nay déu chia 3 du 2 thi ta xét b

Z/: Zl+1 22+1 22014+1
3 R 3 yee e 3 .

Trong hai trugng hop sau van c6 lap luan tuong tu va dan dén diéu mau thuin. Néi tém
lai, tit ca cac sb trong b Z phai bang nhau va do viéc chon s6 nguyén t6 p 6 trén 1a tuy
¥ nén ta c6 thé suy ra gia tri tuyét ddi cua tit ca cac sbé trong bo A 1a déu bang nhau.
Tiép theo, ta thiy rang néu tat ca cac sb trong bé A c¢6 gia tri bang nhau thi hién nhién
n6 théa méan diéu kién dé bai. Trong trudng hop bd A cé chita s6 4m 14n s6 duong, ta sé
chitng minh rang sb cic s6 &m va sb cac s6 duong déu khong nhé hon 3. (xx) That vay,
néu trong A cé:
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e Mot s6 duong, 2013 s6 A&m: néu ta chon ra trong 2014 s6 nay mét s6 Am thi con lai
2013 s6 c6 tich 13 mot sé6 duong (do chita mét s6 duong va 2012 sé6 am). Do d6, khi
chia thanh 3 nhém thi tich cia cac nhém déu phai 1a s6 duong. Tuy nhién, do chi
c6 mot s6 duong nén phai c¢6 mot bo chita toan sé6 Am, cu thé 14 671 s6 Am nén tich
ctia bo nay Am, mau thuan.

e Hai s6 duong, 2012 s6 Am: chon ra mét sé6 duong dé c6 mau thuan.
e Mot s6 am, 2013 s6 duong: chon ra mot s6 duong dé c¢6 mau thuan.
e Hai s6 am, 2012 sb6 duong: chon ra mét s A&m dé c6 mau thuan.

Cudi cling, ta sé chiing minh cac bd A théa man (+x) cling théa man dé bai. That vay,
néu sau khi bé di mot s6 bat ky, tich cac sb con lai 12 duong nghia thi tich méi bo 671 sb
phai duong, tic 1a s6 ludng cac sb6 Am trong mdi bo phai chin tuong duong véi s6 luong
s6 duong trong méi b phai 1é. Trong 2013 s6 con lai c¢6 chan s6 am va 1é sb6 duong va
theo tinh chat clia (s*) thi s6 luong cac s6 duong 14 mét s6 16 khong nhé hon 3. Ngoai ra,
mdi s6 1é nhu thé déu c6 thé bidu dién thanh tong ctia 3 s6 18 khong am khéc nén tng
v6i mot cach biéu dién, ta phan bd cac sb6 duong vao ting bd thi dudec mét cach phan bb
thoa man.

Néu sau khi bé di mot so6 bat ky, tich cac s6 con lai 1a 4m thi lap luan tuong tu. Tu do,
ta thay nhan xét dudc chitng minh. Vay ta c6 két luan sau veé tat ca cac bo 2014 sb hitu ti
can tim:

e Gom 4 s6 0 va 2010 sb hitu ti tuy ¥.
e Gom 2014 sb c6 gia tri bang nhau va déu khac 0.

e Gom 2014 sb ¢ gia tri tuyét d6i bang nhau, c6 chita ca sé6 Am 1an sb6 duong va sb
luong s6 am ciing nhu s6 ludng s6 duong déu khéng nhé hon 3.

Nhan xét.
e Day 1a mot bai toan thi vi, ¢6 nhiéu dat dé hoc sinh lam. Bai nay thuc su 1a khéng
¢6 nhiéu van dé vé huéng giai, nhung lai doi héi viée xit 1i ki thuat va kha néng bao
quat day da truong hdp, kha nang trinh bay logic va chét ché.

e Bai nay c6 1& dudc phat trién tit bai toan hai chiéu sau:

Sau khi can 11 con lgn, bac néong dan ¢6 nhan xét sau:

1. Luén c6 thé chia 10 con lon bat ki thanh hai nhém, mébi nhém 5 con,
sao cho tong can ning 6 méi nhém bang nhau
2. Tong can nang cta ca dan lon 1a 759.
Tinh can ning ctia mdi con lgn, biét rang cac can ning nay déu la so tu

nhién.
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Bai toan 7 cua ta chi khac la chia lam 3 nhém va la tich. Tuy nhién, theo nhu phan
tich & trén thi tich c6 thé dua vé dang tong. Va hai nhém va 3 nhém ciing khong
khac nhau nhiéu. Du vay, viéc dat van dé tich va cac s6 1a hitu ty ciing tao ra nhiing
thd vi nhat dinh (xét s6 0, nhan véi M va xét phép chiéu 1én cac s6 nguyén t6). Vi
thé bai toan 7 van c¢6 thé danh gia 1a bai toan t6t va c6 ¥ méi.

29



	Đề thi
	Bình luận chung
	Lời giải chi tiết và bình luận

