
§¹i häc Quèc g ia Hµ Néi

§Ò thi tuyÓn sinh sau ®¹i häc n¨m 2000
M«n thi c¬ b¶n: §¹i sè
Thêi gian lµm bµi: 180 phót

C©u I. M lµ tËp hîp c¸c ma trËn cÊp n (n ≥ 1), thùc, kh¶ nghÞch.

1. Chøng minh r»ng M lµ nhãm ®èi víi phÐp nh©n ma trËn.

2. C ∈ M cè ®Þnh. Chøng minh r»ng ¸nh x¹ f : M → M , f(A) = C−1AC lµ
mét ®ång cÊu nhãm. T×m Im f , Ker f (hay chøng minh r»ng f lµ ®¼ng cÊu).

3. Chøng minh rµng ¸nh x¹ f1 : M → R?, f1 (A) = |A| lµ ®ång cÊu nhãm. T×m
Im f1, Kerf1.

C©u II. Chøng minh r»ng C? lµ nhãm ®èi víi phÐp nh©n th«ng thêng. XÐt c¸c ¸nh x¹
f : C? → C?, f(α) = α, g : C? → C?, g(α) = ‖α‖ lµ ®ång cÊu nhãm, ®¬n cÊu, toµn
cÊu hay kh«ng? T×m Im f , Ker f .

C©u III. Chøng minh r»ng c¸c phÐp biÕn ®æi trùc giao trªn kh«ng gian Euclid E lµm
thµnh mét nhãm ®èi víi phÐp nh©n (phÐp hîp thµnh), ký hiÖu G. Gi¶ sö g ∈ G. §Æt
¸nh x¹ ϕ : G → G, ϕ(f) = g−1fg. Chøng minh r»ng ϕ lµ ®¼ng cÊu nhãm.

C©u IV. C[x] lµ vµnh. §Æt ¸nh x¹

ϕ : C [x] → C [x] ,

f (x) → f (x)

(®îc hiÓu lµ a0 + a1x + ... + anxn).

1. Chøng minh r»ng ϕ lµ ®ång cÊu nhãm.

2. Chøng minh r»ng R[x] lµ vµnh con mµ kh«ng idean.

C©u V.

1. Chøng minh r»ng c¸c ma trËn ®èi xøng cÊp n lËp thµnh nhãm aben ®èi víi phÐp
céng, ký hiÖu nhãm nµy lµ M .

2. Chøng minh r»ng ¸nh x¹ f : M → M , f(A) = A′ (chuyÓn vÞ cña A) lµ ®ång
cÊu nhãm. T×m Im f , Ker f .

3. Chøng minh r»ng tËp M c¸c ma trËn ®èi xøng thùc cÊp n lËp thµnh R-kh«ng gian
vÐc t¬ (hay R-kh«ng gian vÐc t¬ con cña kh«ng gian c¸c ma trËn vu«ng cÊp n).

4. T lµ ma trËn kh¶ nghÞch (kh«ng nhÊt thiÕt ®èi xøng). Chøng minh r»ng ¸nh x¹
f : M → M , f(A) = T −1AT lµ ®ång cÊu (tøc lµ ¸nh x¹ tuyÕn tÝnh).
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§¹i häc Quèc g ia Hµ Néi

§Ò thi tuyÓn sinh sau ®¹i häc n¨m 2000
M«n thi c¬ b¶n: §¹i sè
Thêi gian lµm bµi: 180 phót

C©u I. T×m h¹ng cña hÖ vÐc t¬ a1, a2, a3 ∈ R
3 theo tham sè a

a1 = (1, a, 1) ,

a2 = (1, 1, a) ,

a3 = (a, 1, 1) .

T×m phÇn bï trùc tiÕp cña L = {a1, a2, a3} khi a = −2 hoÆc a = 1.

C©u II. BiÕt R5 [x] lµ kh«ng gian c¸c ®a thøc cã bËc nhá h¬n 5. Cho f (x) = 1 + x2 +
x3 + x4. Chøng minh r»ng (1) vµ (2) lµ c¸c c¬ së cña nã

1. 1, x, x2, x3, x4.

2. f (4) (x), f (3) (x), f ′′ (x), f ′ (x), f (x).

T×mma trËn chuyÓn c¬ së (1) sang (2). T×m to¹ ®é cña f(x) = 34+33x+16x2+5x3+x4

trong c¬ së (2).

C©u III. PhÐp biÕn ®æi tuyÕn tÝnh f trªn kh«ng gian phøc cã ma trËn lµ

A =





3 0 0
1 0 1
2 −1 0



 .

cã chÐo ho¸ ®îc kh«ng? Cã tån t¹i phÐp biÕn ®æi tuyÕn tÝnh nghÞch ®¶o f −1? T×m vÐc
t¬ riªng vµ gi¸ trÞ riªng cña f−1.

C©u IV. Chøng minh r»ng tËp hîp c¸c ma trËn thùc cã d¹ng

A =

(

a b

2b a

)

.

víi a, b ∈ R lËp thµnh vµnh con cña vµnh Mat(2, R), hái nã cã lµ idean kh«ng?
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§¹i häc Quèc g ia Hµ Néi

§Ò thi tuyÓn sinh sau ®¹i häc n¨m 2001
M«n thi c¬ b¶n: §¹i sè
Thêi gian lµm bµi: 180 phót

C©u I. Chøng minh r»ng

1. TËp S
1 c¸c sè phøc cã m« ®un b»ng 1 lµ mét nhãm con cña nhãm nh©n c¸c sè phøc

kh¸c 0.

2. ¸nh x¹ f : R → S
1 cho bëi f(x) = cos(πx) + i sin(πx) lµ mét ®ång cÊu tõ

nhãm céng c¸c sè thùc R vµo S
1.

C©u II.

1. Chøng minh r»ng mçi kh«ng gian con L cña kh«ng gian vÐc t¬ h÷u h¹n chiÒu V

®Òu cã bï tuyÕn tÝnh. PhÇn bï tuyÕn tÝnh cña L cã duy nhÊt kh«ng?

2. T×m sè chiÒu, mét c¬ së vµ phÇn bï tuyÕn tÝnh cña kh«ng gian con cña kh«ng
gian R

4 sinh bëi hÖ vÐc t¬ {u1 = (1, −2, −1, 1), u2 = (−1, 3, 0, 2), u3 =
(2, −5, −1, −1), u4 = (2, −4, −2, 2)}.

C©u III. XÐt ma trËn thùc

A =





a d 0
d b d

0 −d c



 .

1. NÕu ϕ lµ mét phÐp biÕn ®æi tuyÕn tÝnh trong kh«ng gian R
3 cã ma trËn ®èi víi c¬

së chÝnh t¾c lµ A th× ϕ cã chÐo ho¸ ®îc kh«ng? V× sao?

2. Víi a = 3, b = 4, c = 5 vµ d = 2 h·y t×m ma trËn trùc giao Q sao cho
B = QTAQ lµ ma trËn ®êng chÐo.

C©u IV. PhÐp biÕn ®æi tuyÕn tÝnh ϕ gäi lµ luü linh bËc p nÕu p lµ mét sè nguyªn d¬ng
sao cho ϕp−1 6= 0 vµ ϕp = 0. Gi¶ sö ϕ lµ mét phÐp biÕn ®æi tuyÕn tÝnh luü linh bËc p

trong kh«ng gian vÐc t¬ n-chiÒu V . Chøng minh r»ng

1. NÕu x lµ mét vÐc t¬ sao cho ϕp−1(x) 6= 0 th× hÖ vÐc t¬
{

x, ϕ (x) , ϕ2 (x) , ..., ϕp−1 (x)
}

®éc lËp tuyÕn tÝnh.

2. p ≤ n.

3. ϕ chØ cã mét gi¸ trÞ riªng λ = 0.

4. NÕu E − A lµ ma trËn cña phÐp biÕn ®æi ϕ ®èi víi c¬ së nµo ®ã th× ma trËn A

kh¶ nghÞch (E lµ ma trËn ®¬n vÞ).
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§¹i häc Quèc g ia Hµ Néi

§Ò thi tuyÓn sinh sau ®¹i häc n¨m 2001
M«n thi c¬ b¶n: §¹i sè
Thêi gian lµm bµi: 180 phót

C©u I.

1. Chøng minh r»ng tËp O(n) c¸c ma trËn trùc giao cÊp n lµ mét nhãm ®èi víi phÐp
nh©n ma trËn.

2. Cho Q ∈ O(n), xÐt ¸nh x¹ f : O(n) → O(n) cho bëi f(A) = QTAQ trong ®ã
QT lµ chuyÓn vÞ cña Q. Chøng minh r»ng f lµ mét ®¼ng cÊu nhãm.

C©u II. XÐt phÐp biÕn ®æi tuyÕn tÝnh ϕ : R
3 → R

3 cho bëi

ϕ (x1, x2, x3) = (x1 − 3x2 + 4x3, 4x1 − 7x2 + 8x3, 6x1 − 7x2 + 7x3) .

1. T×m gi¸ trÞ riªng, vÐc t¬ riªng cña ϕ.

2. Trong kh«ng gian vÐc t¬ R
3 cã tån t¹i hay kh«ng mét c¬ së sao cho ®èi víi c¬ së

®ã ma trËn cña ϕ cã d¹ng ®êng chÐo.

C©u III. Trong kh«ng gian Euclid R
4 xÐt kh«ng gian con L sinh bëi hÖ vÐc t¬

{(1, 1, 1, 1) , (1, 2, 2, −1) , (1, 0, 0, 3)} .

1. T×m c¬ së trùc chuÈn cña kh«ng gian con L vµ c¬ së trùc chuÈn cña phÇn bï trùc
giao L⊥.

2. Gi¶ sö x = (4, −1, −3, 4). T×m vÐc t¬ y ∈ L vµ vÐc t¬ z ∈ L⊥ sao cho x = y+z.

C©u IV.

1. Chøng minh r»ng hä
{

1, x − a, (x − a)2
, ..., (x − a)n−1

}

víi a ∈ R lµ mét c¬

së cña kh«ng gian Rn [x] c¸c ®a thøc hÖ sè thùc cã bËc nhá h¬n n.

2. T×m to¹ ®é cña f(x) ∈ Rn [x] ®èi víi c¬ së ®ã.

C©u V.

1. Gi¶ sö f1, f2 lµ c¸c d¹ng tuyÕn tÝnh trªn K-kh«ng gian vÐc t¬ V . Chøng minh
r»ng ¸nh x¹ ϕ : V × V → K cho bëi ϕ(x, y) = f1(x) + f2(y) lµ mét d¹ng
song tuyÕn tÝnh trªn V . T×m ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó ϕ lµ d¹ng song tuyÕn tÝnh ®èi
xøng.

2. Gi¶ sö V lµ K-kh«ng gian vÐc t¬ h÷u h¹n chiÒu. Chøng minh r»ng d¹ng song
tuyÕn tÝnh ϕ cã h¹ng b»ng 1 khi vµ chØ khi ϕ 6= 0 vµ cã hai d¹ng tuyÕn tÝnh f1,
f2 sao cho ϕ(x, y) = f1(x) + f2(y) víi mäi x, y ∈ V .
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§¹i häc Quèc g ia Hµ Néi

§Ò thi tuyÓn sinh sau ®¹i häc n¨m 2002
M«n thi c¬ b¶n: §¹i sè
Thêi gian lµm bµi: 180 phót

C©u I.

1. Gi¶ sö h lµ mét ®ång cÊu vµnh tõ vµnh K vµo vµnh K′, vµ A lµ vµnh con cña
vµnh G. Chøng minh r»ng h(A) lµ mét vµnh con cña vµnh K ′.

2. Trªn tËp c¸c sè nguyªn Z xÐt hai phÐp to¸n x¸c ®Þnh bëi

a ⊕ b = a + b − 1

a ◦ b = a + b − ab.

Chøng minh r»ng (Z, ⊕, ◦) lµ mét vµnh giao ho¸n cã ®¬n vÞ.

C©u II. Trong kh«ng gian vÐc t¬ R
3 xÐt phÐp biÕn ®æi tuyÕn tÝnh g x¸c ®Þnh bëi

g(u) = (8x − y − 5z, −2x + 3y + z, 4x − y − z) víi u = (x, y, z).

1. T×m c¸c gi¸ trÞ riªng vµ vÐc t¬ riªng cña g.

2. T×m mét c¬ së c¶ kh«ng gian R
3 sao cho ®èi víi c¬ së ®ã ma trËn B cña phÐp biÕn

®æi g cã c¸c phÇn tö ë phÝa trªn ®êng chÐo chÝnh b»ng 0. ViÕt ma trËn B.

C©u III. Trong kh«ng gian vÐc t¬ Euclide E xÐt hÖ vÐc t¬ {u1, . . . , un}, vµ ma trËn

G = ((ui, uj))n×n.

Chøng minh r»ng hÖ vÐc t¬ {u1, . . . , un} ®éc lËp tuyÕn tÝnh khi vµ chØ khi det G 6= 0.

C©u IV. Gi¶ sö f lµ mét d¹ng song tuyÕn tÝnh h¹ng r trªn K-kh«ng gian vÐc t¬ V

n-chiÒu. XÐt c¸c tËp con

Vr =
{

y thuéc V : f (x, y) = 0 ®èi víi mäi x thuéc V
}

,

Vl =
{

y thuéc V : f (y, x) = 0 ®èi víi mäi x thuéc V
}

.

Chøng minh r»ng Vr, Vl lµ c¸c kh«ng gian con vµ dim Vr = dim Vl = n − r.
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§¹i häc Quèc g ia Hµ Néi

§Ò thi tuyÓn sinh sau ®¹i häc n¨m 2002
M«n thi c¬ b¶n: §¹i sè
Thêi gian lµm bµi: 180 phót

C©u I.

1. Gi¶ sö h lµ mét ®ång cÊu tõ nhãm G vµo nhãm G′, vµ H lµ nhãm con cña nhãm
G. Chøng minh r»ng h(H) lµ mét nhãm con cña nhãm G ′.

2. XÐt ¸nh x¹ f tõ nhãm tuyÕn tÝnh tæng qu¸t GL(n, R) vµo nhãm nh©n R
? c¸c sè

thùc kh¸c 0 x¸c ®Þnh bëi f(A) = det A. Chøng minh r»ng f lµ mét toµn cÊu.
X¸c ®Þnh nhãm con f(O(n)), víi O(n) lµ nhãm c¸c ma trËn trùc giao.

C©u II.

1. Gi¶ sö L lµ mét kh«ng gian con p-chiÒu cña kh«ng gian vÐc t¬ Euclide E n-chiÒu.
Chøng minh r»ng tËp

L∗ = {x ∈ E : (x, y) = 0, ∀y ∈ L},

lµ mét kh«ng gian con (n − p)-chiÒu vµ E = L
⊕

L?.

2. XÐt kh«ng gian con L cña kh«ng gian vÐc t¬ Euclide R
4 sinh bëi hÖ vÐc t¬ u1 =

(1, 0, 2, 1), u2 = (2, 1, 2, 3), u3 = (0, 1, −2, 1). X¸c ®Þnh mét c¬ së trùc chuÈn
cña kh«ng gian con L∗.

C©u III. VÕt cña ma trËn A cÊp n trªn trêng K lµ tæng c¸c phÇn tö trªn ®êng chÐo
chÝnh, ®îc ký hiÖu lµ Tr(A). Chøng minh r»ng

1. Tr(AB) = Tr(BA).

2. VÕt cña ma trËn cña mét phÐp biÕn ®æi tuyÕn tÝnh kh«ng phô thuéc vµo viÖc chän
c¬ së cña kh«ng gian.

C©u IV.

1. H¹ng cña ma trËn A = (aij)m×n ®îc ký hiÖu lµ r(A). Chøng minh r»ng

r(A + B) ≤ r(A) + r(B).

2. TÝnh r(A) víi A = (min{i, j})m×n.
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§¹i häc Quèc g ia Hµ Néi

§Ò thi tuyÓn sinh sau ®¹i häc n¨m 2003
M«n thi c¬ b¶n: §¹i sè
Thêi gian lµm bµi: 180 phót

C©u I.

1. Chøng minh r»ng tÝch c¸c ®ång cÊu vµnh lµ mét ®ång cÊu vµnh.

2. XÐt ®ång cÊu nhãm f : G → G′. Chøng tá r»ng nÕu G lµ mét nhãm giao ho¸n
th× Im(f) còng lµ mét nhãm giao ho¸n.. Cho mét vÝ dô chøng tá ®iÒu ngîc l¹i
nãi chung kh«ng ®óng.

C©u II.

1. Gi¶ sö L lµ kh«ng gian con cña kh«ng gian vÐc t¬ R
3 sinh bëi hÖ vÐc t¬

{u1 = (2, 3, 5) , u2 = (3, 7, 8) , u3 = (1, −6, 1)} .

Víi gi¸ trÞ nµo cña tham sè a th× vÐc t¬ u = (7, −1, a) thuéc kh«ng gian con L.

2. Chøng minh r»ng trong kh«ng gian c¸c hµm sè thùc liªn tôc C (a, b) hÖ vÐc t¬
{1, cos x, cos2 x, ..., cosn x} ®éc lËp tuyÕn tÝnh.

C©u III. XÐt ma trËn thùc ®èi xøng

A =





3 2 0
2 4 −2
0 −2 5



 .

T×m ma trËn trùc giao Q sao cho QT AQ lµ ma trËn ®êng chÐo. ViÕt ma trËn ®êng
chÐo ®ã.

C©u IV. Gi¶ sö u lµ mét vÐc t¬ cña kh«ng gian Euclid E.

1. Chøng minh r»ng víi mçi vÐc t¬ x thuéc E cã thÓ biÓu diÔn duy nhÊt díi d¹ng
x = au + v trong ®ã vÐc t¬ v trùc giao víi vÐc t¬ u.

2. Cho E = R
4, u = (2, −1, 0, 2), x = (1, 1, 1, −1). TÝnh a vµ v.
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§¹i häc Quèc g ia Hµ Néi

§Ò thi tuyÓn sinh sau ®¹i häc n¨m 2003
M«n thi c¬ b¶n: §¹i sè
Thêi gian lµm bµi: 180 phót

C©u I. Trong nhãm G xÐt ¸nh x¹ h : G → G x¸c ®Þnh bëi h(a) = a−1, ∀a ∈ G.
Chøng minh r»ng ¸nh x¹ h lµ mét tù ®¼ng cÊu khi vµ chØ khi G lµ mét nhãm Aben.

C©u II. Trong kh«ng gian vÐc t¬ Euclide R
4 xÐt kh«ng gian con L cho bëi hÖ ph¬ng

tr×nh 




2x1 + x2 + x3 + 3x4 = 0

3x1 + 2x2 + 2x3 + x4 = 0

x1 + 2x2 + 2x3 − 9x4 = 0

1. T×m sè chiÒu vµ mét c¬ së cña phÇn bï trùc giao L? cña kh«ng gian con L.

2. Cho vÐc t¬ x = (7, −4, −1, 2). T×m vÐc t¬ y ∈ L, z ∈ L? sao cho x = y + z.

C©u III. XÐt ¸nh x¹ tuyÕn tÝnh g : R
4 → R

3 ®îc cho bëi

g((x1, x2, x3, x4)) = (x1 − 2x2 + x4, x1 + x3 − x4, 2x2 + x3 − 2x4).

1. T×m dimKer g, dim Im g.

2. Víi gi¸ trÞ nµo cña tham sè a th× vÐc t¬ y = (−1,2, a) thuéc kh«ng gian con
Im g.

C©u IV. Gi¶ sö f lµ mét phÐp biÕn ®æi tuyÕn tÝnh luü linh bËc n (tøc lµ f n−1 6= 0,
fn = 0) trong K-kh«ng gian vÐc t¬ V . Chøng minh r»ng

1. NÕu x ∈ V : fk(x) 6= 0 th× hÖ vÐc t¬ {x, f(x), . . . , fk(x)} ®éc lËp tuyÕn tÝnh.

2. n ≤ dim V .

3. NÕu n = dim V th× ®a thøc ®Æc trng cña phÐp biÓn ®æi f cã d¹ng p(λ) =
(−1)nλn.
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§¹i häc Quèc g ia Hµ Néi

§Ò thi tuyÓn sinh sau ®¹i häc n¨m 2004
M«n thi c¬ b¶n: §¹i sè
Thêi gian lµm bµi: 180 phót

C©u I. Gi¶ sö (G, ◦) lµ mét nhãm cã h÷u h¹n phÇn tö, ®¬n vÞ e. Chøng minh r»ng

1. §èi víi mçi phÇn tö a ∈ G tån t¹i sè nguyªn k ≥ 1 sao cho ak = e (sè nguyªn
d¬ng nhá nhÊt cã tÝnh chÊt ®ã gäi lµ cÊp cña phÇn tö a).

2. NÕu a lµ phÇn tö cÊp n th× A = {a, a2, . . . , an} lµ mét nhãm con cña nhãm
(G, ◦).

C©u II. XÐt ma trËn thùc

A =




1 a b + c

1 b a + c

1 c a + b



 .

1. Chøng tá ma trËn A kh«ng kh¶ nghÞch.

2. TÝnh h¹ng cña ma trËn A theo gi¸ trÞ cña c¸c tham sè a, b, c.

C©u III. PhÐp biÕn ®æi tuyÕn tÝnh f trong kh«ng gian vÐc t¬ R
3 ®îc cho bëi

f(x, y, z) = (4x − 5y + 2z, 5x − 7y + 3z, 6x − 9y + 4z).

1. T×m c¸c gi¸ trÞ riªng, vÐc t¬ riªng cña f .

2. PhÐp biÕn ®æi f cã chÐo ho¸ ®îc kh«ng? V× sao? T×m mét c¬ së cña kh«ng gian
R

3 sao cho ma trËn cña f ®èi víi c¬ së ®ã lµ ma trËn tam gi¸c.

C©u IV. Chøng minh r»ng tËp con kh¸c rçng L cña kh«ng gian vÐc t¬ R
n lµ mét kh«n

gian con khi vµ chØ khi L lµ tËp nghiÖm cña mét hÖ ph¬ng tr×nh tuyÕn tÝnh thuÇn nhÊt
trªn R.
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§¹i häc Quèc g ia Hµ Néi

§Ò thi tuyÓn sinh sau ®¹i häc n¨m 2004
M«n thi c¬ b¶n: §¹i sè
Thêi gian lµm bµi: 180 phót

C©u I. Gi¶ sö X lµ mét vµnh. Chøng minh r»ng

1. §èi víi mçi sè nguyªn n ≥ 0, tËp

nX =

{

a = nx = x + x + ... + x
︸ ︷︷ ︸

n lÇn

: x ∈ X

}

lµ mét idean cña vµnh X (víi quy íc 0x = 0).

2. C¸c tËp d¹ng nZ víi n = 0, 1, 2, ... lµ tÊt c¶ c¸c idean cña vµnh sè nguyªn Z.

C©u II.

1. Trong kh«ng gian R4 xÐt kh«ng gian con L sinh bëi hÖ vÐc t¬

{u1 = (1, a, −1, −2) , u2 = (2, −1, a, 5) , u3 = (1, 10, −6, 1)} .

TÝnh dim L theo tham sè a.

2. Gi¶ sö hÖ vÐc t¬ {u1, u2, ..., un} lµ mét c¬ së cña K-kh«ng gian vÐc t¬ V . §Æt
vk = uk + ... + un víi k = 1, 2, ..., n. Chøng minh r»ng hÖ {v1, v2, ..., vn} lµ
mét c¬ së cña kh«ng gian V .

C©u III. PhÐp biÕn ®æi tuyÕn tÝnh g trong kh«ng gian Euclid R3 ®îc cho bëi

g((x1, x2, x3)) = (x1 − 3x2 − x3, −3x1 + x2 + x3, −x1 + x2 + 5x3).

1. Chøng tá r»ng g lµ mét phÐp biÕn ®æi ®èi xøng.

2. T×m mét c¬ së trùc chuÈn cña kh«ng gian vÐc t¬ Euclid R3 lµ c¸c vÐc t¬ riªng cña
g.

C©u IV. Gi¶ sö f lµ mét d¹ng song tuyÕn tÝnh h¹ng k trªn K-kh«ng gian vÐc t¬ Kn.
XÐt c¸c tËp con

Vr =
{
y ∈ K

n : f (x, y) = 0 ®èi víi mäi x ∈ K
n
}

,

Vl =
{
y ∈ K

n : f (y, x) = 0 ®èi víi mäi x ∈ K
n
}

.

Chøng minh r»ng Vr, Vl lµ c¸c kh«ng gian con vµ dim Vr = dim Vl = n − k.
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§¹i häc Quèc g ia Hµ Néi

§Ò thi tuyÓn sinh sau ®¹i häc n¨m 2005
M«n thi c¬ b¶n: §¹i sè
Thêi gian lµm bµi: 180 phót

C©u I. Trong nhãm G xÐt ¸nh x¹ f : G → G cho bëi f(x) = x2 víi mäi x ∈ G.

1. Chøng minh r»ng f lµ mét tù ®ång cÊu cña nhãm G khi vµ chØ khi G lµ nhãm
aben.

2. Cho mét vÝ dô sao cho f lµ tù ®¼ng cÊu vµ mét vÝ dô sao cho f lµ mét tõ ®ång
cÊu nh÷ng kh«ng ph¶i lµ tù ®¼ng cÊu.

C©u II. XÐt ¸nh x¹ tuyÕn tÝnh h : R
4 → R

3 x¸c ®Þnh bëi: víi u = (x1, x2, x3, x4) th×

h (u) = (x1 + ax2 − x3 + 2x4, 2x1 − x2 + ax3 + 5x4, x1 + 10x2 − 6x3 + x4)

1. X¸c ®Þnh dim Im h, dimKer h theo tham sè a.

2. Víi a = 3, víi gi¸ trÞ nµo cña b th× vÐc t¬ u = (1, −2, b) thuéc Im h.

C©u III. XÐt ma trËn thùc

A =




1 2 2
2 1 2
2 2 1



 .

1. T×m c¸c gi¸ trÞ riªng, vÐc t¬ riªng cña A.

2. T×m ma trËn trùc giao Q sao cho B = QT AQ lµ ma trËn ®êng chÐo. ViÕt ma
trËn B.

C©u IV.

1. Gi¶ sö F lµ mét kh«ng gian con cña K-kh«ng gian vÐc t¬ n-chiÒu V . Chøng minh
r»ng nÕu dim F < n th× trong kh«ng gian V cã c¬ së {u1, u2, .., un} sao cho
ui 6∈ F , i = 1, 2, .., n.

2. Chøng minh r»ng ®èi víi mçi d¹ng tuyÕn tÝnh ϕ trªn kh«ng gian vÐc t¬ Euclid h÷u
h¹n chiÒu E tån t¹i duy nhÊt mét vÐc t¬ u? ∈ E sao cho

ϕ (x) = (u?.x) víi mäi x ∈ E.
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§¹i häc Quèc g ia Hµ Néi

§Ò thi tuyÓn sinh sau ®¹i häc n¨m 2005
M«n thi c¬ b¶n: §¹i sè
Thêi gian lµm bµi: 180 phót

C©u I. XÐt ®ång cÊu vµnh f : K → K?. Chøng minh r»ng

1. NÕu A lµ mét vµnh con cña vµnh K th× f(A) lµ mét vµnh con cña K ?.

2. NÕu B lµ mét idean cña vµnh K ′ th× f−1(B) lµ mét idean cña vµnh K.

C©u II.

1. X¸c ®Þnh sè chiÒu cña kh«ng gian nghiÖmN cña hÖ ph¬ng tr×nh tuyÕn tÝnh thuÇn
nhÊt sau ®©y theo tham sè a

x1 + ax2 − x3 + 2x4 = 0,

2x1 − x2 + ax3 + 5x4 = 0,

x1 + 10x2 − 6x3 + x4 = 0.

2. Víi a = 3, t×m c¬ së trùc giao cña phÇn bï trùc giao N ? cña N trong kh«ng gain
vÐc t¬ Euclid R4.

C©u III. XÐt ma trËn thùc

A =





8 −1 −5
−2 3 1
4 −1 −1



 .

1. T×m c¸c gi¸ trÞ riªng, vÐc t¬ riªng cña A.

2. T×m mét mét ma trËn tam gi¸c ®ång d¹ng víi ma trËn A.

C©u IV. XÐt d¹ng toµn ph¬ng ω trªn kh«ng gian vÐc t¬ Euclid Rn cho bëi

ω (x) =
n

∑

i,j=1

aijxixj , x = (x1, x2, .., xn) .

Chøng minh r»ng

1. NÕu d¹ng ω x¸c ®Þnh d¬ng th× aii > 0 víi mäi i = 1, 2, .., n.

2. D¹ng ω x¸c ®Þnh d¬ng khi vµ chØ khi tån t¹i ma trËn kh¶ nghÞch S sao cho
(aij)n×n

= STS.
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§¹i häc Quèc g ia Hµ Néi

§Ò thi tuyÓn sinh sau ®¹i häc n¨m 2006 ®ît 1
M«n thi c¬ b¶n: §¹i sè
Thêi gian lµm bµi: 180 phót

C©u I.

1. Chøng minh r»ng giao c¸c idean cña mét vµnh lµ mét idean.

2. Gi¶ sö S lµ tËp con kh¸c rçng cña vµnh K giao ho¸n cã ®¬n vÞ. Chøng minh r»ng
tËp

(S) =

{

x =

n∑

i=1

aisi : si ∈ S, ai ∈ K, i = 1, 2, .., n

}

lµ idean nhá nhÊt chøa tËp S.

C©u II. XÐt phÐp biÕn ®æi tuyÕn tÝnh f : R
3 → R

3 cho bëi

f ((x1, x2, x3)) = (x1 + ax2 + x3, 2x1 + ax2 + bx3, −x1 + (b − 1) x3)

1. Víi gi¸ trÞ nµo cña c¸c tham sè a, b th× f lµ mét tù ®¼ng cÊu.

2. T×m dim Im f , dimKer f víi a = b = 1.

C©u III. XÐt ma trËn ®èi xøng thùc

A =





1 2 2
2 1 2
2 2 1



 .

1. T×m c¸c gi¸ trÞ riªng, vÐc t¬ riªng cña A.

2. D¹ng toµn ph¬ng ω trªn kh«ng gian vÐc t¬ Euclid R
3 cho bëi

ω (x) =
(

x1 x2 x3

)
A

(
x1 x2 x3

)T
, x =

(
x1 x2 x3

)
.

T×m mét c¬ së trùc chuÈn cña kh«ng gian R
3 lµ c¬ së chÝnh t¾c cña ω. ViÕt d¹ng

chÝnh t¾c cña ω t¬ng øng víi c¬ së ®ã.

C©u IV. Gi¶ sö E lµ kh«ng gian vÐc t¬ Euclid n-chiÒu.

1. Chøng minh r»ng nÕu {u1, u2, .., un} lµ mét c¬ së trùc chuÈn cña E th× mçi vÐc
t¬ x thuéc E ®Òu cã thÓ biÓu diÔn díi d¹ng

x =
n∑

i=1

(x.ui) ui.

2. Gi¶ sö L, M lµ c¸c kh«ng gian con cña E vµ dim L < dim M . Chng minh r»ng
tån t¹i vÐc t¬ u ∈ M , u 6= 0 sao cho (u.y) = 0 víi mäi y ∈ L.
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§¹i häc Quèc g ia Hµ Néi

§Ò thi tuyÓn sinh sau ®¹i häc n¨m 2006 ®ît 2
M«n thi c¬ b¶n: §¹i sè
Thêi gian lµm bµi: 180 phót

C©u I. XÐt vµnh ®a thøc R[x] Èn x hÖ sè thùc. Chøng minh r»ng

1. §èi víi mçi ®a thøc f(x) thuéc R[x] tËp

f (x) R [x] = {g (x) = f (x) h (x) : h (x) ∈ R [x]}

lµ mét idean cña vµnh R[x].

2. §èi víi mçi idean I 6= {0} cña vµnh R [x] tån t¹i duy nhÊt ®a thøc d¹ng chuÈn
p (x) sao cho I = p (x) R [x].

C©u II. Trong kh«ng gian Euclid R
4 xÐt hÖ vÐc t¬

u1 = (1, a, 2, 1) , u2 = (1, 1, b, 0) , u3 = (1, b, 2, 1) .

1. Víi nh÷ng gi¸ trÞ nµo cña c¸c tham sè a, b th× hÖ {u1, u2, u3} ®éc lËp tuyÕn tÝnh,
phô thuéc tuyÕn tÝnh.

2. T×m mét c¬ së cña phÇn bï trùc giao L? cña kh«ng gian con L sinh bëi hÖ
{u1, u2, u3} víi a = b = 1.

C©u III. XÐt phÐp biÕn ®æi tuyÕn tÝnh f trong kh«ng gian vÐc t¬ R
3 x¸c ®Þnh bëi

f ((x, y, z)) = (8x − y − 5z, −2x + 3y + z, 4x − y − z) .

1. T×m c¸c gi¸ trÞ riªng, vÐc t¬ riªng cña f , cña fn, n > 0.

2. T×m mét c¬ së cña kh«ng gian R
3 sao cho ma trËn B cña f ®èi víi c¬ së ®ã lµ ma

trËn tam gi¸c. ViÕt ma trËn B.

C©u IV. XÐt d¹ng song tuyÕn tÝnh g trªn K-kh«ng gian vÐc t¬ n-chiÒu V tho¶ m·n ®iÒu
kiÖn g(x, x) = víi mäi x thuéc V . Chøng minh r»ng

1. g(x, y) = −g(y, x) víi mäi x, y thuéc V .

2. NÕu g kh«ng suy biÕn th× mçi vÐc t¬ u thuéc V , v 6= {0}, lu«n lu«n tån t¹i vÐc t¬
v thuéc V sao cho g(u, v) = 1.
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§¹i häc Quèc g ia Hµ Néi

§Ò thi tuyÓn sinh sau ®¹i häc n¨m 2007 ®ît 1
M«n thi c¬ b¶n: §¹i sè
Thêi gian lµm bµi: 180 phót

C©u I. PhÇn tö a thuéc nhãm (G, ◦, e) gäi lµ cã cÊp h÷u h¹n p nÕu p lµ sè nguyªn
d¬ng nhá nhÊt sao cho ap = e. Gi¶ söG lµ mét tËp hîp h÷u h¹n cã n phÇn tö. Chøng
minh r»ng

1. Mçi phÇn tö a thuéc nhãm (G, ◦, e) ®Òu cã cÊp h÷u h¹n.

2. Víi mäi a, b thuéc nhãm (G, ◦, e) c¸c phÇn tö a ◦ b vµ b ◦ a cã cÊp b»ng nhau.

C©u II.

1. X¸c ®Þnh sè chiÒu cña kh«ng gian nghiÖmN0 cña hÖ ph¬ng tr×nh tuyÕn tÝnh thuÇn
nhÊt sau ®©y theo tham sè thùc a

x1 + ax2 − x3 + 2x4 = 0,

2x1 − x2 + ax3 + 5x4 = 0,

x1 + 10x2 − 6x3 + x4 = 0.

2. Cho a = 3, t×m phÇn bï trùc tiÕp cña N0 trong kh«ng gian vÐc t¬ R
4.

C©u III. Trong kh«ng gian vÐc t¬ Euclid R
3 xÐt phÐp biÕn ®æi tuyÕn tÝnh f cho bëi

f ((x1, x2, x3)) = (3x1 + 2x2, 2x1 + 4x2 − 2x3, −2x2 + 5x3) .

1. Chøng minh r»ng f lµ phÐp biÕn ®æi ®èi xøng.

2. T×m c¬ së trùc chuÈn cña kh«ng gian vÐc t¬ Eucild R
3 lµ c¸c vÐc t¬ riªng cña f vµ

cho biÕt ma trËn cña f ®èi víi c¬ së ®ã.

C©u IV. XÐt d¹ng song tuyÕn tÝnh kh«ng suy biÕn g trªn K-kh«ng gian vÐc t¬ n-chiÒu
V . Gi¶ sö r»ng d¹ng song tuyÕn tÝnh g1 trªn kh«ng gian vÐc t¬ con r-chiÒu F cho bëi
g1(x, y) = g(x, ) víi mäi x, y thuéc F lµ mét d¹ng kh«ng suy biÕn. XÐt tËp

F ? = {x ∈ V : g (x, y) = 0 víi mäi y ∈ F} .

Chøng minh r»ng

1. F ? lµ mét kh«ng gian con vµ F ? ∩ F = {0}.

2. V = F ⊕ F ?.
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§¹i häc Quèc g ia Hµ Néi

§Ò thi tuyÓn sinh sau ®¹i häc n¨m 2007 ®ît 2
M«n thi c¬ b¶n: §¹i sè
Thêi gian lµm bµi: 180 phót

C©u I. PhÇn tö x thuéc mét vµnh ®îc gäi lµ lòy linh nÕu tån t¹i sè n nguyªn d¬ng
sao cho xn = 0.

1. Chøng minh r»ng tËp I tÊt c¶ c¸c phÇn tö lòy linh cña mét vµnh K giao ho¸n lµ
mét i®ªan.

2. Gi¶ sö A lµ mét vµnh cã ®¬n vÞ e. Chøng minh r»ng nÕu phÇn tö a thuéc A lµ
mét phÇn tö lòy linh th× e − a lµ mét phÇn tö kh¶ nghÞch.

C©u II. Trong kh«ng gian vÐc t¬ R
3 xÐt kh«ng gian con L sinh bëi hÖ vÐc t¬

u1 = (1, 2, −1) ; u2 = (1, 3, a) ; u3 = (0, 1, b) .

1. TÝnh dim L theo c¸c gi¸ trÞ tham sè a, b.

2. Cho a = 1, b = 2. H·y x¸c ®Þnh gi¸ trÞ cña tham sè m ®Ó vÐc t¬ u = (1, 0, m)
thuéc kh«ng gian con L.

C©u III. Gi¶ sö A = (aij)n×n
lµ mét ma trËn thùc cÊp n. Trong R-kh«ng gian vÐc t¬

M1×n [R] c¸c ma trËn hµng xÐt ¸nh x¹ f : M1×n [R] → M1×n [R] cho bëi

f ((x1, x2, ..., xn)) = (x1, x2, ..., xn) A.

1. Chøng minh r»ng ¸nh x¹ f lµ phÐp biÕn ®æi tuyÕn tÝnh vµ c¸c gi¸ trÞ riªng cña f

trïng víi c¸c gi¸ trÞ riªng cña ma trËn A.

2. T×m c¸c gi¸ trÞ riªng vµ vÐc t¬ riªng cña f ®èi víi trêng hîp

A =





4 −5 2
5 −7 3
6 −9 4



 .

C©u IV. Chøng minh r»ng d¹ng song tuyÕn tÝnh g trªn K-kh«ng gian vÐc t¬ n-chiÒu V

cã h¹ng b»ng 1 khi vµ chØ khi g 6= 0 vµ cã hai d¹ng tuyÕn tÝnh g1 vµ g2 trªn V sao cho
g(x, y) = g1(x)g2(y) víi mäi x, y thuéc V .
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