GV: Nguyễn Mạnh Quyền  - Trường THPT chuyên Nguyễn Chí Thanh Đăk Nông

Câu 3: (VMO 2015):
Cách 1:
Ở đây đề có yêu cầu số chữ số không vượt qua k nhưng may mắn là trong các số cần lập thì có số 0. Điều này cho phép ta đưa về bài toán: 
Đếm số các bộ số có thứ  tự có đúng k số có tổng chia hết cho 3 và có các chữ số là {0,1,2,5}
Đặt 
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Gọi A là kết quả cần tìm.
Khi đó 
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Ta có P(1) = 4i
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Suy ra 
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Vậy nếu k chia hết cho 3 thì 
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Nếu k chia 3 dư 1 thì 
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Nếu k chia 3 dư 2 thì 
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Cách 2 :  (cách sử dụng phương  pháp truy hồi)

Gọi A(n), B(n), C(n) lần lượt là số có không quá n chữ số được tạo bởi {1,0,2,5} và chia hết cho 3, chia 3 dư 1, chia 3 dư 2. 

Suy ra A(n) + B(n) + C(n) = 4n. Ta có :
A(n+1) = A(n) + 2B(n) + C(n)

B(n+1) = A(n) + B(n) + 2C(n)

C(n+1) = 2A(n+1) +B(n) + C(n)

Suy ra A(n) = 4n-1 + 4n-2 +4n-3 + A(n-3)

Suy ra 
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Vậy :

Nếu n chia hết cho 3 thì 
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Nếu n chia 3 cho dư 1 thì 
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Nếu n chia 3 cho 3 dư 2 thì 
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Phân tích về bài 3
Bài thi HSG năm nay thì khác một chút ở điều kiện, {2,0,1,5} thì nó có 1 số chia hết 3, 1 số chia 3 dư 1 và 2 số chia 3 dư 2, khi lập song ánh để tạo quan hệ truy hồi thì ta có dãy bn (số các số không chia hết cho 3) phải tách ra thành 2 dãy chia 3 dư 1 (gọi là dãy x, số các số trong x là xn) và dư 2 (tương tự, gọi y và yn), do khi xét một số thuộc dãy an+1, bỏ đi số 2 tận cùng thì được 1 số thuộc dãy chia 3 dư 1, bỏ đi số 5 thì cũng được 1 dãy chia 3 dư 1, tức là từ an+1 có thể có được 2xn, khi bỏ đi số tận cùng là số 1 thì chỉ được 1 số thuộc dãy y, hay chỉ được yn, mà 2xn+yn≠bn. còn bài PTNK hình như có đk là các số có n chữ số tạo từ {3,5,7,9}, đk có 2 số chia hết cho 3, 1 số chia 3 dư 1 và 1 số chia 3 dư 2. Làm tương tự trên thì ta có: an+1=2an+xn+yn, mà xn+yn lại chính bằng bn nên như thế kết hợp với an+bn=4n, đỡ đi 1 dãy truy hồi, nên nó đơn giản hơn. Nên nếu nhìn từ điểm này thì giải bài 3 bằng phương pháp số phức sẽ đơn giản hơn rất rất nhiều.  
Câu 4 :
Goi (ABC) là (O) tâm O

Gọi giao điểm của TM,TN với (O) là L,G

Ta sẽ chứng minh phân giác MTN đi qua điểm chính giữa cung BC chứa A.  Tương đương với chứng minh LG // BC hay 
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NTC(1)

Dễ thấy PQ là trục đẳng phương của (I),(HBC),(K) .                 (*)

Gọi J là giao điểm của EF với BC .

Ta có EFBC nội tiếp nên JE.JF=JB.JC do đó J nằm trên trục đẳng phương của (HBC) hay (O) và (I)     

Do đó J,P,Q thẳng hàng .

Ta có : T nằm trên trục đẳng phương của (O) và (K) nên O,K,T thẳng hàng .                 (2)

  Từ (*) suy ra  : JE.JF = JP.JQ = JM.JN = JB.JC

Do đó J nằm trên trục đẳng phương của (O) và (K) .                                                        (3)

Từ (2) và (3) suy ra JT tiếp xúc (O) , (K).

 

Dễ thấy : 
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TBC                                        (4)

     JT2=JB.JC=PJ/(O) 

 

Do đó : 
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JMT                                         (5)

 

Từ (4) và (5) suy ra ĐPCM  (Theo (1))
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Suy ra

Fa@) = @+1) fas(@) = @2 = D" [fi(2) = (2 +1) fo@)] = @z - )" (2 -2)
& fale) = 22— 1" = (@ +1) [fas(e) - 22— "]
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Laico: Q(=2) = —14, fn(=2) = — (5" +1). Suy ra 5" + 17.

Xétn = 3k + 1, vin 18 nén k chén suy ra 51 +1 =6 (mod 7).

Xétm =3k +2,vin 18 nen k18 suy ra 5342 +1=4(mod 7).

Xétn in I8 nén kI suy ra 5% +1=0(mod 7).

Vay n = 3k véi k13 s6 tf nhien &

Taco: fu@) = fan(@) = @z —D* + @+ 1)* = [2z—1)* + (@ + 1)3] M=9z(z —z+1) M.
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Tir day suy ra f,(z) = far(z)'Q(z).
Vay n = 3k vdi k1 s6 tur nhién I8 |3 tAt c& céc gid tri can tim




Bài 7:
Cách 1:
Bài toán đề ra tương đương với bài toán sau:

Cho bảng T gồm m.n ô vuông đơn vị, ta điền số 0 và 1 vào bảng T sao cho trên mỗi hàng và mỗi cột đều có ít nhất một số 1. Hai cách điền số lên D và D’ là khác nhau nếu có một ô vuông đơn vị điền khác nhau. Gọi SD là tổng các chữ số trên bảng T ứng với cách điền D.
a) Một cách điền số D gọi là phụ thuộc vào hàng thứ i nếu ta xóa đi hàng i của bảng T thì bảng T’ gồm (m-1).n ô vuông còn lại có ít nhất một cột không có số một nào. Chứng minh rằng số cách điền phụ thuộc vào hàng i có tổng các chữ số chẵn bằng số cách điền phụ thuộc vào hàng I có tổng các chữ số là lẻ.
b) Chứng minh rằng số cách điền có tổng các chữ số là chẵn và số cách điền có tổng các chữ số là lẻ hơn kém nhau một đơn vị.

Lời giải:

a) Do vai trò các hàng như nhau trong định nghĩa về cách điền phụ trên nên không mất tính tổng quát ta có thể chứng minh cho hàng 1.

Ta xét trường hợp bảng T có kích thước m.2  ta có 4 cách điền phụ thuộc vào hàng 1 sau:
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Như vậy có bốn cách điền phụ thuộc vào hàng 1 trong đó có hai cách có S chẵn và có hai cách có S lẻ
Vậy trường hợp m.2 được chứng minh.
Trường hợp bảng T có kích thước m.3 thì mỗi cách điền phụ thuộc vào hàng 1 là một mở rộng của một trong bốn cách điền m.2 ở trên.
Ta xét những cách điền là mở rộng của cách điền (1).
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Mỗi dấu X chúng ta có thể điền 0 hoặc 1 nhưng trên cột đó phải có ít nhất một số 1 nên số cách điền là 2m – 1, trong các cách điền này thì

Số cách điền mà trên cột thứ 3 có một số 1 là
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Số cách điền mà trên cột thứ 3 có một số 1 là
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Số cách điền mà trên cột thứ 3 có một số 1 là 
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Số cách điền mà trên cột thứ 3 có một số 1 là
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Vậy nếu tổng các chữ số của cách điền (1) với bảng m.2 là chẵn thì số cách điền  mở rộng từ cách (1) là có S chẵn là  
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 và số cách điền mở rộng từ cách (1) có S lẻ là 
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nên số cách điền có S chẵn mở rộng bởi (1) ít hơn số cách điền có S lẻ một đơn vị và ngược lại nếu tổng các chữ số của cách điền (1) với bảng m.2 là lẻ thì số cách điền mở rộng từ cách (1) là có S lẻ là  
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 và số cách điền mở rộng từ cách (1) có S chẵn là 
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nên số cách điền có S chẵn mở rộng bởi (1) nhiều hơn số cách điền có S lẻ một đơn vị. Vì số cách điền có S chẵn và số cách điền có S lẻ của bảng m.2 là bằng nhau nên  số cách điền có S chẵn và số cách điền có S lẻ của bảng m.3 cũng bằng nhau.
Do đó với lập luận tương tự như trên chúng ta có thể dễ dàng chúng minh quy nạp theo n cho bảng T kích thước m.n.

c) Gọi tập tất cả cách điền là M. 
Gọi A là tập tất cả cách điền mà khi xóa đi cột thứ n thì tất cả các ô vuông còn lại giống nhau, tức là có bảng T’ có m.(n-1) ô vuông giống nhau.

Nếu T’ có k > 0 hàng không có số 1 thì số phần tử của A là 
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 (vì tại k ô nằm trên  k hàng không có chữ số 1 chúng ta phải điển chữ số 1, còn m – k hàng còn lại có thể điền 0 hoặc 1) do đó số cách điền có S chẵn và số cách có S lẻ trong A bằng nhau .
Nếu T’ có tất cả các hàng đều có chứa ít nhất 1 số 1 thì số phần tử của A là 
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 (vì tại mỗi ô chúng ta có thể điền 0 hoặc 1 mà trừ đi trường hợp tất cả đều bằng 0) do đó số cách điền có S chẵn và số cách có S lẻ trong A hơn nhau một đơn vị.

 Vậy số cách điền có S chẵn  và số cách điền có S lẻ trong M hơn nhau một đơn vị.

Cách 2:

Do vai trò của học sinh nam và nữ như nhau nên không mất tính tổng quát ta chỉ xét một học sinh nam bất kỳ gọi là H. Gọi C(n,m) là số lượng chương trình có chẵn bài có thể của một Liên hoan song ca với n học sinh nam và m học sinh nữ. L(m,n) là số lượng chương trình có lẻ bài hát có thể có của một Liên hoan song ca với n học sinh nam và m học sinh nữ.

Gọi A1, A2, A3, A4 lần lượt là tập hợp các chương trình có thể có với n học sinh nam và m học sinh nữ thuộc loại 1, 2, 3, 4 với:
Loại 1: Chương trình lệ thuộc vào H và có chẵn bài hát.

Loại 2: Chương trình lệ thuộc vào H và có lẻ bài hát.

Loại 3: Chương trình không lệ thuộc vào H và có chẵn bài hát.

Loại 4: Chương trình không lệ thuộc vào H và có lẻ bài hát.

Một chương trình thuộc loại 3 hoặc 4 khi bỏ đi các tiết mục của H sẽ được một chương trình với n-1 học sinh nam và m học sinh nữ nên ta sẽ chứng minh được:
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Từ đây suy ra C(n,m) – L(n,m) = L(n-1,m) – C(n-1,m)
Mà ta có L(2,m) = C(2,m) theo chứng minh ở cách 1.

Cách 3:
a) Xét đồ thị lưỡng phân G(M, N, E) trong đó M là tập đỉnh biểu diển học sinh nam và N là tập đỉnh biểu diễn học sinh nữ.

Ta có |M| = m, và |N| = n. Gọi O(m,n) là số đồ thị có số cạnh lẻ, E(m,n) là số đồ thị có số cạnh chẵn.
Theo điều kiện của đề, ta thấy mỗi đỉnh từ M được nối với ít nhất một đỉnh ở N và ngược lại. Một buổi biễn phụ thuộc vào học sinh nam I (nữ tương tự) nghĩa là trong đồ thị lưỡng phân G(M, N, E) thì trong tập các đỉnh nối với đỉnh I phải có ít nhất một đỉnh 
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)=1, Giả sử có k đỉnh như vậy. Bỏ đi các đỉnh 
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có deg = 1 và đỉnh i, ta sẽ thu được đồ thị G(M’, N’, E’) mà trong đó |M’| = m -1 và |N’| = n – k. sau khi xóa đi k cạnh, số cạnh còn lại có thể chẵn hoặc lẻ. Với trường hợp chẵn, Nếu trong tập M’ không có đỉnh mt nào có deg(mt) = n – k thì ta có thể chọn một số lẻ đỉnh và nối đỉnh đó đến với một đỉnh khác trong tập N’, khi đó sẽ được một số đỉnh lẻ, như vậy ta có 
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 . Tương tự đối với việc chọn số đỉnh chẵn để được số cạch chẵn, ta có 
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 Dễ thấy O = E nên suy ra số tập cạnh chẵn sẽ bằng tập số cạnh chẵn. Tương tự với trường hợp phần còn lại là tập cạnh lẻ. Nếu có ít nhất 1 đỉnh trong M’ có deg = n – k, ta bỏ đi các các cạnh qua các đỉnh này và chọn tương tự cho phần các đỉnh còn lại. Như vậy, từ đây ta luôn có điều phải chứng minh.
b) Xét một điểm I thuộc M, nếu đồ thị G bị phụ thuộc vào I thì dựa vào câu a) sẽ có số đồ thị có số cạnh chẵn và số đồ thị có số đỉnh lẻ bằng nhau (*). Với những đồ thị không phụ thuộc vào I, khi bỏ i, ta sẽ được số đồ thị có số cạnh chẵn E(m-1,n) và số đồ thị có lẻ cạnh là O(m-1,n). Nếu I có deg(i) = 2k + 1 thì từ số đồ thị có số chẵn cạnh E(m,n) ta sẽ có được số đồ thị có số lẻ cạnh k.O(m-1,n), tương tự với O(m,n) (1) khi với deg(i) = 2k >0 thì từ số đồ thị cạnh chẵn E(m,n) ta nhận được số đồ thị có cạnh chẵn là (k-1)E(m-1,n) trương tự đối với đồ thị có số cạnh lẻ (2) (sở dĩ được k – 1 vì không xét đến deg(i) = 0 cũng là một số chẵn).
Từ (1), (2) và (*) suy ra:

E(m,n) = O(m,n) = O(m-1,n) – E(m-1,n) = …= (-1)m(E(2,n)-O(2,n))=(-1)m
Do E(2,n) = O(2,n) theo cách 1

Vậy ta có điều phải chứng minh.
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