MOT SO CHUYEN DE VE TO HOP DANH
CHO HOC SINH CO NANG KHIEU TOAN
BAC TRUNG HOC PHO THONG




Muc luc

Loi cam on 1
Mo dau 3
Chuong 1. Kién thitc co ban 6
I.1. Quytdccongvaquyticnhan . ... ... ... ....... 6
1.2, Hodnvivatdhop . . ... ... ... ... . . ... ..... 7
1.3. Nguyén 1y chuong chim b6 cau (Nguyén ly Dirichlet) . ... 9
1.4. Hoanvivatohopténg quat . . ... ............. 11
1.5. Cong thic baoham valoaitrr . . . . . . ... ... ... .. 14

Chuong 2. Mot sé chuyén dé vé to hop danh cho hoc sinh ¢6 nang

khiéu toan bac trung hoc phé thong 17
2.1. Chuyén dé 1: Quy tic cong va quy taicnhan . . . . . . . . .. 18
2.2. Chuyéndé2: Hoanvivatohop . ............... 23
2.3. Chuyén dé 3: Nguyén ly chuéng chimbécau . . ... .. .. 29
24, Chuyéndé4:Cacs6Ramsey . . . . ... ... ........ 32
2.5. Chuyéndé5:Cacs6Catalan . . . . ... ... ........ 38
2.6. Chuyén dé 6: Cac s6 Stirling . . . . ... ... ... ..... 41
2.7. Chuyén dé 7: Hodn vi va t6 hop tbng quat . . . . . . ... .. 47
2.8. Chuyén dé 8: Nguyén ly bao ham va loai trir . . . . ... .. 50
2.9. Chuyeén dé 9: Nhitng su xdo tron va nhiing su sap dat truée . . 54
2.10. Chuyén dé 10: Dai luong batbién . . . . ... .. ... ... 57
Chuong 3. Mot so bai tap dé nghi 60



C6 thé néi tu duy vé t6 hop ra doi tir rdt sém. Vao thoi nha Chu, nguoi ta
da biét dén cdc hinh v& ¢6 lién quan dén nhitng hinh vuong than bi. Thoi c6
Hy lap, nha triét hoc Kxenokrat, séng & thé€ ky thi 4 trudc cong nguyén, da
biét tinh s6 cdc tir khac nhau lap tir mot bang chit cdi cho trude. Nha toan
hoc Pitago va cac hoc trd cua 6ng da tim ra nhi€u con s6 c¢6 tinh chat dac
biét. Viéc tim ra duoc cac s6 nhu vay doi hoi phai c6 mot nghé thuat t6 hop
nhat dinh. Tuy nhién, c6 thé néi ring, 1y thuyét t6 hop duoc hinh thanh nhu
mot nganh toan hoc mdi va quang thé ky 17 bang mot loat cdc cong trinh
nghién citu nghiém tdc clia cdc nha todn hoc xuat sic nhu Pascal, Fermat,
Leibnitz, Euler...Mic dii vay, trong su6t hai thé ky rudi, t6 hop khong c¢6 vai
trd nhiéu trong viéc nghién citu tu nhién. Dén nay, vdi su hd trg dac luc cua
mady tinh , t6 hop da chuyén sang Iinh vuc toan tng dung vdi su phat trién

manh mé, c6 nhi€u két qua c6 ich cho con nguoi.

Nhan thitc duogc vai tro ctia 1y thuyét t6 hop doéi véi doi song hién dai. Ly
thuyét t6 hop da duoc dua vao chuong trinh hoc phé thong va chi€m mot
phan trong céc ky thi todn quoc gia va quoc t€. Tuy nhién, & nudc ta, tai liéu
viét vé t6 hgp chua nhiéu. Do d6, ban luan vin nay s& cung cip thém mot tai
lieu vé t6 hop cho hoc sinh phd thong; dic biét 1a danh cho nhitng em hoc
sinh ¢6 nang khi€u mon toan. Ching t6i hi vong luan van nay sé dap ung
duoc phan nao long yéu thich kham pha toan hoc ctia cdc em. Dong thoi day

ciing 1a mot tai liéu dé cac dong nghiép tham khdo.

Luan van gom ba chuong. Chuong mot chiing toi trinh bay mot s6 kién
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thifc co ban ctia t6 hgp theo mot logic khac so vé6i sich phd thong nhim gay
su m&i la cho hoc sinh. Chuong hai 1a trong tam cua luan van. Trong chuong
nay, hoc sinh duoc tim hi€u mudi chuyén dé:

Chuyén dé 1: Quy tic cong va quy tac nhan.

Chuyén dé 2: Hodn vi va t6 hop.

Chuyén dé 3: Nguyén 1y chu6éng chim bo cau.

Chuyeén dé 4: Cic s6 Ramsey.

Chuyén dé 5: Cac so Catalan.

Chuyén dé 6: Cac so Stirling.

Chuyén dé 7: Hodn vi va t6 hop tong quat.

Chuyén dé 8: Nguyén ly bao ham va loai trir.

Chuyén dé 9: Nhiing su xdo tron va nhitng su sip dat trudce.

Chuyén dé 10: Dai luong bat bién.
Trong mdi chuyén dé, cdc bai tap thuong dugc dan dat theo nhiing chi dé
nhat dinh. Qua d6 hoc sinh tu tim thdy cho minh nhitng kién thic lién quan
dén chu dé dugc néu. Dong thoi, moi bai déu c6 10i giai chi tiét, ngan gon,
ddy sdng tao va bat ngd. Céc 101 giai nay it gap trong céc tai liéu vé t6 hgp c6
trén thi trudng. Tac gia hi vong chinh diéu nay kich thich su ham hiéu biét,
long say mé ctia cic hoc sinh ¢6 nang khi€u todn. Chuong ba c6 ndi dung la
nhitng bai tap dé nghi dugc chon lua ki ludng; nham gidp cidc em van dung
nhitng kién thiic thu dugc tir hai chuong truéc dé nang cao k¥ niang giai toin

t6 hop ciia minh.

Sau mot thoi gian nghién ctru luan van da duge hoan thanh. Tuy nhién sé
khong tranh khoi nhi€u sai s6t. Kinh mong su gop y cta quy thay co, cac

ban dong nghiép va cac em hoc sinh. Chiing t6i xin chan thanh cam on!



Chuong 1
Kién thirc co ban

1.1. Quy tac cong va quy tac nhan

Quy tac cong: Néu F;(i = 1,..., k) 1a k su kién thoa man:

(7) Khong c6 hai su kién nao trong s6 ching xay ra dong thoi

(i1) E; c6 thé xay ra theo n; cdch
thi mot trong & su kién c6 thé xdy ra theo (ny + ns + ... + ny.) cach.
Vi du 1.1.1 Mot 16p hoc c¢6 18 hoc sinh nam va 12 hoc sinh nit thi c6
18 + 12 = 30 cdch chon mot hoc sinh (khong ké nam, nif) 1am nguoi dai
dién cho 16p.
Vi du 1.1.2 Gia thiét £ la su kién chon cac sO6 nguyén t6 nhé hon 10 va F'
la su kién chon cédc s6 tu nhién chan nho hon 10.
Thi: E ¢6 4 cach xay ra, I’ c6 4 cach xay ra. Nhung vi 2 1a mot s6 nguyén
t6 chdn nén mot trong hai su kién E hoac F' ¢ thé xdy ratheo4+4—1=7
cach.
Quy tic nhan: Néu E;(i = 1,...,k) 1a k su kién va E) c6 thé xay ra theo
ny cach; By c6 thé xay ra theo ny cdch (khong phu thudc dén viec E; xay
ra nhu th€ ndo); £3 cé thé xdy ra theo ns cach (khong phu thudc dén viéc
E, va Ey xay ra nhu thé ndo),...,E) ¢ thé xdy ra theo n;. cdch (khong phu
thuoc dén (k — 1) su kién tru6c xay ra nhu thé ndo), thi & su kién c6 thé xay
ra dong thoi theo ny.n9.n3...n; cach.
Vi du 1.1.3 Mot gid sdch c6 6 quyén sdch ti€ng Anh do6i mot khac nhau; 8
quyén sach ti€ng Phap doi mot khac nhau va 10 quyén sach ti€ng Dic doi
mot khac nhau.

(7) C6 6.8.10 = 480 céch chon 14y 3 quyén sdch trong d6 moi quyén mot



thit tiéng.

(#7) C6 6 + 8 4+ 10 = 24 céch chon 14y 1 quyén sdch bat ky trong s6 cac
quyén sdch néi trén.
Vi du 1.1.4 Néu mot bai thi tric nghiém cé 8 cau hoi mdi cau hoi ¢6 3
phuong an tra 16i (mot phuong an ding va hai phuong an sai). Vay s6 cach

chon cau tra 16i clia tit ca 8 cau hoi trén 12 3% = 6561 cdch.

1.2. Hoan vi va t6 hop

Cho X 1a mot tap hgp bao gom n phan tir va r 1a mot s6 nguyén khong
am nho hon hoac bang n.
Pinh nghia 1.2.1 Mot r-hodn vi cia X 1a mot bo sap thit tu gém r phan tir
tlr » phan tir cia X.
Mot n-hoan vi cua X dugc goi la mot hoan vi cua X.
S6 r-hoéan vi cia mot tap hgp n phan tir duge ky hiéu 1a P(n, ).
Vi du 1.2.2 {2,3,4} va {2,4,3} 1a hai 3-hoan vi khac nhau cua X =
{1,2,3,4,5}.
Pinh nghia 1.2.3 Mot r-t6 hop ctia X 12 mot tap con gom r phan tir cha X .
S6 r-t6 hgp clia mot tap hop n phan tir duge ky hiéu 1a C'(n, r).

Binh I 124 (i) P(n.1) = ”!T)!
(id) C(n,7) = P(Z’ 1) _ - (n”i o =Clnn =)

o) day chung ta dua ra ham giai thtra:
m! = (1).(2)...(m) va 0'=1

Chitng minh: (i) C6 n cdch chon mot phan tir bat ky cua X vao vi tri dau
tién trong 7 vi tri; c6 (n — 1) cach chon mot phan ti tir nhém (n — 1) phan
tlr con lai dé chiém vi tri thit hai trong s6 7 vi tri. Chd ¥ ring s6 cach chon
phan tir chiém vi tri thit hai khong phu thudc vao cach chon phan tir chiém &

vi tri thit nhat nhu th€ nao.



Do d6 theo quy tic nhan, hai vi tri dau tién c6 thé 14p day boi n(n — 1)

cach...va tat ca r vi tri ¢6 thé 1ap ddy boi:

Pn,r)=n(n—1)..(n—r+1) = ()]

cach.

(1) Dé dénh gid C'(n,r), chd y ring mot r-hoan vi cua tap hgp n phan tir X
l1a hoan vi cua mdt r-tap con nao dé cua X.

Hon nita, nhitng r-tap con phan biét sinh ra r-t6 hop phan biét. Do d6, bing

quy tac cong ta co:
P(n,r)= P(r,r)+ P(r,r)+ ...+ P(r,r)

S6 cac s6 hang & v€ phai la s6 cac r-tap con ciia X tic 1a C'(n,r). Do dé ta

P(n,r)=C(n,r)P(r,r) = C(n,r)r!

Moi r-tap con ctia X ¢6 mot tap con bu duy nhét 1a (n — r)-tap con. Tir d6

ta c6 mot quan hé quan trong la:
C(n,r) =C(n,n—r)
Dac biét, s6 hoan vi ctia n phan tir la:

P(n,n) = n!

Nhan xét 1.2.5 Trong chuong trinh ph6 thong, mot r- hoan vi ciia mot tap
hop ¢6 n phan tir duge goi 1a mot chinh hop chap r ctia n phan tir, mot r- t6
hop ctia mot tap hop c6 n phan tir dugc goi 12 mot té hgp chap r cta n phan
tir do.

Vi du 1.2.6 Mot cau lac bo gobm 12 hoc sinh khéi 12; 10 hoc sinh khoi 11;
9 hoc sinh khéi 10. Can lap ra mot ban dai dién gom: 4 hoc sinh khéi 12;

12!
4 hoc sinh khéi 11; 3 hoc sinh khéi 10. Vay ta ¢6: C(12,4) = TR 495
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cach chon 4 hoc sinh khéi 12; C'(10,4) = 210 cach chon 4 hoc sinh khoi 11;
C(9,3) = 84 cédch chon 3 hoc sinh khoi 10. Bing quy tic nhan, s6 cach dé
chon ra ban dai dién trén la: 495.210.84 = 8731800 céch.

1.3. Nguyén ly chuong chim bo cau (Nguyén ly Dirichlet)

Mot s6 két qua sau sic cua ly thuyét t6 hop xuat phdt tir mot ménh dé
don gian:

Néu n chudng chim bd cau 1a noi trd 4n cla it nhat (n + 1) con chim b6
cu thi c6 it nhat mot chuodng chim chita tir hai con chim b6 céu trg 1én.
Vi du 1.3.1 Gia thiét ring c6 nhiéu chi€c tat do, nhiéu chiéc tat tring va
nhi€u chiéc tat xanh & trong hop. Hoi phai 14y tir hop do ra it nhat bao nhiéu
chiéc tat (khi 1ay khong nhin vao bén trong) dé chic chin duoc 2 chiéc cung
mau.

Giai

Mobi mot mau duoc coi nhu mot chudng chim bo cau vay n = 3. Do do, néu
14y n + 1 = 4 chiéc tat thi it nhat c6 hai chiéc tit cing mau. Mot tong quat
don gian cua nguyén ly chuoéng chim b6 cau nhu sau:

Néu n chuéng chim bd cau 1a noi tri 4n ctia kn + 1 con chim b6 cau véi
k 1a mot s6 nguyén duong thi it nhat c6 mot chuong chia tr k£ + 1 con chim
bo cau trd 1én.
Vidu 1.3.2 Tuong tu nhu vi du 1.3.1 néu can 1ay 6 chiéc tit cing mau thi ta
van c6 n = 3 va dé dam bao ring mot (hay nhiéu hon) trong s6 cic chuéng
d6 chita £ + 1 = 6 (hoac nhi€u hon) con chim b6 céu thi ching ta phai 1dy
kn + 1 = 16 con chim. Do dé dap s6 1a 16 chiéc tat.
Vi du 1.3.3 Mot ta chita 20 chiéc 4o so mi trong dé cé 4 chi€c mau do; 7
chi€c mau trang va 9 chi€c mau xanh. Hoi phai 14y ra it nhit bao nhiéu chiéc

4o (khi 14y khong duoc nhin vao th) dé 1ay duoc r = 4,5,6,7,8,9 chiéc 40



cung mau?

Giai
%) Truong hop 1: » = 4 = k+ 1. Suy ra k = 3. C6 3 mau nén n = 3. Do do,
can phai 14y ra it nhat kn + 1 = 3.3 + 1 = 10 chiéc 40 so mi.

) Truong hop 2: r =5 = k + 1. Suy ra k = 4. Phan tich don gian nhat,
chiing ta tudng tuong rang nhitng chi€c 40 duoc 14y ra tir th mot cach tuln tu.
Tinh huéng "lang phi" su di chuyén nhit 1a 4 chiéc 4o 14y ta ddu tién clng
mau do. Do d6 cac chiéc con lai phai 14y ra ¢6 mau xanh hodc mau trang.
D€ chic chan r = 5 chiéc 4o 14y ra c6 cing mau thi n = 2. SO lugng 4o it
nhét ¢c6 mau xanh hodc mau tring can ldy ra la: kn +1 =4.2+ 1 = 9 (theo
nguyén ly chuoéng chim b6 cau). Vay can Iy ra it nhat 4 + 9 = 13 chiéc 4o.

) Truong hop 3: r = 6 = k + 1. Suy ra & = 5. Tuong tu nhu truong hop
2,kétqualad+kn+1=4+52+1= 15 chiéc 4o can phai 14y ra.

) Truong hgp 4: r = 7 = k + 1. Suy ra k = 6. Tuong tu két qua la
4+kn+1=4+46.2+ 1= 17 chiéc 4o can phai 14y ra.

) Truong hop 5: r = 8 = k + 1. Suy ra k = 7. Bay gio néu 1ay ra nhiing
chiéc 40 mau do hodc mau trang thi déu vo gia tri. Do d6 s6 chiéc do can
layrala: 4 +7+kn+1=4+7+ 7.1+ 1 =19 chiéc.

) Truong hop 6: » = 9 = k + 1. Tuong tu nhu truong hgp 5 ta c6 két
qua: 4+ 7+ kn+1=4+7+8.1.+ 1 = 20 chiéc 4o can phai 14y ra.

Cho S 1a mot tap hop, tao thanh bdi xq do6i tuong ¢6 dau hiéu 1; xo > x4
doi tugng ¢6 dau hiéu 2; x3 > x9 doi tuong c6 dau hiéu 3,..., x, > z,_1 doi
tuong c¢6 dau hiéu n. Ki hiéu v, 1a s6 nguyén nhd nhat thoa man tat ca cac

tap con géom v, phan tr cia S ma moi tap con chita it nhat r doi tugng cd
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cung mot dau hiéu. Khi do:

(

n(r—1)+1, r <
(n=1)(r —1)+ 1+, r) <7 < 1
vr=9(n—=2)(r—1)+1+x1 + x9, Ty <1 < T3

\(1)(7“—1)—|—1+:1:1+a:2—|—...+xn_1, Tpo1 <1 <y

Pinh nghia 1.3.4 Né&u z 1a mdt s6 thuc thi phan nguyén cua z, ki hi¢u [z]
la s6 nguyén I16n nhat nhé hon hoic bang z.
Pinh ly 1.3.5 Né&u nh6t m con chim bo céu vao n chuéng thi it nhat mot
N P N 2. 1A . (m - 1)
chuong chua tit p + 1 con tro Ién véi p = [—} :
n

Chitng minh: Gia s nguoc lai, tat cdc chuong déu chita nhiéu nhit p con
m—1

chim. Vay s6 chim b6 cau nhé hon hoic bang np < n( ) =m—1<m
(mau thuan).
Vidu 1.3.6 Gia sir c6 26 sinh vién (m = 26) va 7 chiéc 6 t0 dé chd ho. Vay

25 . o NN . )
cOp= [7} = 3. Do d6 c¢6 it nhat mot chi€c 6 t6 cho tir 4 sinh vién tro I1én.

1.4. Hoan vi va t6 hop tong quat

Pinh nghia 1.4.1 Néu X la mot da tap gom n vat (khong can thiét phai
phan biét), bat ki mot su sdp x€p nao cua r < n vat tir da tap X duge goi 1a
mot r-hodn vi tong quét cia X (néu r = n ching ta goi don gian 1a hoan vi
tong qudt cua X).

Vidu 142 batap X = {A,A,B,B,B,C,C} ¢c6 AABCBBC la mot
hodn vi téng quét cua X.

Néun;(i =1,2,....k), r vanla k + 2 s6 nguyén duong thoa man n; + ns +
P(n,r)

. + np =7 <ntadat P(n;ny,ne,..,ng) = ————
nl'ng'nk'
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P(n,n)

(n — T)' ta co:

Nhan xét 1.4.3 Tt P(n,7) =

P(n;ny,ng,...,nk) = P(n;ny, no, ...,ng,n — 1)

) _ _ P(18,3+4+6) P(18,13) 18
Vidul4.4 P(18;3,4,6) = 31416/ 314160 3141615
P(18;3+4+6+5)

3!4!6!5!
= P(18;3,4,6,5) Tanhan dugc cong thiic cho s6 hodn

vi cia mot da tap boi dinh 1y sau:

Pinh 1y 1.4.5 S6 c4c hodn vi téng quét cia mot da tap X bao gom n; vat
giong nhau c6 cung dau hieu i (i = 1,2, ..., k) 1a P(n;ny,no, ..., ng); & day
n=mny+ng+..+nk

Chitng minh: Goi p 1a téng s6 cac hoan vi tong quat ctia X. Néu n vat
cua X la phan biét thi P(n,n) 1a s6 hoan vi cua X. Khi d6, so sanh s6 hoan
vi tao bdi ny vat phan biét ¢6 ddu hiéu 1 va n — n; phan tir con lai véi s6
hodn vi tao bdi n; vat giéng nhau cé dau hiéu 1 va n — ny vat con lai thi s6
hodn vi tang 1&n n4! 1an. Diéu nay ciing ding do6i v6i nhitng vat c¢é dau hiéu

i (1=2,3,....k). Do d6 theo quy tic nhan, dit ¢ = n;!ns!...n;! thi ta c6:

P(n,n
p= (q ) = P(n;ny,na, ..., ny)
Viduld.6 X ={C,E,E,I,M,M,0,T,T} thi s6 hoan vi tong quét cha
X la:
9!
P(9, 1,2, 1,2, 1,2) — m - 45360

Nhan xét 1.4.7 Trong chuong trinh phé thong, hodn vi tdng quat goi 1a hodn
vi lap.
Vi du 1.4.8 Hoi c6 bao nhiéu cach xé&p hét 4 qua bong mau do6 giong nhau;
3 qua béng mau trang giéng nhau; 5 qua béng mau xanh giéng nhau, vao 18
vi trf thang hang cho truéc (mdi vi tri c6 nhiéu nhit 1 béng).

Giai
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S6 cach xép la:

18!
P(18;4,3,5) = Jioi; = 514594080

Gia st rang X 12 tap hop n phan tir va S 1a mot tap con bat ky cia X ¢6
r phan ti. Mot su phan chia c¢é quan tam dén thi tu cua S duoc goi 1a mot
r-t6 hgp tong quat cia X. Néu r = n, chiing ta c6 khai niém t6 hop tong
quat cua X.

S6 r-t6 hop tong quat cia X c6 ng phan tir 6 6 chia thit 1; ny phan tir &
0 chita thit 2.;...; n; phan tir & 6 chda thi £ ki hieu C(n;ny, no, ..., ny) trong
doni+no+...+n.=rla:
C(n;ni,no,...,ni) = C(n,n)C(n —ny,ng)...C(n—ny —ng — ... —ng_1)

n! _ P(n,r)
nilnal..np!(n — ) nilngl..ng!

(1.1)

Pinh Iy 1.4.9 C(n;n1,ns, ...,nx) = P(n;ny, no, ..., ng) trong dé ny + ny +

o+ =r<n

Vi du 1.4.10 C6 17 sinh vién mudn di du tiéc va c6 5 6 t6 dén dén ho. Tuy

nhién s6 chd ngoi con trong trén 5 xe 1a 4,4, 2,5 va 1. Do d6 chi dt chd ngoi

cho 16 sinh vién. Vay s6 cach chd 16 sinh vién trong 17 sinh vién trén la:
C(17;4,4,2,5,1) = Wgﬂ'l'

Hé qua 1.4.11 S6 cach phan chia (khong quan tam dén thi tu) cia mot tap

hop ¢6 luc luong n thanh p; tap con ¢ luc luong nq, po tap con co luc lugng

N9,...,Pk tap con ¢6 luc lugng ny (trong d6 cac n; (1 = 1,2, ..., k) 1a phan biét

va il pin; = n) dugc cho baéi cong thirc:

p1sO hang  p,s6 hang 10 hang

C(n;f, ..., g, .ng, o, g, ongy) n!
pilpa!...py! [p1!(na )P [pa!(n2!)P2]...[pi! (rg!)Pr]
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Vi du 1.4.12 Gia su ¢6 12 sinh vién tham gia chuong trinh "Ti€p stic mua
thi " . Ho can c6 mat tai mot bén xe A.

(i) S6 cach phan cong 12 sinh vién nay 1am viéc vao ba budi sang, chiéu,
t6i; moi budi 4 ngudi khac nhau 1a C'(12; 4,4, 4)

(71) SO cach phan chia 12 sinh vién nay thanh ba nhém, méi nhém c6 4 nguoi
khéac nhau la C'(12;4,4,4)/3!

(71) SO cach phan chia 12 sinh vién nay ding vao 4 clra (m6i ctra mot sinh
C'(12;4,4,4)
Al
3!
Nhan xét 1.4.13 Ngoai ra, trong chuong trinh phd thong ching ta con st

vien) la

dung dén hai khdi niém chinh hop lap va t6 hop lap:

Chinh hop lap: Cho tap hop X gébm n phan t. Moéi day cé do dai r gom
céc phan tir ciia tap X, ma méi phan tir c6 thé 1ap lai nhiéu 1an va dugc sip
x€p theo mot thit tu nhat dinh dugc goi 1a mot chinh hop lap chap r cta n
phan tir thudc tap X. S6 chinh hgp lap chap r cua n phan tir bang s6 dnh xa
tlr tap r phan tr dén tap n phan t va bang n'.

T6 hop lap: Cho tap hop X gébm n phin tir. Mot t6 hop lap chap r (r khong
nhét thi€t phai nho hon n) ctia n phan tir thuoc X 1a mot bo gom 7 phan ti,
ma mdi phén tr nay 12 mot trong nhitng phan tir ctia X. S6 t6 hop lap chap r

cua n phan ta bang C'(n +r — 1, 7).

1.5. Cong thic bao ham va loai tru

S6 luwong phan tir ciia mot tap hop hitu han A duoc ki hiéu 1a n(A) hay

| A |. Ta dé dang ching minh dugc rang:
n(AUB) =n(A)+n(B) —n(AN B)

trong d6 A va B 1a cdc tap hop hitu han. Do d6 dé tinh s6 phén tir cia AU B,
chiing ta cong n(A) va n(B) sau d6 trlr di n(A N B) tir téng d6 (ching ta
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loai trir di nhitng gi 1a chung cua hai tap hgp). Pay la y tuéng cua nguyén ly
bao ham va loai tru.
Néu A la mot tap con cta X ta ky hiéu phan bu cua A trong X 1a A’. Khi

d6 néu A va B 1a hai tap con ctia X thi ta c6 dang thic sau:
n((A U B)’) = n(X) — n(AUB) = n(X) — [n(A) + n(B) + n(AN B)]
Nhung (AU B) = A’'N B’ do dé:

n(A'NB") =n(X) — [n(A) + n(B)] + n(AN B)

Pinh nghia 1.5.1 Néu x 1a mot phan tir bat ky cua X va A 1a mot tap con
nao d6 ctua X, thi phép dém cua z trong A bang 1 néu = & trong A va bang
0 néu z khong & trong A.

Sieve da ching minh mot dinh 1y tong quét sau:

Dinh ly 1.5.2 (Cong thic Sieve.) Néu A;, Ao, ..., A, 1a nhiing tap con cua
mot tap hitu han X thi:

n(AjNA,N..NA Y=n(X)— S+ S5 — ..+ (-1)"S,

trong d6 S; 1a ky hiéu clia tong cédc luc lugng cla tat ca nhitng k-bo giao
nhau duoc tao ra tir m tap hop & trén.
(S1=n(A1) +n(As) + ... +n(An); S2 = >, n(AiNA4)),...)
zy;ém
Chitng minh: Lay 2 1a mot phan ti tuy y cua tap hop X .Ta chi ra rang phép

dém cua x c6 két qua giong nhau & ca hai vé€ ciia phuong trinh trén. Ching
ta quan tam t6i 2 truong hop:
(7) = khong la phan tir ctia bat ky tap hop nao trong s6 m tap hop trén.
(74) x 1a phan tir chia ding r tap hop trong s6 m tap hgp trén, r > 1; chiing
ta luon c6 thé gia thiét 1a A, As, ..., A,.
Trong truong hop dau, phép dém clia = bang 1 & ca hai v€ cua phuong trinh.
Trong truong hop sau, phép dém cua x & v€ trdi bang 0. D6i v6i v€ phai

chung ta co:
Sk=>Y n(A,NA,N..NA) (k=12 m)

15



Phép dém cua x & v€ phai la:
1-C(r,1)+C(r,2) = C(r,3)+ ... + (=1)"C(r,r) = (1 —-1)"=0
Pinh ly 1.5.3 Véi ky hiéu giong nhu dinh 1y 1.7
n(AiUA U..UA,) =85 — S+ ...+ (=113,

Chitng minh: Tacén(A;UAU...UA,) =n(X)—n(A|NA,N...NAL)

suy ra diéu phai ching minh.
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Chuong 2
Mot so chuyén dé vé to hop danh cho hoc
sinh ¢6 nang khiéu toan bac trung hoc pho

thong

Trong chuong nay tic gia xin trinh bay 10 van dé:

Chuyén dé 1: Quy tic cong va quy tac nhan.

Chuyén dé 2: Hodn vi va t6 hop.

Chuyén dé 3: Nguyén 1y chudéng chim bo cau.

Chuyeén dé 4: Cic s6 Ramsey.

Chuyén dé 5: Cac so Catalan.

Chuyén dé 6: Cac so Stirling.

Chuyén dé 7: Hodn vi va t6 hop tong quat.

Chuyén dé 8: Nguyén ly bao ham va loai trir.

Chuyén dé 9: Nhimng su xdo tron va nhitng su sip dat trudce.

Chuyén dé 10: Pai luong bat bién.
Trong modi chuyén dé, cdc bai tap thuong dugc dan dat theo nhiing cht dé
nhat dinh. Qua d6 hoc sinh tu tim thdy cho minh nhitng kién thic lién quan
dén chu dé dugc néu. Pong thoi, moi bai déu c6 10i giai chi tiét, ngan gon,
ddy sdng tao va bat ngd. Céc 10i giai nay it gdp trong cac tai liéu vé t6 hop
c6 trén thi trudng. Tdc gia hi vong chinh diéu nay kich thich sy ham hi€u

biét, long say mé cua cic hoc sinh c¢6 nang khi€u toan.
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2.1. Chuyén dé 1: Quy tac cong va quy tiac nhan

Muc dich ctia chuyén dé 13 dung hai quy tic dém co ban tim hiéu mot
s tinh chat vé s6 palindrome, chudi nhi phan, ham 16gic tu d6i ngau; tir d6
dung 1am co s& dé giai mot s6 bai todn t6 hop khdc trong cac chuyén dé ti€p
theo. Ngoai ra, con ¢6 mot s6 bai todn khac van dung hai quy tac nay dem
dén mot 101 giai hay, doc ddo. Hoc sinh c¢6 thé tim thdy su thd vi qua cach
Vi€t cac sO & bai 2.1.5, cach tim ra mdi lién hé gifta bai 2.1.7 va bai 2.1.8
hay trong céc bai 2.1.9 va 2.1.10 thay vi tim s6 cach phan tich s6 nguyén N
thanh tich ctia hai s6 nguyén to cung nhau ta lai di tim s cach phan chia
mot tap hop tuong Gng thanh hai tap hop khac rong khong giao nhau...
Pinh nghia 2.1.1 Mot palindrome 1a mot day hitu han céc ky tu ma doc
xuoi va doc ngugc nhu nhau (Vi du: ABEUEBA).
Bai toan 2.1.2 Hoi c6 bao nhiéu palindrome c6 7 chit s6 hoac 8 chit so, biét
rang trong s6 d6 khong c6 chit s6 nao xuat hién nhiéu hon 2 lan.
Gidi: Gia sit mot s6 palindrome cé d6 dai n. Do tinh doi xting, ta chi can
quan tap dén {HTH} vi tri ddu tién. Cu thé, trong bai ndy ta chi cin quan
tam dén 4 vi tri dau. Vi tri dau tién phai khac 0 nén cé 9 cach chon. C6 9
cach chon cho vi tri thtt 2, 8 cach chon cho vi tri tht 3, 7 cdch chon cho vi
tri thi 4. Do d6 ¢6 (9).(9).(8).(7) = 4536 s6 palindrome thod man yéu cau
bai todn.
Pinh li 2.1.3 Chitng minh rang : "Mot s6 palindrome c¢é do dai chdn thi
chia hét cho 11". (1)
Ching minh: Ta thdy néu bd di chit s6 dau tién va chit s6 cudi cling cua
mot s6 palindrome thi ta lai dugc mot so6 palindrome méi. Do d6 ta ching
minh (1) theo phuong phap quy nap.
Gia st cho N 1a mot s6 palindrome c6 do dai 2k.

+) Néu k = 1 thi (1) hién nhién ding.

+) Néu k > 2 ta co:
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N = a%_l.lo%_l + agk_g.lOQk_Q + ...+ ak.l()k + ak.lok_l + ...+ agk_g.lol
+ agk_l.lOO = agk_1(102k_1 + 100) + (agk_g.lozk_2 + ...+ agk_g.lol) =
agg-1.P + Q

Trong do6: P = 100...001 = 11.9090...9091

2kchir s6 2k—2chit sO
va Q = as_2.10%72 + ..+ agp_s.10"
Theo gia thi€t quy nap () chia hét cho 11. Vay n chia hét cho 11. (dpcm)
Bai toan 2.1.4 Trong mot s6 palindrome nhi phan, chit s6 ding dau la 1 va
nhiing chit s6 ti€p theo c6 thé 1a 0 hodc 1. Hay dém tat ca céc s6 palindrome

nhi phan c6 do¢ dai n.

n—+1 n—1
] —1= { 2 }
vi trf, mdi vi tri ndy c6 thé 1ap ddy bang chit s6 1 hoac chit s6 0.Vay ¢6 tat

Gidi: Theo bai 2.1.2, ching ta chi can quan tam dén [

ca 21"z 36 thod man yéu cdu bai todn.
Bai toan 2.1.5 Trong 100000 s6 nguyén duong dau tién c6 bao nhiéu s6 ma
trong biéu dién thap phan ciia n6 chita diing mot chit s6 3, mot chit s6 4 va
mot chit so 5.
Gidi: Ta viét 100000 s6 nguyén duong dau tién theo cdch sau:

+) S6 0 viét 1a 00000.

+) S6 1 viét 1a 00001.

+) S6 2 viét 1a 00002.

+) S6 99999 viét 1a 99999.
Theo cach viét trén, mbi s6 can tim ¢ 5 vi tri. Chit s6 3 ¢6 thé chon bat ky
mot trong 5 vi tri da cho, sau d6 chit s6 4 c6 thé chon bat ky mot trong 4 vi
tri con lai, chit s6 5 ¢6 thé chon bat ky mot trong 3 vi tri con lai, con hai vi
tri ta ¢6 thé€ chon bat ky chit s6 nao thude tap hop {0,1,2,6,7,8,9}. Vay c6
(5).(4).(3).(7).(7) = 2940 s6 nguyén thoa man yéu cau bai toan.
Bai toan 2.1.6 Tim s6 udc thuc su ctua s6 441000 (moét ude thuc su cua mot
sO nguyén duong n 1a bat ky udc nao cua n khac 1 va n).

Gidi: Mot s6 nguyén bat ky c¢6 thé biéu thi duy nhat bing tich cta luy thira
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cdc s6 nguyén t6. Cu thé: 441000 = (23).(3%).(5%).(7%). Bét ky mot uéc
nao thuc su hay khong thuc su 1a s6 c6 dang (2%).(3).(5%).(7%), trong dé:
0<a<3;0<b0<2,0<c<3;0<d<2. Trong cach biéu dién nay, a
c6 4 cach chon, b c6 3 cach chon, ¢ ¢6 4 cich chon, d c6 3 cdch chon. Vay

bang quy tic nhan, tong s6 udc thuc su thoa man sé 1a:
(4).(3).(4).(3) —2 =142 (s0)

Bai toan 2.1.7 Dé&m s6 udc thuc su cia mot s6 nguyén N biét N cé két qua

phan tich ra thira s6 nguyén t6 nhu sau:
N = pl"py?..ppF

(trong d6 p1, po, ..., pr 1la cac udc s6 nguyén to)

Gidai: Theo bai 2.1.6 s0 cac udc thuc su cia N la:
(n1+ (e +1)...(np+1) —2

Bai toan 2.1.8 Mot tap hop gobm n; vat dong nhat c6 ddu hiéu ¢, trong dé
1t = 1,2, ..., k. Cé bao nhiéu cach lay ra it nhat mot vat tir tap hop trén.

Gidi: Gia st nhitng vat c6 dau hiéu i 1a nhitng vat p; (coi p; 1a nhan tir nguyén
t0 clia sO nguyén N trong bai 2.1.7). Yéu cu bai toan tuong tu nhu dém so

udc cua N, khong bao gom s6 1. Theo bai 2.1.7 két qua can tim la:
(n1+ 1) (ne+1)...(np+1)—1

Bai toan 2.1.9 Tim s6 cach phan tich 441000 thanh hai nhan t&t m va n sao
chom > 1,n > 1 va m,n chi c6 uéc chung Ia 1. (N6i cach khac m va n la
hai s6 nguyén t6 cung nhau).

Gidi: Ta xét tap hgp X = {23;3?;5%; 7%} lién quan dén su phan tich ra thira
songuyeén t6 cua 441000. R& rang rang mdi phan tir clia X phai xuét hién
trong su phan tich ra thira s6 nguyén t6 cua m hoac ctia n nhung khong duoc
xudt hién dong thoi & ca 2 s6. Hon nita, hai su phan tich ctia m va n phai hgp

thanh X. Tic 1a s6 cach phan tich 441000 thanh cap m,n bang véi s6 cach
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chia X thanh 2 tap con khong réng (khong quan tam dén thi tu vi m.n va
n.m la su phan tich giong nhau). Céac két qua phan chia tap X (khong tinh
thit ty) thoa man yéu cau la:
X = {23} + {3%,5°, 7%} = {32} + {2%,5%, 7%}

— {72} 4 {28,3%,5%)

= {2°,3%} + {5°, 7%} = {2°,5%} + {3°, 7%}

— {2372 1 {32,5%)
Do d6 két qua cia bai toan 1a: 4 +3 =7 =241 -1
Bai toan 2.1.10 Tong quat bai 2.1.9 tacé: néu N = py"py2...pi"%, p1, D, ..y Dk
la cac so nguyén t6 (k > 2). Thi s6 cach phan tich N = m.n sao cho m,n

la hai s6 nguyén t6 cung nhau la:
okt _ 1 (m>1,n>1)

Gidi: Chiing minh bang phuong phap quy nap theo k.

+) Cho k = 2, két qua 1a dé thay.

+) Cho k& > 3, chiing ta chi ra rang mot tap hop k& phan tir phan biét
Z = {aj,ay, ...,ax_1,ax} c6 2871 — 1 céch phan chia thanh hai phan khong
rong (khong tinh thit tu). Gia thiét két qua ding véi nhitng tap hop c6 (k—1)
phan tir phan biét. Mot su phan chia cta Z la:

VA {ak} U {al, as, ..., akfl}
= {ak} Uw

2%=2 _ 1 c4ch phan chia thod méan yéu cu.

Bay gio gia thi€t quy nap W c6
Ung v6i méi cach phan chia d6 ta thém a;, vio mot trong hai phan thi duoc
hai cach phan chia ctia Z. Tinh thém cach phan chia & trén ta c6 két qua so

phan chia Z thanh hai phan thoa man yéu cau la:
1+ (282 —1).2=2""1— 1(dpcm).

Pinh nghia 2.1.11 Trong mot chudi nhi phan cdc phan tir bang 0 hoac biang
1. Cho X la mot tap hop tit ca cac chudi nhi phan c¢6 do dai n. Mot ham
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logic cua n bién 1a mot ham tir X t6i tap hop Y = {0, 1}.

Bai toan 2.1.12 Tim s6 ham logic phan biét cua n bién.

Giai: Luc lugng cua X 1a: r = 2". Do d6 s6 ham logic thoa man 1a 2",
DPinh nghia 2.1.13 Mot ham 16gic duoc goi 1a tu d6i ngau néu gia tri cua
ham f vin khong thay d6i né€u mdi phan tir thuéc mién xdc dinh cua f thay
déi bing cach: chit s6 0 déi thanh s6 1 va nguoc lai.

Vi du 2.1.14 Khin = 6, f(101101) = f(010010) nén f la mot ham logic
tu d6i ngau.

Bai toan 2.1.15 Hay liét ké tat ca cac ham logic tu doi ngau hai bién.

Gidi: C6 4 ham logic d6i ngau tir tap hgp X = {00;01;10; 11} t6i tap hop

Y ={0;1}
a) f1(00) = fi(11) = f1(01) = f1(10) =0
b) f2(00) = fo(11) = f>(01) = f»(10) =1
¢) f3(00) = f3(11) = f3(01) = f3(10) =1
d) f1(00) = f4(11) = f4(01) = f4(10) =0

Bai toan 2.1.16 Tim s6 luong cac ham logic tu doi ngiu ctia n bién.
Gidi: Theo bai 2.1.12 X ¢6 thé phan thanh g = 2" ¢ap (¢,¢’) trong dé6

chubi ¢’ ¢6 duoc tir ¢ bang céch thay 0 thanh 1 va nguoc lai. D6i v6i mbi cap
T

thi gia tri cia ham logic tv d6i ngdu cé thé nhan 1a 0 hoic 1. Do d6 c6 22
ham nhu vay. DPay chinh 1 can bac hai ctia tong s6 cdc ham logic.

Bai toan 2.1.17 Cho mot luGi gom cac 6 vuodng. Cac niit duge danh s6 tir 0
dén n theo chiéu tir trai sang phai va tir 0 dén m theo chiéu tir dudi Ién trén.
Hoi ¢6 bao nhiéu duong di khac nhau tir nit (0, 0) dén nit (n, m) néu chi
cho phép di trén canh cdc 6 vuong theo chi€u sang phai hoic 1én trén.

Giai

Mot duong di nhu th€ duoc xem géom n + m doan ( mo6i doan 1a mot canh 6
vuong ). Tai mobi doan chi duoc chon mot trong hai gia tri : di 1én ( ma ta ma
la 1) hay sang phai ( ma tamala 0 ). S6 doan di lén ding bang m va s6 doan

sang phai ding bang n. Bai todn dan dén viéc tim xem c6 bao nhiéu day nhi
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phan do dai n + m trong d6 ¢6 ding m thanh phan bang 1. Day ciling chinh
la sO tap con m phan tir cua mot tap n + m phan ti, vi th€ s6 dudng di can
dém bang C'(n + m,m).

Bai toan 2.1.18 Cho m, n la cic s6 nguyén 16n hon 1. Cho S 1a mot tap hop
c6 n phan tu, Ay, As, ..., A, 12 nhitng tap con cua S. Gia thiét rang bat ky
hai phan tr X va y trong S bao gio ciing c6 mot tap hop A; sao cho x & trong
A; vay khong & trong A; hoac x khong 6 trong A; vay & trong A;. Chiing
minh raing n < 2™,

Gidi: Chung ta hay lién k&t moi phan tir z trong S vGi mot day nhi phan c6 m
chit s6 a(z) = (x1, 29, ..., 2,,) thoa man x; = 1 néu = & trong A; va x; = 0

néu x khong o trong A;. Ta xay dung mdt ham so :

f:8—T={(x1,29,....;xp) | x; € {0,1}}

Tur gia thiét, néu = khac y thi f(x) khac f(y), hay f la mot ham don anh.
Vi vay s6 phan tir cia tap hop T phai nhi€u hon hodc bang s6 phan tir clia
tap S. Dé thdy s6 phan tir cia T bang 2™( bdi vi méi thanh phan x; cla
(w1, 9, ..., Tpy) chi ¢6 thé nhan mot trong hai gia tri 12 0 hodc 1). Do d6 ta

coOn <2,

2.2. Chuyén dé 2: Hoan vi va t6 hop

Cho f 1a mot dnh xa tlr tap hitu han A vao tap hitu han B. Ching ta déu biét
rang, néu f 1a don dnh thi n(A) < n(B). Néu f 1a toan anh thi n(A) > n(B),
con néu f 1a song anh thi n(A) = n(B). Day chinh la co s& clia phuong phap
thiét 1ap song dnh dé giai mot s6 bai todn t6 hop ma mot s6 sach da néu va
cling 1a chti dé€ dau tién tac gia luan van dua ra trong van dé nay. Ti€p dén la
mot s6 bai todn vé hodn vi vong quanh. Hoc sinh ¢6 thé thay thich thd véi

sur xudt hién hgp ly cta nhitng chié€c ghé trong nhiing bai nay. Cht dé thit ba
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dé cap dén do 1a phuong phdp ching minh bang 1y luan t6 hgp. Cic em cé
thé d4p dung phuong phap nay vao chiing minh mot s6 cong thic t6 hop ma
khong phai dung nhi€u dén cac cong thiic tinh toan. Do d6 cac cong thic vé
t6 hop tré nén don gian, dé nhé hon d6i véi cac em.
Dinh nghia 2.2.1 Mot anh xa f tir tap hop A t6i tap hgp B dugc goi 1a mot
- mot néu ¢t hai phan tir x va y phan biét cua A thi ¢6 hai anh f(z), f(y)
phan biét thudc B.
Bai toan 2.2.2 Tim s6 anh xa mot - mot tr A t6i B, biét A ¢6 m phan tl, B
cé n phan tt (n > m).
Giai: C6 P(n, m) su lua chon cho mién gia tri cia ham s6. Do d6 c6 P(n, m)
ham mot - mot phan biét thoa man yéu cau bai toan.
Bai toan 2.2.3 Muoi bitc hoa khic nhau dugc cip phat cho n phong lam
viéc sao cho khong ¢6 phong nao dugc nhan nhiéu hon mot bitc hoa. Tim s6
cach hoan thanh cong viéc nay biét:

a)n =14

b)n =6
Gidi: a) P(14,10) (theo bai 2.2.1)
b) Ta c6 s6 biic hoa nhiéu hon s6 phong, do d6 ching ta 1ap dnh xa tlr tap
hgp céc phong t6i tap hgp céc bic hoa. Két qua can tim la: P(10,6)
Pinh nghia 2.2.4 Mot hodn vi vong quanh 12 mot su sap xép cdc phan tu
phan biét quanh mot vong tron (hoac don gian chi 1a mot duong cong khép
kin).
Bai toan 2.2.5 Tim s6 hoan vi vong quanh ctia n phan tir phan biét.
Gidi: Danh s6 cac vi tri danh cho n phan tir phan biét lan lugt 1a 1,2, ..., n.
Nhu thuong 1€ ta s& c6 n! cach sap x€p. Tuy nhién d6 khong phai 1a két qua
ding trong truong hop nay vi thuc t€ hai hoan vi tuyén tinh dugc coi nhu la
mot hoan vi vong quanh. Vi du, hoan vi ABC'D va BC DA dugc coi la mot
hoén vi vong quanh. Két qua clia bai toan trén 1a (n — 1)!. Phép ching minh

that don gian. Mot phan tor A; bat ky trong s6 n phan tir & trén duoc dat vao
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mot vi tri ndo do trén vong tron. Con lai n — 1 phan tir duoc sap xé€p vao
n — 1 vi tri con lai trén vong tron. Do d6 ¢6 tat ca (n — 1)! cdch sap xép thoa
man yéu ciu bai toan.
DPinh nghia 2.2.6 Hai hoan vi tuyén tinh cua n phan tir p va ¢ dugc goi la
phan xa véi nhau néu phan tir thit nhat & p 1a phan tir cudi cung & ¢, phan
tu thit hai & p 1a phan ti thd n — 1 & g,...,phan tir cudi cung & p la phan th
dau tién & ¢g. Mot hoan vi vong quanh cua n phan to dugc goi 1a mot hoan
vi vanh khan néu dugc xac dinh bdi mot hoan vi tuyén tinh cua n — 1 phan
tr va 2 hoan vi phan xa thi khong dugc coi l1a phan biét.
Bai toan 2.2.7 Tim s6 hodn vi vanh khan ctia n phan tir phan biét.
Gidi: Mbi hoan vi vong quanh xdc dinh 2 hoan vi vanh khan, do d6 s6 hoan
vi vanh khén la:

(n—1)!

2

Bai toan 2.2.8 Co6 bao nhiéu cach sip x&€p chd ngdi cho n hoc sinh nit va n
hoc sinh nam quanh mot ban tron biét rang giita hai hoc sinh nit 12 mot hoc
sinh nam.
Gidi: C6 (n — 1)! cach sap xé€p chd ngbi cho n hoc sinh nit, bay gid ci gitta
hai hoc sinh nit dat mot cai ghé€ dé cho mot hoc sinh nam ngéi vao. Vay ¢
n! cach sap x€p chd ngdi cho n hoc sinh nam. Két qua: n!(n — 1)! cach sap
x€p thoa man yéu cau.
Bai toan 2.2.9 C6 n nguoi tham du mot cudc hop trong dé ¢é 1 giam doc
va 2 ph6 gidm doc. Hoi c6 bao nhiéu cach sap x€p chd ngdi cho n ngudi
d6 quanh mot ban tron sao cho giam doc va 2 phé giam doc luon ngdi canh
nhau, giam d6c ngoi & gitra, hai phd gidm doc ngoi & hai bén.
Gidi: Giam doc ng6i vao mot cai ghé€, hai gh€ & hai bén canh danh cho hai
ph6 gidm déc. Do d6 c6 hai cach sap x&p chd ngdi cho hai phé gidm doc.
Con lai n — 3 ngudi ngdi vao n — 3 ghé. Do d6 ¢6 (n — 3)! cdch sap xép cho
cac nguoi con lai. Két qua ¢6: 2.(n — 3)! cach sap xé€p thoa mén yéu cau.

Bai toan 2.2.10 Hoi ¢6 bao nhiéu cédch sap x&p chd ngdi cho r ngudi trong
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sO n nguoi quanh mot ban tron va s6 con lai ngdi quanh mot ban tron khac.
Gidi: Dau tién chon ra r ngudi cho chiéc ban thit nhit. C6 C'(n, ) cach chon.
C6 (r — 1)! céch sap x€p chd ngoi ¢ ban thd nhit. C6 (n — r — 1)! cach sap

x€p chd ngoi & ban tha hai. Két qua can tim la:
C(n,r)(r—1l(n—r —1)!

Bai toan 2.2.11 C6 bao nhiéu cich sap xé€p chd ngdi cho m hoc sinh nif va
n hoc sinh nam (m < n) xung quanh mot chiéc ban tron sao cho khong ¢6
hai hoc sinh nit nao ngoi canh nhau.

Giai: Dat n chiéc gh€ xung quanh cdi ban, sau d6 sap xép chd ngbi cho n
hoc sinh nam. C6 (n — 1)! céch sap xé€p cho n hoc sinh nam. Tiép d6 ci gitra
hai hoc sinh nam ta thém vao mot chi€c gh€. C6 n chiéc ghé mdi can thém
vao. Sap xé€p chd ngdi cho m hoc sinh nit vao n chiéc gh€ d6. C6 P(n, m)
cach sap xép thoa man. Sau khi cdc hoc sinh nit da ngoi hét thi nhitng ghé
thira lai bo ra. Vay cé tat ca: (n — 1)!P(n,m) cdch sap xép thoa man yéu
cau.

Bai toan 2.2.12 Mot phép ching minh bang 1y luan t6 hop 1a mot phép
ching minh str dung nhitng 1y luan t6 hop thay thé cho nhiing phép tinh toan.
Hay dung phép ching minh bing 1y luan t6 hop ching minh cong thic:

C(m+n,2)—C(m,2) —C(n,2) =m.n

Gidi: Xem xét mot nhém gom m hoc sinh nam va n hoc sinh nit. Bang quy
tic nhan c¢6 m.n cach chon ra mot hoc sinh nam va mot hoc sinh nit. Theo
cach khic ma ciing dua dén két qua tuong tu 1a ¢6 C'(m + n, 2) cach chon
hai hoc sinh bat ky sau d6 trir di C'(m, 2)va C'(n,2) s6 cach chon ra hai hoc
sinh cung la nam hoéc cung la ni.

Sau day ta chitng minh mot s6 cong thic quen thuoc vé t6 hop:

Bai toan 2.2.13 Sir dung phép chitng minh bing 1y Iuan t6 hop, chitng minh
cong thitc Pascal C(n,r) =C(n—1,7)+C(n—1,r—1).

Gidi: Ta xem xét mot tap X gom n phan tr phan biét. Lay Y 1a mot tap con
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bat ky cua X géom (n — 1) phén tir. M6i tap con cua X c6 r phan tir 1a mot
tap con cta Y ¢6 r phan tir hoac 1a hop ctia mot tap con cta Y ¢6 (r — 1)
phan tir v6i tap hop don 1é gom moét phan tir con lai cia X nhung khong
thuoc Y. C6 C(n — 1, ) tap con thudc loai trude va C'(n — 1, — 1) tap con
thudc loai sau. Tng cia hai két qua trén 1a: C(n, r)

Bai toan 2.2.14 Chitng minh cong thic khai trién nhi thiic Newton.

($+y)n — x"—l—C(n, 1)xn—1y++0(n’ T)xn—ryr_'_“._'_yn _ ZC(TL,T)LUn_ryT
r=0

"~Ty" nhan véi hé so

Gidi: S6 hang tong quat trong khai trién (z + y)" 1a x
C'(n,r). Néu ching ta viét (x + y)" nhu sau:(z + y)1(x + y)o...(T + Y)n,
chiing ta thiy hé s6 C'(n, ) chinh Ia s6 cach chon ra r ngoac don tlir n ngoac
don ¢ trén dé c6 duoc y" trong tich 2" "y". S6 nguyén C'(n,r) duogc goi la
hé s6 nhi thic.

Bai toan 2.2.15 Chiing minh Cong thic Vandermonde:

C(p+q,r) ZCP] (g7 =)

Chitng minh: Bang dinh 1y nhi thitc, v€ trdi ciia cong thitc Vandermonde 1a
hé s6 ctia z" trong (1 + x)P*7; v€ phai cuia cong thiic d6 1a hé s6 cua x"trong
(1 +y)?(1 + y)?. Hai hé s6 hién nhién phai bing nhau.

Bai toan 2.2.16 Chiing minh cong thitc Newton's:

C(n,r)C(r,k) = C(n,k)C(n — k,r — k)

Giai: Gia thi€t mot cau lac bo ¢6 n thanh vién. Can bau ra mot ban dai dién
gom 7 nguoi. Trong s6 r ngudi thudc ban dai dién chon ra k£ ngudi lam ban
lanh dao cau lac bo (n > r > k). S6 cach chon ra ban lanh dao c6 thé tim
béang hai cach.

(7) Dau tién chon 7 ngudi tir tap hgp n thanh vién cla cau lac bo, cong

viéc nay c6 thé thuc hién theo C'(n,r) cach. Sau d6, chon k ngudi vao ban
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1anh dao tlr 7 ngudi dai dién. Cong viéc thit hai ¢6 thé thuc hién theo C(r, k)
cach. Két qua c6 C'(n,r)C(r, k) cach chon ra ban dai dién géom r nguoi
trong d6 cé k nguoi trong ban 1anh dao. Day 1a v€ trdi cong thiic.

(77) Dau tién chon & thanh vién trong s6 n thanh vién cla cau lac bo vao
ban lanh dao, c6 C(n, k) cach chon. Sau d6 chon thém (r — k) ngudi nita
trong sO nhitng ngudi con lai dé cung véi k ngudi trong ban lanh dao lap

thanh ban dai dién, c6 C(n — k,r — k)cach chon. Két qua can tim la:
C(n,k)C(n —k,r — k)

Day chinh Ia v€ phai cua cong thic.
Bai toan 2.2.17 Chiing minh cong thiic

Cn+1,r4+1)=C(n,r)+C(n—1,1)+C(n—2,7)+...+C(r,1) (%)

Gidi: +) V6i n = 1 thi cong thic hién nhién ding.
+) Vé6in > 1, st dung cong thiic Pascal ta thay thé vé trdi bang C(n,r +
1) + C(n,r). Hién nhién dang thic ding theo phuong phdp quy nap todn
hoc.
Bai toan 2.2.18 Tinh S =12+23+344+ ... +n.(n+1)
Giai: Taco: k(k+1) =C(k+1,2)
S =2[C(2,2) +C(3,2) + ...+ C(n+1,2)]
1 1
O 90(n +2,3) = MOT ;“H )

Bai toan 2.2.19 Theo bai 2.2.2 mot hodn vi cia X = {1,2,3,...,n} la mot

anh xa 1-1 tir tap X vao chinh n6. Néu P va () 1a hai hoén vi ciia X, tich cua

ching P o () cling la mot hoan vi cuia X. Hon nita, 4nh xa nghich dao cua
P 1a P! ciing 1a mot hodn vi ctia X. Cho X = {1,2,3,4,5}; Q = 23415;
P = 12534. Hay tim:

a) Po@

b) Qo P
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c)Q ! va P!
Gidi: a) Po @ = 25314
b) Qo P = 23541
)Q~! = 41235 va P! = 12453

2.3. Chuyén dé 3: Nguyén ly chuong chim bo cau

Bai toan 2.3.1 Cho X = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}, S 1 tap con bat ky
cta X ¢6 7 phén tir. Ching minh rang luon ton tai hai phan tr cia S ma téng
ctia ching bang 10.

Giai: Nhiing tap con H; = {0;10}; Hy = {1;9}; Hs = {2;8}; Hy =
{3;7}; Hy = {4;6}; Hs = {5} c6 thé coi nhu 6 chudng chim b6 cau va
cac phan tlr ctia S coi nhu 7 con chim b6 cau. Theo nguyén ly chuéng chim
b6 cau ta ¢6 di€u phai chiing minh.

Bai toan 2.3.2 Cho X la mot tap hop bét ky gobm 7 s6 nguyén phan biét.
Hay chi ra rang c6 hai s6 nguyén x, y thuoc X thod man x + y hodac z — y
chia hét cho 10.

Gidi: Gia st X = {x1, 29, x3, 24, x5, Tg, x7} 12 tap hop gébm 7 s6 nguyén

phan biét. Goi r; 1a s6 du khi chia z; cho 10. Ta xét cac tap con ctua X:

le{xl\n:()} HQI{Z(ZZ|T’Z:5}
HgZ{xi‘Ti:1hOElC 9} H4:{£L’i|7“i:2h0210 8}
H5={$i‘Ti:3hOElC 7} H6={$i|Ti:4hOETlC 6}

Vay c6 6 chuong chim b6 cau cho 7 con chim.

Néu x va y cung thudéc Hq hoac H, thi ca x 4+ y hoac x — y chia hét cho 10.
Néu x va y thudéc mot trong 4 tap con lai thi z + y hoac x — y chia hét cho
10 nhung khong xay ra ca x + y hoac x — y chia hét cho 10.

Bai toan 2.3.3 Cho mot tam gidc déu c¢6 do dai bang 2cm. Lay bat ky 5

diém trong tam gidc d6. Chiing minh rang c6 it nhét 2 diém c6 khoang céach
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nho hon 1cm.

Gidi: Chia tam gidc da cho thanh 4 tam gidc déu c6 khoang céch bang lem.
Chung ta ¢6 4 tam gidc va 5 diém do d6 két qua 1a hién nhién.

Bai toan 2.3.4 Cho mot tam gidc déu c¢6 do dai canh bang 3cm. Lay 10 diém
bat ky trong tam gidc d6. Ching minh ring c6 it nhat hai diém c6 khoang
cach nho hon 1em.

Gidi: Chia tam gidc ban dau thanh 9 tam gidc déu c¢é do dai canh bang 1cm.
Ta c6 9 tam gidc va 10 diém do d6 két qua 1a hién nhién.

Bai toan 2.3.5 Cho hinh vuong c6 do dai canh bang 2cm. Lay bat ky 5 diém
nam trong hinh vuoéng d6. Chiing minh ring c6 it nhat 2 diém c6 khoang
céch nho hon v/2cm.

Gidi: Chia hinh vuong ban dau thanh 4 hinh vuong c¢6 do dai canh bang lem.
Ta c6 4 hinh vuong c6 do dai dudng chéo bang v/2 va 5 diém do dé két qua
12 hién nhién.

Bai toan 2.3.6 C6 n doi béng d4 tham gia thi ddu vong tron tinh diém. Biét
rang doi nao ciling c6 it nhiat mot tran thing (ca giai khong ¢6 tran nao hoa).
Hay chiing minh rang c6 it nhit 2 doi c6 cung sd tran thang.

Gidi: SO tran thing clia mot doi it nhat 12 1 tran va nhiéu nhét 1a n — 1 tran.
Nhu vay ta coi sO tran thang 1,2,3,...,n — 1 nhu (n — 1) chuéng chim b6
cau, n doi coi nhu n con chim b6 cau. Do dé két qua 1a hién nhién.

Bai toan 2.3.7 Cho tap hop X gbém n s6 nguyén bat ky. Chiing minh rang
X luon ¢6 mot tap con ma téng cua cc s6 nguyén c6 trong tap hop d6 chia
hét cho n.

Gidgi: Gia st X = {x1,29,....,x,} va S; = x1 + 29 + ... + x; trong d6
i=1,2,...,n. Néu c6 mot S; nao d6 chia hét cho n thi ta c6 di€u phai ching
minh.

Trong truong hgp nguoc lai, ta goi r; 1a s6 du khi chia S; cho n thi r; nho

nhat bang 1 va 16n nhét bang (n — 1). Do d6 bang nguyén 1y chuéng chim
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b6 cau, chiing ta phai c6 p, ¢ nao d6 thoa méan p < ¢ va r, = r,. Ta c6:

Hién nhién S, — S, chia hét cho n. (dpcm)

Bai toan 2.3.8 C6 12 mdy vi tinh va 8 mdy in laze trong mdt van phong.
Hay tim mot phuong dn két noi gitta cac mdy vi tinh véi cdc mdy in sao cho
trong cling mot thoi gian 8 mdy tinh (hodc it hon) ¢6 thé in & nhitng mdy in
kh4c nhau.

Giai: Ching ta c6 thé chi ra c6 40 két noi thoa man yéu ciu nay. Gia
st cac mdy in ki hiéu la P;(j = 1,2,...,8) va cdc mdy tinh ki hiéu 1a
Ci(1 = 1,2,...,12). N6i mdy in th nhat v6i 5 may vi tinh dau tién, sau do6
ndi may in thit hai véi 5 may vi tinh lién ti€p tinh tir C5. Sau d6, n6i may in

thit ba v6i 5 mdy vi tinh lién ti€p tinh tir C'3. Ti€p tuc nhu vay ta c6 bang (1.1)

P P, P |P, P |FP |Pr | B
c; |1 0 0 0 0 0 0 0
Cy |1 1 0 0 0 0 0 0
Cs |1 1 1 0 0 0 0 0
Cy, |1 1 1 1 0 0 0 0
Cs; |1 1 1 1 1 0 0 0
Cs |0 1 1 1 1 1 0 0
C; |0 0 1 1 1 1 1 0
Cs |0 0 0 1 1 1 1 1
Co |0 0 0 0 1 1 1 1
Cio |0 0 0 0 0 1 1 1
Cip |0 0 0 0 0 0 1 1
Ci2 |0 0 0 0 0 0 0 1
Bang 2.1
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Gia st 8 mdy vi tinh (di nhién c6 thé it hon) cAn diing mdy in trong mot lic

la C;,,C,,, ..., C;. trong d6 iy < ig < ... < iz Ta thdy rang
s<is<s+4 (s=12,..,8) (1)

That vay, néu iy < s tic l1a cé s s6 nguyén duong nho hon s. (Vo6 ly). Néu
is > s+ 5 thi sau s nhi€u nhat 1a con 7 — s chi s6 con lai nhung thuc t€ con
8 — s chi s0. (Mau thuan)

Theo (1) va bang 2.1 C;, dung Py, C;, dung P,..., C;, dung Py

2.4. Chuyén dé 4: Cac soO Ramsey

C6 thé khang dinh rang trong 6 nguoi bat ky luon tim dugc 3 ngudi sao cho
hoac ho quen nhau tirng d61 mot hoac ho khong quen nhau tirng doi mot hay
khong? DPay la mot bai todn d6 da xuat hién tir lau va da timg dugc coi 1a
mot bai toan ton tai trong 1y thuyét t6 hop. Loi giai clia né 1a mot trudong
hop riéng cta dinh ly da duogc Ramsey chitng minh vao nam 1928. Dinh ly
nay c6 nhiéu mé rong sau sic va quan trong khong nhitng chi trong 1y thuyét
t6 hop va dé thi ma con trong céc linh vuc khdc nhu giai tich, dai so, hinh
hoc,...Sau day ching ta s& tim hiéu vé cdc s6 Ramsey va nghién cttu mot s6
bai tap lién quan dén loai s nay.
Bai toan 2.4.1 Cho tru6c mot nhém 6 ngudi bat ky. Ching minh rang luén
c6 mot nhém con gom 3 ngudi trong dé ho quen nhau timg do6i mot hoac ho
khong quen nhau tung doi mot.
Gidi: Gia st {A, B,C, D, E, F'} 1a mot nhém goém 6 ngudi. Gia thiét rang
nhiing nguoi quen nguoi A thi ngéi & phong Y va nhitng nguoi khong quen
ngudi A thi ng6i 6 phong Z. Nguoi A khong ng6i trong hai phong dé. Khi
do6 ¢ it nhat 3 nguoi ngodi trong phong Y hoac ngoi trong phong 7.

(a) Khong mat tong quét gia st 3 ngudi cung ngbi trong phong Y 1a

B, C, D néu 3 nguoi nay khong quen biét 1an nhau thi yéu ciu bai todn dugc
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thoa man. néu 3 nguoi nay c6 2 ngudi quen biét nhau gia sit B, C thi ta c6
nhém 3 nguoi 1a A, B, C' quen biét 1an nhau. Yéu cau bai toan duoc thoa
man.

(b) Gia slr 3 ngudi cung ngoi trong phong Z 1a B, C, D tuong tu ta chi
can thay déi khai niém "quen biét 1an nhau" vé6i "khong quen biét 14n nhau"
thi ta cling chi ra dugc nhém 3 nguoi thoa man yéu cau bai toan.

Néu ta coi 6 ngudi nhu 13 6 diém trong mat phang thi ta c6 thé gap bai todn
trén dudi mot dang khac nhu sau:

Trong mit phing cho sdu diém duogc n6i v6i nhau timg doi mot béi cdc cung
mau xanh hodc mau d6. Ching minh rang luon tim duoc 3 diém sao cho céc
cung noi ching c6 cung mot mau (ta néi 1a ching tao thanh tam gidc xanh
hoac do).

Gidi: Chon diém P nao d6 trong 6 di€ém. Tir n6 c6 5 cung noi véi 5 diém
con lai. Theo nguyén 1y Dirichlet, ¢6 3 trong s6 5 cung d6 phai c6 cuing mot
mau, chang han 12 mau xanh. Gia st d6 12 cic cung PA, PB, PC. Néu nhu
mot trong s6 3 cung AB, AC, BC ¢6 mau xanh thi né cung véi hai trong s6
ba cung PA, PB, PC tao thanh mot tam gidc xanh. Néu nguoc lai thi tam gidc
ABC la mot tam gidc do.

Bai toan 2.4.2 Cho mot nhém goém 10 ngudi bt ky. Ching minh rang luén
c6 a) va b) biét:

a) Mot nhém con 3 ngudi khong quen biét 1an nhau hoac mot nhém con
4 nguoi quen biét 1an nhau.

b) Mot nhom con 3 ngudi quen biét 1an nhau hoac mot nhém con 4 nguoi
khong quen biét 1an nhau.
Gidi: Gia sut A 1a mot trong 10 nguoi do, con 9 ngudi ngodi vao 2 phong,
phong Y gébm nhiing nguoi quen A, phong Z goém nhitng ngudi khong quen
A.Nguoi A khong vao mdt trong hai phong dé.
a) Ta c¢6 phong Y c6 it nhdt 6 ngudi hoac phong Z ¢6 it nhat 4 nguoi.

(7) Gia st phong Y ¢6 it nhdt 6 nguoi theo bai toan trén trong phong Y
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luon tim duge nhém 3 nguoi quen biét 1an nhau hodc 3 nguoi khong quen
biét 1an nhau. A cung véi nhom 3 nguoi quen biét 1an nhau tao thanh nhém
4 nguoi quen biét 1an nhau.

(71) Gia st phong Z ¢ it nhat 4 nguoi. Khi d6 hoac 4 nguoi nay quen biét
lan nhau hoac cé it nhit 2 nguoi khong quen biét 1an nhau. Gia su la B, C.
Trong truong hop dau ta c6 nhém 4 quen biétlan nhau. Trong truong hop sau
A, B, C' la nhém 3 nguoi khong quen biét 1an nhau. Yéu cau bai toan duogc
thoa man.

b) Tuong tu y a phong Z ¢6 it nhat 6 ngudi hoac phong Y ¢6 it nhat 4 ngudi.
Ta chi cin d6i hai khai niém "quen biét 14n nhau" vdi "khong quen biét 1an
nhau" thi chi ra dugc nhitng nhém nguoi thoa man yéu cau bai toan.

Bai toan 2.4.3 Cho mot nhém 20 nguoi bat ky. Chiing minh rang luon c6
mot nhoém con 4 ngudi quen biét 1an nhau hoac khong quen biét 1an nhau
Giai: Gia st A 1a mot trong 20 nguoi do, phong Y gdm nhiing nguoi quen
A, phong Z goém nhiing ngudi khong quen A. Nguoi A khong ngdi trong
hai phong d6. Vay thi hoac phong Y c6 it nhat 10 nguoi, hoac phong Z c6
it nhat 10 nguoi.

i) Gia stt phong Y c6 it nhat 10 ngudi theo bai toan trén trong phong Y’
cd 3 nguoi quen biét 1an nhau hoac 4 nguoi khong quen biét 1an nhau. A
cung v6i nhém 3 ngudi quen biét 14n nhau c6 thé tao thanh nhém 4 ngudi
quen biét 1an nhau. Yéu cau bai toan duoc thoa man.

i1) Gia st phong Z c¢6 it nhat 10 nguoi. Tuong tu nhu truong hgp ¢ ta chi
can doi hai khai niém "quen biét 14n nhau" vé6i "khong quen biét 14n nhau"
thi chi ra dugc nhiing nhom nguoi thoa man yéu cau bai toan.

Bai toan 2.4.4 Cho p va ¢ la hai s6 nguyén duong. Mot s6 nguyén duong
r dugc goi la c6 tinh chat (p, ¢)-Ramsey néu trong mot nhém r nguoi bat
ky ludn c6 mot nhém con p nguoi quen bi€t 1an nhau hoac ¢ ngudi khong
quen biét 1an nhau. S6 nhé nhat r ¢6 tinh chét (p, ¢)-Ramsey dugc goi 1a s6

Ramsey, ki hiéu R(p, ¢). Ching minh rang:
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a) R(p,q) = R(q.p)
b) R(p,2) =p
Gidi: a) Tuong tu nhu céc bai tap trén ta chi can thay déi hai khai niém

"quen biét 1an nhau" va "khong quen biét 1an nhau" thi ta dugc:

R(p,q) = R(q,p)

b) Hién nhién vi cho mot nhém p ngudi bat ky thi hodc p ngudi ndy quen
bi€t 1an nhau hoac c6 it nhat hai nguoi khong quen biét 1an nhau

Bai toan 2.4.5 Chi ra rang R(3,3) = 6.

Gidi: Theo bai (2.4.1) ta ¢6 R(3,3) < 6. Ta phai chi ra R(3,3) > 5 ta sap
x€p chd ngodi cho mot nhém 5 nguoi quanh mot ban tron sao cho moéi ngudi
chi quen biét véi hai nguoi ngéi ngay bén canh. Trong tinh huéng nay khong
¢6 tap hop 3 ngudi nao thoa man quen biét 1an nhau timg do6i mot hoac khong
quen biét 1an nhau timg doi mot. Vay R(3,3) = 6.

Bai todn 2.4.6 Ching minh rang néu m,n 1a hai s6 nguyén 16n hon 2 thi:
R(m,n) < R(m —1,n) + R(m,n — 1)

(Biéu thitc nay cho ta can trén ctia R(m, n))

Gidi: Layp = R(m—1,n), g = R(m,n—1) var = p+ q. Ta quan tam dén
mot nhém r nguoi 1a {1,2,...,r}. Goi L la tap hgp nhitng ngudi biét nguoi
1 va M la tap hop nhiing ngudi khong biét nguoi 1. Ca hai tap hop nay co
r — 1 nguoi. Do d6 hoac L c6 it nhit p ngudi hoac M cé it nhit g nguoi

a) Néu L c¢6 it nhdt p = R(m — 1,n) ngudi thi bang dinh nghia, L chia
mot tap con clia (m — 1) ngudi quen biét 1an nhau hoac chita mot tap con
cta n nguoi khong quen biét 1an nhau. Trong trudng hgp nay (m — 1) nguoi
nay va nguoi 1 tao thanh nhém m nguoi quen biét 1an nhau.

Do d6, trong truong hop nay nhém cua R(m — 1,n) + R(m,n — 1) ngudi
ludn c6 m nguoi quen biét 1an nhau hoac n ngudi khong quen biét 14n nhau.
Vay:

R(m,n) < R(m —1,n) + R(m,n — 1)
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b) Ly luan tuong tu néu M c6 it nhit ¢ nguoi
Tl a) va b) suy ra di€u phai ching minh.
Bai toan 2.4.7 Néu R(m — 1,n) va R(m,n — 1) 1a 2 s6 chan 16n hon 2.

Ching minh rang:
R(m,n) < R(m —1,n)+ R(m,n—1)—1

Gidi: Tuong tu nhu 2.4.6, 1dy p = R(m — 1,n), ¢ = R(m,n — 1) va
r = p + q. Nhu th€ da dé chi ra rang trong mot nhém (r — 1) nguoi bét
ky X ={1,2,...,r — 1} ludn c6 hoac mot nhém con m ngudi quen biét 1an
nhau hoiac mot nhom con n nguoi khong quen biét 1an nhau. Goi d; 1a s6
nguoi quen bi€t nguoi i véii =1,2,....,r— 1. Tacé: dy +do + ... +d, 1 12
s0 chan. Nhung » — 1 12 s6 18, do d6 ton tai it nhat mot s6 ¢ dé d; chin, ta
c6 thé chon i = 1. Goi L la tap hop nhitng ngudi quen biét nguoi 1 va M
la tap hop nhitng ngudi khong quen biét nguoi 1. T d6, L, M clung phai cé
sO chan nguoi. Bay gio, hoac L c6 it nhat p — 1 nguoi hoac M c6 it nhat ¢
nguoi. Nhung p — 1 1a 1é. Do d6 hoac L c6 it nhat p ngudi hoac M c¢6 it nhat
¢ nguoi.

a) Gia st L c6 it nhat p ngudi 1y luan tuong tu bai trén suy ra bt dang
thic can ching minh.

b) Gia st M c6 it nhat ¢ ngudi 1y luan tuong tu suy ra di€u phai ching
minh.

Bai toan 2.4.8 Ching minh rang:
R(4,3)=9
Giai: Theo bai trén ta c6:
R(4,3) <R(3,3) + R(4,2)—1=6+4—-1=9

Dé chitng minh R(4,3) = R(3,4) > 8 ching ta dua ra mot nhém 8 ngudi
nhung trong nhom dé khong tim ra mot nhém con gom 3 ngudi quen biét

1an nhau va khong c¢6 nhém con gém 4 ngudi khong quen biét 1an nhau. Ta
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x€p 8 ngudi quanh mot ban tron. Mo6i ngudi chi biét chinh xdc 3 ngudi khac:
2 ngudi ngodi ngay bén canh anh ta va mot nguoi ngoi xa anh ta nhat. Vay
R(4,3)=9

Bai toan 2.4.9 Chiing minh rang:

R(5,3) = 14

Gidi: R(5,3) < R(4,3) + R(5,2) = 9+ 5 = 14. D€ chiing minh R(5,3) =
R(3,5) > 13 ta sap x€p 13 ngudi ngdi quanh mot ban tron sao cho moi ngudi
chi quen biét véi nguoi thit 5 & bén trai anh ta va nguoi thit 5 & bén phai anh
ta. Trong tinh hudng nay s€ khong ¢c6 mot nhém con nao gom 3 nguoi quen
biét 1an nhau va khong c¢6 nhém con nao gom 5 nguoi khong quen biét 1an
nhau. Vay R(5,3) = 14.

Bai toan 2.4.10 Mot cap so6 cong c6 do dai n 1a mot day c6 dang < a;a +
d;a + 2d;...;a + (n — 1)d >. Chi ra rang bat ky su phan chia nao cua
X ={1,2,...,9} thanh 2 tap con thi it nhat mot trong hai tap con dé chita
mot cap s6 cong cé do dai 3.

Giai: Gia su két luan cta bai toan 1a sai. Ta phan chia X thanh 2 tap hop P
va () va lay 5 1a phan tr cua P. Di nhién 1 va 9 khong cung & trong P do
d6 c6 3 truong hop xay ra:

Truong hop 1: S6 1 6 trong P va 9 ¢ trong (). T 1 va 5 6 trong P do
dé 3 ¢ trong Q. Tir 3 va 9 ¢ trong () suy ra 6 ¢ trong P. Tu 5 va 6 & trong
P suyra4 6trong Q. Tu 3 va4 6 trong Q suy ra 2 ¢ trong P. Tu 5 va 6 &
trong P suy ra 7 & trong (). T 7 va 9 & trong () suy ra 8 & trong P. Nhung
nhu thé P chira mot cip s6 cong la 2, 5, 8, mau thuan.

Trudng hop 2: S6 9 & trong P va 1 & trong (. Vi tap X 1a khong thay déi
khi thay moi phén tir ¢ trong d6 bang phan tir 10 — 7. Do d6 1y luan tuong tu
nhu truong hop 1 suy ra di€éu mau thuén.

Truong hop 3: S6 1 va 9 6 trong (). S6 7 hodc ¢ trong P hoac ¢ trong ().

Gia st n6 & trong P. Tt 5 va 7 & trong P suy ra ca 3 va 6 & trong Q. Diu
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d6 c6 nghia () c6 mot cap s6 cong 3,6,9. Néu 7 & trong () thi 8 & trong P.
Do dé1va7dtrong Q, 4 6trong P. T4 va 5 ¢ trong P thi 3 6 trong (). Tur
1 va 3 & trong @ thi 2 & trong P. Vay P c6 cép s6 cong 2,5, 8, mau thuan.
Bai toan 2.4.11 (Vo dich Lién X6) C6 mot nhém ngudi ma trong d6, moi
cap khong quen nhau c6 ding hai nguoi quen chung, con méi cap quen nhau
thi khong cé nguodi quen chung. Chiing minh ring s6 ngudi quen ctia moi
nguoi 1a nhu nhau.
Gidi: Gia st a quen b va tap cdc ngudi quen clia a va b (khong ké a va b) 1a
A va B. Mo6i nguoi a’ thudoc A sé quen duy nhat mot nguoi thudc B (do o
va b khong quen nhau, hon nita ho da c6 mot nguoi quen chung 1a a). Tuong
tu, moi ngudi thuoc B sé quen duy nhat mot ngudi thudc A. Vay ton tai mot
song 4nh di tir A t6i B, tc a va b ¢ s6 ngudi quen bang nhau.

Néu a khong quen b thi ton tai ¢ quen ca a va b. Do d6 s6ngudi quen cua

a va b bang nhau do cling bang s6 ngudi quen cua c.

2.5. Chuyén dé 5: Cac s6 Catalan

Bai toan 2.5.1 Mot dudng di tir diém P, t6i diém P, trong hé truc toa do co
thé coi nhu 1a mot day diém c6 toa do nguyén < Py, Py, ...Py, >; Pi(xi, ;)
sasocho:=0,1,....m —1 2,01 =x; + 1;y;.1 = y; hodc x; 11 = z;; yir1 =
y; + 1. Duong di nay 1a dep néu y; < z; (i = 0,1,...,m) néu khong thoa
man nhu vay ta noéi 1a duong di x4au.

a) Tim ra s6 duong di tit ) t6i P,,.

b) B&€m s6 duong di dep tir (xg, yo) t6i (T, Y )-
Gidi: a) Theo bai 2.1.17 dat m = x,,, — xg va n = y,,, — ¥y thi ta c6 két qua
1a C(zy, — o + Ym — Yo; T — X0)-
b)

38



T X
Ay

¢ Q f {%mi Yin)
A:
':\_\"D;M G

(%07 Yol

s}
™

So do6 2.1
So d6 2.1 minh hoa dudng di x&u tir (x¢, yo) t6i (2, Yp ). Dudng di nay cat
dudng thang y = z tai diém dau tién Q. Goi doan dudng di tr (¢, ) t6i
Q la Ay, tr Q t6i (2, ym) 12 As. Lay d6i xiing v6i A; qua dudng thang
y = x ta dugc dudng thing A}. Ta c6 A} + A, 1a mot dudng di tir (yo, zo) toi
(Zm, Ym). (Tat cd cac duong di tir (yo, z9) déu la xau nhung diéu d6 khong
quan trong & day). Vay, bat ky mot duong di tir (yo, ) t6i (4, Ym) Xac
dinh mot d6i xtng ting phan cia mot dudng di xau tlr (xg, yo) t6i (T, Ym).
Theo bai 2.1.13 ¢6 C(zy, — Yo + Ym — To; T, — Yo) duong di x&u. Do d6 co:

Cl@m = o+ Ym = Yo; Tm — o) — C(Tm — To + Ym — Y0; Tm — Yo)

dudng di dep tir (o, yo) t6i (T, Yun)-
Pinh nghia 2.5.2 S6 Catalan thit n, ki hiéu 1a C,,, duoc xdc dinh bang s6
duong di dep tir (1;0) t6i (n;n — 1).
Bai toan 2.5.3 Ching minh rang:

1

C,=—-C2n—-2,n—-1)

n

Gidi: Theo bai trén thay z( bang 1, yo = 0, z,, = m, y,, = n — 1 ta ¢6:

C,=C2n—-2;n—1)—C(2n —2;n)

=C(2n—2;n—1)[1—n_1}

n

1
= EC’(Qn— 2,n—1)
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Bai toan 2.5.4 Tim s6 duong di tr (0,0) t6i (n,n) thoa man:

a) x > y tai tit ca cac di€ém nguyén nam trong dudng di hodc y > x tai
tit ca cdc diém nguyén nam trong dudng di .

b) x > y) tai tat ca cdc diém nguyén c6 trén duong di.

c¢) Puong di khong bao gid cat ngang qua dudng y = x.
Gidi: a) S6 duong di trong truong hop nay bang hai 1an s6 duong di dep tir
(1;0) t6i (n;n — 1) do d6 két qua 1a 2C,,
b) Goi A ladiém (n,n). Gia st diém goc O(0; 0) chuyén t6i diém O'(—1;0).
Trong hé truc toa do méi O'(0;0), O(1;0) va A(n + 1,n). S6 duong di dep
(trong hé truc md6i) tir O t6i A chinh 1a C), ;1 bang s6 duong di (trong hé truc
ct) tir O t6i A trong d6 y < x tai tat ca cac diém nguyén co6 trén dudng di.
c) Bang phép d6i xing qua dudng y = x, céu tra 15i la s6 lugng dudng di
thoa man gép doi s6 luong duong di 6 y b) tic 1a 2C,, 1
Bai toan 2.5.5 Gia su P va () la hai ting cu vién ciia mot van phong. Goi
p, q tuong ung 13 s6 phi€u bau cua P va (). Néu p > ¢, tim xéc suat dé P
luon dan trude (Q trong sudt qua trinh d€m phiéu bau cu.
Giai: Trong hé truc toa do d¢ cac, ki hiéu = va y tuong tng la s6 phi€u bau
tich luy ciia P va () tai giai doan nao d6. Moi duong di tir (0;0) téi (p, q)
dai dién cho tién trinh ¢6 thé c6 chia qud trinh bau ctr va nguoc lai. Ta c6 so
dudng di c6 thé ¢6 1a C'(p + ¢, p). S6 dudng di thé hien P luon dan dau la
Cp+q—1;p—1)—C(p+q—1,p) (bang s6 duong di dep tur (1,0) téi

(p,q)) Vay xdc xuat can tim la:

Clp+q—1Lp—-1)-Cp+q—1,p) p—q

C(p+q,p)  ptg

Bai toan 2.5.6 Tim so day c6 dang < uq, us, ..., ug, > thoa man:

() u; bang —1 hoac bang 1 véi moi 1.
(1) uy +ug + ... +up >0, v6i 1 <k <2n-—1
(494) uy + us + ... + w9y = 0.
Gidi: Ta quan tam t6i mot duong di tir (0;0) t6i (n;n). bat u;, = (x; —
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1) — (yi — yi—1), (1 = 1,2, ..., 2n). Néu duong di nay khong bao gio vugt

lén trén dudng y = x thi cic s6 nguyén u,; thoa man:

(197) ug + ug + ... + Ugy = Top — Yo =n —n = 0.

i) u; bang —1 hoac bang 1 v6i moi i = 1,2, ..., 2n.

i) ur+ug+ .o Hup =z —yp >0,v6i 1 <k <2n-—1

Vay day u; thoda man 3 dicu kién (i), (ii), (7i7). Xac dinh mot dudng di tur
(0;0) téi (n;n) thoa man khong bao gio vuot qua duong y = z. Do d6 so
day thoa man yéu cau bai toan 1a C,, 1.
Bai toan 2.5.7 Tim s6 day c6 dang < aq, as, ..., ag,+1 > thoa man:

(1) Mbi a; 1a mot s6 nguyén khong am.

(17) a1 = agpe1 = 0.

(44i) a;41 — a; bang —1 hoac bang 1 v6i moi 4.
Gidi: Xay dung day u; thod man: u; = a;41 —a; (1 = 1,2,...,2n). Ta
co: app1 = i ui(k =0,1,2,...,2n). Khi d6 diy a; thod man 3 di¢u kién
(1), (17), (iz’i)lzéltrén thi u; thoa man 3 diéu kién (7), (i7), (¢37) & bai 2.5.6. Do

do6 két qua can tim 1a C), 1.

2.6. Chuyén dé 6: Cac so Stirling

Trong truong hop nay ching ta lam quen v6i so Stirling loai 1, so Stirling
loai 2. Néu dugc vai tro cta s6 Stirling trong cac bai toan vé su phan chia
mot tap hop cho truGe thanh hop cta céc tap con. Dong thoi ching ta sé di
tim s6 luong nghiém cua phuong trinh "2y + 29 + ... + x,, = n. Trong dé
m,n nguyén duong, x; 1a s6 nguyén khong am, £ = 1,2,...m" va mot s6
bai toan phdt trién tir bai todn nay. Trudc hét ta 1am quen véi mot s6 khéi
niém.

) Kihieu [z]p=1valz],=z(z - 1)(x —2)..(t—n+1) (i)
véi (n=1,2,...)

Pinh nghia 2.6.1 He s6 cta 2" trong ], dugc hi€u Ia s6 Stirling loai mot,
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ky hiéu s(n, ).
Tacé: [z], = i s(n,r)z", s(n,r)=0néur >n
A Kt hieu [2]0 = 1va [1]" = 2(z+1)(542)...(r+n—1) véi (n = 1,2, ..)
%) S6 cach phan chia mot tap hop cé n phan tlr thanh m tap con khong
rong ky hiéu 1la S(n,m) va dugc goi 1a sd Stirling loai hai. (S(0;0) =
1;S(n;m) = 0 néum > n)
Ta c6 thé chiitng minh dang thiic truy hoi sau:
Pinh 1y 2.6.2 Chiing minh rang s(n+1,r) = s(n,r —1) —ns(n,r) (i)
Chitng minh: Theo (4); [z],+1 = (x — n)[z],. Do d6 tir (i) ta co:

(n—l—lr = i nr:n—nz s(n,r)x
r=0

[s(n,7 — 1) — ns(n,r)]z"

WE HME%

Il
o

"
Biang phuong phédp can bang hé so ta ¢6 ngay di€u phai ching minh.

Bai toan 2.6.3 Tim sO cach dat n vat phan biét vao m hop phan biét, theo
thit tu tir trai qua phai biét ring c6 thé cho phép mot s6 hop dé trong. ( Chd
y rang néu m > n, it nhat m — n hop phai bd trong).

Gidi: Gia st so can tim 1a f(n,m). Gia thiét rang da c¢6 f(n — 1, m) va mot
su phan phoi n — 1 vat d6 la: mang ¢; vat vao hop 1, iy vat vao hop 2,..., i,
vat vao hop m saocho iy > 0k =1,2,...m) vai; +io + ... + 4y, = n — 1.
Vat thit n c6 thé vao hop k theo i, + 1 cach. (Vi tri ddu tién vé bén trdi, vi

tri thi 2 tr trdi qua phai,..., vi tri thit ¢, + 1 tinh tir trdi qua phai). Do d6 cé:
(l1+1)+(e+1)+..+(m+1l)=n—14+m
cach sap xép cho vat thit n. Vay ta c6 quan hé:
fnom)=(mn—14+m)f(n—1,m)
=n+m-1)n+m-2)..m=[m|"

Bai toan 2.6.4 Yéu cdu tuong tu bai 2.6.3 tuy nhién thém diéu kién m < n

va nhitng truong hop dé trong 1a khong dugc phép.
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Gidi: Bay gio mobi hop duogc dat vao d6 mot vat dau tién & phia bén trai. Cong
viéc nay c6 thé 1am theo P(n, m) cdch. Do d6 két qua can tim la:

n!

P(n,m).[m]"™"" = m(m+1)(m+2)...(n — 1)

(n —m)!

=nlC(n—1;m—1)

Tur cac bai todn 2.6.3 va 2.6.4 ta c6 thé tinh dugc s6 nghiém nguyén ctia mot
phuong trinh tuyén tinh.

Bai toan 2.6.5 Néu m va n la cdc s6 nguyén duong. Chiing minh ring
[m]"
n!
cac s6 nguyén khong am (két qua ciing ding khi n = 0).

phuong trinh 1 + x5 + ... + x,, = n ¢6 ding

nghiém. Trong dé x; l1a

Gidi: Bai toan tuong duong véi ¢6 bao nhiéu cach dat n vat giong nhau vao
m hop phan biét (mot hop ¢6 x1 vat, mot hop ¢ o vat,..., mot hop b x,,),
vat), c6 thé c¢6 hop khong c6 vat nao. Néu chiing ta tam thoi 1am cho cdc vat
tr& nén phan biét bang cdch gidn nhan cho ching 1a [y, s, ..., [, thi theo bai
2.6.3 ¢6 [m]™ céch sap x€p. Tuy nhién trd lai bai todn nay, nhiing su sap xé€p
ma chi khac nhau boi nhitng nhan dan trén n vat thi duoc coi 1a mot nghiém
ctia phuong trinh trén. Do d6 cau tra 1oi la:

[TZ# =Cn+m—-—1,m-—1)
nghiém thoa man.
Tir két qua cua bai todn 2.6.3 ta nhan duoc két qua sau:
Bai toan 2.6.6 Gia st A = {a; : i = 1,2,...,m} la mot bang chit cdi bao
gdém m chit cdi duoc sap x€p thit tu nhu sau: a; < as < ... < a,,. Mot tu
6105...0,, tao ra tir bang chit cai nay dugc goi 1a mot tir tang (c6 do dai n)
néu 6; < 6, < ... < 6,. Hay ching minh s6 céc tur tang c¢6 do dai n la
Cn+m-—1,m-—1).
Gidi: Mot tir tang ¢6 do dai n s€ bao gom x; chit cai a;, sau do6 1a xs
chit céi as,..., T, sau d6 la chit cdi a,, thoa man x; > 0(k = 1,2,...,m) va

r1+22+...+x,, = n. Vay theo bai 2.6.4 s6 cac tirtang 1a C'(n+m—1,m—1).
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Pinh nghia 2.6.7 Mot ham [ c¢6 tap xac dinh 1a N = {ay, a9, ...,a,} va
tap gid tri la: M = {04, Ba, ..., B}, f 12 mOt ham tang (tr N t6i M) néu
flay) < floj) néu oy < @
Bai toan 2.6.8 Xéc dinh s6 lugng ham tang nhu trong dinh nghia trén.
Giai: Ching ta c6 thé gia thiét ring

<o <..<a,vap <Gy << B
Khi d6, mot ham tang tr N t6i M sé bién x; s6 « dau tién & trén thanh
(1, T2 SO « ti€p theo thanh [(,..., z,, sO « cudi cung thanh (,, trong d6
1+ X9 + ... + x;, = n va ry 1la s6 nguyén khong am, k£ = 1,2, ..., m. Vay,
bat ky mot tap hop x5 thoa méan nhiing diéu kién trén déu xac dinh mot ham
tang tir N t6i M. Theo bai trén, két qua can tim la C(n +m — 1, m — 1).
Bai toan 2.6.9 Cho trudc A\, Ao, ..., A, 12 cdc s6 nguyén khong am. Tim so
nghiém nguyén cta phuong trinh: 1 + x5 + ... + £, = n sao cho x; > \;,
V6ii=1,2,..,m.
Gidi: V6i moéi i 18y x; = A\;+y; vaviet A\ = A; + Ao+ ... + \,,,. Ta c6 phuong
trinh gy + 9o+ ... +ym=n—Xy; >0 (i =1,2,...,m).

%) Néu A < n thi két qua can tim la:
Cn—A4+m—1,m-—1)

x) Néu A = n thi ta c¢6 phuong trinh: y; + yo + ... + ¥, = 0, y; > 0
(1=1,2,...,m) c6 nghiém duy nhat(0, 0, ...,0) do d6 phuong trinh ban dau
c6 nghiém duy nhat Aj, Ao, ..., Ay.

*) Néu A > n hién nhién phuong trinh da cho khong c6 nghiém nao thoa
man.

Bai toan 2.6.10 Tim so6 cach chon ra r s6 nguyén phan biét tir n s6 nguyén
duong dau tién sao cho trong su lua chon d6 khong ¢6 chita hai s6 nguyén
lién tiép.

Giai: Sap x€p n s06 nguyén duong ddu tién thanh mot hang theo thi tu ting bat

dau tir 1. Néu mot s6 duoc chon thi dat biéu tuong Y dudi s6 d6, néu khong
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chon thi dat biéu twong N dué6i s6 d6. Goi x; 1a s6 lugng s6 c6 biéu tugng
N ding trude biéu tuong Y ddu tién; x- 12 s6 lugng s ¢6 biéu tuong N giira
bi€u tugng Y dau tién va bi€u tugng Y thit hai,..., z, 12 s6 luong s6 ¢ biéu
twong N giita biéu twong Y thit 7 — 1 va bi€u twong thit r; va z,1 1 s6 luong
s6 ditng sau biéu tuong Y thit 7. Khi d6 c6 mot tuong tng mot - mot gitta
nhitng su lua chon chap nhan dugc véi nhitng nghiém nguyén cua phuong
trinh: z1 4+ 2o+ ...+ 2,01 =n—1rvéixr; > 0,20 > 1,...;0, > 1, 2,1 > 0.
Do d6 theo bai 2.6.9 két qua can tim 1a C(n —r + 1, 7).
Bai toan 2.6.11 Tim sO cich chon ra r s6 nguyén duong tir n s6 nguyén
duong dau tién sao cho khong ¢6 hai s6 nguyén lién ti€p nao xuit hién trong
su lua chon va su lua chon khong c¢6 dong thoi cé hai s6 1 va n.
Giai: Truong hop 1: Su lva chon c6 s6 1. Theo ky hiéu bai 2.6.8, 21 = 0 (c6
mot biéu twong Y dudi s6 1) va x4 > 1, (c6 mot biéu twong N dudi s6 n).
Do d6 ching ta c6 phuong trinh:
To+ax3+...+x,0y=n—rvéixzyg>1x3>1,....,2,41 > 1.

Suy ra tacdé C(n —r — 1,7 — 1) cach lua chon.

Truong hop 2: Su lua chon khong ¢6 s6 1. Ta ¢6 7 > 1 (¢6 mot biéu
tuong N duéi so6 1). Do dé ching ta cé phuong trinh:

1+ To+ ... +x, 1 =n—rvéizr,>1,x0>1,....,2,.1 > 0.
Suy ra ta ¢6 C'(n — r,7) céch lua chon. Vay tong s su lua chon thod man
la:
Cn—r—1,r—1)+C(n—r,r) :;C(n—r—l,r—l)

Bai toan 2.6.12 Chiing minh ring s6 toan dnh tir tip n phan tlr t&i tap m
phan t bang m!S(n,m).

Gidi: Lay céac tap hop X = {x1,29,...,xn} va Y = {y1,y2, ..., Ym}. Goi
X = X;UXsU...UX,, 1a mot su phan chia bat ky cua X thanh m tip con
khong rong. Khi d6, bat ky mot tuong ting mot - mot nao gitta y; va X; déu
xac dinh mot tuong tng tir X t6i Y, cé chinh xac m! toan dnh mot - mot nhu

vay. C6 S(n,m) cach phan chia cua tap X. Vay chiing ta c6: m!S(n,m)
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toan anh thoa man.
Bai toan 2.6.13 Dém s6 cach phan phoi n vat phan biét vao m hdp néu thoa
man:

a) m hop giong nhau va mdi hop phai cé it nhat mot vat.

b) m hop giong nhau va cho phép c6 hop trong.

c¢) Cac hop déu phan biét va mdi hop phai c6 it nhat mot vat.
Gidi: a) S(n,m).
b) S(n,1)+ S(n,2) + ... + S(n,m).
c) m!S(n,m).
Bai toan 2.6.14 Chidng minh rang:

a)S(n,2)=2""1-1

b)S(n,n —1) = C(n,?2).
Gidi: a) theo bai 2.1.10
b) Xét mot sy phan chia tap X thanh n — 1 tap con trong d6 c6 mot tap con
chtta 2 phan tir va n— 2 tap con con lai mdi tap chita 1 phan tir. C6 S(n,n—1)
cach phan chia nhu thé. Tuy nhién ta c6 thé nhin theo cich khéc, tap hop
gdm 2 phan tir ¢6 thé tao ra theo C(n, 2) cach. Do d6 ta c6 diéu phai chiing
minh.

Bai toan 2.6.15 Chiing minh rang:
S(n+1,m)=SMn,m—1)+mS(n,m)

Gidi: Goi X = {x1,29,....,x,} va A = {z,11}, X' = X U A. Khi d6 ¢6
S(n + 1, m) cdch phan chia tap X’ thanh m tap con khong réng. Dé c6 mot
st phan chia nhu vay ta c6 thé 1am theo mot trong hai cdch.

Céch 1: Phan chia X thanh m —1 tap con khong réng. (m — 1) tap con nao
d6 va A tao thanh mot su phan chia cua X' thanh m tap con. C6 S(n, m — 1)
cach phan chia.

Cach 2: Phan chia X thanh m tap con khong réng. Sau d6 thém z,, 1 vao

bat ky tap con nao trong so cac tap con do. Ta c¢6 dugc su phan chia ctia X’
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thoa man. C6 S(n, m) cach phan chia cia X va m cach thémz,,,; vao do do
c6 mS(n, m) cach phan chia loai nay.

Vaytaco S(n+ 1,m) = S(n,m—1)+mS(n,m).

Hé qua 2.6.16 Tir két qua bai 2.6.14 va diéu kién S(n,1) = S(n,n) =
1;S(n,m) = 0 v6i m > n. Ta nhan dugc tam gidc céc s6 Stirling loai hai

nhu sau:

, m 2 3 4 5 6 7
1
3 1
7 6 1

15 25 10 1
31 90 65 15 1
63 301 | 350 | 140 |21 1

| [ [ e [ e [ e [ | e

0N NN B |W N =B

2.7. Chuyén dé 7: Hoan vi va t6 hop tong quat

Hoén vi tong quat thuong dp dung vao bai toan sap x€p cdc vat trong do
6 thé ¢6 su lap lai. Con t6 hgp tong quét 1a cong cu manh trong bai todn vé
su phan phoi cdc vat vao cac "hop " ma so lugng vat trong moi " hop " ¢6 thé
qui dinh trudc. Sau day 12 mot bai todn dung hodn vi va t6 hop tong quét.
Pinh Iy 2.7.1 (Dinh ly da thiic) S6" hang tong qudt trong khai trién (x1 +
Ty + ...+ xp)" la:

C(n;ni,ng, ..ng)ay xy?..at (ny+ng+ ... + np =n)

Chitng minh: Ta c6, s6 cich phan chia c6 thit tu cua tap hop S = {(z; +
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To+ ...+ xK)1, (1 + ...+ Tk)2, .oy (1 + ... + 2k ), } VAO MOt ngan cé ny phan
tlr, moi 1an mot phan ti x1,..., mot ngan c6 ny phan tir, modi 1an mot phan ti
Tk la:

C(n;n1,ng, ..., nk)

Tt d6 nhan dugc di€u phai ching minh.

Hé qua 2.7.2 Dat S = > C'(n;ny,ng,...,ny) khi dé S = k"
Chitng minh: Theo dlnﬁlf;/n22+7+1n€; 26 S=1+1+...+1)"=k"

Bai toan 2.7.3 C6 20 vién bi cing c¢& nhung khac mau nhau. (1 d6, 2 xanh,
2 nau, 3 trang, 3 vang, 4 cam, 5 den) trong mot binh. Tim s& cdch sap xép
thanh hang 5 vién bi lay ra tur binh da cho.

Giai: C6 7 truong hop phan biét xay ra:

i) Tat ca 5 vién 14y ra cing mau. C6 mot kha nang xay ra l1a 5 vién ay
cing mau den suy ra cé 1 cach sap xép chiing.

i1) Chinh xdc c6 4 vién cing mau. S6 cach 1dy ra mot mau 5 vién bi loai
nay 1a C(2,1).C(6,1) = 21. Ung v6i mdi mau c¢6 P(5;4,1) = 5 su sap xép.
Do d6 téng s6 cach sap xép 1a: (21).(5) = 60.

i14) 3 vién cing mau va 2 vién cing mot mau khac. C6 C'(4,1).C(5,1) =
20 mau thuoc loai nay. Méi mau c6 P(5;3,2) = 10 céach sap xép. Do d6
tong s6 cach sap xép la: 20.10 = 200 c4ch.

iv) 3 vién cing mau con hai vién con lai thudc 2 mau khac nhau va khac
mau 3 vién kia. S6 mau thudc loai nay 1a: C'(4;1).C(6;2) = 60 mdi mau cb
P(5;3,1,1) = 20 céch sap xép. Suy ra c6 tit ca: 60.20 = 1200 céch sap xép
loai nay.

v) Hai vién cing mau, hai vién ciing mot mau khdc va mot vién thudc
loai mau thit 3. S6 mau thuodc loai nay la C(6;2).C'(5;1) = 75 va mbi
méiu ¢6 P(5;2,2,1) = 30 su sdap xép. Tong so cich sip xép ¢ day la:
(75).(30) = 2250 cach.

vi) 2 vién cing mot mau va 3 vién con lai ¢6 3 mau khac nhau va khac mau

2 vién kia. S6 mau la: C'(6;1).C'(6;3) = 120. M6i mau c6 P(5;2,1,1,1) =
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60 su sap xép. Vay c6 (120).(60) = 7200 su sap xé&p.

vii) 5 vién c¢6 5 mau khac nhau. C6 C'(7;5) = 21 mau, mdi mau cd
P(5;1,1,1,1,1) = 120 su sap x&p. Vay c6: (21).(120) = 2520 cich sap xép
thudc loai nay.

Toém lai, s6 cach sap x€p thod man yéu cau la:
1+ 60+ ... + 2520 = 13431 céch
Bai toan 2.7.4 Ching minh rang néu m va n 1a cdc s6 nguyén duong thi

(mn)! chia hét cho (m!)"
(mn)!

Gidi: Ta c6 P(mn;m,m,...,m) = la mot s6 nguyén. Suy ra (mn)!

e
chia hét cho (m!)"
Bai toan 2.7.5 Mot hat trong hé truc toa do Dé cac dugc tu do di chuyén tir
bat ky diém c6 toa do nguyén nay t6i diém c6 toa do nguyén lan can bat ky.
Tim s6 cdch ma hat d6 bat ddu xuét phdt tr diém goc va quay trd vé diém
goc sau khi di mot duong di ¢6 do dai 2n don vi.
Gidi: Mot dudng di c6 do dai 2n cuia diém d6 phai bao gém p budc sang trai,
p budc sang phai, ¢ budc 1én trén va ¢ budc xuong dudi (2p + 2¢ = 2n). Do

dé két qua mong muodn la:

> P(2nip,p.q.q)

p+a=n
Bai toan 2.7.6 Chi ra ring (n!)! chia hét cho (n!)("~1)',
Gidi: Ching ta quan tam t6i mot da tap cta n! phan ti. Trong d6 ¢6 (n —1)!
dau hiéu, cit n phan tir thuoc mot dau hiéu. Pa tap nay cé thé sap xép theo:

(n)!

I _
P(n'7 n,mn,...,n ) (n!)(n—l)!

(n—1)!—s0 hang
cach. Rdrang P(n!; n,n,...,n )1a mot s6 nguyén nén ta cé diéu phai chiing

(n—1)!-s0 hang
minh.
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2.8. Chuyén dé 8: Nguyén ly bao ham va loai tru

Nguyén 1y bao ham va loai trir ¢6 tng dung nhiéu trong chitng minh cac

cong thitc clia t6 hop, dai s6. Ngoai ra ta thudng diing nguyén 1y nay trong
cac bai todn dinh lugng twong tu nhu bai 2.8.1 , 2.8.2, 2.8.9...
Bai toan 2.8.1 Trong mdt ky tic x4 c¢6 12 sinh vién tham gia hoc hdi hoa
(A); 20 sinh vién tham gia hoc sinh hoc (B), 20 sinh vién tham gia hoc hoa
hoc (C'), 8 sinh vién tham gia hoc kich (D). C6 5 sinh vién tham gia ca A va
B; 7 sinh vién tham gia ca A va C'; 4 sinh vién tham gia ca A va D; 16 sinh
vién tham gia ca B va C; 4 sinh vién tham gia ca B va D; 3 sinh vién tham
gia ca C' va D. C6 3 sinh vién tham gia ca A, B, C; 2 sinh vién tham gia ca
A, B, D; 2 sinh vién tham gia ca B, C' va D; 3 sinh vién tham gia ca A, C
va D. Cu6i cung 2 sinh vién tham gia ca 4 16p hoc. Biét rang ¢671 sinh vién
trong ky tic x4 khong tham gia bat ky mot khoa hoc nao. Tim téng s6 sinh
vién trong ky tic x4.

Gidi: Goi N 1a téng so sinh vién trong ky tic x4 thi:

T1=N-—-5+95 —S53+ 5

trong do:
S1=12+20+2048 =60
Sy =0+T7T+4+164+4+3 =39
S3=3+2+24+3=10
Sy =2
Suy ra N = 100

Bai toan 2.8.2 Tim s0 nghiém nguyén cua phuong trinh: a +b+c+d = 17
trongdd1<a<3;2<0<4,3<¢c<5;4<d<6
Gigi: Pata =1+ a;b=2+ ;¢ =3+ v;d = 4 + 6. Phuong trinh da cho
tr¢ thanh phuong trinh:

a+B+y+0=T1, 0<a,B,7,6 <2
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Goi X la tap hop tit ca cac nghiém nguyén khong am cua phuong trinh:
a+B+~v+9d=7Tvagoi Alatap con cua X thoa man o > 3, B 1a tap con
thoa man 3 > 3, C'la tap con thoa man v > 3, D la tap con thoa man § > 3.

Theo cong thic Sieve:
n(A'ﬂB'ﬂC"ﬂD/) :n(X)—Sl+SQ—53—|—S4

Theo bai 2.6.9 ta co:

n(X) = C(10,3);n(A) = n(B) = n(C) = n(D) = C(7,3)
n(ANB)=n(ANC)=---=n(CND)=C(4,3)
n(ANBNC)=n(ANBND)=---=n(BNCND)=0
n(ANBNCND)=0

Do d6

n(X) =120

S1=0C(4,1).C(7,3) = 140

Sy =0C(4,2).C(4,3) =24

S3=0;9,=0
Két qua can tim la:

n(ANB' NC'ND)=120—-140+24=4
Bai toan 2.8.3 Chitng minh ring so Stirling loai hai c¢6 thé duoc d4dnh gi4 tir
cong thiic bao ham va loai trir sau:
m!S(n,m) = m"—C(m, 1)(m—1)"+C(m,2)(m—2)"—...+(=1)""1C(m, m—
1).17
Gidi: Goi M lataphopcac anhxatr X = {x), x9, ..., 2, } t61Y = {y1, 92, ..., Y }-
Goi A; la tap con ctua M bao gom cac anh xa ma trong tap gia trri khong c6
yi, (1 = 1,2, ...,m). Ching ta c6: n(M) = m" va S = C(m, k).(m — k)"
(k =1,2,...,m — 1). Theo cong thiic Sieve ta c6: SO anh xa thuoc M ma
tap gi4 tri cia n6 chinh bang Y la:
m" — C(m, 1)(m —1)" + ...+ (=) *C(m;m — 1).1"
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Mat khdc, két qua nay chinh bang s6 toan anh tir X vao Y bang m!S(n, m)
bai (2.6.10). Suy ra di€u phai ching minh.
Bai toan 2.8.4 Tim cac hodn vi cua céc chit s6 tir 1 dé€n 9 ma trong do:

a) Khong chita cac "khéi" 23; 45 va 678;

b) Khong chita cac "khoi" 34; 45 va 738.
Giai: Goi X la tap hop tit ca cac hoan vi cua 9 chit so tir 1 dén 9. Khi d6
n(X) =9

a) Goi A, B, C la céc tap con cua tap X tuong ung chia cac khdi 23; 45;
va 678. Ta co:

n(A) =n(B) = 8!
n(C)=n(ANDB) =T
n(ANC)=n(BNC) =6
n(ANBNC) =5

Két qua can tim la:
9! — (81 + 8!+ 7!) 4 (71 4 6! 4+ 6!) — 5! = 283560

b) Goi A, B, C la céc tap con ctlia tap X tuong ting chtta cac khai 34; 45;
va 738. Khi do:

n(A) =n(B) = 8!
n(C)=n(ANB)="T!
n(BNC) =6
n(ANC)=nANBNC)=0

K&t qua can tim la
Ol — (81 + 81+ 71) + (7! + 0 + 61) — 0 = 282960

Bai toan 2.8.5 Tim so cac s6 nguyén duong nho hon 601 thoa man khong

c6 udc 1a 3 hoac 5 hoac 7.
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Gidi: Goi X = {1,2,...,600} thi n(X) = 600. Goi A, B va C'la cé4c tap con

cua X tuong tng chita cic so6 chia hét cho 3,5 va 7. Ta cé:

Sy = n(A) + n(B) +n(C) = (@) + (@) + [@] — 405,

3 5) 7
600 600 600
ngn(AﬂB)Jrn(AﬂC)Jrn(BﬂC):(E> [21} {35}=85.
600

Vay n(A'Nn B'NC") =600 — 405 + 85 — 5 = 275
Pinh nghia 2.8.6 7(n) = s6 cic s6 nguyén t6 khong vuogt qua s6 nguyén
duong n.
Pinh 1y 2.8.7 Chitng minh 7(n) =n—1+7r—S + So+ ...+ (-1)"S, ,
trong dé r la s6 cdc s6 nguyén t0 khong vuot qud /n.
Ching minh: Goi X = {2,3,...,n} var la s6 cic s6 nguyén t6 khong vugt
qua /n. Tac 1a: 2 = p; < py < -+ < p, < v/n < pry1. Khi d6, goi A; 1a
tap con cua X chita cac s6 chia hét cho p; (i = 1,2,..,7). Taco
n n n rn
e (2] (2o (- B
b1 D2 Dr 1 D
Va téng quat
n
S; = Z [—} (j=1,2,...,7)
1<y <ig<-<i;<r p21p22pz]
n(UZAZ) =5 —5+..+ (—1)T_IS7A
Suyram(n)=n—14+r—51+Sy+ ...+ (=1)"S,
Bai toan 2.8.8 Chi ra rang 97 1a s6 nguyén t6 thd 25
Gidi: Ta s& chi ra 7(100) = 25. That vay, theo ky hiéu bai trén: r = 4;p; =
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2;p2=3;p3=95;ps = T7.
100 100 100 100
g = —} n [—} n [—] n [—} _ 117,

L 2 3 5) 7
s=[peltloe loe  mel* loel* oe
53:' 100 ]+[ 100 }+[ 100 }-1—{ 100 }:6
L(3)-(5)(7) (2).(5).(7) (2).(3)-(7) (2)(3).(5)
S, = I 100 } 0
L(2).(3).(5).(7)

Vay: 7(100) =100 —14+4—117+45—-6+0=25

Bai toan 2.8.9 C6 30 sinh vién trong ky tic x4, 15 sinh vién tham gia hoc

16p hoi hoa, 8 sinh vién tham gia hoc 16p sinh hoc, 6 sinh vién tham gia hoc

hoc hod hoc. Biét rang c¢6 3 sinh vién tham gia ca 3 16p trén. Chiing minh

rang c6 it nhat 7 sinh vién khong tham gia 16p hoc nao.

Gidi: Goi A la tap hop céc sinh vién trong ky tic xa tham gia 16p hoi hoa. B la

tap hop cdc sinh vién trong ky tic x4 tham gia 16p sinh hoc. C' 1a tap hop céc

sinh vién trong ky tic x4 tham gia I6p hod hoc. Ta c6: S; = 154846 = 19,

S3 = 3. Goi X la so sinh vién khong tham gia 16p hoc nao. Khi dé:

r=30—2949,—-3=.52—2

Mat khac: n(AN BN C)=3nén

(

n(ANB)

{ n(ANC)
n(BNC)

\

SuyraSy;>9. Vayxr >9—-2=7

v

Vv

3
3
3

Vv

2.9. Chuyén dé 9: Nhitng su x40 tron va nhiing su sap dat

trudéc

DPinh nghia 2.9.1 Mot hoan vi P cta tap X = {x1, x9, ..., z,,} dugc goi
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la mot su xdo tron néu P(x;) # x; véimoi i = 1,2, ..., n.
Pinh ly 2.9.2 Goi D, la s6 cdc xdo trén cua tdp hop X = {x1,...,x,}. Khi
do:

1 1
| _ _ _1\"
D, = n! {1 TR ot (-1)"=]

Ching minh: Goi @ 1a tap hop tit ca cic hoan vi cia X suy ra n(Q) =

n!

n!. Goi A; la tap con clia () chita tat ca cic hodn vi ¢6 z; c6 dinh (i =

1,2,..,n).Ta 4p dung cong thiic Sieve :

n!
Do d6
D —n(A'ﬂA’ﬂ ﬂA,)—nll_l_Fi_ +(—1)ni}

Hé qua 2.9.3 Lap bang tinh D,, véin =1,2,...,10

n |1/2/3/4/5] 6 7 8 9 10
D, 0|1/2/9|44]265|1854 | 14833 | 133469 | 1334961

Bai toan 2.9.4 Trong mot 16p hoc c6 n hoc sinh va n quyén sach phan biét.
Gido vién phat ngiu nhién cho mdi hoc sinh mot quyén sach va yéu cau hoc
sinh phai nop lai sau 1 tudn. Tuin sau, nhitng quyén sach dé lai duoc phat
ngau nhién cho n hoc sinh. Hoi ¢6 bao nhiéu cach phan phéi sao cho khong
hoc sinh nao nhan 2 1an cing mot quyén sdch?

Gidi: Tuan diu, cic quyén sich cé thé phan phat theo n! cach. Ung v6i mbi
cach phan phat dé c¢6 D,, cach phan phat cua tuan thit hai sao cho thoa man
yéu cau bai toan. Vay két qua can tim la n!D,,.

Bai toan 2.9.5 C6 n phu nit tham du mot budi tiéc. Khi dén mdi ngudi déu
mang theo mot chi€c mii , mot chi€c do khoac va gui ¢ phong ti€p tan. Khi
ra vé moi ngudi phu nit s€ 14y ngau nhién mot chi€c mi va mot chiéc do
khoac. Tim s0 cach 14y nhiing chiéc mi va nhiing chi€c 4o khoac nay néu:

a) Khong ngudi phu nit nao nhan ding mii hoac do cua co Ay.
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b) Khong ngudi phu nit nao nhan ding ca mi va do cua co Ay.
Gidi: a) Nhitng chi€c do khodc bi xdo tron theo D,, cach. Nhitng chiéc mii bi
x4o tron theo D,, cdch. Vay ta ¢6 (D,,)? cach 14y nhitng chi€c mil va nhiing
chi€c 4o khodc thoa man yéu cau bai toan.
b) Goi A; la tap con cua tap X tit ca cic su phan phdi, trong d6 ngudi phu

nit thit 7 nhan ding ca mil va do khodc ctia co ay. (1 = 1,2,...,n)
n(X) = ()% S, = Cn,r)[(n—r)% (r=1,2,...,n)
Vay két qua can tim la:
n(X)—S1+ S8 — ...+ (=1)"S,

Bai toan 2.9.6 Co6 8 biic thu khdc nhau dé gui dén 8 dia chi khac nhau. Tim
sO cach phan phoi 8 bic thu nay sao cho it nhiat mot bic thu dén ding tay
nguoi nhan.
Gidi: Dé thay két qua can tim la: 8! — Dg = 40320 — 14833 = 25487.
Bai toan 2.9.7 Tim s6 don anh tir tap hitu han X c6 n phan ti vao chinh n6
sao cho méi don 4nh c6 it nhat mot diém c6 dinh (ng € X , néu f(ng) = ng
thi ng dugc goi 1a mot diém cd dinh ciia don 4nh f) .
Gidi: Tuong tu bai trén két qua can tim la: n! — D,,.
Bai toan 2.9.8 Co6 6 doi gang tay tré¢ em trong mot hop. Cac doi c6 mau
khac nhau. Gia st cac chiéc gang tay phai duoc phan phat ngau nhién cho 6
em va sau d6 nhiing chi€c gang tay trai lai dugc phat ngau nhién cho 6 em
do. Tim xdc suét dé:

a) Khong em nao nhan doi gang tay phu hop.

b Tat ca 6 em déu nhan doi gang tay phu hop.

¢) Chi ¢c6 mot em nhan dugc doi ngang tay phu hop.

d) It nhat hai em nhan duoc doi gang tay phii hop.
Giai: Sau chiéc gang tay phai cé 6! cach phan phat. Sau d6 c6 6! cach phan
phédt ngiu nhién 6 chiéc gang tay trai. Vay c6 tit ca (6!)? kha nang c6 thé

xay ra.
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a) C6 6! cach phan phét ngiu nhién 6 chiéc gang tay phai. Ung v6i méi cich

do6 c6 Dg cach phan phéi 6 chiéc giang tay trai dé c6 két qua theo yéu cau

. 6!Dg  Dsg
ctia bai toan. Vay xac suat can tim la: = —.
> 612 ~ 6!
b) Ung v6i mdi cach phan phat 6 chiéc gang tay phai thi c6 mot cich phan
6!.1 1

phat 6 chiéc gang tay trdi do do6 ta cé két qua: W =G

c¢) Ung v6i mdi cach phan phat 6 chiéc gang tay phai thi c6 6.(1). D5 cich

phan phét 6 gang tay trai sao cho c6 diing mot nguodi nhan dugc doi gang tay

6!.(6).(1).D D
phi hop. Vay ta c6 két qua: (6).(1).Ds _ Ds

(6)2 T
Ca e D D
d) St dung két qua a) va ¢) ta ¢6 xdc sudt can tim la: 1 — 6_'6 — 5—'5

2.10. Chuyén dé 10: Pai luong bat bién

Dai lugng bat bién 1a mot tinh chat ctia bai todn khong thay doi qua su tac
dong bién d6i cuia hé thong. Nhiéu bai todn nhd phdt hién ra hodc ¢6 tinh
tao ra nhitng bién cé tinh chat bat bi€n hoac don diéu bat bién tir d6 dua ta
dén két luan cta bai toan.

Bai toan 2.10.1 Trén bang ta viét 20 dau cong va 25 dau tru tai cac vi tri
bat ki. Ta thuc hién xda hai dau bat ki va viét vao dé mot dau cong néu xda
hai d4u giong nhau va ddu trir néu x6a hai ddu khac nhau; dén khi trén bang
chi con mot dau . Hoi dau doé 1a dau gi?

Gidi:

Cach 1: Ta thay mo6i dau cong bang s6 1, con méi dau trit bang s6 (-1). Thao
tdc thuc hién la: x6a hai s6 va viét lai mot s6 bang tich cua chiing. Vi thé
tich clia tit ca cdc sO viét trén bang sé khong d6i. Ban ddu tich nay bang
(-1). Vay s6 cuoi cung phai la (-1). Hay dau can tim la ddu trr.

Cach 2: Sau mbi lan thao tic, s6 dau trir hodc 1a khong thay déi hoac 1a

giam di hai. Ban dau s6 déu trir 1a 1é nén ta c¢6 dau can tim la dau tr.
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Cach 3: Thay mdi ddu cong bang s6 0, con mdi diu trir bang s6 1. Thao
tdc thuc hién 12 tong hai s6 1a 0 hodc 2 thi viét lai bing s6 0, tong hai s6 1a
so 1 thi viét lai bang s6 1. Nhu vay sau mdi thao tdc thuc hién, tong cic so
trén bang hoac khong doi hoac giam di hai. Dau tién, tong céc so trén bang
la s6 1€ nén s6 cudi cung la s6 1é. Do d6 dau can tim 1a ddu trr.

Nhan xét 2.10.1 Phan tich ba cich giai, ta thay, cach 1 lgi dung tinh khong
ddi cua tich cdc s6 viét trén bang; cach 2 1a su khong ddi clia s6 chin cdc
dau trir ; cdch 3 stt dung su khong déi tinh chin 1€ cla téng céc so.

Bai toan 2.10.2 Trén bang ta vi€t ba s6 nguyén. Sau dé xéa di mot so va
thay vao d6 tong cta hai s6 con lai trir di 1. Thao tdc nhu vay dén khi ta
nhan duoc ba s6 15, 2007, 2009. Hoi ba s6 dau tién c¢6 phai la 2, 2, 2?
Giai: Gia st ba s6 dau tién la 2, 2, 2. Sau mo6i thao tac, trong ba s6 ludn c6
hai s6 chan va mot s6 1é. Nhung két qua da cho déu 1a ba s6 1é nén cau tra
161 can tim 1a ba s6 dau tién khong phai la 2, 2, 2.

Nhan xét 2.10.3 Bai toan trén dugc giai nho phat hién ra tinh chan 1€ clia
ba so khong thay ddi, nén tir trang thai xuat phat khong thé nhan dugc trang
thai két thic. )
Bai toan 2.10.4 Trén bang 6 vuong n X n (n chan) 6 vuong bao gom % 0

2
< N n A N A N ~ A A A7, N A, 2
trang va o} 0 den. Trong cung mot hang hoac mot cot bat ki, ta thay tat ca

cac 0 trang thanh den, céc 6 den thanh trang. Hoi c6 thé thuc hién hitu han
bué6c thay d6i nhu vay dé trén bang chi con lai mot 6 den hay khong?

Giai: Khong. Néu c6 ding k£ 6 den trong mot hang hoac mot cot trude khi
thuc hién thay déi thi, sau khi thuc hién mot 1an thay déi, so 0 den trong
hang dé hoic trong cot do s& 1a n — k. Su thay ddi s6 0 den trong bang 1a
(n—k) —k =n—2k. Day mot s6 chan. Do d6 tinh chan 1¢é cua s6 nhiing 6
den van gilt nguyén. Mat khac béat dau c6 chin s6 6 den nén khong thé chi
con lai mot 6 den trén bang tai mot buéc bieén déi nao dé.

Bai toan 2.10.5 C6 ba dong soi c6 sO lugng tuong tng 1a 19, 8, 9 vién soi.

Ta dugc phép chon hai dong s6i va chuyén mot vién soi cia mdi dong soi da
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chon sang dong thit ba. Sau mot s6 1an 1am nhu vay thi ¢é kha nang tao ra
ba dong so6i déu co 12 vién soi hay khong?

Giai: Khong. Dat s6 vién soi trong ba dong tuong ting 1a a, b va c. Ta xét s
du cua ba s6 nay khi chia cho 3. Pau tién nhitng s6 du nay 1a 1, 2, 0. Sau
moi 1an thuc hién nhiing s6 du nay 1a 0, 1, 2 vé6i nhiing thit tu khac nhau. Do
do tat ca cdc dong soi déu 12 vién 1a khong thé duoc vi khi d6 ba s6 du 12 0,
0, 0.

Bai toan 2.10.6 Mobi thanh vién cia mot cau lac bo ¢6 nhiéu nhat 1a ba do6i
tha trong cau lac bo (d6i thu & day 1a tuong tac 1an nhau). Ching minh rang
nhitng thanh vién cta cau lac bo c¢6 thé chia thanh hai nhém sao cho méi
thanh vién trong m6i nhom c6 nhi€u nhat mot doi thi trong nhom.

Giai: Dau tién ta chia ngiu nhién nhiing thanh vién trong cau lac bo thanh
hai nhém. Ki hiéu S la s6 cac cap do6i thu trong cing mot nhém. Néu mot
thanh vién c6 it nhat hai doi tha trong cung mot nhém thi thanh vién nay cé
nhiéu nhat mot d6i thu trong nhém khic. Thanh vién nay duoc di chuyén
sang nhom khac, ta s€ giam S di it nhat 1a 1. Vi S 1a mot s6 nguyén khong
am, n6 khong thé giam mai duoc. Nhu vay sau mot s6 hitu han I1an chuyén
doi sé thoa man yéu cAu bai todn.

Bai toan 2.10.7 A va B tién hanh tro choi v6i 2009 hat gao. M6t nuée di la
lay khoi dong hat gao 1, 2 hoac 3 hat. A di truée va thay phién nhau. Nguoi
nao 1ay duoc hat gao sau ciing 1a nguoi chién thang. Vay ngudi nao cé chién
thuat dé luon thing va chién thuat dé nhu thé nao?

Gidi: A luon thing néu A thuc hién chién thuat sau: Khoi ddu A 14y mot hat
gao, nudc tiép theo A s€ lay di 4 — x hat, ¢ day x la s6 hat B da 1ay 6 nuéc
di trugc d6. That vay, sau khi A di lan dau tién, con lai 2008 hat gao. Tiép
dé, theo chién thuat trén thi sau moi lan B 1ay roi dén A di, s6 hat gao con
lai trong dong biang boi so cua 4. Do vay, cudi cuing dén lugt B thi con lai 4

hat. Du B thuc hién cdch nao thi A ciing 1a nguoi chién thang.
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Chuong 3
Mot so6 bai tap dé nghi

Bai 3.1 Tap hop A = {1,2,...,100} duoc chia thanh 7 tap hgp con khac tap
rong va doi mot khong giao nhau. Ching minh rang ton tai it nhat mot tap
con sao cho trong tap con nay tim duoc 4 phan tlra, b,c,dmaa+b=c+d
hoac tim dugc 3 phan tire, f, g sao cho e + f = 2g.

Hudng giai: Sir dung nguyén ly Dirichlet.

Bai 3.2 Cho 1978 tap hop, méi tap hop c6 40 phan ti. Biét rang hai tap hop
bat ky c6 ding mot phan tir chung. Chitng minh rang ton tai it nhat mot phan
tu thuoc tat ca 1978 tap hop da cho.

Huéng giai: St dung nguyén ly Dirichlet.

Bai 3.3 Cho hai tap hop khéc robng gém cic s6 nguyén duong sao cho moi
phan tlr cua cdc tap hop nay nhoé hon n (n 1a s6 nguyén duong cho trudc,
n > 2). Chiing minh ring néu téng s phan tir ctia hai tap hop khong bé hon
n thi ¢6 thé chon trong méi tap hgp mot phan tir sao cho tong s6 cua chiing
bang n.

Huéng giai: Sir dung nguyén ly Dirichlet.

Bai 3.4 Cho A = {0,1,...,8}, tim s6 4nh xa f : A — A thoa man cic
diéu kién:

1, Néu i khac j (i,j thuoc A) thi f(i) khac f(j).

2,Néui+j=8thi f(i)+ f(j) =8.

Hudng giai: St dung quy tic nhan.

Bai 3.5 Ching minh ring tir tap hop gém 25 s6 duong luon c6 thé chon
duoc hai s6 ma tong va hiéu cha ching khong trung vé6i 23 s6 con lai.
Huéng giai: St dung nguyén ly Dirichlet.

Bai 3.6 Cho tap hop X c6 k phan tlr va tap hop Y ¢6 m phan tir. Hoi c6 bao
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nhiéu anh xa tir X dén Y.

Huéng giai: St dung quy tic nhan.

Bai 3.7 Cho S = {1,2,3...,280}. Tim s6 tu nhién n nhé nhat sao cho moi
tap hop con gobm n phan tir ctia S déu chita 5 s6 d6i mot nguyén t6 ciing nhau.
Hudng giai: Sir dung cong thic vé s6 phan tlr ctia hop cac tap hop va nguyén
ly Dirichlet.

Bai 3.8 Chitng minh ring v6i méi n € N* ta c6 dang thic:

1<iy<...<ip<n 11-12-.1k
Trong d6 tong dugc 14y theo tat ca cdc bo co thé.

i1 <o < ...<ip,k=1,2,..ntrtaphop {1,2,...,n}.

Hué6ng giai: Dung dong nhat hé s6 da thiic va bién déi t6 hop.

Bai 3.9 Cho tap hop A = {aq, a9, ...,a,} € N* va s6 nguyén duong m sao
chon > % Biét riang s6 du trong phép chia cic phan tlr cia A cho m Ia
khac nhau d6i mot.

Chitng minh riang v6i méi k € Z, ton tai i, j € {1,2,...,n} (i, j khong nhat
thi€t khac nhau) sao cho s6 a; + a; — k chia hét cho m.

Huéng giai: Sir dung nguyén ly Dirichlet.

Bai 3.10 Cho n € N*, chitng minh dang thifc:
i 1 n41 2k

i Cnk) 27713k

Huéng giai: Quy nap va bién déi t6 hop.

Bai 3.11 Cho P(x) € R[z] c6 bac < 2n. Biét ring v6i mdi s6 nguyén
k € [-n,n] thi | P(z) |< 1.Chimg minh rang v6i moi x € [—n,n] thi
| Pz |< 22

Hué6ng giai: Dung da thitc noi suy Lagrange va bién déi t6 hop.

Bai 3.12 Cho cédc s0 nguyén : 7y < 21 < ... < x, va cho da thiic P(z) =
a" 4+ a;2" ' + ... + a,. Chiing minh réng trong cic s6 P(z;),j = 0,1,..,n
ludn ton tai it nhat mot s6 ¢6 gia tri tuyét doi khong nho hon ;—;

Huéng giai : Giong bai 3.11.
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Bai 3.13 Tim tit ca cic s6 nguyén duong k thdéa mian di€u kién : Néu
F(z) € Z(x) sao cho 0 < F(c) < k v6i moi ¢ € {0,1,...,k + 1} thi
FO)=F(1)=..=F(k+1).

Huéng giai: Str dung nguyén ly Dirichlet.

Bai 3.14 Giast: (1.x +2.2° + ... + n.2")? = ag + a1x + ...az,x*". Chiing

L n(n + 1)(5n? + 5n + 2)
minh rang a, .1 + api0 + ... + agy, = o1 .

Hué6ng giai : Bién déi t6 hop.

Bai 3.15 Cho P(x) € Z[x] sao cho v6i mbi x € N* ta ¢6 P(x) > x. Day
(b,) xdc dinh nhu sau: b; = 1,b;,1 = P(by),Vk > 1. Biét rang v6i moi
d € N* luon ton tai it nhat mot s6 hang ctia day (b,,) chia hét cho d. Chiing
minh rang: P(z) =z + 1,Vx € N*.

Huéng giai: Phan ching va dung nguyén ly Dirichlet.

Bai 3.16 Cho n s6 py,pa, ..., pn € [0, 1]. Chitng minh rang bat phuong trinh:

no ] 171
g‘;m < 8n(l+ sttt — 1) c6 nghiém thuoc [0, 1].
Hudng giai: Sir dung nguyén ly Dirichlet.
/2]
Bai 3.17 Chon € N*,dat S, = >_ (C(n, k) — C(n,k —1))% Chiing minh
k=0

. 1
rang S, = ——.C'(2n,n).
£ 5, = o 7Cl2nn)
Huéng giai : Bién doi to hop.
Bai 3.18 Cho cdc s6 thuc aq, s, ..., a,. Chiing minh rang ton tai s6 ¢ phu

thudc vao o, as, ..., a, sao cho c¢6 vo s6 bo cic s6 (my, mo,...,m,) € Z"
c

] | my |+ | my, [P
Huéng giai : Dung qui tac nhan va nguyén 1y Dirichlet.

Bai 3.19 Cho céc tap hop M = {1,2,...,27} va A = {ay,...,ar} C
{1,2,...,14}. C6 tinh chat sau: M6i phan tir cia M la mot phan tir cua

ma | aymy + ... + a,my, |<

A hodc 1a téng cua hai phan tir (khong nhat thiét phan biét) cia A. Tim gid
tri nho nhat cua k.
Huéng giai : Dung t6 hop va chitng minh phan chitng dé c6 két qua gid tri

nhé nhit cia k bang 8.
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Bai 3.20 Cho hé phuong trinh gém ¢ = 2p an:

(
CLll.fCl + o + alquq — O.

\aplxl + ...+ apgry = 0.

trong d6 a;; € {—1,0,1}. Chiing minh rang ton tai nghiém (z1, ..., z,) khdc
(0,0,...,0),z; € Zva|z; |<q,Vj=1,2,..4q.

Hudng giai : Dung qui tic nhan va nguyén ly Dirichlet.

Bai 3.21 Cho tap hgp M goém 2002 s6 nguyén duong, mdi s6 chi c¢6 udc
nguyén t6 khong vuot qua 23. Chiing minh rang ton tai 4 s6 phan biét trong
M c6 tich Ia lliy thira bac 4 ciia mot s6 nguyén.

Huéng giai: Nguyén ly Dirichlet.

Bai 3.22 Cho tap hop A gém n nguyén t6 phan biét va M la tap gom n + 1
sO tu nhién phan biét sao cho moéi s6 trong M déu khong 1a s6 chinh phuong
va chi ¢6 udc nguyén t6 thuoc A. Ching minh ring c6 thé chon ra trong M
mot s cd tich 1a mot s6 chinh phuong.

Huéng giai: Nguyén ly Dirichlet.

Bai 3.23 Cho S = {1,2,3,...,100} va P la tap céc tap con cua S ma
|T| =49. V6imbi T' € P, ta danh s6 mot cdch ngéu nhién, cdc so 18y tir tap
S. Chitng minh rang t6n tai tap con M ctia S ¢6 s6 phan tir 1a 50 va v6i moi
x € M, tap M \ {z} khong dugc danh s6 bdi .

Huéng gidi: Nguyén 1y Dirichlet.

Bai 3.24 To6 mau cdc 0 ciia bang 4 x 7 boi hai mau: den, trang.

Chitng minh rang v6i moi cach t6 luon ton tai mot hinh chit nhat ¢6 cic canh
nam trén duong luéi sao cho 4 6 & 4 gbc cing mau.

Huéng giai: Nguyén ly Dirichlet.

Bai 3.25 Xét bang 06 vuong 4 x 4. Dién vao mo6i 6 mot s6 1 hoac -1 sao cho
tong céc s6 trong mdi hang va téng cac s trong mdi cot bang 0.

Hoi ¢ bao nhiéu cach?
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Dép 4n: 90 céch.

Bai 3.26 Ludi 6 vuong n x n, trong d6 n la s6 nguyén duong. Mdi nit luéi
ta t6 mot trong hai mau: xanh hoac dé sao cho méi hinh vuéng don vi c6 hai
dinh mau d6 va hai dinh mau xanh.

Hoi c6 bao nhiéu cach?

Dap 4n: 2" — 2 c4ch.

Bai 3.27 Cho n la s6 nguyén duong. Ki hiéu Z,, = {0,1,2,....n — 1}. Xét

cac tap:

A, =A{(a,b,¢c) a,b,c € Z,;a <b<c,a+ b+ c=0(modn)}

B, ={(a,b,c) :a,b,c € Zy,a <b<c,a+b+c=0(modn)}

a) Ching minh rang |B,| = |A,| + n.

b) Tinh |A,,|.

Huéng giai: b) Diing so sanh dé ching minh

| Ay i3] = |Bpl. Suy ra |A,43| = |A,| + n. T d6 tinh duge |A,|.

Bai 3.28 Cho tap X = {1,2,...,2000}. Hoi ¢6 bao nhiéu tap con T" cua X
ma téng cac phan tir ctia T' chia hét cho 5.

Ddp s6: So tap con can tim 1a %(2402 4 22000)

Bai 3.29 Cho bang 6 vuong 1991 x 1992. Ki hiéu 6 (m,n) 1a ndam & giao
cta hang tht m va cot thi n. To6 mau cdc 6 cua bang theo quy tic sau:
Lan thd nhat to ba 6 (r,s), (r+1,s+ 1), (r +2,s +2) véi 1 < r < 1989,
1 < s <1990. Tir 1an tha hai, mdi 14n t6 ba 6 chua ¢6 mau nam bén canh
nhau trong ciing mot hang hoic trong ciing mot cot. Hoi ta ¢ thé t6 mau
hét tat ca cac 6 cia bang dugc khong?

Dap so6: Khong ( St dung bat bién) .

Bai 3.30 Cho géc vuong Oxy. Chia géc dé thanh cac hinh vuéng don vi boi
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cdc dudng thang song song v6i Ox va Oy. Ki hiéu 6 (¢,5) 12 6 nim & giao
ctua dong thit ¢ va cot thit j (thd tu cdc dong va cot duoc tinh tir dudi 1én va
tlr trdi sang phai). Thuc hién thuét todn sau: Mdi 1an 1ay ra khoi géc xOy
vién bi & 0 (7, j) nao d6 ma tai cac 6 (¢ + 1, j) va (¢, 7 + 1) déu khong c6 bi,
dong thoi thém vao hai 6 nay moi 6 mot vién bi.

Hoi sau mot so 14n thuc hién thuat todn ta c6 thé nhan duoc trang thai ma:
a) Cac o (1,1),(1,2),(2,1),(2,2) déu khong cé6 bi?

b) Cac 6 (1,1),(1,2),(2,1),(2,2), (1,3) va (3,2) déu khong c6 bi?

Dap so:

a) Co

b) Khong ( Sir dung bat bién) .

Bai 3.31 Hai nguoi luan phién viét cac s6 0 hoac 1 vao cac 6 cua bang 1993
x 1994. Goi A,, va B, tuong tng la gid tri 16n nhat cta téng cdc s6 thudc
cung mot hang va téng céc s6 thudc ciing mot cot. Nguoi thit nhat thing néu
A, > B, nguoc lai thi ngudi thi hai thang.

Hoi ¢6 chién lugc thang.

Dép so: Nguoi thi hai ¢ chién lugc thang.

Bai 3.32 Trén bang cho trude s6 nguyén duong ny > 2. Hai nguoi choi tro
choi sau: Nguoi thit nhat dugc phép viét Ién bang s6 n; sao cho ny < n; <
noy?, ngudi thit hai dugc phép viét s6 ny sao cho M s dang p®, trong dé p
la sO nguyén td va s la s6 nguyén duong. Sau d6 ?}fay gia tri cua ng boi gia
tri clia no va tiép tuc choi. Nguoi thit nhat sé thang néu viét duoc s6 2001 va
ngudi thit hai s& thing néu viét dugc s6 1. Gia thiét ring, hai ngudi choi déu
rdt thong minh. Hoi ai 1a nguoi chién thang.

bdp s0: Néu ng € {2,3,4,5} thi ngudi thit hai s&€ thang. Néu ny € {6, 7} thi
hai nguoi hoa. Céc trudng hop con lai thi ngudi thi nhat s&€ thang.

Bai 3.33 Trong mot cudc thi hoa hau, méi gidm khao duoc dé nghi 10 thi
sinh vao vong chung két. Mot nhom thi sinh goi 1a chidp nhan dugc doi véi

gidm khao A néu trong nhém dé c¢6 it nhat mot thi sinh do A dé nghi. Biét
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rang, v6i 6 giam khao bat ki déu ton tai mot nhém goém ding 2 thi sinh 1a
nhém chap nhan duoc doi véi ca 6 gidm khao d6. Ching minh rang ton tai
mot nhom gom 10 thi sinh 1a nhém chap nhan dugc d6i v6i moi thanh vién
cta ban gidm khao.

Huéng dan: Phan ching.

Bai 3.34 Cho k,n la cac s6 nguyén duong va mot bang 6 vuéng vo han.
Dat 3k x n quan c¢o trong hinh chit nhat 3k x n. Xét ciach choi sau day: moi
quan cd s& nhay ngang hoic nhay doc qua mot 6 ké né chita quan co dé dén
0 ti€p theo né€u 6 nay con trong. Sau khi lam nhu vay thi loai bo quan co vira
bi nhay qua.Hoi c6 khi nao trén bang 6 vudng da cho chi con lai ding mot
quan co?.

Huéng giai: Str dung bat bién.

Bai 3.35 Trong hinh tron don vi cho 2000 diém tao thanh da gidc 16i

A A,...A5000. Ching minh rang t6n tai 3 diém trong s6 do tao thanh tam
1

31250000
Hudng giai: Phuong phéap cuc han.

gidc c6 dién tich khong vuot qua

Bai 3.36 Trén mat phang cho mot s6 diém do va mot s6 diém xanh. Mot
so cap diém dugc noi v6i nhau . Mot diém duge goi 1a ki di néu qud ntra s6
doan thang xuat phat tir diém nay c6 dau miit con lai 12 khic mau véi né.
Thyc hién thuat todn sau: Mdi 1an chon tra mot diém ki di va déi mau né.
Chtng minh ring sau hitu han budc, tat ca cdc diém ki di déu bi x0a.
Hudng giai: Phuong phéap cuc han.

Bai 3.37 Xem két qua hoc tap ctua mot 16p hoc, ngudi ta thay hon 2/3 s6 hoc
sinh dat diém gioi 6 mon Todn cling dong thoi dat diém gidi & mon Vat Ly;
hon 2/3 s6 hoc sinh dat diém gioéi & mon Vat Ly cling dong thoi dat diém
gidi & mon Ngit van; hon 2/3 s6 hoc sinh dat di€ém gioi & mon Ngif vin cling
dong thoi dat diém gidi & mon Lich sir; hon 2/3 s6 hoc sinh dat diém gioi
& mon Lich st cling dong thoi dat diém gidi & mon Todn. Chitng minh rang

ton tai it nhat mot hoc sinh dat diém gidi ¢ ca bon mon néu trén.
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Hudng dan: Nguyén 1y bu trir.
Bai 3.38 Cho trudc n la s6 tu nhién 1é 16n hon 1, v6i mbi hodn vi a =

(ay,as, ...,a,) trong s6 n! hodn vi cta 1,2, ..., n, ta dat

S(a) = z": 2'a;
i=1

Ching minh rang ton tai 2 hodn vi b va ¢, b khac ¢ sao cho n! 1a mot uéc s6
cua S(b) — S(c).

Hudng dan: Phuong phap phan ching.

Bai 3.39 Mot hinh tron dugc chia thanh 6 hinh quat bang nhau, trong mdi
hinh quat dat mot quan cd. M6i lan cho phép chuyén mot quan c& & mot
hinh quat sang mot trong hai hinh quat bén canh. Chiing minh rang khong
thé don cdc quan c& vao mot hinh quat sau 2006 1an thuc hién.

Huéng dan : Xay dung hé thic truy hoi.

Bai 3.40 Cho P, P,, ..., P, 1a n diém trén cung mot dudng tron. Cho p €
N,2 < p < n. C6 bao nhiéu cdch t6 mau n diém da cho bing p mau sao
cho hai diém ké nhau dugc t6 boi hai mau khac nhau.

béapso: a1 =p,as=pp—1),a, = (p— 1Dap_o+ (p — 2)a,_1.
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