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Lêi nãi ®Çu

B¹n ®ang cã trong tay tËp I cña mét trong nh÷ng s¸ch bµi tËp gi¶i tÝch (theo
chóng t«i) hay nhÊt thÕ giíi .

Tríc ®©y, hÇu hÕt nh÷ng ngêi lµm to¸n cña ViÖt Nam thêng sö dông hai cuèn
s¸ch næi tiÕng sau (b»ng tiÕng Nga vµ ®∙ ®îc dÞch ra tiÕng ViÖt):

1. ”Bµi tËp gi¶i tÝch to¸n häc” cña Demidovich (B. P. Demidoviq; 1969,
Sbornik Zadaq i Upra¼neni̧i po Matematiqeskomu Analizu, Izdatel~stvo

"Nauka", Moskva)

vµ

2. ”Gi¶i tÝch to¸n häc, c¸c vÝ dô vµ bµi tËp” cña Ljaszko, Bojachuk, Gai,
Golovach (I. I. LÂxko, A. K. BoÂquk, º. G. Ga³̧, G. P. Golobaq; 1975, Matem-

atiqeski³̧ Analiz v Primerah i Zadaqah, Tom 1, 2, Izdatel~stvo VixaÂ

Xkola).

®Ó gi¶ng d¹y hoÆc häc gi¶i tÝch.
CÇn chó ý r»ng, cuèn thø nhÊt chØ cã bµi tËp vµ ®¸p sè. Cuèn thø hai cho lêi

gi¶i chi tiÕt ®èi víi phÇn lín bµi tËp cña cuèn thø nhÊt vµ mét sè bµi to¸n kh¸c.
LÇn nµy chóng t«i chän cuèn s¸ch (b»ng tiÕng Ba Lan vµ ®∙ ®îc dÞch ra tiÕng

Anh):

3. ”Bµi tËp gi¶i tÝch. TËp I: Sè thùc, D·y sè vµ Chuçi sè” (W. J. Kaczkor, M.
T. Nowak, Zadania z Analizy Matematycznej, Cześć Pierwsza, Liczby Rzeczy-
wiste, Ciagi i Szeregi Liczbowe, Wydawnictwo Universytetu Marii Curie -
Sklodowskiej, Lublin, 1996),
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iv Lêi nãi ®Çu

4. ”Bµi tËp gi¶i tÝch. TËp II: Liªn tôc vµ Vi ph©n ” (W. J. Kaczkor, M.
T. Nowak, Zadania z Analizy Matematycznej, Cześć Druga, Funkcje Jednej
Zmiennej–Rachunek Rózniczowy, Wydawnictwo Universytetu Marii Curie -
Sklodowskiej, Lublin, 1998).

®Ó biªn dÞch nh»m cung cÊp thªm mét tµi liÖu tèt gióp b¹n ®äc häc vµ d¹y gi¶i tÝch.
Khi biªn dÞch, chóng t«i ®∙ tham kh¶o b¶n tiÕng Anh:

3*. W. J. Kaczkor, M. T. Nowak, Problems in Mathematical Analysis I,

Real Numbers, Sequences and Series, AMS, 2000.

4*. W. J. Kaczkor, M. T. Nowak, Problems in Mathematical Analysis II,

Continuity and Differentiation, AMS, 2001.

S¸ch nµy cã c¸c u ®iÓm sau:

² C¸c bµi tËp ®îc x¾p xÕp tõ dÔ cho tíi khã vµ cã nhiÒu bµi tËp hay.

² Lêi gi¶i kh¸ ®Çy ®ñ vµ chi tiÕt.

² KÕt hîp ®îc nh÷ng ý tëng hay gi÷a to¸n häc s¬ cÊp vµ to¸n häc hiÖn ®¹i.
NhiÒu bµi tËp ®ù¬c lÊy tõ c¸c t¹p chÝ næi tiÕng nh, American Mathemati-
cal Monthly (tiÕng Anh), Mathematics Today (tiÕng Nga), Delta
(tiÕng Balan). V× thÕ, s¸ch nµy cã thÓ dïng lµm tµi liÖu cho c¸c häc sinh
phæ th«ng ë c¸c líp chuyªn còng nh cho c¸c sinh viªn ®¹i häc ngµnh to¸n.

C¸c kiÕn thøc c¬ b¶n ®Ó gi¶i c¸c bµi tËp trong s¸ch nµy cã thÓ t×m trong

5. NguyÔn Duy TiÕn, Bµi Gi¶ng Gi¶i TÝch, TËp I, NXB §¹i Häc Quèc Gia Hµ
Néi, 2000.

6. W. Rudin, Principles of Mathematical Analysis, McGraw -Hil Book
Company, New York, 1964.

Tuy vËy, tríc mçi ch¬ng chóng t«i tr×nh bµy tãm t¾t lý thuyÕt ®Ó gióp b¹n ®äc
nhí l¹i c¸c kiÕn thøc c¬ b¶n cÇn thiÕt khi gi¶i bµi tËp trong ch¬ng t¬ng øng.
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TËp I vµ II cña s¸ch chØ bµn ®Õn hµm sè mét biÕn sè (trõ phÇn kh«ng gian
metric trong tËp II). Kaczkor, Nowak ch¾c sÏ cßn viÕt Bµi TËp Gi¶i TÝch cho hµm
nhiÒu biÕn vµ phÐp tÝnh tÝch ph©n.

Chóng t«i ®ang biªn dÞch tËp II, s¾p tíi sÏ xuÊt b¶n.
Chóng t«i rÊt biÕt ¬n :
- Gi¸o s Ph¹m Xu©n Yªm (Ph¸p) ®∙ göi cho chóng t«i b¶n gèc tiÕng Anh tËp I

cña s¸ch nµy,
- Gi¸o s NguyÔn H÷u ViÖt Hng (ViÖt Nam) ®∙ göi cho chóng t«i b¶n gèc tiÕng

Anh tËp II cña s¸ch nµy,
- Gi¸o s Spencer Shaw (Mü) ®∙ göi cho chóng t«i b¶n gèc tiÕng Anh cuèn s¸ch

næi tiÕng cña W. Rudin (nãi trªn), xuÊt b¶n lÇn thø ba, 1976,
- TS D¬ng TÊt Th¾ng ®∙ cæ vò vµ t¹o ®iÒu kiÖn ®Ó chóng t«i biªn dÞch cuèn

s¸ch nµy.
Chóng t«i ch©n thµnh c¸m ¬n tËp thÓ sinh viªn To¸n - Lý K5 HÖ §µo T¹o Cö

Nh©n Khoa Häc Tµi N¨ng, Trêng §HKHTN, §HQGHN, ®∙ ®äc kü b¶n th¶o vµ söa
nhiÒu lçi chÕ b¶n cña b¶n ®¸nh m¸y ®Çu tiªn.

Chóng t«i hy väng r»ng cuèn s¸ch nµy sÏ ®îc ®«ng ®¶o b¹n ®äc ®ãn nhËn vµ
gãp nhiÒu ý kiÕn quÝ b¸u vÒ phÇn biªn dÞch vµ tr×nh bµy. RÊt mong nhËn ®îc sù chØ
gi¸o cña quý vÞ b¹n ®äc, nh÷ng ý kiÕn gãp ý xin göi vÒ: Chi ®oµn c¸n bé, Khoa

To¸n C¬ Tin häc, trêng §¹i häc Khoa häc Tù nhiªn, §¹i häc Quèc gia

Hµ Néi, 334 NguyÔn Tr·i, Thanh Xu©n, Hµ Néi.

Xin ch©n thµnh c¶m ¬n.
Hµ Néi, Xu©n 2002.

Nhãm biªn dÞch
§oµn Chi





C¸c ký hiÖu vµ kh¸i niÖm

² R - tËp c¸c sè thùc

² R+ - tËp c¸c sè thùc d¬ng

² Z - tËp c¸c sè nguyªn

² N - tËp c¸c sè nguyªn d¬ng hay c¸c sè tù nhiªn

² Q - tËp c¸c sè h÷u tû

² (a; b) - kho¶ng më cã hai ®Çu mót lµ a vµ b

² [a; b] - ®o¹n (kho¶ng ®ãng) cã hai ®Çu mót lµ a vµ b

² [x] - phÇn nguyªn cña sè thùc x

² Víi x 2 R, hµm dÊu cña x lµ

sgnx =

8><>:
1 víi x > 0;

¡1 víi x < 0;

0 víi x = 0:

² Víi x 2 N,
n! = 1 ¢ 2 ¢ 3 ¢ ::: ¢ n;

(2n)!! = 2 ¢ 4 ¢ 6 ¢ ::: ¢ (2n¡ 2) ¢ (2n);
(2n¡ 1)!! = 1 ¢ 3 ¢ 5 ¢ ::: ¢ (2n¡ 3) ¢ (2n¡ 1):

² Ký hiÖu
¡
n
k

¢
= n!

k!(n¡k)! ; n; k 2 N; n ¸ k, lµ hÖ sè cña khai triÓn nhÞ thøc
Newton.
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viii C¸c ký hiÖu vµ kh¸i niÖm

² NÕu A ½ R kh¸c rçng vµ bÞ chÆn trªn th× ta ký hiÖu supA lµ cËn trªn ®óng
cña nã, nÕu nã kh«ng bÞ chÆn trªn th× ta quy íc r»ng supA = +1.

² NÕu A ½ R kh¸c rçng vµ bÞ chÆn díi th× ta ký hiÖu infA lµ cËn díi ®óng
cña nã, nÕu nã kh«ng bÞ chÆn díi th× ta quy íc r»ng infA = ¡1.

² D∙y fang c¸c sè thùc ®îc gäi lµ ®¬n ®iÖu t¨ng (t¬ng øng ®¬n ®iÖu gi¶m)
nÕu an+1 ¸ an (t¬ng øng nÕu an+1 ∙ an) víi mäi n 2 N. Líp c¸c d∙y ®¬n
®iÖu chøa c¸c d∙y t¨ng vµ gi¶m.

² Sè thùc c ®îc gäi lµ ®iÓm giíi h¹n cña d∙y fang nÕu tån t¹i mét d∙y con
fankg cña fang héi tô vÒ c.

² Cho S lµ tËp c¸c ®iÓm tô cña d∙y fang. CËn díi ®óng vµ cËn trªn ®óng cña
d∙y , ký hiÖu lÇn lît lµ lim

n!1
an vµ lim

n!1
an ®îc x¸c ®Þnh nh sau

lim
n!1

an =

8><>:
+1 nÕu fang kh«ng bÞ chÆn trªn;

¡1 nÕu fang bÞ chÆn trªn vµ S = ;;
supS nÕu fang bÞ chÆn trªn vµ S 6= ;;

lim
n!1

an =

8><>:
¡1 nÕu fang kh«ng bÞ chÆn díi;

+1 nÕu fang bÞ chÆn díi vµ S = ;;
inf S nÕu fang bÞ chÆn díi vµ S 6= ;;

² TÝch v« h¹n
1Q
n=1

an héi tô nÕu tån t¹i n0 2 N sao cho an 6= 0 víi n ¸ n0 vµ

d∙y fan0an0+1 ¢ ::: ¢ an0+ng héi tô khi n ! 1 tíi mét giíi h¹n P0 6= 0. Sè
P = an0an0+1 ¢ ::: ¢ an0+n ¢ P0 ®îc gäi lµ gi¸ trÞ cña tÝch v« h¹n.

² Trong phÇn lín c¸c s¸ch to¸n ë níc ta tõ tríc ®Õn nay, c¸c hµm tang vµ
c«tang còng nh c¸c hµm ngîc cña chóng ®îc ký hiÖu lµ tg x, cotg x,
arctg x, arccotg x theo c¸ch ký hiÖu cña c¸c s¸ch cã nguån gèc tõ Ph¸p vµ
Nga, tuy nhiªn trong c¸c s¸ch to¸n cña Mü vµ phÇn lín c¸c níc ch©u ¢u,
chóng ®îc ký hiÖu t¬ng tù lµ tanx, cotx, arctanx, arccotx. Trong cuèn
s¸ch nµy chóng t«i sÏ sö dông nh÷ng ký hiÖu nµy ®Ó b¹n ®äc lµm quen víi
nh÷ng ký hiÖu ®∙ ®îc chuÈn ho¸ trªn thÕ giíi.



Bµi tËp
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Ch¬ng 1

Giíi h¹n vµ tÝnh liªn tôc

1.1 Giíi h¹n cña hµm sè

Chóng ta dïng c¸c ®Þnh nghÜa sau.

§Þnh nghÜa 1. Hµm f gäi lµ t¨ng (t¬ng øng, t¨ng thùc sù, gi¶m, gi¶m thùc

sù) trªn tËp kh¸c rçng A 2 R nÕu x1 < x2; x1; x2 2 A kÐo theo f(x1) ∙ f(x2)
(t¬ng øng f(x1) < f(x2), f(x1) ¸ f(x2), f(x1) > f(x2) ). Hµm t¨ng hay gi¶m

(t¬ng øng, t¨ng thùc sù hay gi¶m thùc sù) gäi lµ hµm ®¬n ®iÖu (t¬ng øng,

®¬n ®iÖu thùc sù)

§Þnh nghÜa 2. TËp (a¡ "; a+ ") n fag, ë ®©y " > 0 gäi lµ l©n cËn khuyÕt cña
®iÓm a 2 R
1.1.1. T×m c¸c giíi h¹n hoÆc chøng minh chóng kh«ng tån t¹i.

(a) lim
x!0

x cos
1

x
; (b) lim

x!0
x

∙
1

x

¸
;

(c) lim
x!0

x

a

∙
b

x

¸
; a; b > 0; (d) lim

x!0
[x]

x
;

(e) lim
x!1

x(
p
x2 + 1¡ 3

p
x3 + 1); (f) lim

x!0
cos(¼

2
cosx)

sin(sinx)
:

1.1.2. Gi¶ sö f : (¡a; a) n f0g ! R. Chøng minh r»ng

(a) lim
x!0

f(x) = l nÕu vµ chØ nÕu lim
x!0

f(sinx) = l,

3



4 Ch¬ng 1. Giíi h¹n vµ tÝnh liªn tôc

(b) lim
x!0

f(x) = l th× lim
x!0

f(jxj) = l. §iÒu ngîc l¹i cã ®óng kh«ng ?

1.1.3. Gi¶ sö hµm f : (¡a; a) n f0g ! (0;+1) tho¶ m∙n lim
x!0
(f(x) + 1

f(x)
) = 2.

Chøng minh r»ng lim
x!0

f(x) = 1.

1.1.4. Gi¶ sö f ®îc x¸c ®Þnh trªn l©n cËn khuyÕt cña a vµ lim
x!a
(f(x)+ 1

jf(x)j) =

0. T×m lim
x!0

f(x).

1.1.5. Chøng minh r»ng nÕu f lµ hµm bÞ chÆn trªn [0; 1] tho¶ m∙n f(ax) =

bf(x) víi 0 ∙ x ∙ 1
a
vµ a; b > 1 th× lim

x!0+
f(x) = f(0).

1.1.6. TÝnh

(a) lim
x!0
(x2(1 + 2 + 3 + ¢ ¢ ¢+ [ 1jxj ]));

(b) lim
x!0+

(x([ 1
x
] + [ 2

x
] + ¢ ¢ ¢+ [k

x
])); k 2 N.

1.1.7. TÝnh lim
x!1

[P (x)]
P (jxj) , ë ®©y P (x) lµ ®a thøc víi hÖ sè d¬ng.

1.1.8. ChØ ra b»ng vÝ dô r»ng ®iÒu kiÖn

lim
x!0
(f(x) + f(2x)) = 0(¤)

kh«ng suy ra f cã giíi h¹n t¹i 0. Chøng minh r»ng nÕu tån t¹i hµm ' sao

cho bÊt ®¼ng thøc f(x) ¸ '(x) ®îc tho¶ m∙n trong mét l©n cËn khuyÕt cña
0 vµ lim

x!0
'(x) = 0 , th× (¤) suy ra lim

x!0
f(x) = 0.

1.1.9.

(a) Cho vÝ dô hµm f tho¶ m∙n ®iÒu kiÖn

lim
x!0
(f(x)f(2x)) = 0

vµ lim
x!0

f(x) kh«ng tån t¹i.

(b) Chøng minh r»ng nÕu trong mét l©n cËn khuyÕt cña 0, c¸c bÊt ®¼ng

thøc f(x) ¸ jxj®; 1
2
< ® < 1; vµ f(x)f(2x) ¸ jxj ®îc tho¶ m∙n, th×

lim
x!0

f(x) = 0.
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1.1.10. Cho tríc sè thùc ®, gi¶ sö lim
x!1

f(ax)
x®

= g(a) víi mçi sè d¬ng a.

Chøng minh r»ng tån t¹i c sao cho g(a) = ca®.

1.1.11. Gi¶ sö f : R ! R lµ hµm ®¬n ®iÖu sao cho lim
x!1

f(2x)
f(x)

= 1. Chøng

minh r»ng lim
x!1

f(cx)
f(x)

= 1 víi mäi c > 0.

1.1.12. Chøng minh r»ng nÕu a > 1 vµ ® 2 R th×

(a) lim
x!1

ax

x
= +1; (b) lim

x!1
ax

x®
= +1:

1.1.13. Chøng minh r»ng nÕu ® > 0, th× lim
x!1

lnx
x®
= 0.-

1.1.14. Cho a > 0, chøng minh lim
x!0

ax = 1. Dïng ®¼ng thøc nµy ®Ó chøng

minh tÝnh liªn tôc cña hµm mò.

1.1.15. Chøng minh r»ng

(a) lim
x!1

µ
1 +

1

x

¶x
= e; (b) lim

x!¡1

µ
1 +

1

x

¶x
= e;

(c) lim
x!1

(1 + x)
1
x = e:

1.1.16. Chøng minh r»ng lim
x!0

ln(1+x) = 0. Dïng ®»ng thøc nµy, suy ra hµm

logarit liªn tôc trªn (0;1).

1.1.17. TÝnh c¸c giíi h¹n sau :

(a) lim
x!0

ln(1 + x)

x
; (b) lim

x!0
ax ¡ 1
x

; a > 0;

(c) lim
x!0

(1 + x)® ¡ 1
x

; ® 2 R:

1.1.18. T×m

(a) lim
x!1

(lnx)
1
x ; (b) lim

x!0+
xsinx;

(c) lim
x!0
(cosx)

1
sin2 x ; (d) lim

x!1
(ex ¡ 1) 1x ;

(e) lim
x!0
(sin x)

1
lnx :
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1.1.19. T×m c¸c giíi h¹n sau:

(a) lim
x!0

sin 2x+ 2arctg 3x+ 3x2

ln(1 + 3x+ sin2 x) + xex
; (b) lim

x!0
ln cosx

tg x2
;

(c) lim
x!0+

p
1¡ e¡x ¡p1¡ cosxp

sinx
; (d) lim

x!0
(1 + x2)cotg x:

1.1.20. TÝnh

(a) lim
x!1

(tg
¼x

2x+ 1
)
1
x ; (b) lim

x!1
x(ln(1 +

x

2
)¡ ln x

2
):

1.1.21. Gi¶ sö r»ng lim
x!0+

g(x) = 0 vµ tån t¹i ® 2 R , c¸c sè d¬ng m;M sao

cho m ∙ f(x)
x®
∙M víi nh÷ng gi¸ trÞ d¬ng cña x trong l©n cËn cña 0. Chøng

minh r»ng nÕu ® lim
x!0+

g(x) lnx = °; th× lim
x!0+

f(x)g(x) = e° . Trêng hîp ° =1
hoÆc ° = ¡1, ta gi¶ sö e1 =1 vµ e¡1 = 0.

1.1.22. BiÕt r»ng lim
x!0

f(x) = 1 vµ lim
x!0

g(x) = 1. Chøng minh r»ng nÕu

lim
x!0

g(x)(f(x)¡ 1) = °, th× lim
x!0

f(x)g(x) = e°.

1.1.23. TÝnh

(a) lim
x!0+

¡
2 sin

p
x+

p
x sin 1

x

¢x
,

(b) lim
x!0

³
1 + xe¡

1
x2 sin 1

x4

´e 1
x2

,

(c) lim
x!0

³
1 + e¡

1
x2 arctg 1

x2
+ xe¡

1
x2 sin 1

x4

´e 1
x2

.

1.1.24. Cho f : [0;+1) ! R lµ hµm sao cho mçi d∙yf(a + n); a ¸ 0; héi tô
tíi kh«ng. Hái giíi h¹n lim

x!1
f(x) cã tån t¹i kh«ng ?

1.1.25. Cho f : [0;+1)! R lµ hµm sao cho víi mäi sè d¬ng a, d∙yff(an)g,
héi tô tíi kh«ng. Hái giíi h¹n lim

x!1
f(x) cã tån t¹i kh«ng ?

1.1.26. Cho f : [0;+1) ! R lµ hµm sao cho víi mäi a ¸ 0 vµ mäi b > 0,

d∙yff(a + bn)g; a ¸ 0; héi tô tíi kh«ng. Hái giíi h¹n lim
x!1

f(x) cã tån t¹i

kh«ng ?
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1.1.27. Chøng minh r»ng nÕu lim
x!0

f(x) = 0 vµ lim
x!0

f(2x)¡f(x)
x

= 0 th× lim
x!0

f(x)
x
=

0.

1.1.28. Gi¶ sö f x¸c ®Þnh trªn (a;+1), bÞ chÆn trªn mçi kho¶ng h÷u h¹n
(a; b) ; a < b. Chøng minh r»ng nÕu lim

x!+1
(f(x+1)¡f(x)) = l, th× lim

x!0
f(x)
x
= l.

1.1.29. Cho f x¸c ®Þnh trªn (a;+1), bÞ chÆn díi trªn mçi kho¶ng h÷u
h¹n (a; b) ; a < b. Chøng minh r»ng nÕu lim

x!+1
(f(x + 1) ¡ f(x)) = +1, th×

lim
x!0

f(x)
x
= +1.

1.1.30. Cho f x¸c ®Þnh trªn (a;+1), bÞ chÆn trªn mçi kho¶ng h÷u h¹n
(a; b) ; a < b. NÕu víi sè nguyªn kh«ng ©m k , lim

x!+1
f(x+1)¡f(x)

xk
tån t¹i, th×

lim
x!+1

f(x)

xk+1
=

1

k + 1
lim
x!+1

f(x+ 1)¡ f(x)
xk

:

1.1.31. Cho f x¸c ®Þnh trªn (a;+1), bÞ chÆn trªn mçi kho¶ng h÷u h¹n
(a; b) ; a < b vµ gi¶ sö f(x) ¸ c > 0 víi x 2 (a;+1). Chøng minh r»ng nÕu
lim
x!+1

f(x+1)
f(x)

tån t¹i, th× lim
x!+1

f(x)
1
x còng tån t¹i vµ

lim
x!+1

(f(x))
1
x = lim

x!+1
f(x+ 1)

f(x)
:

1.1.32. Gi¶ thiÕt r»ng lim
x!0

f
³£

1
x

¤¡1´
= 0. Tõ ®ã cã suy ra lim

x!0
f(x) tån t¹i

kh«ng ?

1.1.33. Cho f : R ! R sao cho víi mäi a 2 R, d∙y ©f( a
n
)
ª
héi tô tíi kh«ng.

Hái f cã giíi h¹n t¹i 0 kh«ng ?

1.1.34. Chøng minh r»ng nÕu lim
x!0

f
¡
x
¡
1
x
¡ £ 1

x

¤¢¢
= 0, th× lim

x!0
f(x) = 0.

1.1.35. Chøng minh r»ng nÕu f ®¬n ®iÖu t¨ng ( gi¶m ) trªn (a; b), th× víi

mäi x0 2 (a; b),

(a) f(x+0 ) = lim
x!x+0

f(x) = inf
x>x0

f(x) (f(x+0 ) = sup
x>x0

f(x));
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(b) f(x¡0 ) = lim
x!x¡0

f(x) = sup
x<x0

f(x) (f(x¡0 ) = inf
x<x0

f(x));

(c) f(x¡0 ) ∙ f(x0) ∙ f(x+0 ) (f(x¡0 ) ¸ f(x0) ¸ f(x+0 )).
1.1.36. Chøng minh r»ng nÕu f ®¬n ®iÖu t¨ng trªn (a; b), th× víi mäi x0 2
(a; b),

(a) lim
x!x+0

f(x¡) = f(x+0 );

(b) lim
x!x¡0

f(x+) = f(x¡0 ):

1.1.37. Chøng minh ®Þnh lÝ Cauchy sau ®©y. §Ó f cã giíi h¹n h÷u h¹n

khi x ! a, ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ lµ víi mäi " > 0 tån t¹i ± > 0 sao cho

jf(x)¡ f(x0)j < " bÊt cø khi nµo 0 < jx¡ aj < ± vµ 0 < jx0 ¡ aj < ±. LËp c«ng
thøc vµ chøng minh ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ t¬ng tù ®Ó lim

x!1
f(x) tån t¹i.

1.1.38. Chøng minh r»ng nÕu lim
x!a

f(x) = A vµ lim
y!A

g(y) = B, th× lim
x!a

g(f(x)) =

B víi gi¶ thiÕt (g ± f)(x) = g(f(x)) ®îc x¸c ®Þnh vµ f kh«ng nhËn gi¸ trÞ A
trong l©n cËn khuyÕt cña a.

1.1.39. T×m c¸c hµm f vµ g sao cho lim
x!a

f(x) = A vµ lim
y!A

g(y) = B, nhng

lim
x!a

g(f(x)) 6= B.
1.1.40. Gi¶ sö f : R! R lµ hµm t¨ng vµ x 7! f(x)¡ x cã chu k× 1. KÝ hiÖu
fn lµ phÐp lÆp thø n cña f ; tøc lµ, f 1 = f vµ fn = f ± fn¡1 víi n ¸ 2. Chøng
minh r»ng nÕu lim

n!1
fn(0)
n

tån t¹i, th× víi mäi x 2 R; lim
n!1

fn(x)
n
= lim

n!1
fn(0)
n

1.1.41. Gi¶ sö f : R ! R lµ hµm t¨ng vµ x 7! f(x) ¡ x cã chu k× 1. Ngoµi
ra, gi¶ sö f(0) > 0 vµ p lµ sè nguyªn d¬ng cè ®Þnh. KÝ hiÖu fn lµ phÐp lÆp

thø n cña f . Chøng minh r»ng nÕu mp lµ sè nguyªn d¬ng nhá nhÊt sao cho

fmp(0) > 0, th×

p

mp
∙ lim

n!1

fn(0)

n
∙ lim

n!1
fn(0)

n
∙ p

mp
+
1 + f(0)

mp
:

1.1.42. Gi¶ sö f : R ! R lµ hµm t¨ng vµ x 7! f(x) ¡ x cã chu k× 1. Chøng
minh r»ng lim

n!1
fn(x)
n

tån t¹i vµ nhËn cïng gi¸ trÞ víi mäi x 2 R, ë ®©y fn kÝ
hiÖu phÐp lÆp thø n cña f .
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1.2 C¸c tÝnh chÊt cña hµm liªn tôc

1.2.1. T×m tÊt c¶ c¸c ®iÓm liªn tôc cña hµm f x¸c ®Þnh bëi

f(x) =

(
0 nÕu x v« tû,
sin jxj nÕu x h÷u tû.

1.2.2. X¸c®Þnh tËp c¸c ®iÓm liªn tôc cña hµm f ®îc cho bëi

f(x) =

(
x2 ¡ 1 nÕu x v« tû,
0 nÕu x h÷u tû.

1.2.3. Nghiªn cøu tÝnh liªn tôc cña c¸c hµm sau:

(a) f(x) =

8><>:
0 nÕu x v« tû hoÆc x = 0,
1
q

nÕu x = p=q; p 2 Z; q 2 N, vµ
p; q nguyªn tè cïng nhau,

(b) f(x) =

8><>:
jxj nÕu x v« tû hoÆc x = 0,
qx=(qx+ 1) nÕu x = p=q; p 2 Z; q 2 N, vµ

p; q nguyªn tè cïng nhau,

(Hµm ®Þnh nghÜa ë (a) ®îc gäi lµ hµm Riemann.)

1.2.4. Chøng minh r»ng nÕu f 2 C([a; b]), th× jf j 2 C([a; b]). ChØ ra b»ng vÝ
dô r»ng ®iÒu ngîc l¹i kh«ng ®óng.

1.2.5. X¸c ®Þnh tÊt c¶ c¸c an vµ bn sao cho hµm x¸c ®Þnh bëi

f(x) =

(
an + sin¼x nÕu x 2 [2n; 2n+ 1]; n 2 Z ,
bn + cos¼x nÕu x 2 (2n¡ 1; 2n); n 2 Z ,

liªn tôc trªn R.

1.2.6. Cho f(x) = [x2] sin¼x víi x 2 R. Nghiªn cøu tÝnh liªn tôc cña f .
1.2.7. BiÕt

f(x) = [x] + (x¡ [x])[x] víi x ¸ 1

2
:

Chøng minh r»ng f liªn tôc vµ t¨ng thùc sù trªn [1;1).



10 Ch¬ng 1. Giíi h¹n vµ tÝnh liªn tôc

1.2.8. Nghiªn cøu tÝnh liªn tôc cña c¸c hµm sau ®©y vµ vÏ ®å thÞ cña chóng

(a) f(x) = lim
n!1

nx¡n¡x
nx+n¡x ; x 2 R;

(b) f(x) = lim
n!1

x2enx+x
enx+1

; x 2 R;

(c) f(x) = lim
n!1

ln(en+xn)
n

; x ¸ 0;

(d) f(x) = lim
n!1

n

q
4n + x2n + 1

x2n
; x 6= 0;

(e) f(x) = lim
n!1

2n
p
cos2n x+ sin2n x; x 2 R:

1.2.9. Chøng minh r»ng nÕu f : R! R liªn tôc vµ tuÇn hoµn th× nã cã gi¸
trÞ lín nhÊt vµ gi¸ trÞ nhá nhÊt.

1.2.10. Cho P (x) = x2n + a2n¡1x2n¡1 + ¢+ a1x+ a0, chøng minh r»ng tån t¹i
x¤ 2 R sao cho P (x¤) = inffP (x) : x 2 Rg. Còng chøng minh r»ng gi¸ trÞ
tuyÖt ®èi cña mäi ®a thøc P cã gi¸ trÞ nhá nhÊt; tøc lµ, tån t¹i x¤ 2 R sao
cho jP (x¤)j = inffjP (x)j : x 2 Rg.

1.2.11.

(a) Cho vÝ dô vÒ hµm bÞ chÆn trªn [0; 1] nhng kh«ng cã gi¸ trÞ nhá nhÊt,

còng kh«ng cã gi¸ trÞ lín nhÊt.

(b) Cho vÝ dô vÒ hµm bÞ chÆn trªn [0; 1] nhng kh«ng cã gi¸ trÞ nhá nhÊt

trªn mäi ®o¹n [a; b] ½ [0; 1]; a < b.

1.2.12. Cho f : R! R; x0 2 R vµ ± > 0, ®Æt

!f (x0; ±) = supfjf(x)¡ f(x0)j : x 2 R; jx¡ x0j < ±g

vµ !f(x0) = lim
±!0+

!f(x0; ±). Chøng minh r»ng f liªn tôc t¹i x0 nÕu vµ chØ nÕu

!f(x0) = 0.

1.2.13.
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(a) Cho f; g 2 C([a; b]) vµ víi x 2 [a; b], ®Æt h(x) = minff(x); g(x)g vµ
H(x) = maxff(x); g(x)g. Chøng minh r»ng h;H 2 C([a; b]).

(b) Cho f1; f2; f3 2 C([a; b]) vµ víi x 2 [a; b], ®Æt f(x) lµ mét trong ba gi¸ trÞ
f1(x); f2(x) vµ f3(x) mµ n»m gi÷a hai gi¸ trÞ cßn l¹i. Chøng minh r»ng

f 2 C([a; b]).

1.2.14. Chøng minh r»ng nÕu f 2 C([a; b]), th× c¸c hµm ®îc x¸c ®Þnh bëi

m(x) = infff(³) : ³ 2 [a; x]g vµ M(x) = supff(³) : ³ 2 [a; x]g

còng liªn tôc trªn [a; b].

1.2.15. Gäi f lµ hµm bÞ chÆn trªn [a; b]. Chøng minh r»ng c¸c hµm ®îc x¸c

®Þnh bëi

m(x) = infff(³) : ³ 2 [a; x)g vµ M(x) = supff(³) : ³ 2 [a; x)g

còng liªn tôc trªn (a; b).

1.2.16. Víi c¸c gi¶ thiÕt cña bµi to¸n tríc, kiÓm tra c¸c hµm

m¤(x) = infff(³) : ³ 2 [a; x]g vµ M¤(x) = supff(³) : ³ 2 [a; x]g

cã liªn tôc tr¸i trªn (a; b) hay kh«ng ?

1.2.17. Gi¶ sö f liªn tôc trªn [a;1) vµ lim
x!1

f(x) h÷u h¹n. Chøng minh r»ng

f bÞ chÆn trªn [a;1).

1.2.18. Cho f lµ hµm liªn tôc trªn R vµ ®Æt fxng lµ d∙y bÞ chÆn. C¸c bÊt
®¼ng thøc sau

lim
n!1

f(xn) = f( lim
n!1

xn) vµ lim
n!1

f(xn) = f( lim
n!1

xn)

cã ®óng kh«ng ?

1.2.19. Cho f : R ! R lµ hµm liªn tôc, t¨ng vµ gäi fxng lµ d∙y bÞ chÆn.
Chøng minh r»ng
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(a) lim
n!1

f(xn) = f( lim
n!1

xn);

(b) lim
n!1

f(xn) = f( lim
n!1

xn):

1.2.20. Cho f : R ! R lµ hµm liªn tôc, gi¶m vµ gäi fxng lµ d∙y bÞ chÆn.
Chøng minh r»ng

(a) lim
n!1

f(xn) = f( lim
n!1

xn);

(b) lim
n!1

f(xn) = f( lim
n!1

xn):

1.2.21. Gi¶ sö f liªn tôc trªn R; lim
x!¡1

f(x) = ¡1 vµ lim
x!1

f(x) = +1. X¸c
®Þnh g b»ng c¸ch ®Æt

g(x) = supft : f(t) < xg víi x 2 R:

(a) Chøng minh r»ng g liªn tôc tr¸i.

(b) g cã liªn tôc kh«ng ?

1.2.22. Cho f : R! R lµ hµm tuÇn hoµn liªn tôc víi hai chu k× kh«ng th«ng

íc T1 vµ T2; tøc lµ T1
T2
v« tû. Chøng minh r»ng f lµ hµm h»ng. Cho vÝ dô

hµm tuÇn hoµn kh¸c hµm h»ng cã hai chu k× kh«ng th«ng íc.

1.2.23.

(a) Chøng minh r»ng nÕu f : R! R lµ hµm liªn tôc, tuÇn hoµn, kh¸c hµm

h»ng, th× nã cã chu k× d¬ng nhá nhÊt, gäi lµ chu k× c¬ b¶n.

(b) Cho vÝ dô hµm tuµn hoµn kh¸c hµm h»ng mµ kh«ng cã chu k× c¬ b¶n.

(c) Chøng minh r»ng nÕu f : R! R lµ hµm tuÇn hoµn kh«ng cã chu k× c¬

b¶n, th× tËp tÊt c¶ c¸c chu k× cña f trï mËt trong R.

1.2.24.
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(a) Chøng minh r»ng ®Þnh lÝ trong môc (a) cña bµi to¸n tríc vÉn cßn ®óng

khi tÝnh liªn tôc cña f trªn R ®îc thay thÕ bëi tÝnh liªn tôc t¹i mét
®iÓm.

(b) Chøng minh r»ng nÕu f : R! R lµ hµm tuÇn hoµn kh«ng cã chu k× c¬

b¶n vµ nÕu nã liªn tôc t¹i Ýt nhÊt mét ®iÓm, th× nã lµ hµm h»ng.

1.2.25. Chøng minh r»ng nÕu f; g : R ! R lµ hµm liªn tôc, tuÇn hoµn vµ

lim
x!1

(f(x)¡ g(x)) = 0 th× f = g.

1.2.26. Cho vÝ dô hai hµm tuÇn hoµn f vµ g sao cho mäi chu k× cña f kh«ng

th«ng íc víi mäi chu k× cña g vµ sao cho f + g

(a) kh«ng tuÇn hoµn,

(b) tuÇn hoµn.

1.2.27. Cho f; g : R ! R lµ c¸c hµm liªn tôc vµ tuÇn hoµn lÇn lît víi chu

k× c¬ b¶n d¬ng T1 vµ T2. Chøng minh r»ng nÕu T1
T2
=2 Q, th× h = f + g kh«ng

lµ hµm tuÇn hoµn.

1.2.28. Cho f; g : R ! R lµ c¸c hµm tuÇn hoµn .Gi¶ sö f liªn tôc vµ kh«ng

cã chu k× nµo cña g th«ng íc víi chu k× c¬ b¶n cña f . Chøng minh r»ng

f + g kh«ng lµ hµm tuÇn hoµn.

1.2.29. Chøng minh r»ng tËp c¸c ®iÓm gi¸n ®o¹n cña hµm ®¬n ®iÖu f : R!
R kh«ng qu¸ ®Õm ®îc.

1.2.30. Gi¶ sö f liªn tôc trªn [0; 1]. Chøng minh r»ng

lim
n!1

1

n

nX
k=1

(¡1)kf(k
n
) = 0:

1.2.31. Cho f liªn tôc trªn [0; 1]. Chøng minh r»ng

lim
n!1

1

2n

nX
k=0

(¡1)k
µ
n

k

¶
f(
k

n
) = 0:
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1.2.32. Gi¶ sö f : (0;1) ! R lµ hµm liªn tôc sao cho f(x) ∙ f(nx) víi mäi
sè d¬ng x vµ mäi sè tù nhiªn n. Chøng minh r»ng lim

x!1
f(x) tån t¹i (h÷u

h¹n hoÆc v« h¹n).

1.2.33. Hµm f x¸c ®Þnh trªn kho¶ng I ½ R ®îc gäi lµ låi trªn I nÕu

f(¸x1 + (1¡ ¸)x2) ∙ ¸f(x1) + (1¡ ¸)f(x2)

víi mäi x1; x2 2 I vµ ¸ 2 (0; 1). Chøng minh r»ng nÕu f låi trªn kho¶ng më,
th× nã liªn tôc. Hµm låi trªn kho¶ng bÊt k× cã nhÊt thiÕt liªn tôc kh«ng ?

1.2.34. Chøng minh r»ng nÕu d∙y ffng c¸c hµm liªn tôc trªn A héi tô ®Òu

tíi f trªn A, th× f liªn tôc trªn A.

1.3 TÝnh chÊt gi¸ trÞ trung gian

Ta nh¾c l¹i ®Þnh nghÜa sau:

§Þnh nghÜa 3. Hµm thùc f cã tÝnh chÊt gi¸ trÞ trung gian trªn kho¶ng I

chøa [a; b] nÕu f(a) < v < f(b) hoÆc f(b) < v < f(a); tøc lµ, nÕu v n»m gi÷a

f(a) vµ f(b), th× tån t¹i c n»m gi÷a a vµ b sao cho f(c) = v.

1.3.1. Cho c¸c vÝ dô c¸c hµm cã tÝnh chÊt gi¸ trÞ trung gian trªn kho¶ng I

nhng kh«ng liªn tôc trªn kho¶ng nµy.

1.3.2. Chøng minh r»ng hµm t¨ng thùc sù f : [a; b]! R cã tÝnh chÊt gi¸ trÞ
trung gian th× liªn tôc trªn [a; b].

1.3.3. Cho f : [0; 1] ! [0; 1] liªn tôc. Chøng minh r»ng f cã ®iÓm cè ®Þnh

trong [0; 1]; tøc lµ, tån t¹i x0 2 [0; 1] sao cho f(x0) = x0.

1.3.4. Gi¶ sö f; g : [a; b] ! R liªn tôc sao cho f(a) < g(a) vµ f(b) > g(b).

Chøng minh r»ng tån t¹i x0 2 (a; b) sao cho f(x0) = g(x0).
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1.3.5. Cho f : R ! R liªn tôc vµ tuÇn hoµn víi chu k× T > 0. Chøng minh
r»ng tån t¹i x0 sao cho

f

µ
x0 +

T

2

¶
= f(x0):

1.3.6. Hµm f : (a; b) ! R liªn tôc. Chøng minh r»ng, víi x1; x2; : : : ; xn cho
tríc trong (a; b), tån t¹i x0 2 (a; b) sao cho

f(x0) =
1

n
(f(x1) + f(x2) + ¢+ f(xn)):

1.3.7.

(a) Chøng minh r»ng ph¬ng tr×nh (1 ¡ x) cosx = sinx cã Ýt nhÊt mét

nghiÖm trong (0; 1).

(b) Víi ®a thøc kh¸c kh«ng P , chøng minh r»ng ph¬ng tr×nh jP (x)j = ex
cã Ýt nhÊt mét nghiÖm.

1.3.8. Víi a0 < b0 < a1 < b1 < ¢ ¢ ¢ < an < bn, chøng minh r»ng mäi nghiÖm
cña ®a thøc

P (x) =
nY
k=0

(x+ ak) + 2
nY
k=0

(x+ bk); x 2 R;

®Òu lµ thùc.

1.3.9. Gi¶ sö f vµ g cã tÝnh chÊt gi¸ trÞ trung gian trªn [a; b]. Hái f + g cã

tÝnh chÊt gi¸ trÞ trung gian trªn kho¶ng ®ã kh«ng ?

1.3.10. Gi¶ sö f 2 C([0; 2]) vµ f(0) = f(2). Chøng minh r»ng tån t¹i x1 vµ
x2 trong [0; 2] sao cho

x2 ¡ x1 = 1 vµ f(x2) = f(x1):

Gi¶i thÝch ý nghÜa h×nh häc kÕt qu¶ trªn.

1.3.11. Cho f 2 C([0; 2]). Chøng minh r»ng tån t¹i x1 vµ x2 trong [0; 2] sao
cho

x2 ¡ x1 = 1 vµ f(x2)¡ f(x1) = 1

2
(f(2)¡ f(0)):
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1.3.12. Víi n 2 N, gäi f 2 C([0; n]) sao cho f(0) = f(n). Chøng minh r»ng
tån t¹i x1 vµ x2 trong [0; n] tho¶ m∙n

x2 ¡ x1 = 1 vµ f(x2) = f(x1):

1.3.13. Hµm liªn tôc f trªn [0; n]; n 2 N, tho¶ m∙n f(0) = f(n). Chøng minh
r»ng víi mäi k 2 f1; 2; : : : ; n ¡ 1g, tån t¹i xk vµ x0k sao cho f(xk) = f(x0k), ë
®©y xk¡ x0k = k hoÆc xk¡ x0k = n¡ k. Hái víi mäi k 2 f1; 2; : : : ; n¡ 1g, cã tån
t¹i xk vµ x

0
k sao cho f(xk) = f(x

0
k), ë ®©y xk ¡ x0k = k ?

1.3.14. 6 Víi n 2 N, gäi f 2 C([0; n]) sao cho f(0) = f(n). Chøng minh r»ng
ph¬ng tr×nh f(x) = f(y) cã Ýt nhÊt n nghiÖm víi x¡ y 2 N.

1.3.15. Gi¶ sö c¸c hµm thùc liªn tôc f vµ g x¸c ®Þnh trªn R giao ho¸n víi
nhau; tøc lµ, f(g(x)) = g(f(x)) víi mäi x 2 R. Chøng minh r»ng nÕu ph¬ng
tr×nh f2(x) = g2(x) cã nghiÖm, th× ph¬ng tr×nh f(x) = g(x) còng cã nghiÖm

(ë ®©y f2(x) = f(f(x)) vµ g2(x) = g(g(x)) ).

ChØ ra vÝ dô r»ng gi¶ thiÕt vÒ tÝnh liªn tôc cña f vµ g trong bµi to¸n trªn

kh«ng thÓ bá qua.

1.3.16. Chøng minh r»ng ®¬n ¸nh liªn tôc f : R! R th× hoÆc t¨ng thùc sù,
hoÆc gi¶m thùc sù.

1.3.17. Gi¶ sö f : R! R lµ d¬n ¸nh liªn tôc. Chøng minh r»ng nÕu tån t¹i
n sao cho phÐp lÆp thø n cña f lµ ¸nh x¹ ®ång nhÊt, tøc lµ, fn(x) = x víi

mäi x 2 R, th×

(a) f(x) = x; x 2 R, nÕu f t¨ng thùc sù,

(b) f 2(x) = x; x 2 R, nÕu f gi¶m thùc sù.

1.3.18. Gi¶ sö f : R ! R tho¶ m∙n ®iÒu kiÖn f(f(x)) = f 2(x) = ¡x; x 2
R.Chøng minh r»ng f kh«ng thÓ liªn tôc.

1.3.19. T×m tÊt c¶ c¸c hµm f : R! R cã tÝnh chÊt gi¸ trÞ trung gian vµ tån
t¹i n 2 N sao cho fn(x) = ¡x; x 2 R, ë ®©y fn kÝ hiÖu phÐp lÆp thø n cña f .
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1.3.20. Chøng minh r»ng nÕu f : R ! R cã tÝnh chÊt gi¸ trÞ trung gian vµ
f¡1(fqg) ®ãng víi mäi q h÷u tû, th× f liªn tôc.

1.3.21. Gi¶ sö f : (a;1) ! R liªn tôc vµ bÞ chÆn. Chøng minh r»ng, víi T
cho tríc, tån t¹i d∙y fxng sao cho

lim
n!1

xn = +1 vµ lim
n!1

(f(xn + T )¡ f(xn)):

1.3.22. Cho vÝ dô hµm liªn tôc f : R ! R ®¹t mçi gi¸ trÞ cña nã ®óng ba

lÇn. Hái cã tån t¹i hay kh«ng hµm liªn tôc f : R! R ®¹t mçi gi¸ trÞ cña nã
®óng hai lÇn ?

1.3.23. Cho f : [0; 1] ! R liªn tôc vµ ®¬n ®iÖu thùc sù tõng m¶nh. (Hµm f

gäi lµ ®¬n ®iÖu thùc sù tõng m¶nh trªn [0; 1], nÕu tån t¹i ph©n ho¹ch cña

[0; 1] thµnh h÷u h¹n kho¶ng con [ti¡1; ti], ë ®©y i = 1; 2; : : : ; n vµ 0 = t0 < t1 <

¢ ¢ ¢ < tn = 1, sao cho f ®¬n ®iÖu trªn mçi kho¶ng con ®ã.) Chøng minh r»ng
f nhËn mét trong c¸c gi¸ trÞ cña nã mét sè lÎ lÇn.

1.3.24. Hµm liªn tôc f : [0; 1] ! R nhËn mçi gi¸ trÞ cña nã h÷u h¹n lÇn vµ
f(0) 6= f(1). Chøng minh r»ng f nhËn mét trong c¸c gi¸ trÞ cña nã mét sè
lÎ lÇn.

1.3.25. Gi¶ sö f : K ! K liªn tôctrªn tËp con compact K ½ R. Ngoµi ra,
gi¶ sö x0 2 K lµ sè sao cho mäi ®iÓm giíi h¹n cña d∙y lÆp ffn(x0)g lµ ®iÓm
cè ®Þnh cña f . Chøng minh r»ng ffn(x0)g héi tô.

1.3.26. Hµm f : R! R liªn tôc, t¨ng sao cho F x¸c ®Þnh bëi F (x) = f(x)¡x
tuÇn hoµn víi chu k× 1. Chøng minh r»ng nÕu ®(f) = lim

n!1
fn(0)
n
, th× tån t¹i

x0 2 [0; 1] sao cho F (x0) = ®(f). Chøng minh thªm r»ng f cã ®iÓm bÊt ®éng

trong [0; 1] nÕu vµ chØ nÕu ®(f) = 0. (Xem c¸c bµi to¸n 1.1.40 - 1.1.42.)

1.3.27. Hµm f : [0; 1] ! R tho¶ m∙n f(0) < 0 vµ f(1) > 0, vµ tån t¹i hµm

g liªn tôc trªn [0; 1] sao cho f + g gi¶m. Chøng minh r»ng ph¬ng tr×nh

f(x) = 0 cã nghiÖm trong kho¶ng më (0; 1).
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1.3.28. Chøng minh r»ng mäi song ¸nh f : R! [0;1) cã v« h¹n ®iÓm gi¸n

®o¹n.

1.3.29. Nh¾c l¹i r»ng mçi x 2 (0; 1) cã thÓ ®îc biÓu diÔn bëi sè nhÞ ph©n
(binary fraction) :a1a2a3 : : : , ë ®©y ai 2 f0; 1g; i = 1; 2; : : : . Trong trêng hîp
x cã hai khai triÓn nhÞ ph©n kh¸c nhau, ta chän khai triÓn cã v« h¹n ch÷ sè

1. TiÕp ®ã, gäi hµm f : (0; 1)! [0; 1] ®îc x¸c ®Þnh bëi

f(x) = lim
n!1

1

n

nX
i=1

ai:

Chøng minh r»ng f gi¸n ®o¹n t¹i mäi x 2 (0; 1), tuy nhiªn, nã cã tÝnh chÊt
gi¸ trÞ trung gian.

1.4 Hµm nöa liªn tôc

§Þnh nghÜa 4. HÖ thèng sè thùc më réng R bao gåm hÖ thèng sè thùc vµ

hai kÝ hiÖu +1,¡1 víi c¸c tÝnh chÊt sau :

(i) NÕu x thùc, th× ¡1 < x < +1, vµ x +1 = +1; x ¡1 = ¡1; x
+1 =

x
¡1 = 0.

(ii) NÕu x > 0, th× x ¢ (+1) = +1, x ¢ (¡1) = ¡1.

(iii) NÕu x < 0, th× x ¢ (+1) = ¡1, x ¢ (¡1) = +1.
§Þnh nghÜa 5. NÕu A ½ R lµ tËp kh¸c rçng, th× supA (t¬ng øng inf A) lµ
sè thùc më réng nhá nhÊt (t¬ng øng, lín nhÊt) mµ lín h¬n (t¬ng øng, nhá

h¬n) hoÆc b»ng mäi phÇn tö cña A.

Cho f lµ hµm thùc x¸c ®Þnh trªn tËp kh¸c rçng A ½ R.
§Þnh nghÜa 6. NÕu x0 lµ ®iÓm giíi h¹n cña A, th× giíi h¹n díi (t¬ng øng

giíi h¹n trªn) cña f(x) khi x ! x0 ®îc ®Þnh nghÜa lµ inf (t¬ng øng sup)

cña tËp tÊt c¶ c¸c y 2 R sao cho tån t¹i d∙y fxng c¸c ®iÓm trong A kh¸c x0,

héi tô tíi x0 vµ y = lim
n!1

f(xn). Giíi h¹n díi vµ giíi h¹n trªn cña f(x) khi

x! x0 ®îc kÝ hiÖu t¬ng øng bëi lim
x!x0

f(x) vµ lim
x!x0

f(x).
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§Þnh nghÜa 7. Mét hµm gi¸ trÞ thùc gäi lµ nöa liªn tôc díi (t¬ng øng

trªn) t¹i x0 2 A; x0 lµ ®iÓm giíi h¹n cña A, nÕu lim
x!x0

f(x) ¸ f(x0) (t¬ng øng
lim
x!x0

f(x) ∙ f(x0)). NÕu x0 lµ ®iÓm c« lËp cña A, th× ta gi¶ sö r»ng f lµ nöa

liªn tôc trªn vµ díi t¹i ®iÓm nµy.

1.4.1. Chøng minh r»ng nÕu x0 lµ ®iÓm giíi h¹n cña A vµ f : A! R, th×

(a) lim
x!x0

f(x) = sup
±>0

infff(x)g : x 2 A; 0 < jx¡ x0j < ±;

(b) lim
x!x0

f(x) = inf
±>0
supff(x)g : x 2 A; 0 < jx¡ x0j < ±:

1.4.2. Chøng minh r»ng nÕu x0 lµ ®iÓm giíi h¹n cña A vµ f : A! R, th×

(a) lim
x!x0

f(x) = sup
±!0+

infff(x)g : x 2 A; 0 < jx¡ x0j < ±;

(b) lim
x!x0

f(x) = inf
±!0+

supff(x)g : x 2 A; 0 < jx¡ x0j < ±:

1.4.3. Chøng minh r»ng y0 2 R lµ giíi h¹n díi cña f : A! R t¹i ®iÓm giíi

h¹n x0 cña A nÕu vµ chØ nÕu víi mäi " > 0, hai ®iÒu kiÖn sau ®©y ®îc tho¶

m∙n :

(i) tån t¹i ± > 0 sao cho f(x) > y0 ¡ " víi mäi x 2 A vµ 0 < jx¡ x0j < ±;

(ii) víi mäi ± > 0, tån t¹i x
0 2 A sao cho 0 < jx0 ¡ x0j < ± vµ f(x) < y0 + ":

ThiÕt lËp bµi to¸n t¬ng tù cho giíi h¹n trªn cña f t¹i x0:

1.4.4. Cho f : A! R vµ x0 lµ ®iÓm tíi h¹n cña A. Chøng minh r»ng

(a) lim
x!x0

f(x) = ¡1 nÕu vµ chØ nÕu víi mäi y thùc vµ víi mäi ± > 0, tån t¹i

x
0 2 A sao cho 0 < jx0 ¡ x0j < ± vµ f(x0) < y.

(b) lim
x!x0

f(x) = +1 nÕu vµ chØ nÕu víi mäi y thùc vµ víi mäi ± > 0, tån t¹i

x
0 2 A sao cho 0 < jx0 ¡ x0j < ± vµ f(x0) > y.
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1.4.5. Gi¶ sö f : A! R vµ x0 lµ ®iÓm giíi h¹n cña A. Chøng minh r»ng nÕu

l = lim
x!x0

f(x) (t¬ng øng L = lim
x!x0

f(x)), th× tån t¹i d∙y fxng; xn 2 A; xn 6= x0,
héi tô tíi x0 sao cho l = lim

n!1
f(xn) (t¬ng øng L = lim

n!1
f(xn)).

1.4.6. Cho f : A! R vµ x0 lµ ®iÓm giíi h¹n cña A. Chøng minh r»ng

lim
x!x0

(¡f(x)) = ¡ lim
x!x0

f(x) vµ lim
x!x0

(¡f(x)) = ¡ lim
x!x0

f(x):

1.4.7. Cho f : A! (0;1) vµ x0 lµ ®iÓm giíi h¹n cña A. Chøng minh r»ng

lim
x!x0

1

f(x)
=

1

lim
x!x0

f(x)
vµ lim

x!x0
1

f(x)
=

1

lim
x!x0

f(x)
:

(Ta gi¶ sö r»ng 1
+1 = 0 vµ 1

0+
= +1.)

1.4.8. Gi¶ sö f; g : A ! R vµ x0 lµ ®iÓm giíi h¹n cña A. Chøng minh r»ng

c¸c bÊt ®¼ng thøc sau ®©y ®óng (trõ trêng hîp c¸c d¹ng bÊt ®Þnh +1¡1
vµ ¡1+1):

lim
x!x0

f(x) + lim
x!x0

g(x) ∙ lim
x!x0

(f(x) + g(x)) ∙ lim
x!x0

f(x) + lim
x!x0

g(x)

∙ lim
x!x0

(f(x) + g(x)) ∙ lim
x!x0

f(x) + lim
x!x0

g(x):

Cho vÝ dô c¸c hµm sao cho 00 ∙ 00 trong c¸c bÊt ®¼ng thøc trªn ®îc thay bëi
00 <00.

1.4.9. Gi¶ sö f; g : A ! [0;1) vµ x0 lµ ®iÓm giíi h¹n cña A. Chøng minh

r»ng c¸c bÊt ®¼ng thøc sau ®©y ®óng (trõ trêng hîp c¸c d¹ng bÊt ®Þnh

0 ¢ (+1) vµ (+1) ¢ 0):

lim
x!x0

f(x) ¢ lim
x!x0

g(x) ∙ lim
x!x0

(f(x) ¢ g(x)) ∙ lim
x!x0

f(x) ¢ lim
x!x0

g(x)

∙ lim
x!x0

(f(x) ¢ g(x)) ∙ lim
x!x0

f(x) ¢ lim
x!x0

g(x):

Cho vÝ dô c¸c hµm sao cho 00 ∙ 00 trong c¸c bÊt ®¼ng thøc trªn ®îc thay bëi
00 <00.
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1.4.10. Chøng minh r»ng nÕu lim
x!x0

f(x) tån t¹i, th× (trõ trêng hîp c¸c d¹ng

bÊt ®Þnh +1¡1 vµ ¡1+1):
lim
x!x0

(f(x) + g(x)) = lim
x!0

f(x) + lim
x!x0

g(x);

lim
x!x0

(f(x) + g(x)) = lim
x!0

f(x) + lim
x!x0

g(x):

Ngoµi ra, nÕu f vµ g lµ c¸c hµm kh«ng ©m, th× (trõ trêng hîp c¸c d¹ng bÊt

®Þnh 0 ¢ (+1) vµ (+1) ¢ 0):
lim
x!x0

(f(x) ¢ g(x)) = lim
x!0

f(x) ¢ lim
x!x0

g(x);

lim
x!x0

(f(x) ¢ g(x)) = lim
x!0

f(x) ¢ lim
x!x0

g(x):

1.4.11. Chøng minh r»ng nÕu f liªn tôc trªn (a; b); l = lim
x!a
f(x) vµ L =

lim
x!a
f(x), th× víi mäi ¸ 2 [l; L], tån t¹i d∙y fxng gåm c¸c ®iÓm trong (a; b) héi

tô tíi a sao cho lim
n!1

f(xn) = ¸.

1.4.12. T×m tÊt c¶ c¸c ®iÓm t¹i ®ã f : R! R x¸c ®Þnh bëi

f(x) =

(
0 nÕu x v« tû,
sinx nÕu x h÷u tû

lµ nöa liªn tôc.

1.4.13. X¸c ®Þnh tÊt c¶ c¸c ®iÓm t¹i ®ã f x¸c ®Þnh bëi

f(x) =

(
x2 ¡ 1 nÕu x v« tû,
0 nÕu x h÷u tû

lµ nöa liªn tôc.

1.4.14. Chøng minh r»ng

f(x) =

8><>:
0 nÕu x v« tû hoÆc x = 0,
1
q

nÕu x = p
q
; p 2 Z; q 2 N,

vµ p; q nguyªn tè cïng nhau,

lµ nöa liªn tôc trªn.
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1.4.15. T×m tÊt c¶ c¸c ®iÓm t¹i ®ã hµm x¸c ®Þnh bëi

(a) f(x) =

8><>:
jxj nÕu x v« tû hoÆc x = 0,
qx
qx+1

nÕu x = p
q
; p 2 Z; q 2 N,

vµ p; q nguyªn tè cïng nhau

(b) f(x) =

8><>:
(¡1)q
q+1

nÕu x 2 Q \ (0; 1] vµ x = p
q
; p; q 2 N,

vµ p; q nguyªn tè cïng nhau,
0 nÕu x 2 (0; 1) v« tû

kh«ng nöa liªn tôc trªn, còng kh«ng nöa liªn tôc díi.

1.4.16. Cho f; g : A ! R nöa liªn tôc trªn (t¬ng øng, díi) t¹i x0 2 A.
Chøng minh r»ng

(a) nÕu a > 0 th× af nöa liªn tôc díi (t¬ng øng, trªn) t¹i x0 2 A. NÕu
a > 0 th× af nöa liªn tôc trªn (t¬ng øng, díi) t¹i x0.

(b) f + g nöa liªn tôc díi (t¬ng øng, trªn) t¹i x0.

1.4.17. Gi¶ sö r»ng fn : A ! R; n 2 N, nöa liªn tôc díi (t¬ng øng, trªn)
t¹i x0 2 A. Chøng minh r»ng sup

n2N
fn (t¬ng øng, sup

n2N
fn) nöa liªn tôc díi

(t¬ng øng, trªn) t¹i x0.

1.4.18. Chøng minh r»ng giíi h¹n theo tõng ®iÓm cña mét d∙y t¨ng (t¬ng

øng, gi¶m) c¸c hµm nöa liªn tôc díi (t¬ng øng, trªn) lµ nöa liªn tôc díi

(t¬ng øng, trªn).

1.4.19. Víi f : A! R vµ x lµ ®iÓm giíi h¹n cña A, ®Þnh nghÜa dao ®é cña f

t¹i x bëi

of(x) = lim
±!0+

supfjf(z)¡ f(u)j : z; u 2 A; jz ¡ xj < ±; ju¡ xj < ±g

Chøng minh r»ng of (x) = f1(x)¡ f2(x), ë ®©y

f1(x) = maxff(x); lim
z!x
f(z)g vµ f2(x) = minff(x); lim

z!x
f(z)g:
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1.4.20. Gäi f1; f2, vµ of nh trong bµi to¸n tríc. Chøng minh r»ng f1 vµ of
lµ nöa liªn tôc trªn, vµ f2 lµ nöa liªn tôc díi.

1.4.21. Chøng minh r»ng ®Ó f : A ! R lµ nöa liªn tôc díi (t¬ng øng,

trªn) t¹i x0 2 A, ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ lµ víi mäi a < f(x0) (t¬ng øng,

a > f(x0)), tån t¹i ± > 0 sao cho f(x) > a (t¬ng øng, f(x) < a) bÊt cø khi

nµo jx¡ x0j < ±; x 2 A.

1.4.22. Chøng minh r»ng ®Ó f : A ! R lµ nöa liªn tôc díi (t¬ng øng,

trªn) t¹i x0 2 A, ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ lµ víi mäi a 2 R, tËp fx 2 A : f(x) > ag
(t¬ng øng, fx 2 A : f(x) < ag) lµ më trong A.

1.4.23. Chøng minh r»ng f : R! R lµ nöa liªn tôc díi nÕu vµ chØ nÕu tËp
f(x; y) 2 R2 : y ¸ f(x)g lµ ®ãng trong R2.
LËp c«ng thøc vµ chøng minh ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ cho tÝnh nöa liªn tôc

trªn cña f trªn R.

1.4.24. Chøng minh ®Þnh lÝ Baire sau ®©y. Mäi hµm nöa liªn tôc díi (t¬ng

øng, trªn) f : A ! R lµ giíi h¹n cña d∙y t¨ng (t¬ng øng, gi¶m) c¸c hµm
liªn tôc trªn A.

1.4.25. Chøng minh r»ng nÕu f : A ! R nöa liªn tôc trªn, g : A ! R nöa
liªn tôc díi vµ f(x) ∙ g(x) kh¾p n¬i trªn A, th× tån t¹i hµm liªn tôc h trªn

A sao cho

f(x) ∙ h(x) ∙ g(x); x 2 A:

1.5 TÝnh liªn tôc ®Òu

§Þnh nghÜa 8. Hµm thùc f x¸c ®Þnh trªn tËp A 2 R ®îc gäi lµ liªn tôc ®Òu
trªn A nÕu, víi " cho tríc, tån t¹i ± > 0 sao cho víi mäi x vµ y trong A mµ

jx¡ yj < ±, ta cã jf(x)¡ f(y)j < ".
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1.5.1. KiÓm tra c¸c hµm sau ®©y cã liªn tôc ®Òu trªn (0; 1) hay kh«ng :

(a) f(x) = ex; (b) f(x) = sin
1

x
;

(c) f(x) = x sin
1

x
; (d) f(x) = e

1
x ;

(e) f(x) = e¡
1
x ; (f) f(x) = ex cos

1

x
;

(g) f(x) = lnx; (h) f(x) = cosx ¢ cos ¼
x
;

(i) f(x) = cotg x:

1.5.2. Hµm nµo trong sè c¸c hµm sau ®©y liªn tôc ®Òu trªn [0;1) ?

(a) f(x) =
p
x; (b) f(x) = x sinx;

(c) f(x) = sin2 x; (d) f(x) = sinx2;

(e) f(x) = ex; (f) f(x) = esin(x
2);

(g) f(x) = sin sinx; (h) f(x) = sin(x sinx);

(i) f(x) = sin
p
x:

1.5.3. Chøng minh r»ng nÕu f liªn tôc ®Òu trªn (a; b); a; b 2 R, th× lim
x!a+

f(x)

vµ lim
x!b¡

f(x) tån t¹i nh c¸c giíi h¹n h÷u h¹n.

1.5.4. Gi¶ sö f vµ g liªn tôc dÒu trªn (a; b) ([a;1)). Tõ ®ã cã suy ra tÝnh liªn
tôc ®Òu trªn (a; b) ([a;1)) cña c¸c hµm

(a) f + g;

(b) fg;

(c) x 7! f(x) sinx ?

1.5.5.

(a) Chøng minh r»ng nÕu f lµ liªn tôc ®Òu trªn (a; b] vµ trªn [b; c) , th× nã

còng liªn tôc trªn (a; c).
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(b) Gi¶ sö A vµ B lµ c¸c tËp ®ãng trong R vµ gäi f : A[B ! R lµ liªn tôc
®Òu trªn A vµ B. Hái f cã nhÊt thiÕt liªn tôc ®Òu trªn A [B ?

1.5.6. Chøng minh r»ng mäi hµm liªn tôc vµ tuÇn hoµn trªn R th× liªn tôc
®Òu trªn R.

1.5.7.

(a) Chøng minh r»ng nÕu f : R! R liªn tôc sao cho lim
x!¡1

f(x) vµ lim
x!1

f(x)

lµ h÷u h¹n, th× f còng liªn tôc ®Òu trªn R.

(b) Chøng minh r»ng nÕu f : [a;+1)! R liªn tôc vµ lim
x!1

f(x) lµ h÷u h¹n,

th× f còng liªn tôc ®Òu trªn [a;1).

1.5.8. KiÓm tra tÝnh liªn tôc ®Òu cña

(a) f(x) = arctg x trªn (¡1;+1);

(b) f(x) = x sin 1
x
trªn (0;+1);

(c) f(x) = e¡
1
x trªn (0;+1):

1.5.9. Gi¶ sö f liªn tôc ®Òu trªn (0;1). Hái c¸c giíi h¹n lim
x!+0

f(x) vµ

lim
x!1

f(x) cã tån t¹i kh«ng ?

1.5.10. Chøng minh r»ng mäi hµm bÞ chÆn, ®¬n ®iÖu vµ liªn tôc trªn kho¶ng

I ½ R lµ liªn tôc ®Òu trªn I.

1.5.11. Gi¶ sö f liªn tôc ®Òu vµ kh«ng bÞ chÆn trªn [0;1). Ph¶i ch¨ng hoÆc
lim
x!1

f(x) = +1 , hoÆc lim
x!1

f(x) = ¡1 ?

1.5.12. Hµm f : [0;1)! R liªn tôc ®Òu vµ víi mäi x ¸ 0, d∙y ff(x+n)g héi
tô tíi kh«ng. Chøng minh r»ng lim

x!1
f(x) = 0.

1.5.13. Gi¶ sö f : [1;1) ! R liªn tôc ®Òu. Chøng minh r»ng tån t¹i sè

d¬ng M sao cho jf(x)j
x
∙M víi x ¸ 1.
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1.5.14. Gäi f : [0;1)! R liªn tôc ®Òu. Chøng minh r»ng tån t¹i sè d¬ng
M víi tÝnh chÊt sau ®©y :

sup
u>0
fjf(x+ u)¡ f(u)jg ∙M(x+ 1) víi mäi x ¸ 0:

1.5.15. Cho f : A ! R; A ½ R; liªn tôc ®Òu. Chøng minh r»ng nÕu fxng lµ
d∙y Cauchy c¸c phÇn tö trong A, th× ff(xn)g còng lµ d∙y Cauchy.

1.5.16. Gi¶ sö A ½ R bÞ chÆn. Chøng minh r»ng nÕu f : A ! R biÕn d∙y
Cauchy c¸c phÇn tö cña A thµnh d∙y Cauchy, th× f liªn tôc ®Òu trªn A. TÝnh

bÞ chÆn cñ© A cã ph¶i lµ gi¶ thiÕt cèt yÕu kh«ng ?

1.5.17. Chøng minh r»ng f liªn tôc ®Òu trªn A 2 R nÕu vµ chØ nÕu víi mäi
d∙y fxng vµ fyng c¸c phÇn tö cña A,

lim
n!1

(xn ¡ yn) = 0 suy ra lim
n!1

(f(xn)¡ f(yn)) = 0:

1.5.18. Gi¶ sö f : (0;1)! (0;1) liªn tôc ®Òu. Tõ ®ã cã suy ra

lim
x!1

f(x+ 1
x
)

f(x)
= 1 ?

1.5.19. Hµm f : R! R liªn tôc t¹i 0 vµ tho¶ m∙n c¸c ®iÒu kiÖn sau ®©y

f(0) = 0 vµ f(x1 + x2) ∙ f(x1) + f(x2) víi mäi x1; x2 2 R:

Chøng minh r»ng f liªn tôc ®Òu trªn R.

1.5.20. Víi f : A! R; A ½ R, ta ®Þnh nghÜa

!f(±) = supfjf(x1 ¡ f(x2))j : x1; x2 2 A; jx1 ¡ x2j < ±g

vµ gäi !f lµ m« ®un liªn tôc cña f . Chøng minh r»ng f liªn tôc ®Òu trªn A

nÕu vµ chØ nÕu lim
±!0+

!f(±) = 0:

1.5.21. Cho f : R ! R liªn tôc ®Òu. Chøng minh r»ng c¸c ph¸t biÓu sau

t¬ng ®¬ng.
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(a) Víi mäi hµm liªn tôc ®Òu g : R! R; f ¢ g liªn tôc ®Òu trªn R

(b) Hµm x 7! jxjf(x) liªn tôc ®Òu trªn R.

1.5.22. Chøng minh ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ sau ®©y ®Ó f lµ hµm liªn tôc ®Òu

trªn kho¶ng I. Víi " > 0 cho tríc, tån t¹i N > 0 sao cho víi mäi x1; x2 2
I; x1 6= x2, ¯̄̄̄

f(x1)¡ f(x2)
x1 ¡ x¡ 2

¯̄̄̄
> N suy ra jf(x1)¡ f(x2)j < ":

1.6 Ph¬ng tr×nh hµm

1.6.1. Chøng minh r»ng hµm duy nhÊt liªn tôc trªn R vµ tho¶ m∙n ph¬ng

tr×nh hµm Cauchy

f(x+ y) = f(x) + f(y)

lµ hµm tuyÕn tÝnh d¹ng f(x) = ax:

1.6.2. Chøng minh r»ng nÕu f : R! R tho¶ m∙n ph¬ng tr×nh hµm Cauchy

f(x+ y) = f(x) + f(y)

vµ mét trong c¸c ®iÒu kiÖn

(a) f liªn tôc t¹i x0 2 R,

(b) f bÞ chÆ trªn kho¶ng (a; b) nµo ®ã,

(c) f ®¬n ®iÖu trªn R,

th× f(x) = ax.

1.6.3. X¸c ®Þnh tÊt c¶ c¸c hµm liªn tôc f : R! R sao cho f(1) > 0 vµ

f(x+ y) = f(x)f(y):
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1.6.4. Chøng minh r»ng c¸c nghiÖm duy nhÊt mµ kh«ng ®ång nhÊt b»ng

kh«ng vµ liªn tôc trªn (0;1) cña ph¬ng tr×nh hµm

f(xy) = f(x) + f(y)

lµ c¸c hµm logarit.

1.6.5. Chøng minh r»ng c¸c nghiÖm duy nhÊt mµ kh«ng ®ång nhÊt b»ng

kh«ng vµ liªn tôc trªn (0;1) cña ph¬ng tr×nh hµm

f(xy) = f(x)f(y)

lµ c¸c hµm d¹ng f(x) = xa.

1.6.6. T×m tÊt c¶ c¸c hµm liªn tôc f : R! R sao cho f(x)¡ f(y) h÷u tû víi
x¡ y h÷u tû.
1.6.7. Víi jqj < 1, t×m tÊt c¶ c¸c hµm f : R ! R liªn tôc t¹i kh«ng vµ tho¶
m∙n ph¬ng tr×nh hµm

f(x) + f(qx) = 0:

1.6.8. T×m tÊt c¶ c¸c hµm f : R! R liªn tôc t¹i kh«ng vµ tho¶ m∙n ph¬ng
tr×nh hµm

f(x) + f

µ
2

3
x

¶
= x:

1.6.9. X¸c ®Þnh mäi nghiÖm f : R! R liªn tôc t¹i kh«ng cña ph¬ng tr×nh
hµm

2f(2x) = f(x) + x:

1.6.10. T×m tÊt c¶ c¸c hµm liªn tôc f : R! R tho¶ m∙n ph¬ng tr×nh Jensen

f

µ
x+ y

2

¶
=
f(x) + f(y)

2
:

1.6.11. T×m tÊt c¶ c¸c hµm liªn tôc trªn (a; b); a; b 2 R, tho¶ m∙n ph¬ng
tr×nh Jensen

f

µ
x+ y

2

¶
=
f(x) + f(y)

2
:
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1.6.12. X¸c ®Þnh tÊt c¶ c¸c nghiÖm liªn tôc t¹i ¡1 cña ph¬ng tr×nh hµm

f(2x+ 1) = f(x):

1.6.13. Víi a thùc, chøng minh r»ng nÕu f : R ! R lµ nghiÖm liªn tôc cña

ph¬ng tr×nh

f(x+ y) = f(x) + f(y) + axy;

th× f(x) = a
2
x2 + bx, ë ®©y b = f(1)¡ a

2
.

1.6.14. X¸c ®Þnh mäi nghiÖm liªn tôc t¹i 0 cña ph¬ng tr×nh hµm

f(x) = f

µ
x

1¡ x
¶
; x 6= 1:

1.6.15. Gäi f : [0; 1]! [0; 1] lµ hµm liªn tôc, ®¬n ®iÖu gi¶m sao cho f(f(x)) =

x víi x 2 [0; 1]. Hái f(x) = 1¡ x cã ph¶i lµ hµm duy nhÊt nh vËy kh«ng ?

1.6.16. Gi¶ sö r»ng f vµ g tho¶ m∙n ph¬ng tr×nh

f(x+ y) + f(x¡ y) = 2f(x)f(y); x; y 2 R:

Chøng minh r»ng nÕu f kh«ng ®ång nhÊt b»ng kh«ng vµ jf(x)j ∙ 1 víi x 2 R,
th× ta còng cã jg(x)j ∙ 1 víi x 2 R.

1.6.17. T×m tÊt c¶ c¸c hµm liªn tôc tho¶ m∙n ph¬ng tr×nh hµm

f(x+ y) = f(x)ey + f(y)ex:

1.6.18. X¸c ®Þnh mäi nghiÖm liªn tôc t¹i kh«ng f : R! R cña

f(x+ y)¡ f(x¡ y) = f(x)f(y):

1.6.19. Gi¶i ph¬ng tr×nh hµm

f(x) + f

µ
x¡ 1
x

¶
= 1 + x víi x 6= 0; 1:
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1.6.20. D∙y fxng héi tô theo nghÜa Cesµro nÕu

C ¡ lim
n!1

xn = lim
n!1

x1 + x2 + x3 + ¢ ¢ ¢+ xn
n

tån t¹i vµ h÷u h¹n. T×m tÊt c¶ c¸c hµm liªn tôc Cesµro, tøc lµ

f(C ¡ lim
n!1

xn) = C ¡ lim
n!1

f(xn)

víi mäi d∙y héi tô Cesµro fxng:

1.6.21. Cho f : [0; 1]! [0; 1] lµ ®¬n ¸nh sao cho f(2x¡f(x)) = x víi x 2 [0; 1].
Chøng minh r»ng f(x) = x; x 2 [0; 1].

1.6.22. Víi m kh¸c kh«ng, chøng minh r»ng nÕu hµm liªn tôc f : R ! R
tho¶ m∙n ph¬ng tr×nh

f

µ
2x¡ f(x)

m

¶
= mx;

th× f(x) = m(x¡ c):

1.6.23. Chøng minh r»ng c¸c nghiÖm duy nhÊt cña ph¬ng tr×nh hµm

f(x+ y) + f(y ¡ x) = 2f(x)f(y)

liªn tôc trªn R vµ kh«ng ®ång nhÊt b»ng kh«ng lµ f(x) = cos(ax) vµ f(x) =
cosh(ax) víi a thùc.

1.6.24. X¸c ®Þnh mäi nghiÖm liªn tôc trªn (¡1; 1) cña

f

µ
x+ y

1 + xy

¶
= f(x) + f(y):

1.6.25. T×m mäi ®a thøc P sao cho

P (2x¡ x2) = (P (x))2:
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1.6.26. Cho m;n ¸ 2 lµ c¸c sè nguyªn. T×m tÊt c¶ c¸c hµm f : [0;1) ! R
liªn tôc t¹i Ýt nhÊt mét ®iÓm trong [0;1) vµ sao cho

f

Ã
1

n

nX
i=1

xmi

!
=
1

n

nX
i=1

(f(xi))
m víi xi ¸ 0; i = 1; 2; : : : ; n:

1.6.27. T×m tÊt c¶ c¸c hµm kh«ng ®ång nhÊt b»ng kh«ng f : R ! R tho¶

m∙n ph¬ng tr×nh

f(xy) = f(x)f(y) vµ f(x+ z) = f(x) + f(z)

víi z 6= 0 nµo ®ã.

1.6.28. T×m tÊt c¶ c¸c hµm f : R n f0g ! R sao cho

f(x) = ¡f
µ
1

x

¶
; x 6= 0:

1.6.29. T×m tÊt c¶ c¸c hµm f : R n f0g ! R tho¶ m∙n ph¬ng tr×nh hµm

f(x) + f(x2) = f

µ
1

x

¶
+ f

µ
1

x2

¶
; x 6= 0

1.6.30. Chøng minh r»ng c¸c hµm f; g; Á : R! R tho¶ m∙n ph¬ng tr×nh

f(x)¡ g(y)
x¡ y = Á

µ
x+ y

2

¶
; y 6= x;

nÕu vµ chØ nÕu tån t¹i a; b vµ c sao cho

f(x) = g(x) = ax2 + bx+ c; Á(x) = 2ax+ b:

1.6.31. Chøng minh r»ng tån t¹i hµm f : R! Q tho¶ m∙n ba ®iÒu kiÖn sau
®©y :

(a) f(x+ y) = f(x) + f(y) víi x; y 2 R;

(b) f(x) = x víi x 2 Q;

(c) f kh«ng liªn tôc trªn R:
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1.7 Hµm liªn tôc trong kh«ng gian metric

Trong môc nµy, X vµ Y lÇn lît kÝ hiÖu lµ c¸c kh«ng gian metric (X; d1)

vµ (Y; d2). §Ó ®¬n gi¶n, ta nãi r»ng X lµ kh«ng gian metric thay cho (X; d1)

lµ kh«ng gian metric. R vµ Rn lu«n gi¶ sö ®îc trang bÞ metric Euclide, nÕu
kh«ng ph¸t biÓu ngîc l¹i.

1.7.1. Gäi (X; d1) vµ (Y; d2) lµ c¸c kh«ng gian metric vµ f : X! Y. Chøng

minh r»ng c¸c ®iÒu kiÖn sau ®©y t¬ng ®¬ng.

(a) Hµm f liªn tôc.

(b) Víi mçi tËp ®ãng F ½ Y, tËp f¡1(F) ®ãng trong X:

(c) Víi mçi tËp më G ½ Y, tËp f¡1(G) më trong X:

(d) Víi mçi tËp con A cña X, f(A ½ f(A)):

(e) Víi mçi tËp con B cña Y, f¡1(B) ½ f¡1(B):
1.7.2. Gäi (X; d1) vµ (Y; d2) lµ c¸c kh«ng gian metric vµ f : X! Y liªn tôc.

Chøng minh r»ng nghÞch ¶nh f¡1(B) cña tËp Borel B trong (Y; d2) lµ tËp

Borel trong (X; d1):

1.7.3. Cho vÝ dô hµm liªn tôc f : X! Y sao cho ¶nh f(F) (t¬ng øng, f(G))

kh«ng ®ãng (t¬ng øng, më) trong Y víi F ®ãng (t¬ng øng, G më) trong X.

1.7.4. Gäi (X; d1) vµ (Y; d2) lµ c¸c kh«ng gian metric vµ f : X! Y liªn tôc.

Chøng minh r»ng ¶nh cña tËp compact F trong X lµ tËp compact trong Y.

1.7.5. Cho f x¸c ®Þnh trªn hîp c¸c tËp ®ãng F1;F2; : : : ;Fm. Chøng minh

r»ng nÕu giíi h¹n cña f trªn mçi Fi; i = 1; 2; : : : ;m, lµ liªn tôc, th× f liªn

tôc trªn F1 [F2 [ : : :[Fm. ChØ ra vÝ dô r»ng ph¸t biÓu trªn kh«ng ®óng

trong trêng hîp v« h¹n Fi.

1.7.6. Cho f x¸c ®Þnh trªn hîp c¸c tËp më Gt; t 2 T. Chøng minh r»ng nÕu
víi mçi t 2 T, giíi h¹n fjGt lµ liªn tôc, th× f liªn tôc trªn

S
t2T
Gt.
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1.7.7. Cho (X; d1) vµ (Y; d2) lµ c¸c kh«ng gian metric. Chøng minh r»ng

f : X! Y liªn tôc nÕu vµ chØ nÕu víi mçi A trong X, hµm fjA liªn tôc.

1.7.8. Gi¶ sö f lµ song ¸nh liªn tôc tõ kh«ng gian metric compact X lªn

kh«ng gian metric Y. Chøng minh r»ng hµm ngîc f¡1 liªn tôc trªn Y.

Còng chøng minh r»ng gi¶ thiÕt compact kh«ng thÓ bÞ bá qua.

1.7.9. Gäi f lµ ¸nh x¹ liªn tôc tõ kh«ng gian metric compact X vµo kh«ng

gian metric Y. Chøng minh r»ng f liªn tôc ®Òu trªn X.

1.7.10. Gäi (X; d) lµ kh«ng gian metric vµ A lµ tËp con kh¸c rçng cña X.

Chøng minh r»ng hµm f : X! [0;1) x¸c ®Þnh bëi
f(x) = dist(x;A) = inffd(x; y) : y 2 Ag

liªn tôc ®Òu trªn X.

1.7.11. Gi¶ sö f lµ ¸nh x¹ liªn tôc cña kh«ng gian metric liªn th«ng X vµo

kh«ng gian metric Y. Chøng minh r»ng f(X) liªn th«ng trong Y.

1.7.12. Cho f : A! Y; ; 6= A ½ X. Víi x 2 A ®Þnh nghÜa

of(x; ±) = diam (f(A \B(x; ±))):
Giao ®é cña f t¹i x ®îc x¸c ®Þnh bëi

of(x) = lim
±!0+

of(x; ±):

Chøng minh r»ng f liªn tôc t¹i x0 2 A nÕu vµ chØ nÕu of(x0) = 0 (so s¸nh

víi 1.4.19 vµ 1.4.20).

1.7.13. Gi¶ sö f : A! Y; ; 6= A ½ X vµ víi x 2 A, gäi of(x) lµ giao ®é cña
f t¹i x ®ùoc x¸c ®Þnh nh trong bµi to¸n tríc. Chøng minh r»ng víi mäi

" > 0, tËp fx 2 A : of(x) ¸ "g lµ ®ãng trong X.
1.7.14. Chøng minh r»ng tËp ®iÓm liªn tôc cña f : X! Y lµ giao ®Õm ®îc

c¸c tËp më, nãi c¸ch kh¸c, lµ G± trong (X; d1). Còng chøng minh r»ng tËp
®iÓm gi¸n ®o¹n cña f lµ hîp ®Õm ®îc c¸c tËp ®ãng, nãi c¸ch kh¸c, lµ F¾
trong (X; d1).
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1.7.15. Cho vÝ dô hµm f : R! R cã tËp ®iÓm gi¸n ®o¹n lµ Q.

1.7.16. Chøng minh r»ng víi mçi tËp con F¾ cña R lµ tËp ®iÓm gi¸n ®o¹n

cña hµm f : R! R.

1.7.17. Cho A lµ tËp con F¾ cña kh«ng gian metric X. Cã tån t¹i hay kh«ng
hµm f : X! R mµ tËp ®iÓm gi¸n ®o¹n lµ A ?

1.7.18. Gäi ÂA lµ hµm ®Æc trng cña A ½ X. Chøng minh r»ng fx 2 X :

oÂA(x) > 0g = @A, ë ®©y Âf(x) lµ giao ®é cña f t¹i x ®îc x¸c ®Þnh nh trong
1.7.12. Suy ra r»ng ÂA liªn tôc trªn X nÕu vµ chØ nÕu A võa më, võa ®ãng

trong X.

1.7.19. Gi¶ sö g1 vµ g2 lµ c¸c ¸nh x¹ liªn tôc cña kh«ng gian metric (X; d1)

vµo kh«ng gian metric (X; d2), vµ tËp A cã phÇn trong rçng, trï mËt trong

X.Chøng minh r»ng nÕu

f(x) =

(
g1(x) víi x 2 A,
g2(x) víi x 2 X nA,

th×

of (x) = d2(g1(x); g2(x)); x 2 X:
ë ®©y of (x) lµ giao ®é cña f t¹i x ®îc x¸c ®Þnh nh trong 1.7.12.

1.7.20. Ta nãi r»ng hµm thùc f x¸c ®Þnh trªn kh«ng gian metric X lµ thuéc

líp Baire thø nhÊt nÕu f lµ giíi h¹n ®iÓm cña d∙y hµm liªn tôc trªn X.

Chøng minh r»ng nÕu f thuéc líp Baire thø nhÊt, th× tËp c¸c ®iÓm gi¸n

®o¹n cña f lµ tËp thuéc ph¹m trï thø nhÊt; tøc lµ, nã lµ hîp cña mét sè ®Õm

®îc c¸c tËp kh«ng ®©u trï mËt.

1.7.21. Chøng minh r»ng nÕu X lµ kh«ng gian metric ®Çy ®ñ vµ f thuéc líp

Baire thø nhÊt trªn X, th× tËp c¸c ®iÓm liªn tôc cña f trï mËt trong X.

1.7.22. Gäi f : (0;1) ! R liªn tôc sao cho víi mçi sè d¬ng x, d∙y ff ¡x
n

¢g
héi tô tíi kh«ng. Tõ ®ã cã suy ra lim

x!0+
f(x) = 0 kh«ng ? (so s¸nh víi 1.1.33.)
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1.7.23. KÝ hiÖu F lµ hä c¸c hµm liªn tôc trªn kh«ng gian metric compact X

sao cho víi mäi x 2 X, tån t¹i Mx tho¶ m∙n

jf(x)j ∙Mx víi mäi f 2 F :

Chøng minh r»ng tån t¹i h»ng sè d¬ng M vµ tËp më kh¸c rçng G ½ X s©o

cho

jf(x)j ∙M víi mäi f 2 F vµ víi mäi x 2 G:

1.7.24. Gäi F1 ¾ F2 ¾ F3 ¾ : : : lµ d∙y c¸c tËp con kh¸c rçng lång nhau cña
kh«ng gian metric ®Çy ®ñ X sao cho lim

n!1
diam Fn = 0. Chøng minh r»ng

nÕu f liªn tôc trªn X, th×

f

Ã 1\
n=1

Fn

!
=

1\
n=1

f(Fn):

1.7.25. Gäi (X; d) lµ kh«ng gian metric vµ p lµ ®iÓm cè ®Þnh trong X. Víi

a 2 X, x¸c ®Þnh hµm fu bëi fu(x) = d1(u; x) ¡ d1(p; x); x 2 X. Chøng minh
r»ng u 7! fu lµ ¸nh x¹ b¶o toµn kho¶ng c¸ch, nãi c¸ch kh¸c, lµ ®¼ng cù cña

(X; d1) vµo kh«ng gian C(X;R) c¸c hµm thùc liªn tôc trªn X ®îc trang bÞ

metric d(f; g) = supff(x)¡ g(x) : x 2 Xg.

1.7.26. Chøng minh r»ng kh«ng gian metric X lµ compact nÕu vµ chØ nÕu

víi mäi hµm liªn tôc f : X! R lµ bÞ chÆn.

1.7.27. Cho (X; d1) lµ kh«ng gian metric vµ víi x 2 X, x¸c ®Þnh ½(x) =

dist(x;X n fxg). Chøng minh r»ng hai ®iÒu kiÖn sau ®©y t¬ng®¬ng.

(a) Mäi hµm f : X! R lµ liªn tôc ®Òu.

(b) Mäi d∙y fxng c¸c phÇn tö cña X sao cho

lim
n!1

½(xn) = 0

chøa d∙y con héi tô.



36 Ch¬ng 1. Giíi h¹n vµ tÝnh liªn tôc

1.7.28. Chøng minh r»ng kh«ng gian metric X lµ compact nÕu vµ chØ nÕu

mäi hµm thùc liªn tôc trªn X lµ liªn tôc ®Òu vµ víi mäi " > 0, tËp fx 2 X :

½(x) > "g, ë ®©y ½ ®îc x¸c ®Þnh nh trong 1.7.27, lµ h÷u h¹n.
1.7.29. Cho vÝ dô kh«ng gian metric kh«ng compact sao cho mäi hµm liªn

tôc f : X! R lµ liªn tôc ®Òu trªn X.

1.7.30. XÐt hµm ®Þnh nghÜa bëi (so s¸nh víi 1.2.3 (a))

f(x) =

8><>:
0 nÕu xh÷u tû.
0 nÕu x = 0;
1
q

nÕu x = p
q
; p 2 Z; q 2 N; vµ p; q nguyªn tè cïng nhau

1.7.31.

1.7.32.

1.7.33.

1.7.34.

1.7.35.

1.7.36.

1.7.37.

1.7.38.

1.7.39.

1.7.40.

1.7.41.

1.7.42.

1.7.43.

1.7.44.

Chøng minh. Kh«ng cã chi a2 = 1

Chøng minh. Lêi gi¶i tiÕp theo



Ch¬ng 2

PhÐp tÝnh vi ph©n

2.1 §¹o hµm cña hµm sè thùc

2.1.1. TÝnh ®¹o hµm (nÕu cã) cña c¸c hµm sau:

(a) f(x) = xjxj; x 2 R;

(b) f(x) =
pjxj; x 2 R;

(c) f(x) = [x] sin2(¼x); x 2 R;

(d) f(x) = (x¡ [x]) sin2(¼x); x 2 R;

(e) f(x) = ln jxj; x 2 Rnf0g;

(f) f(x) = arccos 1
jxj ; jxj > 1:

2.1.2. §¹o hµm c¸c hµm sè sau:

(a) f(x) = logx 2; x > 0; x 6= 1;

(b) f(x) = logx cosx; x 2 ¡0; ¼
2

¢ nf1g:
2.1.3. Nghiªn cøu tÝnh kh¶ vi cña c¸c hµm sè sau:

(a) f(x) =

(
arctanx víi jxj ∙ 1;
¼
4
sgnx+ x¡1

2
víi jxj > 1;

37
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(b) f(x) =

(
x2e¡x

2
víi jxj ∙ 1;

1
e

víi jxj > 1;

(c) f(x) =

(
arctan 1

jxj víi x 6= 0;
¼
2

víi x = 0:

2.1.4. Chøng minh r»ng hµm sè

f(x) =

(
x2
¯̄
cos ¼

x

¯̄
víi x 6= 0;

0 víi x = 0:

kh«ng kh¶ vi t¹i c¸c ®iÓm xn =
2

2n+1
; n 2 Z, nhng kh¶ vi t¹i 0 lµ ®iÓm giíi

h¹n cña d∙y fxng.

2.1.5. X¸c ®Þnh c¸c gi¸ trÞ a; b; c; d sao cho hµm f kh¶ vi trªn R:

(a) f(x) =

8><>:
4x x ∙ 0;
ax2 + bx+ c 0 < x < 1;

3¡ 2x x ¸ 1

(b) f(x) =

8><>:
ax+ b x ∙ 0;
cx2 + dx 0 < x ∙ 1;
1¡ 1

x
x > 1

(c) f(x) =

8><>:
ax+ b x ∙ 1;
ax2 + c 1 < x ∙ 2;
dx2+1
x

x > 2:

2.1.6. TÝnh tæng:

nX
k=0

kekx; x 2 R;(a)

2nX
k=0

(¡1)k
µ
2n

k

¶
kn; n ¸ 1;(b)

nX
k=1

k cos(kx); x 2 R:(c)
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2.1.7. Chøng minh r»ng nÕu ja1 sinx+aj2 sin 2x+ ¢ ¢ ¢+an sinnxj ∙ j sinxj víi
x 2 R th× ja1 + 2a2 + ¢ ¢ ¢+ nanj ∙ 1.

2.1.8. Gi¶ sö r»ng f vµ g kh¶ vi t¹i a, h∙y x¸c ®Þnh

(a) lim
x!a

xf(a)¡ af(x)
x¡ a ; (b) lim

x!a
f(x)g(a)¡ f(a)g(x)

x¡ a
2.1.9. Gi¶ sö r»ng f(a) > 0 vµ f kh¶ vi t¹i a. H∙y tÝnh c¸c giíi h¹n sau:

(a) lim
n!1

Ã
f
¡
a+ 1

n

¢
f(a)

!
; (b) lim

x!a

µ
f(x)

f(a)

¶ 1
lnx¡ln a

; a > 0:

2.1.10. Cho f kh¶ vi t¹i a. H∙y tÝnh c¸c giíi h¹n sau:

lim
x!a

anf(x)¡ xnf(a)
x¡ a ; n 2 N;(a)

lim
x!a

f(x)ex ¡ f(a)
f(x) cosx¡ f(a) ; a = 0; f 0(0) 6= 0;(b)

lim
n!1

n

µ
f

µ
a+

1

n

¶
+ f

µ
a+

2

n

¶
+ ¢ ¢ ¢+ f

µ
a+

k

n

¶
¡ kf(a)

¶
; k 2 N;(c)

lim
n!1

µ
f

µ
a+

1

n2

¶
+ f

µ
a+

2

n2

¶
+ ¢ ¢ ¢+ f

³
a+

n

n2

´
¡ nf(a)

¶
:(d)

2.1.11. Víi a > 0 vµ m; k 2 N h∙y tÝnh

lim
n!1

µ
(n+ 1)m + (n+ 2)m + ¢ ¢ ¢+ (n+ k)m

nm¡1
¡ kn

¶
;(a)

lim
n!1

¡
a+ 1

n

¢n ¡
a+ 2

n

¢n ¢ ¢ ¢ ¡a+ k
n

¢n
ank

;(b)

lim
n!1

µ³
1 +

a

n2

´µ
1 +

2a

n2

¶
¢ ¢ ¢
³
1 +

na

n2

´¶
:(c)

2.1.12. Gi¶ sö r»ng f(0) = 0 vµ f kh¶ vi t¹i ®iÓm 0. H∙y tÝnh tæng

lim
x!0

1

x

³
f(x) + f

³x
2

´
+ f

³x
3

´
+ ¢ ¢ ¢+ f

³x
k

´´
;

víi k lµ mét sè nguyªn d¬ng cho tríc.
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2.1.13. Cho f lµ hµm kh¶ vi t¹i ®iÓm a vµ fxng vµ fzng lµ c¸c d∙y héi tô tíi
a sao cho xn 6= a, zn 6= a, xn 6= zn, n 2 N. H∙y chØ ra hµm f sao cho giíi h¹n

lim
n!1

f(xn)¡ f(zn)
xn ¡ zn

(a) b»ng f 0(a),

(b) kh«ng tån t¹i hoÆc cã tån t¹i nhng kh¸c f 0(a).

2.1.14. Cho f lµ hµm kh¶ vi t¹i a vµ xÐt hai d∙y fxng vµ fzng cïng héi tô
vÒ a sao cho xn < a < zn víi mäi n 2 N. Chøng minh r»ng

lim
n!1

f(xn)¡ f(zn)
xn ¡ zn = f 0(a):

2.1.15.

(a) Chøng minh r»ng hµm f x¸c ®Þnh trong kho¶ng (0; 2) theo c«ng thøc

f(x) =

(
x2 víi c¸c gi¸ trÞ x h÷u tû trong kho¶ng (0; 2);
2x¡ 1 víi c¸c gi¸ trÞ x v« tû trong kho¶ng (0; 2)

chØ kh¶ vi t¹i duy nhÊt ®iÓm x = 1 vµ f 0(1) 6= 0. Hµm ngîc cña f cã

kh¶ vi t¹i ®iÓm 1 = y = f(1) kh«ng?

(b) Cho

A = fy 2 (0; 3) : y 2 Q; py =2 Qg;
B =

½
x : x =

1

2
(y + 4); y 2 A

¾
:

XÐt hµm

f(x) =

8><>:
x2 víi x h÷u tû thuéc (0; 2);
2x¡ 1 víi x v« tû thuéc (0; 2);
2x¡ 4 víi x 2 B:

Chøng minh r»ng kho¶ng (0; 3) chøa trong miÒn gi¸ trÞ cña f vµ hµm

ngîc cña f kh«ng kh¶ vi t¹i ®iÓm 1.
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2.1.16. XÐt hµm f x¸c ®Þnh trªn R sau

f(x) =

(
0 nÕu x v« tØ hoÆc b»ng 0,
aq nÕu x = p

q
; p 2 Z; q 2 N vµ p; q nguyªn tè cïng nhau,

trong ®ã d∙y faqg tho¶ m∙n ®iÒu kiÖn lim
n!1

nkan = 0 víi k ¸ 2. Chøng minh
r»ng f kh¶ vi t¹i mäi ®iÒu v« tû cã bËc ®¹i sè nhá h¬n hoÆc b»ng k, tøc lµ...

2.1.17. Cho P lµ mét ®a thøc bËc n víi n nghiÖm thùc kh¸c nhau x1; : : : ; xn
vµ Q lµ ®a thøc bËc kh«ng qu¸ n¡ 1. Chøng minh r»ng

Q(x)

P (x)
=

nX
k=1

Q(xk)

P 0(xk)(x¡ xk)

víi x 2 Rnfx1; x2; : : : ; xng. T×m tæng

nX
k=1

1

P 0(xk)
; n ¸ 2:

2.1.18. Sö dông kÕt qu¶ bµi tríc h∙y kiÓm tra c¸c ®¼ng thøc sau:

nX
k=0

µ
n

k

¶
(¡1)k
x+ k

=
n!

x(x+ 1)(x+ 2) ¢ ¢ ¢ (x+ n)(a)

víi x 2 Rnf¡n;¡(n¡ 1); : : : ;¡1; 0g,
nX
k=0

µ
n

k

¶
(¡1)k
x+ 2k

=
n!2n

x(x+ 2)(x+ 4) ¢ ¢ ¢ (x+ 2n)(b)

víi x 2 Rnf¡2n;¡2(n¡ 1); : : : ;¡2; 0g.

2.1.19. Cho f kh¶ vi trªn R. H∙y kh¶o s¸t tÝnh kh¶ vi cña hµm jf j.

2.1.20. Gi¶ sö f1; f2; : : : ; fn x¸c ®Þnh trong mét l©n cËn cña x, kh¸c 0 vµ kh¶

vi t¹i x. Chøng minh r»ngµ
nQ
k=1

fk

¶0
nQ
k=1

fk

(x) =
nX
k=1

f 0k(x)
fk(x)

:
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2.1.21. Gi¶ sö c¸c hµm f1; f2; : : : ; fn; g1; g2; : : : ; gn x¸c ®Þnh trong l©n cËn cña

x, kh¸c 0 va kh¶ vi t¹i x. Chøng minh r»ngÃ
nY
k=1

fk
gk

!0
(x) =

nY
k=1

fk
gk
(x)

nX
k=1

µ
f 0k(x)
fk(x)

¡ g
0
k(x)

gk(x)

¶
:

2.1.22. Nghiªn cøu tÝnh kh¶ vi cña f vµ jf j víi

f(x) =

(
x nÕu x 2 Q;
sinx nÕu x 2 RnQ:(a)

f(x) =

(
x¡ 3

2k
nÕu x 2 Q \ £ 1

2k¡1 ;
1

2k¡2
¢
; k ¸ 2;

sin
¡
x¡ 3

2k

¢
nÕu x 2 (RnQ) \ £ 1

2k¡1 ;
1

2k¡2
¢
; k ¸ 2:(b)

2.1.23. Chøng minh r»ng nÕu ®¹o hµm mét phÝa f 0¡(x0) vµ f
0
+(x0) tån t¹i th×

f liªn tôc t¹i x0.

2.1.24. Chøng minh r»ng nÕu f : (a; b) ! R ®¹t cùc ®¹i t¹i c 2 (a; b), tøc lµ
f(c) = maxff(x) : x 2 (a; b)g vµ tån t¹i c¸c ®¹o hµm tr¸i vµ ®¹o hµm ph¶i

f 0¡(c) vµ f
0
+(c), th× f

0
¡(x0) ¸ 0 vµ f 0+(x0) ∙ 0. H∙y ph¸t biÓu bµi to¸n t¬ng

øng trêng hîp f ®¹t cùc tiÓu.

2.1.25. Chøng minh r»ng nÕu f 2 C([a; b]); f(a) = f(b) vµ f 0¡ tån t¹i trªn

(a; b) th×

infff 0¡(x) : x 2 (a; b)g ∙ 0 ∙ supff 0¡(x) : x 2 (a; b)g:

2.1.26. Chøng minh r»ng nÕu f 2 C([a; b]) vµ f 0¡ tån t¹i trªn (a; b) th×

infff 0¡(x) : x 2 (a; b)g ∙
f(b)¡ f(a)
b¡ a ∙ supff 0¡(x) : x 2 (a; b)g:

2.1.27. Chøng minh r»ng nÕu f 0¡ tån t¹i vµ liªn tôc trªn (a; b) th× f kh¶ vi

trªn (a; b) vµ f 0(x) = f 0¡(x) víi x 2 (a; b).

2.1.28. Tån t¹i hay kh«ng hµm f : (1; 2)! R sao cho f 0¡(x) = x vµ f 0+(x) = 2x
víi x 2 (1; 2) ?
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2.1.29. Cho f kh¶ vi trªn [a; b] tho¶ m∙n

f(a) = f(b) = 0;(i)

f 0(a) = f 0+(a) > 0; f 0(b) = f 0¡(b) > 0:(ii)

Chøng minh r»ng tån t¹i c 2 (a; b) sao cho f(c) = 0 vµ f 0(c) ∙ 0.
2.1.30. Chøng minh r»ng f(x) = arctanx tho¶ m∙n ph¬ng tr×nh

(1 + x2)f (n)(x) + 2(n¡ 1)f (n¡1)(x) + (n¡ 2)(n¡ 1)f (n¡2)(x) = 0

víi x 2 R vµ n ¸ 2. Chøng minh r»ng

f (2m)(0) = 0; f (2m+1)(0) = (¡1)m(2m)!:

2.1.31. Chøng minh r»ng

(ex sinx)(n) = 2n=2ex sin
³
x+ n

¼

4

´
; x 2 R; n ¸ 1;(a)

(xn lnx)(n) = n!

µ
lnx+ 1 +

1

2
+ ¢ ¢ ¢+ 1

n

¶
; x > 0; n ¸ 1;(b) µ

lnx

x

¶(n)
= (¡1)nn!x¡n¡1

µ
lnx¡ 1¡ 1

2
¡ ¢ ¢ ¢ ¡ 1

n

¶
; x > 0; n ¸ 1;(c)

¡
xn¡1e1=x

¢(n)
= (¡1)n e

1=x

xn+1
; x 6= 0; n ¸ 1:(d)

2.1.32. Chøng minh c¸c ®ång nhÊt thøc sau:
nX
k=0

µ
n

k

¶
sin
³
x+ k

¼

2

´
= 2n=2 sin

³
x+ n

¼

4

´
; x 2 R; n ¸ 1(a)

nX
k=1

(¡1)k+1 1
k

µ
n

k

¶
= 1 +

1

2
+ ¢ ¢ ¢+ 1

n
; n ¸ 1(b)

2.1.33. Cho f(x) =
p
x2 ¡ 1 víi x > 1. Chøng minh r»ng f (n)(x) > 0 nÕu n

lÎ vµ f (n) < 0 víi n ch½n.

2.1.34. Cho f2n = ln(1 + x2n); n 2 N. Chøng minh r»ng

f
(2n)
2n (¡1) = 0:
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2.1.35. Cho P lµ mét ®a thøc bËc n, chøng minh r»ng
nX
k=0

P (k)(0)

(k + 1)!
xk+1 =

nX
k=0

(¡1)k P
(k)(x)

(k + 1)!
xk+1:

2.1.36. Cho ¸1; ¸2; : : : ; ¸n lµ c¸c gi¸ trÞ tho¶ m∙n ®iÒu kiÖn

¸k1 + ¸
k
2 + : : :+ ¸

k
n > 0; 8k 2 N:

Kho ®ã hµm

f(x) =
1

(1¡ ¸1x)(1¡ ¸2x) ¢ ¢ ¢ (1¡ ¸nx)
sÏ ®îc x¸c ®Þnh trong l©n cËn 0. Chøng minh r»ng víi k 2 N ta cã f (k)(0) > 0.
2.1.37. Cho f lµ hµm kh¶ vi ®Õn cÊp n trªn (0;+1). Chøng minh r»ng víi
x > 0,

1

xn+1
f (n)

µ
1

x

¶
= (¡1)n

µ
xn¡1f

µ
1

x

¶¶(n)
:

2.1.38. Cho I;J lµ hai kho¶ng më vµ f : J! R, g : I! J lµ c¸c hµm kh¶ vi

v« h¹n trªn J vµ I. Chøng minh c«ng thøc Faµ di Bruno cho ®¹o hµm cÊp n

cña h = f ± g sau:

h(n)(t) =
X n!

k1! ¢ ¢ ¢ kn!f
(k)(g(t))

µ
g(1)(t)

1!

¶k1
¢ ¢ ¢
µ
g(n)(t)

1!

¶kn
;

trong ®ã k = k1+ k2+ ¢ ¢ ¢+ kn vµ tæng lÊy trªn tÊt c¶ c¸c gi¸ trÞ k1; k2; : : : ; kn
sao cho k1 + 2k2 + ¢ ¢ ¢+ nkn = n.
2.1.39. Chøng minh r»ng c¸c hµm sè sau :

f(x) =

(
e¡1=x

2
nÕu x 6= 0;

0 nÕu x = 0;
(a)

g(x) =

(
e¡1=x nÕu x > 0;

0 nÕu x ∙ 0;(b)

h(x) =

(
e¡

1
x¡a+

1
x¡b nÕu x 2 (a; b);

0 nÕu x =2 (a; b);(c)

cïng thuéc C1(R).
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2.1.40. Cho f kh¶ vi trªn (a; b) sao cho víi x 2 (a; b) ta cã f 0(x) = g(f(x)),
trong ®ã g 2 C1(a; b). Chøng minh r»ng f 2 C1(a; b).

2.1.41. Cho f lµ hµm kh¶ vi cÊp hai trªn (a; b) vµ víi c¸c sè ®; ¯; ° thùc tho¶

m∙n ®2 + ¯2 > 0 ta cã

®f 00(x) + ¯f 0(x) + °f(x) = 0; x 2 (a; b):

Chøng minh r»ng f 2 C1(a; b).

2.2 C¸c ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh

2.2.1. Chøng minh r»ng nÕu f liªn tôc trong kho¶ng ®ãng [a; b], kh¶ vi trªn

kho¶ng më (a; b) vµ f(a) = f(b) = 0 th× víi ® 2 R, tån t¹i x 2 (a; b) sao cho

®f(x) + f 0(x) = 0:

2.2.2. Cho f vµ g lµ c¸c hµm liªn tôc trªn [a; b], kh¶ vi trªn kho¶ng më (a; b)

vµ gi¶ sö f(a) = f(b) = 0. Chøng minh r»ng tån t¹i x 2 (a; b) sao cho

g0(x)f(x) + f 0(x) = 0:

2.2.3. Cho f lµ hµm liªn tôc trªn [a; b]; a > 0 vµ kh¶ vi trªn kho¶ng më (a; b).

Chøng minh r»ng nÕu
f(a)

a
=
f(b)

b
;

th× tån t¹i x0 2 (a; b) sao cho x0f 0(x0) = f(x0):

2.2.4. Gi¶ sö f liªn tôc trªn [a; b] vµ kh¶ vi trªn (a; b). Chøng minh r»ng

nÕu f2(b)¡ f 2(a) = b2 ¡ a2 th× ph¬ng tr×nh

f 0(x)f(x) = x

cã Ýt nhÊt mét nghiÖm trong (a; b).



46 Ch¬ng 2. Vi ph©n

2.2.5. Gi¶ sö f vµ g liªn tôc, kh¸c 0 trong [a; b] vµ kh¶ vi trªn (a; b). Chøng

minh r»ng nÕu f(a)g(b) = f(b)g(a) th× tån t¹i x0 2 (a; b) sao cho

f 0(x0)
f(x0)

=
g0(x0)
g(x0)

:

2.2.6. Gi¶ sö a0; a1; : : : ; an lµ c¸c sè thùc tho¶ m∙n

a0
n+ 1

+
a1
n
+ ¢ ¢ ¢+ an¡1

2
+ an = 0:

Chøng minh r»ng ®a thøc P (x) = a0x
n + a1x

n¡1 + ¢ ¢ ¢ + an cã Ýt nhÊt mét
nghiÖm trong (0; 1).

2.2.7. XÐt c¸c sè thùc a0; a1; : : : ; an tho¶ m∙n

a0
1
+
2a1
1
+
22a2
3
¢ ¢ ¢+ 2

n¡1an¡1
n

+
2nan
n+ 1

= 0:

Chøng minh r»ng hµm sè

f(x) = an ln
n x+ ¢ ¢ ¢+ a2 ln2 x+ a1 lnx+ a0

cã Ýt nhÊt mét nghiÖm trong (1; e2).

2.2.8. Chøng minh r»ng nÕu mäi nghiÖm cña ®a thøc P cã bËc n ¸ 2 ®Òu lµ
thùc th× mäi nghiÖm cña ®a thøc P 0 còng ®Òu lµ thùc.

2.2.9. Cho f kh¶ vi liªn tôc trªn [a; b] vµ kh¶ vi cÊp hai trªn (a; b), gi¶

sö f(a) = f 0(a) = f(b) = 0. Chøng minh r»ng tån t¹i x1 2 (a; b) sao cho
f 00(x1) = 0.

2.2.10. Cho f kh¶ vi liªn tôc trªn [a; b] vµ kh¶ vi cÊp hai trªn (a; b), gi¶ sö

f(a) = f(b) vµ f 0(a) = f 0(b) = 0. Chøng minh r»ng tån t¹i hai sè x1; x2 2
(a; b); x1 6= x2 sao cho

f 00(x1) = f 00(x2):
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2.2.11. Chøng minh r»ng c¸c ph¬ng tr×nh sau:

x13 + 7x3 ¡ 5 = 0;(a)

3x + 4x = 5x(b)

cã ®óng mét nghiÖm thùc .

2.2.12. Chøngminh r»ng víi c¸c sè a1; a2; : : : ; an kh¸c 0 vµ víi c¸c sè ®1; ®2; : : : ; ®n
tho¶ m∙n ®i 6= ®j; i 6= j, ph¬ng tr×nh

a1x
®1 + a2x

®2 + ¢ ¢ ¢+ anx®n = 0

cã nhiÒu nhÊt lµ n¡ 1 nghiÖm trong (0;+1).
2.2.13. Chøng minh r»ng víi c¸c gi¶ thiÕt cña bµi trªn, ph¬ng tr×nh

a1e
®1x + a2e

®2x + ¢ ¢ ¢+ ane®nx = 0

cã nhiÒu nhÊt lµ n¡ 1 nghiÖm trong (0;+1).
2.2.14. Cho c¸c hµm f; g; h liªn tôc trªn [a; b] vµ kh¶ vi trªn (a; b), ta ®Þnh

nghÜa hµm

F (x) = det

¯̄̄̄
¯̄f(x) g(x) h(x)
f(a) g(a) h(a)
f(b) g(b) h(b)

¯̄̄̄
¯̄ ; x 2 [a; b]:

Chøng minh r»ng tån t¹i x0 2 (a; b) sao cho F 0(x0) = 0. Sö dông kÕt qu¶ võa
nhËn ®îc ph¸t biÓu ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh vµ ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh

tæng qu¸t.

2.2.15. Cho f liªn tôc trªn [0; 2] vµ kh¶ vi cÊp hai trªn (0; 2). Chøng minh

r»ng nÕu f(0) = 0; f(1) = 1 vµ f(2) = 2 th× tån t¹i x0 2 (0; 2) sao cho

f 00(x0) = 0.

2.2.16. Gi¶ sö f liªn tôc trªn [a; b] vµ kh¶ vi trªn (a; b). Chøng minh r»ng

nÕu f kh«ng lµ mét hµm tuyÕn tÝnh th× tån t¹i x1 vµ x2 thuéc (a; b) sao cho

f 0(x1) <
f(b)¡ f(a)
b¡ a < f 0(x2):
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2.2.17. Cho f lµ hµm liªn tôc trªn [0; 1] vµ kh¶ vi trªn (0; 1). Gi¶ sö r»ng

f(0) = f(1) = 0 vµ tån t¹i x0 2 (0; 1) sao cho f(x0) = 1. Chøng minh r»ng
jf 0(c)j > 2 víi c 2 (0; 1).
2.2.18. Cho f liªn tôc trªn [a; b]; a > 0, kh¶ vi trªn (a; b). Chøng minh r»ng

tån t¹i x0 2 (a; b) sao cho
bf(a)¡ af(b)

b¡ a = f(x1)¡ x1f 0(x1):

2.2.19. Chøng minh r»ng c¸c hµm sè x 7! ln(1 + x), x 7! ln(1 + x2) vµ

x 7! arctanx liªn tôc ®Òu trªn [0;+1).
2.2.20. Gi¶ sö f kh¶ vi cÊp hai trªn (a; b) vµ tån t¹i M ¸ 0 sao cho jf 00(x)j ∙
M víi mäi x 2 (a; b). Chøng minh r»ng f liªn tôc ®Òu trªn (a; b).
2.2.21. Gi¶ sö f : [a; b] ! R, b ¡ a ¸ 4 kh¶ vi trªn kho¶ng më (a; b). Chøng
minh r»ng tån t¹i x0 2 (a; b) sao cho

f 0(x0) < 1 + f 2(x0):

2.2.22. Chøng minh r»ng nÕu f kh¶ vi trªn (a; b) vµ nÕu

lim
x!a+

f(x) = +1; lim
x!b¡

f(x) = ¡1;(i)

f 0(x) + f 2(x) + 1 ¸ 0; víi x 2 (a; b);(ii)

th× b¡ a ¸ ¼.
2.2.23. Cho f liªn tôc trªn [a; b] vµ kh¶ vi trªn (a; b). Chøng minh r»ng nÕu

lim
x!b¡

f 0(x) = A th× f 0¡(b) = A.

2.2.24. Gi¶ sö f kh¶ vi trªn (0;1) vµ f 0(x) = O(x) khi x!1. Chøng minh
r»ng f(x) = O(x2) khi x!1.
2.2.25. Cho f1; f2; : : : ; fn vµ g1; g2; : : : ; gn lµ c¸c hµm liªn tôc trªn [a; b] vµ

kh¶ vi trªn (a; b). Gi¶ sö r»ng gk(a) 6= gk(b) víi mäi k = 1; 2; : : : ; n. Chøng
minh r»ng tån t¹i c 2 (a; b) sao cho

nX
k=1

f 0k(c) =
nX
k=1

g0k(c)
fk(b)¡ fk(a)
gk(b)¡ gk(a) :
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2.2.26. Cho hµm f kh¶ vi trªn kho¶ng më I vµ gi¶ sö [a; b] ½ I. Ta nãi r»ng
f kh¶ vi ®Òu trªn [a; b] nÕu víi mäi " > 0, tån t¹i ± > 0 sao cho¯̄̄̄

f(x+ h)¡ f(x)
h

¡ f 0(x)
¯̄̄̄
< "

víi mäi x 2 [a; b] vµ jhj < ±, x + h 2 I. Chøng minh r»ng f kh¶ vi ®Òu trªn
[a; b] khi vµ chØ khi f 0 liªn tôc trªn [a; b].

2.2.27. Cho f liªn tôc trªn [a; b], g kh¶ vi trªn [a; b] vµ g(a) = 0. Chøng minh

r»ng nÕu tån t¹i ¸ 6= 0 sao cho

jg(x)f(x) + ¸g0(x)j ∙ jg(x)j; víi x 2 [a; b];

th× g(x) ´ 0 trªn [a; b].

2.2.28. Cho f kh¶ vi trªn (0;+1). Chøng minh r»ng nÕu lim
x!+1

f(x)
x
= 0 th×

lim
x!+1

jf 0(x)j = 0:

2.2.29. T×m tÊt c¶ c¸c hµm f : R! R lµ tho¶ m∙n ph¬ng tr×nh hµm

f(x+ h)¡ f(x)
h

= f 0
µ
x+

1

2
h

¶
víi x; h 2 R; h 6= 0:

(HD. Chøng minh r»ng ph¬ng tr×nh chØ cã duy nhÊt nghiÖm lµ mét ®a thøc

bËc hai bÊt kú).

2.2.30. Cho c¸c sè d¬ng p; q tho¶ m∙n p + q = 1, h∙y t×m tÊt c¶ c¸c hµm

f : R! R tho¶ m∙n ph¬ng tr×nh

f(x)¡ f(y)
x¡ y = f 0(px+ qy) víi x; y 2 R; x 6= y:

2.2.31. Chøng minh r»ng nÕu f kh¶ vi trªn kho¶ng më I th× f 0 nhËn mäi

gi¸ trÞ trung gian trong I.

2.2.32. Cho f kh¶ vi trªn (0;1). Chøng minh r»ng

(a) nÕu lim
x!+1

(f(x)¡ f 0(x)) = 0 th× lim
x!+1

f(x) = 0,
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(b) nÕu lim
x!+1

(f(x)¡ 2pxf 0(x)) = 0 th× lim
x!+1

f(x) = 0.

2.2.33. Chøng minh r»ng nÕu f 2 C2([a; b]) cã Ýt nhÊt ba nghiÖm trong [a; b]

th× ph¬ng tr×nh f(x) + f 00(x) = 2f 0(x) cã Ýt nhÊt mét nghiÖm trong [a; b].

2.2.34. Chøng minh r»ng nÕu ®a thøcP bËc n cã n nghiÖm ph©n biÖt lín

h¬n 1 th× ®a thøc

Q(x) = (x2 + 1)P (x)P 0(x) + xP 2(x) + (P 0(x))2

cã Ýt nhÊt 2n¡ 1 nghiÖm ph©n biÖt.

2.2.35. Gi¶ sö r»ng ®a thøc P (x) = amxm+am¡1xm¡1+¢ ¢ ¢+a1x+a0 víi am > 0
cãm nghiÖm thùc ph©n biÖt. Chøng minh r»ng ®a thøcQ(x) = (P (x))2¡P 0(x)
cã

(1) ®óng m+ 1 nghiÖm thùc ph©n biÖt nÕu m lÎ,

(2) ®óng m nghiÖm thùc ph©n biÖt nÕu m ch½n.

2.2.36. Gi¶ sö ®a thøc P (x) bËc n ¸ 3 cã c¸c nghiÖm ®Òu thùc, viÕt

P (x) = (x¡ a1)(x¡ a2) ¢ ¢ ¢ (x¡ an);

trong ®ã ai ∙ ai+1; i = 1; 2; : : : ; n¡ 1 vµ

P 0(x) = n(x¡ c1)(x¡ c2) ¢ ¢ ¢ (x¡ cn¡1);

trong ®ã ai ∙ ci ∙ ai+1; i = 1; 2; : : : ; n¡ 1. Chøng minh r»ng nÕu

Q(x) = (x¡ a1)(x¡ a2) ¢ ¢ ¢ (x¡ an¡1);
Q0(x) = (n¡ 1)(x¡ d1)(x¡ d2) ¢ ¢ ¢ (x¡ dn¡2);

th× di ¸ ci víi i = 1; 2; : : : ; n¡ 2. H¬n n÷a chøng minh r»ng nÕu

R(x) = (x¡ a2)(x¡ a3) ¢ ¢ ¢ (x¡ an);
R0(x) = (n¡ 1)(x¡ e1)(x¡ e2) ¢ ¢ ¢ (x¡ en¡2);

th× ei ∙ ci+1 víi i = 1; 2; : : : ; n¡ 2.
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2.2.37. Sö dông gi¶ thiÕt cña bµi trªn h∙y chøng minh r»ng

(1) nÕu S(x) = (x ¡ a1 ¡ ")(x ¡ a2) : : : (x ¡ an), trong ®ã " > 0 tho¶ m∙n

a1+" ∙ an¡1 vµ nÕu S 0(x) = n(x¡f1)(x¡f2) : : : (x¡fn¡1) th× fn¡1 ¸ cn¡1,

(2) nÕu T (x) = (x¡a1)(x¡a2) : : : (x¡an+ "), víi " > 0 tho¶ m∙n an¡ " ∙ a2
vµ nÕu T 0(x) = n(x¡ g1)(x¡ g2) : : : (x¡ gn¡1) th× g1 ∙ c1.

2.2.38. Sö dông gi¶ thiÕt cña bµi 2.2.36 h∙y chøng minh r»ng

ai +
ai+1 ¡ ai
n¡ i+ 1 ∙ ci ∙ ai+1 ¡

ai+1 ¡ ai
i+ 1

; i = 1; 2; : : : ; n¡ 1:

2.2.39. Chøng minh r»ng nÕu f kh¶ vi trªn [0; 1] vµ

(i) f(0) = 0,

(ii) tån t¹i K > 0 sao cho jf 0(x)j ∙ Kjf(x)j víi x 2 [0; 1],
th× f(x) ´ 0.
2.2.40. Cho f lµ mét hµm kh¶ vi v« h¹n trªn kho¶ng (¡1; 1), J ½ (¡1; 1)
lµ mét kho¶ng cã ®é dµi ¸. Gi¶ sö J ®îc chia thµnh ba kho¶ng liªn tiÕp

J1; J2; J3 cã ®é dµi t¬ng øng lµ ¸1; ¸2; ¸3, tøc lµ ta cã J1 [ J2 [ J3 = J vµ
¸1 + ¸2 + ¸3 = ¸. Chøng minh r»ng nÕu

mk(J) = inf
©jf (k)(x)j : x 2 Jª ; k 2 N;

th×

mk(J) ∙ 1

¸2
(mk¡1(J1) +mk¡1(J3)):

2.2.41. Chøng minh r»ng víi gi¶ thiÕt cña bµi tríc, nÕu jf(x)j ∙ 1 víi

x 2 (¡1; 1) th×
mk(J) ∙ 2

k(k+1)
2 kk

¸k
; k 2 N:

2.2.42. Gi¶ sö r»ng ®a thøc P (x) = anx
n + an¡1xn¡1 + ¢ ¢ ¢ + a1x + a0 cã n

nghiÖm thùc ph©n biÖt. Chøng minh r»ng nÕu tån t¹i p; 1 ∙ p ∙ n ¡ 1 sao
cho ap = 0 vµ ai 6= 0 víi mäi i 6= p th× ap¡1ap+1 < 0.
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2.3 C«ng thøc Taylor vµ quy t¾c L’H«pital

2.3.1. Gi¶ sö f : [a; b] ! R kh¶ vi cÊp n ¡ 1 trªn [a; b]. NÕu f (n)(x0) tån t¹i
th× víi mäi x 2 [a; b],

f(x) = f(x0) +
f 0(x0)
1!

(x¡ x0) + f
00(x0)
2!

(x¡ x0)2

+ ¢ ¢ ¢+ f
(n)(x0)

n!
(x¡ x0)n + o((x¡ x0)n):

(C«ng thøc nµy ®îc gäi lµ c«ng thøc Taylor víi phÇn d d¹ng Peano).

2.3.2. Gi¶ sö f : [a; b] ! R kh¶ vi liªn tôc cÊp n trªn [a; b] vµ gi¶ sö r»ng

f (n+1) tån t¹i trong kho¶ng më (a; b). Chøng minh r»ng víi mäi x; x0 2 [a; b]
vµ mäi p > 0 tån t¹i µ 2 (0; 1) sao cho ,

f(x) = f(x0) +
f 0(x0)
1!

(x¡ x0) + f
00(x0)
2!

(x¡ x0)2

+ ¢ ¢ ¢+ f
(n)(x0)

n!
(x¡ x0)n + rn(x);

trong ®ã

rn(x) =
f (n+1)(x0 + µ(x¡ x0))

n!p
(1¡ µ)n+1¡p(x¡ x0)n+1

®îc gäi lµ phÇn d d¹ng Schlomilch-Roche.

2.3.3. Sö dông kÕt qu¶ trªn h∙y chøng minh c¸c d¹ng phÇn d sau:

rn(x) =
f (n+1)(x0 + µ(x¡ x0))

(n+ 1)!
(x¡ x0)n+1(a)

(d¹ng Lagrange),

rn(x) =
f (n+1)(x0 + µ(x¡ x0))

n!
(1¡ µ)n(x¡ x0)n+1(b)

(d¹ng Cauchy).
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2.3.4. Cho f : [a; b] ! R lµ hµm kh¶ vi cÊp n + 1 trªn [a; b], x; x0 2 [a; b].
Chøng minh c«ng thøc Taylor víi phÇn d d¹ng tÝch ph©n sau:

f(x) = f(x0) +
f 0(x0)
1!

(x¡ x0) + f
00(x0)
2!

(x¡ x0)2

+ ¢ ¢ ¢+ f
n(x0)

n!
(x¡ x0)n + 1

n!

Z x

x0

f (n+1)(t)(x¡ t)ndt:

2.3.5. Cho f : [a; b] ! R lµ hµm kh¶ vi cÊp n + 1 trªn [a; b], x; x0 2 [a; b].
Chøng minh c«ng thøc Taylor sau:

f(x) = f(x0) +
f 0(x0)
1!

(x¡ x0) + f
00(x0)
2!

(x¡ x0)2

+ ¢ ¢ ¢+ f
n(x0)

n!
(x¡ x0)n +Rn+1(x);

trong ®ã

Rn+1(x) =

Z x

x0

Z tn+1

x0

Z tn

x0

¢ ¢ ¢
Z t2

x0

f (n+1)(t1)dt1 ¢ ¢ ¢ dtndtn+1:

2.3.6. Chøng minh c«ng thøc xÊp xØ sau

p
1 + x ¼ 1 + 1

2
¡ 1
8
x2

cho sai sè kÕt qu¶ kh«ng vît qu¸ 1
2
jxj3 khi jxj < 1

2
.

2.3.7. Chøng minh c¸c bÊt ®¼ng thøc sau:

(1 + x)® > 1 + ®x víi ® > 1 hoÆc ® < 0;(a)

(1 + x)® < 1 + ®x víi 0 < ® < 1;(b)

gi¶ thiÕt r»ng x > ¡1; x 6= 0.

2.3.8. Cho c¸c hµm f; g 2 C2([0; 1]), g0(x) 6= 0 víi x 2 (0; 1) tho¶ m∙n

f 0(0)g00(0) 6= f 00(0)g0(0). Víi x 2 (0; 1) xÐt hµm µ(x) lµ mét sè tho¶ m∙n

®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh tæng qu¸t, tøc lµ

f(x)¡ f(0)
g(x)¡ g(0) =

f 0(µ(x))
g0(µ(x))

:
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H∙y tÝnh giíi h¹n

lim
x!0+

µ(x)

x
:

2.3.9. Cho f : R ! R kh¶ vi cÊp n + 1 trªn R. Chøng minh r»ng víi mäi
x 2 R tån t¹i µ 2 (0; 1) sao cho

f(x) = f(0) + xf 0(x)¡ x
2

2
f 00(x) + ¢ ¢ ¢+ (¡1)n+1x

n

n!
f (n)(x)(a)

+ (¡1)n+2 xn+1

(n+ 1)!
f (n+1)(µx);

f

µ
x

1 + x

¶
= f(x)¡ x2

1 + x
f 0(x) + ¢ ¢ ¢+ (¡1)n x2n

(1 + x)n
f (n)(x)

n!
(b)

+ (¡1)n+1 x2n+2

(1 + x)n+1

f (n+1)
³
x+µx2

1+x

´
(1 + n)!

; x 6= ¡1:

2.3.10. Cho f : R! R kh¶ vi cÊp 2n + 1 trªn R. Chøng minh r»ng víi mäi
x 2 R tån t¹i µ 2 (0; 1) sao cho

f(x) = f(0) +
2

1!
f 0
³x
2

´³x
2

´
+
2

3!
f (3)

³x
2

´³x
2

´3
+ ¢ ¢ ¢+ 2

(2n¡ 1)!f
(2n¡1)

³x
2

´³x
2

´2n¡1
+

2

(2n+ 1)!
f (2n+1)(µx)

³x
2

´2n+1
:

2.3.11. Sö dông kÕt qu¶ bµi trªn h∙y chøng minh r»ng

ln(1 + x) > 2
nX
k=0

1

2k + 1

µ
x

2 + x

¶2k+1
víi n = 0; 1; : : : vµ x > 0.

2.3.12. Chøng minh r»ng nÕu f 00(x) tån t¹i th×

lim
h!0

f(x+ h)¡ 2f(x) + f(x¡ h)
h2

= f 00(x);(a)

lim
h!0

f(x+ 2h)¡ 2f(x+ h) + f(x)
h2

= f 00(x):(b)
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2.3.13. Chøng minh r»ng nÕu f 000(x) tån t¹i th×

lim
h!0

f(x+ 3h)¡ 3f(x+ 2h) + 3f(x+ h)¡ f(x)
h3

= f 000(x):

2.3.14. Cho x > 0, h∙y kiÓm tra c¸c bÊt ®¼ng thøc sau:

ex >
nX
k=0

xk

k!
;(a)

x¡ x
2

2
+
x3

3
¡ x

4

4
< ln(1 + x) < x¡ x

2

2
+
x3

3
;(b)

1 +
1

2
x¡ 1

8
x2 <

p
1 + x < 1 +

1

2
x¡ 1

8
x2 +

1

16
x3:(c)

2.3.15. Chøng minh r»ng nÕu tån t¹i f (n+1)(x) kh¸c 0 vµ µ(x) lµ gi¸ trÞ ®îc

x¸c ®Þnh qua c«ng thøc Taylor

f(x+ h) = f(x) + hf 0(x) + ¢ ¢ ¢+ hn¡1

(n¡ 1)!f
(n¡1)(x) +

hn

n!
f (n)(x+ µ(h)h);

th×

lim
h!0

µ(h) =
1

n+ 1
:

2.3.16. Gi¶ sö f kh¶ vi trªn [0; 1] vµ f(0) = f(1) = 0. H¬n n÷a tån t¹i f 00

trong (0; 1) giíi néi, tøc lµ jf 00(x)j ∙ A; víi mäi x 2 (0; 1), Chøng minh r»ng

jf 0(x)j ∙ A
2
; víi x 2 [0; 1]

2.3.17. Gi¶ sö f : [¡c; c] ! R kh¶ vi cÊp hai trªn [¡c; c] vµ ®Æt Mk =

supff (k)(x) : x 2 [¡c; c]g víi k = 0; 1; 2. Chøng minh r»ng

jf 0(x)j ∙ M0

c
+ (x2 + c2)

M2

2c
víi x 2 [¡c; c];(a)

M1 ∙ 2
p
M0M2 víi c ¸

r
M0

M2
:(b)

2.3.18. Cho f kh¶ vi cÊp hai trªn (a;1), a 2 R, ®Æt

Mk = supff (k)(x) : x 2 (0;1g <1; k = 0; 1; 2:
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Chøng minh r»ng

M1 ∙ 2
p
M0M2:

H∙y chØ ra trêng hîp hµm f lµm cho bÊt ®¼ng thøc trë thµnh ®¼ng thøc.

2.3.19. Cho f kh¶ vi cÊp hai trªn R, ®Æt

Mk = supff (k)(x) : x 2 (0;1)g <1; k = 0; 1; 2:

Chøng minh r»ng

M1 ∙ 2
p
M0M2:

2.3.20. Cho f kh¶ vi cÊp hai trªn R, ®Æt

Mk = supff (k)(x) : x 2 (0;1)g <1; k = 0; 1; 2; : : : ; p; p ¸ 2:

Chøng minh r»ng

Mk ∙ 2k(p¡k)=2M1¡(k=p)
0 M

k=p
2 ; k = 1; 2; : : : ; p¡ 1:

2.3.21. Gi¶ sö f 00 tån t¹i vµ giíi néi trong (0;1). Chøng minh r»ng nÕu
lim
x!1

f(x) = 0 th× lim
x!1

f 0(x) = 0.

2.3.22. Gi¶ sö f kh¶ vi liªn tôc cÊp hai trªn (0;1), tho¶ m∙n

lim
x!+1

xf(x) = 0 vµ lim
x!+1

xf 00(x) = 0:

Chøng minh r»ng lim
x!+1

xf 0(x) = 0:
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2.3.23. Gi¶ sö f kh¶ vi liªn tôc cÊp hai trªn (0; 1) vµ tho¶ m∙n

(i) lim
x!1¡

f(x) = 0;

(ii) tån t¹i M > 0 sao cho (1¡ x2)jf 00(x)j ∙M víi x 2 (0; 1).

Chøng minh r»ng lim
x!1¡

(1¡ x)f 0(x) = 0:

2.3.24. Cho f kh¶ vi trªn [a; b] vµ gi¶ sö r»ng f 0(a) = f 0(b) = 0. Chøng minh

r»ng nÕu f 00 tån t¹i trong (a; b) th× tån t¹i c 2 (a; b) sao cho

jf 00(c)j ¸ 4

(b¡ a)2 jf(b)¡ f(a)j:

2.3.25. Gi¶ sö f [¡1; 1] ! R kh¶ vi cÊp ba vµ biÕt r»ng f(¡1) = f(0) =

0; f(1) = 1 vµ f 0(0) = 0. Chøng minh r»ng tån t¹i c 2 (¡1; 1) sao cho
f 000(c) ¸ 3.

2.3.26. Cho f kh¶ vi liªn tôc cÊp n trªn [a; b] vµ ®Æt

Q(t) =
f(x)¡ f(t)
x¡ t ; x; t 2 [a; b]; x 6= t:

Chøng minh c«ng thøc Taylor díi d¹ng sau:

f(x) = f(x0) +
f 0(x0)
1!

(x¡ x0) + ¢ ¢ ¢+ f
(n)(x0)

n!
(x¡ x0)n + rn(x);

víi

rn(x) =
Q(n)(x0)

n!
(x¡ x0)n+1:

2.3.27. Gi¶ sö r»ng f : (¡1; 1) ! R kh¶ vi t¹i 0, c¸c d∙y fxng, fyng tho¶
m∙n ¡1 < xn < yn < 1; n 2 N sao cho lim

n!1
xn = lim

n!1
yn = 0. XÐt th¬ng

Dn =
f(yn)¡ f(xn)
yn ¡ xn :

Chøng minh r»ng

(a) nÕu xn < 0 < yn th× lim
n!1

Dn = f
0(0).
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(b) nÕu 0 < xn < yn vµ d∙y
n

yn
yn¡xn

o
giíi néi th× lim

n!1
Dn = f

0(0).

(c) nÕu f 0 tån t¹i trong (¡1; 1) vµ liªn tôc t¹i 0 th× lim
n!1

Dn = f
0(0).

(H∙y so s¸nh víi 2.1.13 vµ 2.1.14.)

2.3.28. Cho m 2 N , xÐt ®a thøc P sau

P (x) =
m+1X
k=1

µ
m+ 1

k

¶
(¡1)k(x¡ k)m; x 2 R:

Chøng minh r»ng P (x) ´ 0.

2.3.29. Gi¶ sö r»ng f (n+2) liªn tôc trªn [0; 1]. Chøng minh r»ng tån t¹i

µ 2 (0; 1) sao cho

f(x) = f(0) +
f 0(0)
1!

x+ ¢ ¢ ¢+ f
(n¡1)(0)
(n¡ 1)! x

n¡1 +
f (n)

¡
x
n+1

¢
n!

xn

+
n

2(n+ 1)
f (n+2)(µx)

xn+2

(n+ 2)!
:

2.3.30. Gi¶ sö r»ng f (n+p) tån t¹i trong [a; b] vµ liªn tôc t¹i x0 2 [a; b]. Chøng
minh r»ng nÕu f (n+j)(x0) = 0 víi j = 1; 2; : : : ; p¡ 1, f (n+p)(x0) 6= 0 vµ

f(x) = f(x0) +
f 0(x0)
1!

(x¡ x0) + ¢ ¢ ¢+ f
(n¡1)(x0)
(n¡ 1)! (x¡ x0)

n¡1

+
f (n)(x0 + µ(x)(x¡ x0))

n!
(x¡ x0)n:

th×

lim
x!x0

µ(x) =

µ
n+ p

n

¶¡1=p
:

2.3.31. Cho f lµ hµm kh¶ vi liªn tôc cÊp hai trªn (¡1; 1) vµ f(0) = 0. H∙y
tÝnh giíi h¹n

lim
x!0+

h
1p
x

iX
k=1

f(kx):
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2.3.32. Cho f kh¶ vi v« h¹n trªn (a; b). Chøng minh r»ng nÕu f b»ng 0 t¹i

v« h¹n ®iÓm trong kho¶ng ®ãng [c; d] ½ (a; b) vµ

supfjf (n)(x)j : x 2 (a; b)g = O(n!) khi n!1

th× f b»ng kh«ng trªn mét kho¶ng më n»m trong (a; b).

2.3.33. Gi¶ sö r»ng

(i) f kh¶ vi v« h¹n trªn R,

(ii) tån t¹i L > 0 sao cho jf (n)(x)j ∙ L víi mäi x 2 R vµ mäi n 2 N,

(iii) f
¡
1
n

¢
= 0 víi n 2 N: Chøng minh r»ng f(x) ´ 0 trªn R:

2.3.34. Sö dông quy t¾c l’H«pital ®Ó tÝnh c¸c giíi h¹n sau:

(a) lim
x!1

arctan x
2¡1
x2+1

x¡ 1 ; (b) lim
x!+1

x

µµ
1 +

1

x

¶x
¡ e
¶
;

(c) lim
x!5
(6¡ x) 1

x¡5 ; (d) lim
x!0+

µ
sinx

x

¶1=x
;

(e) lim
x!0+

µ
sinx

x

¶1=x2
:

2.3.35. Chøng minh r»ng víi f kh¶ vi liªn tôc cÊp hai trªn R tho¶ m∙n

f(0) = 1, f 0(0) = 0 vµ f 00(0) = ¡1 th×

lim
x!+1

µ
f

µ
ap
x

¶¶x
= e¡a

2=2; trong ®ã a 2 R:

2.3.36. Víi a > 0 vµ a 6= 1 h∙y tÝnh

lim
x!+1

µ
ax ¡ 1
x(a¡ 1)

¶1=x
:
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2.3.37. Cã thÓ sö dông quy t¾c l’H«pital trong nh÷ng trêng hîp sau ®îc

kh«ng ?

lim
x!1

x¡ sinx
2x+ sinx

;(a)

lim
x!1

2x+ sin 2 + 1

(2x+ sin 2x)(sinx+ 3)2
;(b)

lim
x!0+

µ
2 sin

p
x+

p
x sin

1

x

¶x
;(c)

lim
x!0

µ
1 + xe¡1=x

2

sin
1

x4

¶e1=x2
:(d)

2.3.38. Hµm

f(x) =

(
1

x ln 2
¡ 1

2x¡1 nÕu x 6= 0;
1
2

nÕu x = 0

cã kh¶ vi t¹i ®iÓm 0 kh«ng ?

2.3.39. Gi¶ sö f kh¶ vi liªn tôc cÊp n trªn R, a 2 R. Chøng minh ®¼ng thøc
sau:

f (n)(a) = lim
h!0

1

hn

nX
k=0

µ
(¡1)n¡k

µ
n

k

¶
f(a+ kh)

¶
:

2.3.40. Chøng minh quy t¾c l’H«pital díi d¹ng sau:

Gi¶ sö f; g : (a; b)! R , ¡1 < a < b < +1 lµ c¸c hµm kh¶ vi trªn (a; b),

®ång thêi tho¶ m∙n ®iÒu kiÖn

(i) g0(x) 6= 0 víi x 2 (a; b),

(ii) lim
x!a+

g(x) = +1(¡1),

(iii) lim
x!a+

f 0(x)
g0(x) = L; ¡1 ∙ L ∙ +1:

Khi ®ã

lim
x!a+

f(x)

g(x)
= L:

2.3.41. Sö dông quy t¾c l’H«pital võa nªu ë trªn h∙y chøng minh kÕt qu¶

tæng qu¸t cña 2.2.32 : Cho f kh¶ vi trªn (0;1) vµ a > 0.
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(a) NÕu lim
x!+1

(af(x) + f 0(x)) = L; th× lim
x!+1

f(x) = L
a
:

(b) NÕu lim
x!+1

(af(x) + 2
p
xf 0(x)) = L; th× lim

x!+1
f(x) = L

a
:

C¸c kÕt qu¶ trªn cã cßn ®óng ®èi víi trêng hîp a ©m kh«ng ?

2.3.42. Gi¶ sö f kh¶ vi cÊp ba trªn (0;1) sao cho f(x) > 0, f 0(x) > 0,

f 00(x) > 0 víi mäi x > 0. Chøng minh r»ng nÕu

lim
x!1

f 0(x)f 000(x)
(f 00(x))2

= c; c 6= 1;

th×

lim
x!1

f(x)f 00(x)
(f 0(x))2

=
1

2¡ c:

2.3.43. Gi¶ sö r»ng f lµ hµm kh¶ vi v« h¹n trªn (¡1; 1) vµ f(0) = 0. Chøng
minh r»ng nÕu g ®îc x¸c ®Þnh trªn (0; 1)nf0g theo c«ng thøc g(x) = f(x)

x
th×

tån t¹i mét më réng cña g kh¶ vi v« h¹n trªn (¡1; 1).

2.4 Hµm låi

§Þnh nghÜa 1. Mét hµm f ®îc gäi lµ låi trong kho¶ng I ½ R nÕu

f(¸x1 + (1¡ ¸)x2) ∙ ¸f(x1) + (1¡ ¸)f(x2)(1)

trong ®ã x1; x2 2 I vµ ¸ 2 (0; 1): Mét hµm låi f ®îc gäi lµ låi chÆt trong I

nÕu bÊt ®¼ng thøc (1) lµ chÆt víi x1 6= x2. f lµ hµm lâm nÕu ¡f lµ hµm låi.

§Þnh nghÜa 2. Hµm f(x) ®îc gäi lµ tho¶ m∙n ®iÒu kiÖn Lipschitz ®Þa

ph¬ng trªn mét kho¶ng më I víi h»ng sè Lipschitz L > 0 nÕu víi mäi

x; y 2 I, x 6= y th× jf(x)¡ f(y)j ∙ Ljx¡ yj:
2.4.1. Chøng minh r»ng f kh¶ vi trªn mét kho¶ng më I lµ låi khi vµ chØ khi

f 0 t¨ng trong I.

2.4.2. Chøng minh r»ng f kh¶ vi cÊp hai trªn mét kho¶ng më I lµ låi khi

vµ chØ khi f 00(x) ¸ 0 víi mäi x 2 I.
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2.4.3. Chøng minh r»ng nÕu f låi trong kho¶ng më I th× bÊt ®¼ng thøc

Jensen

f(¸1x1 + ¸2x2 + ¢ ¢ ¢+ ¸nxn) ∙ ¸1f(x1) + ¸2f(x2) + ¢ ¢ ¢+ ¸nf(xn)
®óng víi mäi x1; x2; : : : ; xn 2 I vµ mäi bé sè thùc dîng ¸1; ¸2; : : : ; ¸n tho¶
m∙n ¸1 + ¸2 + ¢ ¢ ¢+ ¸n = 1.
2.4.4. Cho x; y > 0 vµ p; q > 0 tho¶ m∙n 1

p
+ 1

q
= 1. Chøng minh bÊt ®¼ng

thøc

xy ∙ x
p

p
+
xq

q
:

2.4.5. Chøng minh r»ng

1

n

nX
k=1

xk ¸ n

vuut nY
k=1

xk víi x1; x2; : : : ; xn > 0:

2.4.6. Chøng minh r»ng víi a 6= b ta cã bÊt ®¼ng thøc
eb ¡ da
b¡ a <

ea + eb

2
:

2.4.7. Chøng minh bÊt ®¼ng thøc

x lnx+ y ln y ¸ (x+ y) ln x+ y
2
; x 6= y:

2.4.8. Cho ® > 1 vµ c¸c sè d¬ng x1; x2; : : : ; xn. Chøng minh r»ngÃ
1

n

nX
k=1

xk

!®
∙ 1

n

nX
k=1

x®k :

2.4.9. Cho x1; x2; : : : ; xn 2 (0; 1) vµ c¸c sè d¬ng p1; p2; : : : ; pn tho¶ m∙n
nP
k=1

pk = 1. Chøng minh r»ng

1 +

Ã
nX
k=1

pkxk

!¡1
∙

nY
k=1

µ
1 + xk
xk

¶pk
;(a)

1 +
nP
k=1

pkxk

1¡
nP
k=1

pkxk

∙
nY
k=1

µ
1 + xk
1¡ xk

¶pk
:(b)
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2.4.10. Cho x = 1
n

nP
k=1

xk víi x1; x2; : : : ; xn 2 (0; ¼). Chøng minh r»ng

nY
k=1

sinxk ∙ (sinx)n;(a)

nY
k=1

sinxk
xk

∙
µ
sinx

x

¶n
:(b)

2.4.11. Chøng minh r»ng víi a > 0 vµ x1; x2; : : : ; xn 2 (0; 1) tho¶ m∙n x1 +
x2 + ¢ ¢ ¢+ xn = 1 th×

nX
k=1

µ
xk +

1

xk

¶a
¸ (n2 + 1)a

na¡1
:

2.4.12. Cho n ¸ 2, h∙y kiÓm tra kh¼ng ®Þnh sau:
nY
k=1

2k ¡ 1
2k¡1

∙
µ
2¡ 2

n
+

1

n ¢ 2n¡1
¶n
:

2.4.13. Chøng minh c¸c bÊt ®¼ng thøc sau:

n2

x1 + x2 + ¢ ¢ ¢+ xn ∙
1

x1
+
1

x2
+ ¢ ¢ ¢+ 1

x1
; x1; x2; : : : ; xn > 0;(a)

1
®1
x1
+ ¢ ¢ ¢+ ®n

xn

∙ x®11 ¢ ¢ ¢x®nn ∙ ®1x1 + ¢ ¢ ¢+ ®nxn(b)

víi ®k; xk > 0; k = 1; 2; : : : ; n tho¶ m∙n
nP
k=1

®k = 1.

x®11 ¢ ¢ ¢ x®nn + y®11 ¢ ¢ ¢ y®nn ∙ (x1 + y1)®1 ¢ ¢ ¢ (xn + yn)®n(c)

víi yk; xk ¸ 0; ®k > 0; k = 1; 2; : : : ; n sao cho
nP
k=1

®k = 1.

mX
j=1

nY
i=1

x®ii;j ∙
nY
i=1

Ã
mX
j=1

xi;j

!®i
(d)

víi ; xi;j ¸ 0; ®k > 0; i; j = 1; 2; : : : ; n sao cho
nP
k=1

®k = 1.

2.4.14. Chøng minh r»ng nÕu f : R! R låi vµ bÞ chÆn trªn th× lµ hµm h»ng

trªn R.
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2.4.15. LiÖu mét hµm låi giíi néi trªn (a;1) hoÆc trªn (¡1; a) cã lu«n lµ
hµm h»ng kh«ng ?

2.4.16. Gi¶ sö r»ng f : (a; b) ! R låi trªn (a; b) , trong ®ã ¡1 ∙ a; b ∙ 1.
Chøng minh r»ng hoÆc f ®¬n ®iÖu trªn (a; b) hoÆc tån t¹i c 2 (a; b) sao cho

f(c) = minff(x) : x 2 (a; b)g

®ång thêi f gi¶m trong (a; c] vµ t¨ng trong [c; b).

2.4.17. Cho f : (a; b) ! R låi trªn (a; b), trong ®ã ¡1 ∙ a; b ∙ 1. Chøng
minh r»ng c¸c giíi h¹n

lim
x!a+

f(x) vµ lim
x!b¡

f(x)

tån t¹i, h÷u h¹n hoÆc v« h¹n.

2.4.18. Gi¶ sö f : (a; b) ! R låi vµ giíi néi trªn (a; b) , ¡1 ∙ a; b ∙ 1.
Chøng minh r»ng f liªn tôc ®Òu trªn (a; b). (So s¸nh víi bµi 2.4.14).

2.4.19. Gi¶ sö f : (a; b)! R låi trªn (a; b), trong ®ã ¡1 ∙ a; b ∙1. Chøng
minh r»ng ®¹o hµm mét phÝa cña f tån t¹i vµ ®¬n ®iÖu trªn (a; b). H¬n n÷a

®¹o hµm ph¶i vµ tr¸i cña nã b»ng nhau bªn ngoµi mét tËp ®Õm ®îc.

2.4.20. Gi¶ sö f kh¶ vi cÊp hai trªn R vµ f; f 0; f 00 t¨ng chÆt trªn R. Víi a; b
cho tríc, a ∙ b cho x! »(x); x > 0 x¸c ®Þnh qua ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh,

tøc lµ
f(b+ x)¡ f(a¡ x)

b¡ a+ 2x = f 0(»):

Chøng minh r»ng hµm » t¨ng trªn (0;1).

2.4.21. Sö dông kÕt qu¶ bµi 2.4.4 chøng minh bÊt ®¼ng thøc Holder: Cho

p; q > 1 tho¶ m∙n 1
p
+ 1

q
= 1. Chøng minh r»ng

nX
i=1

jxiyij ∙
Ã

nX
i=1

jxijp
!1=pÃ nX

i=1

jyijq
!1=q

:
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2.4.22. Sö dông bÊt ®¼ng thøc Holder chøng minh bÊt ®¼ng thøc Mikowski

sau: NÕu p > 1 th×Ã
nX
i=1

jxi + yijp
!1=p

∙
Ã

nX
i=1

jxijp
!1=p

+

Ã
nX
i=1

jyijp
!1=p

:

2.4.23. Chøng minh r»ng nÕu chuçi
1P
n=1

a4n héi tô th×
1P
n=1

an
n4=5

héi tô.

2.4.24. Cho xi; yi ¸ 0, i = 1; 2; : : : ; n vµ p > 1. Chøng minh bÊt ®¼ng thøc

sau

((x1 + ¢ ¢ ¢+ xn)p + (y1 + ¢ ¢ ¢+ yn)p)1=p ∙ (xp1 + yp1)1=p + ¢ ¢ ¢+ (xpn + ypn)1=p :

2.4.25. Chøng minh bÊt ®¼ng thøc Minkowski tæng qu¸t sau: Cho xi;j ¸ 0,
i = 1; 2; : : : ; n; j = 1; 2; : : : ;m vµ p > 1, chøng minh r»ngÃ

nX
i=1

Ã
mX
j=1

xi;j

!p!1=p
∙

mX
j=1

Ã
nX
i=1

xpi;j

!1=p
:

2.4.26. Gi¶ sö hµm liªn tôc f trªn kho¶ng I lµ låi trung b×nh tøc lµ

f

µ
x+ y

2

¶
∙ f(x) + f(y)

2
víi x; y 2 I:

Chøng minh r»ng f låi trªn I.

2.4.27. Chøng minh r»ng ®iÒu kiÖn liªn tôc trong bµi 2.4.26 lµ kh«ng thÓ

bá ®îc. (H∙y chØ ra ph¶n vÝ dô).

2.4.28. Cho f liªn tôc trªn I sao cho

f

µ
x+ y

2

¶
<
f(x) + f(y)

2

víi x; y 2 I, x 6= y. Chøng minh r»ng f låi chÆt trªn I.

2.4.29. Gi¶ sö f låi trong kho¶ng më I. Chøng minh r»ng f tho¶ m∙n ®iÒu

kiÖn Lipschitz ®Þa ph¬ng trªn I.
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2.4.30. Cho f : (0;1)! R låi, ®Æt

lim
x!0+

f(x) = 0:

Chøng minh r»ng hµm f 7! f(x)
x
t¨ng trªn (0;1).

2.4.31. Ta nãi r»ng hµm f díi céng tÝnh trªn (0;1) nÕu víi x1; x2 2 (0;1),

f(x1; x2) ∙ f(x1) + f(x2):

Chøng minh r»ng

(a) nÕu x 7! f(x)
x
gi¶m trªn (0;1) th× f díi céng tÝnh.

(b) nÕu f låi vµ díi céng tÝnh trªn (0;1) th× hµm x 7! f(x)
x
lµ hµm gi¶m

trªn kho¶ng ®ã.

2.4.32. Gi¶ sö f kh¶ vi trªn (a; b) vµ víi mäi x; y 2 (a; b), x 6= y, tån t¹i duy
nhÊt ³ sao cho

f(y)¡ f(x)
y ¡ x = f 0(³):

Chøng minh r»ng f låi chÆt hoÆc lâm chÆt trªn (a; b).

2.4.33. Cho f : R ! R liªn tôc vµ tho¶ m∙n ®iÒu kiÖn víi mçi d 2 R, hµm
gd(x) = f(x+ d)¡ f(x) thuéc líp C1(R). Chøng minh r»ng f thuéc C1(R).

2.4.34. Gi¶ sö an ∙ : : : ∙ a2 ∙ a1 vµ f låi trªn ®o¹n [an; a1]. Chøng minh
r»ng

nX
k=1

f(ak+1)ak ∙
nX
k=1

f(ak)ak+1;

trong ®ã an+1 = a1.

2.4.35. Gi¶ sö r»ng f lâm vµ t¨ng chÆt trªn mét kho¶ng (a; b), ¡1 ∙ a; b ∙
1. Chøng minh r»ng nÕu a < f(x) < x víi x 2 (a; b) vµ

lim
x!a+

f 0+(x) = 1;
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th× víi x; y 2 (a; b) ta cã

lim
n!1

fn+1(x)¡ fn(x)
fn+1(y)¡ fn(y) = 1;

trong ®ã fn lµ thµnh phÇn lÆp thø n cña f (xem 1.1.40).

2.5 C¸c øng dông cña ®¹o hµm

2.5.1. Sö dông ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh tæng qu¸t h∙y chøng minh

1¡ x
2

2!
< cosx; víi x 6= 0;(a)

x¡ x
3

3!
< sinx; víi x > 0;(b)

cosx < 1¡ x
2

2!
+
x4

4!
; víi x 6= 0;(c)

sinx < x¡ x
3

3!
+
x5

5!
; víi x > 0:(d)

2.5.2. Cho n 2 N vµ x > 0 h∙y kiÓm tra c¸c kh¼ng ®Þnh sau:

x¡ x
3

3!
+
x5

5!
¡ ¢ ¢ ¢+ x4n¡3

(4n¡ 3)! ¡
x4n¡1

(4n¡ 1)! < sinx(a)

< x¡ x
3

3!
+
x5

5!
¡ ¢ ¢ ¢+ x4n¡3

(4n¡ 3)! ¡
x4n¡1

(4n¡ 1)! +
x4n+1

(4n+ 1)!
;

1¡ x
2

2!
+
x4

4!
¡ ¢ ¢ ¢+ x4n¡4

(4n¡ 4)! ¡
x4n¡2

(4n¡ 2)! < cosx(b)

< 1¡ x
2

2!
+
x4

4!
¡ ¢ ¢ ¢+ x4n¡4

(4n¡ 4)! ¡
x4n¡2

(4n¡ 2)! +
x4n

(4n)!
:

2.5.3. Cho f liªn tôc trªn [a; b] vµ kh¶ vi trªn kho¶ng më (a; b). Chøng minh

r»ng nÕu a ¸ 0 th× tån t¹i x1; x2; x3 2 (a; b) sao cho

f 0(x1) = (b+ a)
f 0(x2)
2x2

= (b2 + ab+ a2)
f 0(x3)
3x23

:
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2.5.4. Chøng minh kÕt qu¶ tæng qu¸t cña 2.2.32: Cho f lµ mét hµm biÕn

phøc trªn (0;1) vµ ® lµ mét sè phøc cã phÇn thùc d¬ng. Chøng minh r»ng
nÕu f kh¶ vi vµ lim

x!+1
(®f(x) + f 0(x)) = 0 th× lim

x!+1
f(x) = 0.

2.5.5. Cho f kh¶ vi cÊp hai trªn (0;1). Chøng minh r»ng nÕu lim
x!+1

(f(x) +

f 0(x) + f 00(x)) = L th× lim
x!+1

f(x) = L.

2.5.6. Cho f kh¶ vi cÊp ba trªn (0;1). LiÖu tõ sù tån t¹i cña giíi h¹n

lim
x!+1

(f(x) + f 0(x) + f 00(x) + f 000(x))

cã suy ra sù tån t¹i cña giíi h¹n lim
x!+1

f(x) kh«ng ?

2.5.7.

(a) Gi¶ sö f kh¶ vi liªn tôc trªn (0;1) vµ cho f(0) = 1. Chøng minh r»ng
nÕu jf(x)j ∙ e¡x víi x ¸ 0 th× tån t¹i x0 > 0 sao cho f 0(x0) = ¡e¡x0 .

(b) Gi¶ sö f kh¶ vi liªn tôc trªn (1;1) vµ cho f(1) = 1. Chøng minh r»ng
nÕu jf(x)j ∙ 1

x
víi x ¸ 1 th× tån t¹i x0 > 1 sao cho f 0(x0) = ¡ 1

x20
.

2.5.8. Gi¶ sö r»ng f vµ g kh¶ vi trªn [0; a] tho¶ m∙n f(0) = g(0) = 0, vµ

g(x) > 0, g0(x) > 0 víi mäi x 2 (0; a]. Chøng minh r»ng nÕu f 0
g0 t¨ng trong

(0; a] th× f
g
còng t¨ng trong (0; a].

2.5.9. Chøng minh r»ng c¸c ph¬ng tr×nh

sin(cosx) = x vµ cos(sinx) = x

cã duy nhÊt nghiÖm trong [0; ¼=2]. H¬n n÷a chøng minh r»ng nÕu x1 vµ x2
lÇn lît lµ nghiÖm cña hai ph¬ng tr×nh trªn th× x1 < x2:

2.5.10. Chøng minh r»ng nÕu f kh¶ vi trªn [a; b], f(a) = 0 vµ tån t¹i h»ng

sè C ¸ 0 sao cho jf 0(x)j ∙ Cjf(x)j víi mäi x 2 [a; b] th× f(x) ´ 0.
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2.5.11. Sö dông ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh chøng minh r»ng víi 0 < p < q

ta cã µ
1 +

x

p

¶p
<

µ
1 +

x

q

¶q
;

víi x > 0.

2.5.12. Chøng minh r»ng ex ¸ 1 + x víi x 2 R. Sö dông kÕt qu¶ ®ã chøng
minh bÊt ®¼ng thøc liªn hÖ gi÷a trung b×nh céng vµ trung b×nh nh©n.

2.5.13. Chøng minh r»ng

xy ∙ ex + y(ln y ¡ 1)

víi x 2 R vµ y > 0. Chøng minh r»ng dÊu ®¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi
y = ex.

2.5.14. Gi¶ sö f : R ! [¡1; 1] thuéc líp C2(R) vµ (f(0))2 + (f 0(0))2 = 4.

Chøng minh r»ng tån t¹i x0 2 R sao cho f(x0) + f 0(x0) = 0:

2.5.15. KiÓm tra c¸c bÊt ®¼ng thøc sau:µ
x+

1

x

¶
arctanx > 1 víi x > 0;(a)

2 tanx¡ sinhx > 0 víi 0 < x <
¼

2
;(b)

lnx <
x

e
víi x > 0; x 6= e;(c)

x lnx

x2 ¡ 1 <
1

2
víi x > 0; x 6= 1:(d)

2.5.16. So s¸nh c¸c sè sau:

(a) e¼ hay ¼e,

(b) 2
p
2 hay e,

(c) ln 8 hay 2.
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2.5.17. KiÓm tra c¸c kh¼ng ®Þnh sau:

ln
³
1 +

x

a

´
ln

µ
1 +

b

x

¶
<
b

a
; a; b; x > 0;(a) ³

1 +
x

m

´m ³
1 +

x

m

´m
< 1; x 2 Rnf0g;m; n 2 N;m; n ¸ jxj;(b)

ln
³
1 +

p
1 + x2

´
<
1

x
+ lnx; x > 0:(c)

2.5.18. Cho x > 0 h∙y kiÓm tra c¸c bÊt ®¼ng thøc sau:

ln(1 + x) <
xp
1 + x

;(a)

(1¡ x)2 ¸ x ln2 x:(b)

2.5.19. Chøng minh r»ng

x+
x2

2
¡ x

3

6
< (x+ 1) ln(1 + x) < x+

x2

2
; víi x > 0(a)

ln(1 + cosx) < ln 2¡ x
2

4
; víi x 2 (0; ¼):(b)

2.5.20. Cho x > 0, chøng minh c¸c bÊt ®¼ng thøc sau:

(a) ex < 1 + xex; (b) ex ¡ 1¡ x < x2ex;
(c) xex=2 < ex ¡ 1; (d) ex < (1 + x)1+x;

(e)
µ
x+ 1

2

¶x+1
∙ xx:

2.5.21. Chøng minh r»ng (e+ x)e¡x > (e¡ x)e+x víi x 2 (0; e).

2.5.22. Chøng minh r»ng nÕu x > 1 th× ex¡1 + lnx¡ + 1 > 0:

2.5.23. Chøng minh c¸c bÊt ®¼ng thøc sau:

1

2
tanx+

2

3
sinx > x; víi 0 < x <

¼

2
;(a)

x(2 + cosx) > 3 sinx; víi x > 0;(b)

cos x <
sin2 x

x2
víi 0 < x <

¼

2
:(c)
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2.5.24. Chøng minh r»ng nÕu ® > 1 th× víi 0 ∙ x ∙ 1 ta cã
1

2®¡1
∙ x® + (1¡ x)® ∙ 1:

2.5.25. Chøng minh bÊt ®¼ng thøc sau biÕt 0 < ® < 1 vµ x; y > 0 :

(x+ y)® < x® + y®:

2.5.26. Cho ® 2 (0; 1) vµ x 2 [¡1; 1], chøng minh r»ng

(1 + x)® ∙ 1 + ®x¡ ®(®¡ 1)
8

x2:

2.5.27. Chøng minh kÕt qu¶ tæng qu¸t cña bµi trªn: Cho B ¸ 0 vµ x 2
(¡1; B], chøng minh r»ng:

(1 + x)® ∙ 1 + ®x¡ ®(1¡ ®)
2(1 +B)2

x2 víi 0 < ® < 1;(a)

(1 + x)® ¸ 1 + ®x¡ ®(1¡ ®)
2(1 +B)2

x2 víi 1 < ® < 2:(b)

2.5.28. Chøng minh r»ng

sinx ¸ 2

¼
x; víi x 2

h
0;
¼

2

i
;(a)

sinx ¸ 2

¼
x+

x

¼3
(¼2 ¡ 4x2); víi x 2

h
0;
¼

2

i
:(b)

2.5.29. Chøng minh r»ng víi x 2 (0; 1) ta cã

¼x(1¡ x) < sinx ∙ 4x(1¡ x):

2.5.30. Chøng minh r»ng víi x d¬ng vµ n nguyªn d¬ng ta cã

ex ¡
nX
k=0

xk

k!
<
x

n
(ex ¡ 1):

2.5.31. Cho n nguyªn d¬ng. H∙y t×m c¸c cùc trÞ ®Þa ph¬ng cña hµm

f(x) =

µ
1 + x+

x2

2!
+ ¢ ¢ ¢+ x

n

n!

¶
e¡x:
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2.5.32. Cho m vµ n nguyªn d¬ng, t×m c¸c cùc trÞ ®Þa ph¬ng cña

f(x) = xm(1¡ x)n:

2.5.33. Cho m;n nguyªn d¬ng, t×m gi¸ trÞ lín nhÊt cña

f(x) = sin2m x ¢ cos2n x:

2.5.34. T×m c¸c cùc trÞ ®Þa ph¬ng cña hµm f(x) = x1=3(1¡ x)2=3:

2.5.35. T×m gi¸ trÞ lín nhÊt vµ gi¸ trÞ nhá nhÊt cña hµm

f(x) = x arcsin x+
p
1¡ x2

trªn [¡1; 1].

2.5.36. T×m gi¸ trÞ lín nhÊt trªn R cña

f(x) =
1

1 + jxj +
1

1 + j1¡ xj :

2.5.37. Cho c¸c sè kh«ng ©m a1; a2; : : : ; an. Chøng minh c¸c bÊt ®¼ng thøc

sau:

1

n

nX
k=1

ake
¡ak ∙ 1

e
;(a)

1

n

nX
k=1

a2ke
¡ak ∙ 4

e2
;(b)

nY
k=1

ak ∙
µ
3

e

¶n
exp

(
1

3

nX
k=1

ak

)
:(c)

2.5.38. T×m c¸c cùc trÞ ®Þa ph¬ng cña hµm

f(x) =

(
e¡1=jxj

¡p
2 + sin 1

x

¢
víi x 6= 0;

0 víi x = 0:
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2.5.39. Cho

f(x) =

(
x4
¡
2 + sin 1

x

¢
víi x 6= 0;

0 víi x = 0:

Chøng minh r»ng f kh¶ vi trªn R vµ t¹i 0 f ®¹t gi¸ trÞ lín nhÊt tuyÖt ®èi
nhng f kh«ng ®¬n ®iÖu trong bÊt kú kho¶ng (¡"; 0) hay (0; ") nµo.

2.5.40. Cho x > 0, chøng minh bÊt ®¼ng thøc sau

sinhxp
sinh2 x+ cosh2 x

< tanh x < x < sinhx <
1

2
sinh 2x:

2.5.41. Sö dông kÕt qu¶ bµi trªn chøng minh r»ng víi a; b d¬ng vµ a 6= b
th×

2
1
a
+ 1

b

<
p
ab <

b¡ a
ln b¡ ln a <

a+ b

2
<

r
a2 + b2

2
:

Sè L(a; b) = b¡a
ln b¡lna ®îc gäi lµ trung b×nh l«ga cña a vµ b. (Quy íc r»ng

L(a; a) = a.)

2.5.42. §¹i lîng trung b×nh mò cña hai sè d¬ng x vµ y lµ

Mp(x; y) =

µ
xp + yp

2

¶1=p
víi p 6= 0:

(a) Chøng minh r»ng

lim
p!0

Mp(x; y) =
p
xy:

(Tõ ®ã cã thÓ quy íc M0(x; y) =
p
xy.)

(b) Chøng minh r»ng nÕu x 6= y vµ p < q th× Mp(x; y) < Mq(x; y):

2.5.43. Cho ¸ ¸ 1 , c¸c sè d¬ng x; y vµ sè n nguyªn d¬ng, chøng minh

r»ng

p
xy ∙ n

s
xn + yn + ¸((x+ y)n ¡ xn ¡ yn)

2 + ¸(2n ¡ 2) ∙ x+ y
2
:
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2.5.44. Chøng minh r»ng

sin(tanx) ¸ x víi x 2
h
0;
¼

4

i
;(a)

tan(sinx) ¸ x víi x 2
h
0;
¼

3

i
:(b)

2.5.45. Chøng minh r»ng víi x 2 (0; ¼=2] ta cã
1

sin2 x
∙ 1

x2
+ 1¡ 4

¼2
:

2.5.46. Cho x > 0 chøng minh r»ng

arctanx >
3x

1 + 2
p
1 + x2

:

2.5.47. Choak; bk; k = 1; 2; : : : ; n d¬ng. Chøng minh bÊt ®¼ng thøc sau

nY
k=1

(xak + (1¡ x)bk) ∙ max
(

nY
k=1

ak;
nY
k=1

bk

)
®óng víi x 2 [0; 1] khi vµ chØ khiÃ

nX
k=1

ak ¡ bk
ak

!Ã
nX
k=1

ak ¡ bk
bk

!
¸ 0:

2.5.48. Sö dông kÕt qu¶ bµi 2.5.1 chøng minh r»ng

cosx+ cos y ∙ 1 + cos(xy) víi x2 + y2 ∙ ¼:

2.5.49. Cho x; y d¬ng, chøng minh r»ng xy + yx > 1:

2.5.50. Cho n ¸ 2 nguyªn d¬ng, chøng minh r»ng nÕu 0 < x < n
n+1

th×

(1¡ 2xn + xn+1)n < (1¡ xn)n+1:

2.5.51. Cho hµm

f(x) = x¡ x
3

6
+
x4

24
sin
1

x
víi x > 0:

Chøng minh r»ng víi c¸c gi¸ trÞ y; x > 0 tho¶ m∙n y+ z < 1 ta cã f(y+ z) <

f(y) + f(z).
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2.5.52. Chøng minh bÊt ®¼ng thøc

nX
k=0

(k ¡ nx)2
µ
n

k

¶
xk(1¡ x)n¡k ∙ n

4
:

2.5.53. Gi¶ sö f 2 C2([a; b]), f(a)f(b) < 0 vµ f 0 vµ f 00 kh«ng ®æi dÊu trªn

[a; b]. Chøng minh r»ng d∙y truy håi

xn+1 = xn ¡ f(xn)

f 0(xn)
; n = 0; 1; 2; : : : ;

trong ®ã ®Æt x0 = b nÕu f 0 vµ f 00 cïng dÊu, x0 = a nÕu f 0 vµ f 00 tr¸i dÊu sÏ

héi tô vÒ nghiÖm duy nhÊt cña ph¬ng tr×nh f(x) = 0 trªn (a; b). (Ph¬ng

ph¸p nµy ®îc gäi lµ ph¬ng ph¸p xÊp xØ nghiÖm cña Newton.)

2.5.54. Sö dông c¸c gi¶ thiÕt cña bµi to¸n trªn chøng minh r»ng nÕu M =

maxfjf 00(x)j : x 2 [a; b]g vµ m = minfjf 0(x) : x 2 [a; b]g th×

jxn+1 ¡ »j ∙ M

2m
(xn ¡ »)2; n = 0; 1; 2; : : : ;

trong ®ã » lµ nghiÖm duy nhÊt cña ph¬ng tr×nh f(x) = 0.

2.5.55. T×m sup
©
2¡x + 2¡1=x : x > 0

ª
:

2.5.56. Cho f kh¶ vi v« h¹n trªn (0; 1), gi¶ sö r»ng víi mçi x 2 [0; 1] tån t¹i
n(x) sao cho f (n(x))(x) = 0: Chøng minh r»ng trªn ®o¹n [0; 1] f sÏ ®ång nhÊt

víi mét ®a thøc.

2.5.57. ChØ ra vÝ dô ®Ó chøng tá r»ng gi¶ thiÕt kh¶ vi v« h¹n trªn [0; 1] trong

bµi tËp trªn lµ cÇn thiÕt. Chøng minh r»ng nÕu

lim
n!1

f (n)(x) = 0

víi mçi x 2 [0; 1] th× ta kh«ng thÓ suy ra kÕt luËn trong bµi 2.5.56.



76 Ch¬ng 2. Vi ph©n

2.6 Kh¶ vi m¹nh vµ kh¶ vi theo nghÜa Schwarz

§Þnh nghÜa 1. Mét hµm thùc x¸c ®Þnh trªn tËp më A ½ R ®îc gäi lµ kh¶
vi m¹nh t¹i ®iÓm a 2 A nÕu

lim
(x1;x2)!(a;a)

x1 6=x2

f(x1)¡ f(x2)
x1 ¡ x2 = f ¤(a)

tån t¹i h÷u h¹n. f¤(a) ®îc gäi lµ ®¹o hµm m¹nh cña f t¹i a.

§Þnh nghÜa 2. Mét hµm thùc f x¸c ®Þnh trªn tËp më A ½ R ®îc gäi lµ kh¶
vi theo nghÜa Schwarz t¹i a 2 A nÕu giíi h¹n

lim
h!0

f(a+ h)¡ f(a¡ h)
2h

= f s(a)

tån t¹i h÷u h¹n, f s(a) ®îc gäi lµ ®¹o hµm theo nghÜa Schwarz hay nãi gän

l¹i lµ ®¹o hµm Schwarz cña f t¹i ®iÓm a.

§Þnh nghÜa 3. §¹o hµm m¹nh trªn (t¬ng øng díi) cña f t¹i a ®îc x¸c

®Þnh b»ng c¸ch thay thÕ lim trong ®Þnh nghÜa 1 b»ng lim (t¬ng øng lim ),

ký hiÖu lµ D¤f(a) (t¬ng øng D¤f(a)). §¹o hµm Schwarz trªn vµ díi cña f

t¹i a ®îc x¸c ®Þnh b»ng c¸ch thay thÕ t¬ng tù. Ta ký hiÖu chóng lµ Dsf(a)

vµ Dsf(a).

2.6.1. Chøng minh r»ng nÕu f kh¶ vi m¹nh t¹i a th× nã kh¶ vi t¹i a vµ

f ¤(a) = f 0(a). H∙y chØ ra ph¶n vÝ dô ®Ó chøng tá ®iÒu ngîc l¹i kh«ng ®óng.

2.6.2. Cho f : A! R vµ ký hiÖu A1, A¤ lµ tËp c¸c ®iÓm mµ t¹i ®ã f kh¶ vi

vµ kh¶ vi m¹nh. Chøng minh r»ng nÕu a 2 A¤ lµ mét ®iÓm giíi h¹n cña A¤

th×

lim
x!A
x2A¤

f¤(x) = lim
x!A
x2A1

f 0(x) = f ¤(a) = f 0(a):

2.6.3. Chøng minh r»ng mäi hµm kh¶ vi liªn tôc t¹i a th× kh¶ vi m¹nh t¹i

a.
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2.6.4. Tõ tÝnh kh¶ vi m¹nh cña f t¹i a cã suy ra ®îc tÝnh liªn tôc cña f 0

t¹i ®iÓm ®ã kh«ng ?

2.6.5. Cho tËp më G ½ A. Chøng minh r»ng f kh¶ vi m¹nh trªn G khi vµ

chØ khi ®¹o hµm f 0 liªn tôc trªn G.

2.6.6. Chøng minh r»ng nÕu f kh¶ vi trªn R th× nã kh¶ vi m¹nh trong mét
tËp thÆng d, tøc lµ trong tËp RnB trong ®ã B lµ mét tËp thuéc ph¹m trï

thø nhÊt trªn R. (xem 1.7.20)

2.6.7. Gi¶ sö f liªn tôc trªn [a; b] vµ tån t¹i ®¹o hµm Schwarz fs trong mét

kho¶ng më (a; b). Chøng minh r»ng nÕu f(b) > f(a) th× tån t¹i c 2 (a; b) sao
cho fs(c) ¸ 0.

2.6.8. Gi¶ sö f liªn tôc trªn [a; b] vµ f(a) = f(b) = 0. Chøng minh r»ng nÕu

f kh¶ vi Schwarz trªn mét kho¶ng më (a; b) th× tån t¹i x1; x2 2 (a; b) sao cho
f s(x1) ¸ 0 vµ f s(x2) ∙ 0.

2.6.9. Cho f liªn tôc trªn [a; b] vµ kh¶ vi Schwarz trªn kho¶ng më (a; b).

Chøng minh r»ng tån t¹i x1; x2 2 (a; b) sao cho

f s(x2) ∙ f(b)¡ f(a)
b¡ a ∙ fs(x1):

2.6.10. Gi¶ sö r»ng f liªn tôc vµ kh¶ vi Schwarz trªn (a; b). Chøng minh

r»ng nÕu ®¹o hµm Schwarz fs giíi néi trªn (a; b) th× f tho¶ m∙n ®iÒu kiÖn

Lipschitz trong kho¶ng nµy.

2.6.11. Gi¶ sö f vµ fs liªn tôc trªn (a; b). Chøng minh r»ng f kh¶ vi vµ

f 0(x) = fs(x) víi mäi x 2 (a; b).

2.6.12. Gi¶ sö r»ng f liªn tôc vµ kh¶ vi Schwarz trªn mét kho¶ng më I.

Chøng minh r»ng nÕu fs ¸ 0 t¹i ®iÓm x 2 I th× f t¨ng trªn I.

2.6.13. Gi¶ sö r»ng f liªn tôc vµ kh¶ vi Schwarz trªn mét kho¶ng më I.

Chøng minh r»ng nÕu fs(x) = 0 t¹i x 2 I th× f lµ hµm h»ng trªn I.
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2.6.14. Cho f kh¶ vi Schwarz trªn (a; b) , xÐt x0 2 (a; b) lµ cùc trÞ ®Þa ph¬ng
cña f , hái ®¹o hµm Schwarz cña f cã b»ng 0 t¹i x0 kh«ng ?

2.6.15. Ta nãi hµm f : R! R cã tÝnh chÊt Baire nÕu tån t¹i mét tËp thÆng
d S ½ R ®Ó f liªn tôc trªn ®ã. Chøng minh r»ng nÕu f cã tÝnh chÊt Baire
th× tån t¹i mét tËp thÆng d B sao cho víi mäi x 2 B,

Dsf(x) = D¤f(x) vµ Dsf(x) = D¤f(x):

2.6.16. Chøng minh r»ng nÕu f cã tÝnh chÊt Baire vµ kh¶ vi Schwarz trªn

R th× f kh¶ vi m¹nh trªn mét tËp thÆng d.

2.6.17. Cho f kh¶ vi Schwarz trªn mét kho¶ng më I vµ xÐt [a; b] ½ I, ta nãi
r»ng f kh¶ vi Schwarz ®Òu trªn [a; b] nÕu víi mäi " > 0 tån t¹i ± > 0 sao cho

víi jhj < ±, ¯̄̄̄
f(x+ h)¡ f(x¡ h)

2h
¡ f s(x)

¯̄̄̄
< ";

víi x 2 [a; b] vµ x+ h; x¡ h 2 I. Gi¶ sö f kh¶ vi Schwarz trªn I vµ [a; b] ½ I.
Chøng minh r»ng nÕu tån t¹i x0 2 (a; b) sao cho lim

h!0
jf(x0 + h)j = +1 vµ tån

t¹i x1 sao cho f bÞ chÆn trong [x1; x0), th× f kh«ng kh¶ vi Schwarz ®Òu trªn

[a; b].

2.6.18. Gi¶ sö f liªn tôc trªn I chøa [a; b]. Chøng minh r»ng f kh¶ vi

Schwarz ®Òu trªn [a; b] khi vµ chØ khi f s liªn tôc trªn [a; b].

2.6.19. H∙y chØ ra ph¶n vÝ dô ®Ó chøng tá r»ng gi¶ thiÕt liªn tôc cña hµm

f ë bµi tËp trªn lµ cÇn thiÕt.

2.6.20. Chøng minh r»ng mét hµm bÞ chÆn ®Þa ph¬ng trªn kho¶ng më I f

sÏ kh¶ vi Schwarz ®Òu trªn mäi ®o¹n [a; b] ½ I khi vµ chØ khi f 0 liªn tôc trªn
I.



Ch¬ng 3

D·y vµ chuçi hµm

3.1 D·y hµm vµ sù héi tô ®Òu

Chóng ta nh¾c l¹i ®Þnh nghÜa sau.

§Þnh nghÜa. Chóng ta nãi r»ng d∙y hµm ffng héi tô ®Òu vÒ hµm f trªn A

nÕu víi mçi sè " > 0 cã mét sè n0 2 N sao cho víi mäi n ¸ n0 bÊt ®¼ng thøc
jfn(x)¡ f(x)j < " tho¶ m∙n víi mäi x 2 A. Chóng ta ký hiÖu lµ fn ¶

A
f .

3.1.1. Chøng minh r»ng d∙y hµm ffng x¸c ®Þnh trªn A lµ héi tô ®Òu trªn

B ½ A vÒ hµm f : B! R nÕu vµ chØ nÕu d∙y sè fdng , víi

dn = supfjfn(x)¡ f(x)j : x 2 Bg; n 2 N;

héi tô vÒ 0.

3.1.2. Gi¶ sö fn ¶
A
f vµ gn ¶

A
g. Chøng minh r»ng fn + gn ¶

A
f + g. Kh¼ng

®Þnh fn ¢ gn ¶
A
f ¢ g cã ®óng kh«ng?

3.1.3. Gi¶ sö fn ¶
A
f , gn ¶

A
g, vµ tån t¹i sè M > 0 sao cho jf(x)j < M vµ

jg(x)j < M víi mäi x 2 A. Chøng minh r»ng fn ¢ gn ¶
A
f ¢ g.

3.1.4. Cho fang lµ d∙y sè thùc héi tô, vµ ffng lµ d∙y hµm tho¶ m∙n

supfjfn(x)¡ fm(x)j : x 2 Ag ∙ jan ¡ amj; n;m 2 N:

79
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Chøng minh r»ng d∙y hµm ffng héi tô ®Òu trªn A.
3.1.5. Chøng minh r»ng hµm giíi h¹n cña mét d∙y hµm bÞ chÆn héi tô ®Òu

trªn A lµ mét hµm bÞ chÆn. Kh¼ng ®Þnh nµy cã ®óng trong trêng hîp héi

tô ®iÓm kh«ng?

3.1.6. Chøng minh r»ng d∙y hµm ffng, víi

fn(x) =

(
x
n

nÕu n ch½n,
1
n

nÕu n lÎ.

héi tô ®iÓm nhng kh«ng héi tô ®Òu trªn R. H∙y t×m d∙y con héi tô ®Òu.

3.1.7. Chøng minh tiªu chuÈn Cauchy cho sù héi tô ®Òu.

D∙y hµm ffng, x¸c ®Þnh trªnA, héi tô ®Òu trªnA nÕu vµ chØ nÕu víi mçi " > 0
tån t¹i sè n0 2 N sao cho víi mäi m > n0 bÊt ®¼ng thøc jfn+m(x)¡ fm(x)j < "
tho¶ m∙n víi mäi n 2 N vµ víi mäi x 2 A.
3.1.8. XÐt sù héi tô ®Òu trªn ®o¹n [0; 1] cña c¸c d∙y hµm cho bëi c¸c c«ng

thøc sau

fn(x) =
1

1 + (nx¡ 1)2 ;(a)

fn(x) =
x2

x2 + (nx¡ 1)2 ;(b)

fn(x) = x
n(1¡ x);(c)

fn(x) = nx
n(1¡ x);(d)

fn(x) = n
3xn(1¡ x)4;(e)

fn(x) =
nx2

1 + nx
;(f)

fn(x) =
1

1 + xn
:(g)

3.1.9. XÐt sù héi tô ®Òu trªn A vµ B cña c¸c d∙y hµm khi

fn(x) = cos
n x(1¡ cosn x); A = [0; ¼=2];B = [¼=4; ¼=2];(a)

fn(x) = cos
n x sin2n x; A = R;B = [0; ¼=4]:(b)
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3.1.10. X¸c ®Þnh d∙y hµm ffng héi tô ®Òu trªn A hay kh«ng víi

fn(x) = arctan
2x

x2 + n3
; A = R;(a)

fn(x) = n ln

µ
1 +

x2

n

¶
; A = R;(b)

fn(x) = n ln
1 + nx

nx
; A = (0;1);(c)

fn(x) =
2n
p
1 + x2n; A = R;(d)

fn(x) =
n
p
2n + jxjn; A = R;(e)

fn(x) =
p
n+ 1 sinn x cos x; A = R;(f)

fn(x) = n(
n
p
x¡ 1); A = [1; a]; a > 1:(g)

3.1.11. Víi hµm f x¸c ®Þnh trªn ®o¹n [a; b], ®Æt fn(x) =
[nf(x)]
n
; x 2 [a; b]; n 2 N.

Chøng minh r»ng fn ¶
[a;b]

f .

3.1.12. KiÓm tra r»ng d∙y hµm ffng, víi

fn(x) = n sin
p
4¼2n2 + x2;

héi tô ®Òu trªn ®o¹n [0; a], a > 0. D∙y hµm ffng cã héi tô ®Òu trªn R kh«ng?

3.1.13. Chøng minh r»ng d∙y ®a thøc fPng x¸c ®Þnh bëi c«ng thøc truy håi

P0(x) = 0; Pn+1(x) = Pn(x) +
1

2
(x¡ P 2n(x)); n = 0; 1; 2; : : : ;

héi tô ®Òu trªn ®o¹n [0; 1] ®Õn hµm f(x) =
p
x.

Suy ra r»ng cã d∙y ®a thøc héi tô ®Òu trªn ®o¹n [¡1; 1] ®Õn hµm x 7! jxj.

3.1.14. Gi¶ sö hµm f : R! R kh¶ vi vµ hµm f 0 liªn tôc ®Òu trªn R . KiÓm
tra r»ng

n

µ
f

µ
x+

1

n

¶
¡ f(x)

¶
! f 0(x)

®Òu trªn R. B»ng vÝ dô chØ ra r»ng gi¶ thiÕt liªn tôc ®Òu cña hµm f 0 lµ

kh«ng thÓ bá qua ®îc.
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3.1.15. Cho ffng lµ d∙y hµm liªn tôc ®Òu héi tô ®Òu trªn R. Chøng minh
r»ng hµm giíi h¹n còng lµ hµm liªn tôc ®Òu trªn R.

3.1.16. Chøng minh ®Þnh lý Dini: Cho ffng lµ d∙y hµm liªn tôc trªn tËp

compact K héi tô ®iÓm vÒ hµm f còng lµ hµm liªn tôc trªn K. Khi ®ã nÕu

fn+1(x) ∙ fn(x) víi x 2 K vµ n 2 N th× d∙y hµm ffng héi tô vÒ hµm f ®Òu

trªn K.

B»ng vÝ dô h∙y chØ ra r»ng mçi ®iÒu kiÖn trong ®Þnh lý Dini (tÝnh compact,

tÝnh liªn tôc cña hµm giíi h¹n, tÝnh liªn tôc vµ ®¬n ®iÖu cña d∙y hµm ffng)
lµ cÇn thiÕt.

3.1.17. D∙y hµm ffng x¸c ®Þnh trªn tËp A ®îc nãi lµ liªn tôc ®ång bËc trªn

A nÕu víi mçi " > 0 tån t¹i sè ± > 0 sao cho jfn(x) ¡ fn(x0)j < " mçi khi

jx ¡ x0j < ±; x; x0 2 A, vµ n 2 N. Chøng minh r»ng nÕu ffng lµ d∙y hµm héi

tô ®Òu cña d∙y hµm liªn tôc trªn tËp compact K th× ffng lµ liªn tôc ®ång
bËc trªn K.

3.1.18. Chóng ta nãi r»ng d∙y hµm ffng x¸c ®Þnh trªn A héi tô liªn tôc trªn

A vÒ hµm f nÕu víi mçi x 2 A vµ víi mçi d∙y fxng n»m trong A héi tô vÒ x

th× d∙y ffn(xn)g héi tô vÒ f . Chøng minh r»ng nÕu d∙y ffng héi tô liªn tôc
trªn A vÒ hµm f th×

lim
k!1

fnk(xk) = f(x);

víi mçi d∙y fxng n»m trong A héi tô vÒ x 2 A vµ víi mçi d∙y con ffnkg.

3.1.19. Chøng minh r»ng nÕu ffng héi tô liªn tôc trªn A vÒ f th× f liªn tôc

trªn A (ngay c¶ khi fn kh«ng liªn tôc).

3.1.20. Chøng minh r»ng nÕu ffng héi tô ®Òu trªn A vÒ hµm liªn tôc f th×

ffng héi tô liªn tôc trªn A. §iÒu ngîc l¹i cã ®óng kh«ng?

3.1.21. Cho ffng lµ d∙y hµm x¸c ®Þnh trªn tËp compact K. Chøng minh c¸c

mÖnh ®Ò sau lµ t¬ng ®¬ng.

(i) D∙y hµm ffng héi tô ®Òu trªn K vÒ hµm f 2 C(K).
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(ii) D∙y hµm ffng héi tô liªn tôc trªn K vÒ hµm f .

3.1.22. Gi¶ sö ffng lµ d∙y hµm t¨ng hoÆc gi¶m trªn ®o¹n [a; b] héi tô ®iÓm

vÒ mét hµm liªn tôc trªn [a; b]. Chøng minh r»ng ffng héi tô ®Òu trªn [a; b].

3.1.23. Cho ffng lµ d∙y hµm t¨ng hoÆc gi¶m trªn R vµ bÞ chÆn ®Òu trªn R.
Chøng minh ffng chøa mét d∙y con héi tô ®iÓm trªn R.

3.1.24. Díi nh÷ng gi¶ thiÕt cña bµi to¸n trªn (3.1.23) h∙y chØ ra r»ng: NÕu

hµm giíi h¹n f cña mét d∙y hµm con ffnkg héi tu ®iÓm lµ liªn tôc th× ffng
héi tô vÒ f ®Òu trªn mçi tËp con compact cña R. D∙y hµm ffng ph¶i héi tô
®Òu trªn R kh«ng?

3.1.25. Chøng minh r»ng hµm giíi h¹n cña d∙y ®a thøc héi tô ®Òu trªn R
lµ mét ®a thøc.

3.1.26. Gi¶ sö r»ng fPng lµ mét d∙y ®a thøc cã d¹ng

Pn(x) = an;px
p + an;p¡1xp¡1 + ¢ ¢ ¢+ an;1x+ an;0:

Chøng minh ba mÖnh ®Ò sau lµ t¬ng ®¬ng:

(i) fPng héi tô ®Òu trªn mçi tËp con compact cña R,

(ii) Cã p+1 sè ph©n biÖt c0; c1; : : : ; cp sao cho fPng héi tô trªn fc0; c1; : : : ; cpg;

(iii) D∙y c¸c hÖ sè fan;ig héi tô víi i = 0; 1; : : : ; p.

3.1.27. Chøng minh r»ng nÕu ffng héi tô ®iÓm vµ liªn tôc ®ång bËc trªn tËp

compact K th× ffng héi tô ®Òu trªn K.

3.1.28. Cho ffng lµ d∙y hµm liªn tôc trªn ®o¹n [a; b] vµ kh¶ vi trªn kho¶ng

(a; b). Gi¶ sö ff 0ng bÞ chÆn ®Òu trªn (a; b), tøc lµ cã sèM > 0 sao cho jf 0n(x)j ∙
M víi mäi n 2 N vµ x 2 (a; b). Chøng minh r»ng nÕu ffng héi tô ®iÓm trªn

[a; b] th× ffng héi tô ®Òu trªn ®o¹n ®ã.
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3.1.29. Nghiªn cøu sù héi tô vµ sù héi tô ®Òu cña ffng vµ ff 0ng trªn A, víi

fn(x) =
sinnxp
n
; A = R;(a)

fn(x) =
x

1 + n2x2
; A = [¡1; 1]:(b)

3.1.30. Gi¶ sö ffng héi tô ®Òu trªn A vÒ hµm f . H¬n n÷a gi¶ sö r»ng x0 lµ

®iÓm tô cña A vµ b¾t ®Çu tõ chØ sè n nµo ®ã, lim
x!x0

fn(x) tån t¹i. Chøng minh

lim
n!1

lim
x!x0

fn(x) = lim
x!x0

f(x):

Vµ nÕu ffng héi tô ®Òu trªn (a;1) vÒ hµm f vµ b¾t ®Çu tõ chØ sè n nµo ®ã,

lim
x!1

fn(x) tån t¹i th×

lim
n!1

lim
x!1

fn(x) = lim
x!1

f(x):

Nh÷ng ®¼ng thøc trªn cã ý nghÜa r»ng nÕu giíi h¹n mét vÕ cña chóng tån

t¹i th× giíi h¹n cña vÕ kia còng tån t¹i vµ chóng b»ng nhau.

3.1.31. Cho ffng lµ d∙y hµm kh¶ vi trªn ®o¹n [a; b] sao cho ffn(x0)g héi tô
víi x0 2 [a; b]. Chøng minh nÕu d∙y ff 0ng héi tô ®Òu trªn [a; b] th× ffng héi tô
®Òu trªn [a; b] vÒ mét hµm f kh¶ vi trªn [a; b] vµ cã ®¼ng thøc

f 0(x) = lim
n!1

f 0n(x) víi x 2 [a; b]:
3.1.32. Víi hµm f : [0; 1] ! R, ®Æt Bn(f; x) lµ ®a thøc Bernstein bËc n cña
hµm f , ®îc x¸c ®Þnh bëi

Bn(f; x) =
nX
k=0

µ
n

k

¶
f(
k

n
)xk(1¡ x)n¡k:

Chøng ming r»ng nÕu f liªn tôc trªn [0; 1] th× fBn(f)g héi tô ®Òu trªn [0; 1]
vÒ hµm f .

3.1.33. Dïng kÕt qu¶ cña bµi to¸n trªn (3.1.32) ®Ó chøng minh ®Þnh lý xÊp

xØ cña Weierstrass. NÕu f : [a; b]! R liªn tôc trªn [a; b] th× víi mçi " > 0 tån
t¹i ®a thøc P sao cho

jf(x)¡ P (x)j < " víi mäi x 2 [a; b]:
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3.2 Chuçi hµm vµ sù héi tô ®Òu

3.2.1. T×m nh÷ng chuçi héi tô ®iÓm:

1X
n=1

1

1 + xn
; x 6= ¡1;(a)

1X
n=1

xn

1 + xn
; x 6= ¡1;(b)

1X
n=1

2n + xn

1 + 3nxn
; x 6= ¡1

3
;(c)

1X
n=1

xn¡1

(1¡ xn)(1¡ xn+1) ; x 6= ¡1; 1;(d)

1X
n=1

x2
n¡1

1¡ x2n ; x 6= ¡1; 1;(e)

1X
n=2

µ
lnx

n

¶x
;(f)

1X
n=1

xlnn; x > 0;(g)

1X
n=0

sin2 (2¼
p
n2 + x2):(h)
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3.2.2. Nghiªn cøu sù héi tô ®Òu cña c¸c chuçi sau trªn tËp A:

1X
n=1

³¼
2
¡ arctan(n2(1 + x2))

´
; A = R;(a)

1X
n=1

ln(1 + nx)

nxn
; A = [2;1);(b)

1X
n=1

n2x2e¡n
2jxj; A = R;(c)

1X
n=1

x2(1¡ x2)n¡1; A = [¡1; 1];(d)

1X
n=1

n2p
n!
(xn + x¡n); A = fx 2 R : 1=2 ∙ jxj ∙ 2g;(e)

1X
n=1

2n sin
1

3nx
; A = (0;1);(f)

1X
n=2

ln

µ
1 +

x2

n ln2 n

¶
; A = (¡a; a); a > 0:(g)

3.2.3. ChØ ra r»ng chuçi hµm
1P
n=1

fn(x), trong ®ã fn ®îc x¸c ®Þnh bëi

fn(x) = 0 nÕu 0 ∙ x ∙ 1
2n+1

hoÆc 1
2n¡1 ∙ x ∙ 1;

fn(x) =
1
n
nÕu x = 1

2n
;

fn(x) lµ hµm tuyÕn tÝnh trªn [1=(2n+ 1); 1=(2n)] vµ [1=(2n); 1=(2n¡ 1)];

héi tô ®Òu trªn ®o¹n [0; 1] mÆc dï dÊu hiÖu M cña Weierstrass kh«ng thÓ ¸p

dông ®îc.

3.2.4. XÐt tÝnh liªn tôc trªn [0;1) cña hµm f x¸c ®Þnh bëi

f(x) =
1X
n=1

x

((n¡ 1)x+ 1)(nx+ 1) :
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3.2.5. Nghiªn cøu sù liªn tôc cña tæng cña chuçi sau trªn miÒn héi tô ®iÓm

cña nã:

(a)
1X
n=0

xn sin(nx)

n!
; (b)

1X
n=0

xn
2

;

(c)
1X
n=1

n2nxn; (d)
1X
n=1

lnn(x+ 1):

3.2.6. X¸c ®Þnh miÒn héi tô ®iÓm cña chuçi
1P
n=1

jxjpn, vµ xÐt tÝnh liªn tôc
cña tæng.

3.2.7. Chøng minh r»ng chuçi
1P
n=1

x sin(n2x)
n2

héi tô ®iÓm vÒ mét hµm liªn tôc

trªn R.

3.2.8. Gi¶ sö r»ng chuçi
1P
n=1

fn(x); x 2 A, héi tô ®Òu trªnA vµ hµm f : A! R

bÞ chÆn. Chøng minh r»ng chuçi
1P
n=1

f(x)fn(x) héi tô ®Òu trªn A.

B»ng vÝ dô chØ ra r»ng tÝnh bÞ chÆn cña hµm f lµ cÇn thiÕt. Gi¶ thiÕt

nµo ®îc ¸p ®Æt lªn hµm f ®Ó tõ sù héi tô ®Òu cña chuçi
1P
n=1

f(x)fn(x) suy

ra sù héi tô ®Òu cña chuçi
1P
n=1

fn(x) trªn A.

3.2.9. Gi¶ sö ffng lµ chuçi hµm x¸c ®Þnh trªn A vµ tho¶ m∙n

(1) fn(x) ¸ 0 víi x 2 A vµ n 2 N;

(2) fn(x) ¸ fn+1(x) víi x 2 A vµ n 2 N;

(3) sup
x2A
fn(x) !

n!1
0:

Chøng minh r»ng chuçi
1P
n=1

(¡1)n+1fn(x) héi tô ®Òu trªn A.
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3.2.10. Chøng minh c¸c chuçi sau héi tô ®Òu trªn R:

(a)
1X
n=1

(¡1)n+1
n+ x2

; (b)
1X
n=1

(¡1)n+1
3
p
n+ x2 + x2

;

(c)
1X
n=2

(¡1)n+1p
n+ cosx

:

3.2.11. Chøng minh r»ng nÕu
1P
n=1

f 2n(x) héi tô ®iÓm trªn A vµ

sup
x2A

Ã 1X
n=1

f2n(x)

!
<1;

vµ
1P
n=1

c2n héi tô th×
1P
n=1

cnfn(x) héi tô ®Òu trªn A.

3.2.12. X¸c ®Þnh miÒn héi tô ®iÓm A vµ miÒn héi tô tuyÖt ®èi B cña c¸c

chuçi sau. H¬n n÷a xÐt tÝnh héi tô ®Òu trªn c¸c tËp C.

1X
n=1

1

n
2n(3x¡ 1)n; C =

∙
1

6
;
1

3

¸
;(a)

1X
n=1

1

n

µ
x+ 1

x

¶n
; C = [¡2;¡1]:(b)

3.2.13. Gi¶ sö c¸c hµm fn; gn : A! R; n 2 N, tho¶ m∙n c¸c ®iÒu kiÖn sau:

(1) chuçi
1P
n=1

jfn+1(x)¡ fn(x)j héi tô ®Òu trªn A,

(2) sup
x2A
jfn(x)j !

n!1
0,

(3) d∙y hµm fGn(x)g, ë ®©y Gn(x) =
nP
k=1

gk(x) bÞ chÆn ®Òu trªn A.

Chøng minh r»ng chuçi
1P
n=1

fn(x)gn(x) héi tô ®Òu trªn A.

Suy ra dÊu hiÖu Dirichlet cho sù héi tô ®Òu: Gi¶ sö r»ng fn; gn : A !
R; n 2 N, tho¶ m∙n c¸c ®iÒu kiÖn sau:
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(1’) víi mçi x 2 A cè ®Þnh d∙y hµm ffn(x)g ®¬n ®iÖu,

(2’) ffn(x)g héi tô ®Òu vÒ 0 trªn A,

(3’) d∙y tæng riªng cña chuçi
1P
n=1

gn(x) bÞ chÆn ®Òu trªn A.

Khi ®ã chuçi
1P
n=1

fn(x)gn(x) héi tô ®Òu trªn A.

3.2.14. Chøng minh c¸c chuçi sau héi tô ®Òu trªn c¸c tËp A:

1X
n=1

(1¡)n+1x
n

n
; A = [0; 1];(a)

1X
n=1

sin(nx)

n
; A = [±; 2¼ ¡ ±]; 0 < ± < ¼;(b)

1X
n=1

sin(n2x) sin(nx)

n+ x2
; A = R;(c)

1X
n=1

sin(nx) arctan(nx)

n
; A = [±; 2¼ ¡ ±]; 0 < ± < ¼;(d)

1X
n=1

(¡1)n+1 1
nx
; A = [a;1); a > 0;(e)

1X
n=1

(¡1)n+1 e¡nxp
n+ x2

; A = [0;1):(f)

3.2.15. Gi¶ sö r»ng nh÷ng hµm fn; gn : A ! R; n 2 N tho¶ m∙n c¸c ®iÒu

kiÖn sau:

(1) hµm f1 bÞ chÆn trªn A,

(2) chuçi
1P
n=1

jfn+1(x)¡ fn(x)j héi tô ®iÓm trªn A vµ

sup
x2A

µ 1P
n=1

jfn+1(x)¡ fn(x)j
¶
<1,

(3) chuçi
1P
n=1

gn(x) héi tô ®Òu trªn A.
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Chøng minh r»ng
1P
n=1

fn(x)gn(x) héi tô ®Òu trªn A.

Suy ra dÊu hiÖu Abel cho sù héi tô ®Òu: Gi¶ sö r»ng fn; gn : A! R; n 2 N,
tho¶ m∙n c¸c ®iÒu kiÖn sau:

(1’) víi mçi x 2 A cè ®Þnh d∙y hµm ffn(x)g ®¬n ®iÖu,

(2’) ffn(x)g bÞ chÆn ®Òu trªn A,

(3’) chuçi
1P
n=1

gn(x) héi tô ®Òu trªn A.

Khi ®ã chuçi
1P
n=1

fn(x)gn(x) héi tô ®Òu trªn A.

3.2.16. ChØ ra r»ng c¸c chuçi sau héi tô ®Òu trªn c¸c tËp A:

1X
n=1

(¡1)n+1
n+ x2

arctan(nx); A = R;(a)

1X
n=1

(¡1)n+1 cos x
np

n+ cosx
; A = [¡R;R]; R > 0;(b)

1X
n=1

(¡1)[pn]p
n(n+ x)

; A = [0;1):(c)

3.2.17. Gi¶ sö r»ng fn; n 2 N liªn tôc trªn A vµ chuçi
1P
n=1

fn(x) héi tô ®Òu

trªn A. Chøng minh r»ng nÕu x0 2 A lµ ®iÓm tô cña A th×

lim
x!x0

1X
n=1

fn(x) =
1X
n=1

fn(x0):
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3.2.18. KiÓm tra nh÷ng kh¼ng ®Þnh sau:

lim
x!1¡

1X
n=1

(¡1)n+1
n

xn = ln 2;(a)

lim
x!1

1X
n=1

(¡1)n+1
nx

= ln 2;(b)

lim
x!1¡

1X
n=1

(xn ¡ xn+1) = 1;(c)

lim
x!0+

1X
n=1

1

2nnx
= 1;(d)

lim
x!1

1X
n=1

x2

1 + n2x2
=
¼2

6
:(e)

3.2.19. Gi¶ sö chuçi
1P
n=1

an héi tô. T×m giíi h¹n

lim
x!1¡

1X
n=1

anx
n:

3.2.20. Gi¶ thiÕt hµm fn; n 2 N liªn tôc trªn ®o¹n [0; 1] vµ chuçi
1P
n=1

fn(x) héi

tô ®Òu trªn [0; 1). H∙y chøng minh chuçi
1P
n=1

fn(1) héi tô.

3.2.21. T×m miÒn héi tô ®iÓm A cña chuçi
1P
n=1

e¡nx cos(nx). Chuçi nµy cã héi

tô ®Òu trªn A kh«ng?

3.2.22. Gi¶ sö r»ng fn : [a; b]! (0;1); n 2 N liªn tôc vµ f(x) =
1P
n=1

fn(x) liªn

tôc trªn ®o¹n [a; b]. Chøng minh r»ng chuçi
1P
n=1

fn(x) héi tô ®Òu trªn ®o¹n

[a; b].

3.2.23. Gi¶ sö
1P
n=1

fn(x) héi tô tuyÖt ®èi vµ ®Òu trªn A. Chuçi
1P
n=1

jfn(x)j cã
héi tô ®Òu trªn A kh«ng?
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3.2.24. Gi¶ thiÕt r»ng fn; n 2 N ®¬n ®iÖu trªn [a; b]. Chøng minh r»ng nÕu1P
n=1

fn(x) héi tô tuyÖt ®èi ë ®iÓm cuèi cña [a; b] th× chuçi
1P
n=1

fn(x) héi tô tuyÖt

®èi vµ ®Òu trªn toµn bé [a; b].

3.2.25. Gi¶ sö
1P
n=1

1
janj héi tô. Chøng minh

1P
n=1

1
x¡an héi tô tuyÖt ®èi vµ ®Òu

trªn mçi tËp A bÞ chÆn kh«ng chøa an; n 2 N:

3.2.26. Víi mçi d∙y sè thùc fang, chØ ra r»ng nÕu chuçi Dirichlet
1P
n=1

an
nx
héi

tô t¹i ®iÓm x = x0 th× chuçi héi tô ®Òu trªn [x0;1).

3.2.27. Nghiªn cøu sù héi tô ®Òu trªn R cña chuçi
1X
n=1

x
sin (n2x)

n2
:

3.2.28. Gi¶ thiÕt r»ng fn; n 2 N kh¶ vi trªn [a; b]. H¬n n÷a gi¶ thiÕt r»ng1P
n=1

fn(x) héi tô t¹i ®iÓm x0 2 [a; b] vµ
1P
n=1

f 0n(x) héi tô ®Òu trªn [a; b]. Chøng

minh r»ng
1P
n=1

fn(x) héi tô ®Òu trªn [a; b] vÒ hµm kh¶ vi, vµ

Ã 1X
n=1

fn(x)

!0
=

1X
n=1

f 0n(x) víi x 2 [a; b]:

3.2.29. Chøng minh r»ng f(x) =
1P
n=1

1
n2+x2

kh¶ vi trªn R.

3.2.30. Chøng minh r»ng hµm

f(x) =
1X
n=1

cos (nx)

1 + n2

kh¶ vi trªn
£
¼
6
; 11¼
6

¤
.

3.2.31. Cho f(x) =
1P
n=1

(¡1)n+1 ln (1 + x
n
) víi x 2 [0;1). Chøng minh r»ng f

kh¶ vi trªn [0;1) vµ h∙y tÝnh f 0(0); f 0(1), vµ lim
x!1

f 0(x).
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3.2.32. Cho

f(x) =
1X
n=1

(¡1)n+1 1p
n
arctan

xp
n
; x 2 R;

Chøng minh r»ng f kh¶ vi liªn tôc trªn R.

3.2.33. Chøng minh hµm

f(x) =
1X
n=1

sin (nx2)

1 + n3
; x 2 R;

kh¶ vi liªn tôc trªn R.

3.2.34. Cho

f(x) =
1X
n=1

p
n(tanx)n; x 2 (¡¼

4
;
¼

4
):

Chøng minh f kh¶ vi liªn tôc trªn (¡¼
4
; ¼
4
):

3.2.35. §Þnh nghÜa

f(x) =
1X
n=0

e¡nx

1 + n2
; x 2 [0;1):

Chøng minh r»ng f 2 C([0;1)) , f 2 C1(0;1) vµ f 0(0) kh«ng tån t¹i.

3.2.36. H∙y chØ ra r»ng hµm

f(x) =
1X
n=1

jxj
x2 + n2

liªn tôc trªn R. Nã cã kh¶ vi trªn R kh«ng?

3.2.37. Chøng minh r»ng hµm ³ Riemann x¸c ®Þnh bëi

³(x) =
1X
n=1

1

nx

thuéc C1(1;1).
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3.2.38. Gi¶ thiÕt r»ng f 2 C1([0; 1]) tho¶ m∙n nh÷ng ®iÒu kiÖn sau:

(1) f 6´ 0,

(2) f (n)(0) = 0 víi n = 0; 1; 2; : : : ;

(3) víi mçi d∙y sè thùc fang, chuçi
1P
n=1

anf
(n)(x) héi tô ®Òu trªn [0; 1]:

Chøng minh r»ng

lim
n!1

n!an = 0:

3.2.39. Víi x 2 R ®Æt fn(x) lµ kho¶ng c¸ch tõ x ®Õn ph©n sè gÇn nhÊt cã

mÉu sè lµ n (tö sè vµ mÉu sè kh«ng nhÊt thiÕt ph¶i lµ nguyªn tè cïng nhau).

T×m tÊt c¶ x 2 R ®Ó chuçi
1P
n=1

fn(x) héi tô.

3.2.40. Cho g(x) = jxj víi x 2 [¡1; 1] vµ më réng ®Þnh nghÜa g cho mäi sè
thùc x b»ng c¸ch ®Æt g(x+ 2) = g(x). Chøng minh r»ng hµm Weierstrass f

x¸c ®Þnh bëi

f(x) =
1X
n=0

µ
3

4

¶n
g(4nx)

liªn tôc trªn R vµ kh«ng kh¶ vi t¹i mäi ®iÓm.

3.3 Chuçi luü thõa

3.3.1. Chøng minh r»ng mçi chuçi luü thõa
1P
n=0

an(x¡ x0)n ®Òu tån t¹i R 2
[0;1] sao cho

(1) chuçi luü thõa héi tô tuyÖt ®èi víi jx¡x0j < R vµ ph©n kú víi jx¡x0j > R,

(2) R lµ cËn trªn ®óng cña tËp hîp tÊt c¶ nh÷ng r 2 [0;1) ®Ó fjanjrng lµ
d∙y bÞ chÆn,

(3) 1=R = lim
n!1

n
pjanj (ë ®©y 1

0
= +1 vµ 1

1 = 0).
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R ®îc gäi lµ b¸n kÝnh héi tô cña
1P
n=0

an(x¡ x0)n.

3.3.2. X¸c ®Þnh miÒn héi tô cña c¸c chuçi luü thõa sau:

(a)
1X
n=1

n3xn; (b)
1X
n=1

2n

n!
xn;

(c)
1X
n=1

2n

n2
xn; (d)

1X
n=1

(2 + (¡1)n)nxn;

(e)
1X
n=1

µ
2 + (¡1)n
5 + (¡1)n+1

¶n
xn; (f)

1X
n=1

2nxn
2

;

(g)
1X
n=1

2n
2

xn!; (h)
1X
n=1

µ
1 +

1

n

¶(¡1)nn2
xn:

3.3.3. T×m miÒn héi tô cña c¸c chuçi sau:

(a)
1X
n=1

(x¡ 1)2n
2nn3

; (b)
1X
n=1

n

n+ 1

µ
2x+ 1

x

¶n
;

(c)
1X
n=1

n4n

3n
xn(1¡ x)n; (d)

1X
n=1

(n!)2

(2n)!
(x¡ 1)n;

(e)
1X
n=1

p
n(tanx)n; (f)

1X
n=1

µ
arctan

1

x

¶n2
:

3.3.4. Chøng minh r»ng nÕuR1 vµ R2 lÇn lît lµ b¸n kÝnh héi tô cña
1P
n=0

anx
n

vµ
1P
n=0

bnx
n th×

(a) b¸n kÝnh héi tô R cña
1P
n=0

(an + bn)x
n b»ng min fR1; R2g, nÕu R1 6= R2.

Cã thÓ nãi g× vÒ R nÕu R1 = R2?

(b) b¸n kÝnh héi tô R cña
1P
n=0

anbnx
n tho¶ m∙n R ¸ R1R2. B»ng vÝ dô chØ

ra r»ng bÊt ®¼ng thøc lµ chÆt.
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3.3.5. Cho R1 vµ R2 lÇn lît lµ b¸n kÝnh héi tô cña
1P
n=0

anx
n vµ

1P
n=0

bnx
n.

Chøng minh

(a) nÕu R1, R2 2 (0;1) th× b¸n kÝnh héi tô cña chuçi luü thõa
1X
n=0

an
bn
xn; bn 6= 0; n = 0; 1; 2; : : : ;

tho¶ m∙n R ∙ R1
R2
,

(b) b¸n kÝnh héi tô R cña chuçi tÝch Cauchy (xem I, 3.6.1) cña nh÷ng chuçi

®∙ cho tho¶ m∙n R ¸ min fR1; R2g.
B»ng vÝ dô chØ ra r»ng c¸c bÊt ®¼ng thøc (a) vµ (b) lµ chÆt.

3.3.6. T×m b¸n kÝnh héi tô R cña
1P
n=0

anx
n, nÕu

(a) cã ® vµ L > 0 sao cho lim
n!1

jann®j = L,

(b) tån t¹i c¸c sè d¬ng ® vµ L sao cho lim
n!1

jan®nj = L,

(c) lim
n!1

jann!j = L;L 2 (0;1).

3.3.7. Gi¶ sö r»ng b¸n kÝnh héi tô cña
1P
n=0

anx
n lµ R vµ 0 < R < 1. ¦íc

lîng b¸n kÝnh héi tô cña:

(a)
1X
n=0

2nanx
n; (b)

1X
n=0

nnanx
n;

(c)
1X
n=0

nn

n!
anx

n; (d)
1X
n=0

a2nx
n:

3.3.8. T×m tÊt c¶ c¸c chuçi luü thõa héi tô ®Òu trªn R.

3.3.9. T×m b¸n kÝnh héi tô R cña chuçi luü thõa
1X
n=0

x2n+1

(2n+ 1)!!

vµ chØ ra r»ng hµm tæng f cña nã tho¶ m∙n ph¬ng tr×nh f 0(x) = 1+xf(x); x 2
(¡R;R).
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3.3.10. Chøng minh r»ng chuçi
1P
n=0

x3n

(3n)!
héi tô trªn R vµ hµm tæng f tho¶

m∙n ph¬ng tr×nh f"(x) + f 0(x) + f(x) = ex; x 2 R.

3.3.11. Cho R > 0 lµ b¸n kÝnh héi tô cña chuçi luü thõa
1P
n=0

anx
n vµ ®Æt

Sn(x) =
nP
k=0

akx
k; n = 0; 1; 2; : : : . Chøng minh r»ng nÕu f lµ hµm tæng cña

chuçi vµ x0 2 (¡R;R) sao cho Sn(x0) < f(x0); n = 0; 1; 2; : : : , th× f 0(x0) 6= 0.

3.3.12. Cho fSng lµ d∙y tæng riªng cña
1P
n=0

an vµ ®Æt Tn = S0+S1+¢¢¢+Sn
n+1

. Chøng

minh nÕu fTng bÞ chÆn th× c¸c chuçi luü thõa
1P
n=0

anx
n,

1P
n=0

Snx
n,

1P
n=0

(n+1)Tnx
n

héi tô víi jxj < 1 vµ
1X
n=0

anx
n = (1¡ x)

1X
n=0

Snx
n = (1¡ x)2

1X
n=0

(n+ 1)Tnx
n:

3.3.13. Cho f(x) =
1P
n=0

x2
n
; jxj < 1. Chøng minh r»ng cã sè M > 0 sao cho

jf 0(x)j < M

1¡ jxj ; jxj < 1:

3.3.14. Chøng minh ®Þnh lý Abel sau. NÕu
1P
n=0

an héi tô vÒ L th×

(1)
1P
n=0

anx
n héi tô ®Òu trªn [0; 1],

(2) lim
x!1¡

1P
n=0

anx
n = L.

3.3.15. Chøng minh ®Þnh lý Abel tæng qu¸t sau. NÕu fSng lµ d∙y c¸c tæng
riªng cña

1P
n=0

an vµ chuçi luü thõa f(x) =
1P
n=0

anx
n cã b¸n kÝnh héi tô b»ng 1

th×

lim
n!1

Sn ∙ lim
x!1¡

f(x) ∙ lim
x!1¡

f(x) ∙ lim
n!1

Sn:
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3.3.16. Chøng minh ®Þnh lý Tauber. Gi¶ thiÕt r»ng b¸n kÝnh héi tô cña chuçi

luü thõa f(x) =
1P
n=0

anx
n b»ng 1. NÕu lim

n!1
nan = 0 vµ lim

x!1¡
f(x) = L;L 2 R

th× chuçi sè
1P
n=0

an héi tô vÒ L.

3.3.17. B»ng vÝ dô chØ ra r»ng gi¶ thiÕt lim
n!1

nan = 0 trong ®Þnh lý Tauber

lµ kh«ng thÓ thiÕu.

3.3.18. Gi¶ sö r»ng fang lµ d∙y sè d¬ng vµ b¸n kÝnh héi tô cña f(x) =1P
n=1

anx
n lµ 1. Chøng minh lim

x!1¡
f(x) tån t¹i vµ h÷u h¹n nÕu vµ chØ nÕu

1P
n=1

an

héi tô.

3.3.19. Chøng minh sù tæng qu¸t sau cña ®Þnh lý Tauber. Gi¶ thiÕt r»ng

b¸n kÝnh héi tô cña
1P
n=0

anx
n b»ng 1. NÕu

lim
n!1

a1 + 2a2 + ¢ ¢ ¢+ nan
n

= 0 vµ lim
x!1¡

f(x) = L;L 2 R;

th× chuçi
1P
n=0

an héi tô vÒ L.

3.3.20. Gi¶ thiÕt r»ng b¸n kÝnh héi tô cña
1P
n=0

anx
n b»ng 1. Chøng minh nÕu

1P
n=1

na2n héi tô vµ lim
x!1¡

f(x) = L;L 2 R th×
1P
n=0

an héi tô vµ cã tæng b»ng L.

3.3.21. Gi¶ thiÕt an; bn > 0; n = 0; 1; 2; : : : ; vµ c¸c chuçi luü thõa f(x) =
1P
n=0

anx
n; g(x) =

1P
n=0

bnx
n cã cïng b¸n kÝnh héi tô lµ 1. H¬n n÷a gi¶ thiÕt

lim
x!1¡

f(x) = lim
x!1¡

g(x) = +1. Chøng minh nÕu cã lim
n!1

an
bn
= A 2 [0;1) th×

còng cã lim
x!1¡

f(x)
g(x)

= A.

3.3.22. Chøng minh kÕt qu¶ tæng qu¸t sau cña bµi to¸n trªn (3.3.21). Gi¶

thiÕt c¶ hai chuçi luü thõa f(x) =
1P
n=0

anx
n vµ g(x) =

1P
n=0

bnx
n cã cïng b¸n

kÝnh héi tô b»ng 1. H¬n n÷a gi¶ thiÕt r»ng Sn = a0 + a1 + ¢ ¢ ¢ + an vµ
Tn = b0+ b1+ ¢ ¢ ¢+ bn; n 2 N ®Òu d¬ng vµ hai chuçi

1P
n=0

Sn vµ
1P
n=0

Tn ph©n kú.

NÕu lim
n!1

Sn
Tn
= A 2 [0;1) th× lim

x!1¡
f(x)
g(x)

= A.
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3.3.23. B»ng vÝ dô chØ ra r»ng chiÒu ngîc l¹i cña ®Þnh lý trªn lµ sai. NghÜa

lµ, tõ lim
x!1¡

f(x)
gx)

= A kh«ng suy ra ®îc sù tån t¹i lim
n!1

Sn
Tn
.

3.3.24. Cho b¸n kÝnh héi tô cña chuçi luü thõa f(x) =
1P
n=0

anx
n víi c¸c hÖ sè

kh«ng ©m lµ 1 vµ ®Æt lim
x!1¡

f(x)(1 ¡ x) = A 2 (0;1). Chøng minh cã c¸c sè
d¬ng A1 vµ A2 sao cho

A1n ∙ Sn = a0 + a1 + ¢ ¢ ¢+ an ∙ A2n; n 2 N:

3.3.25. Chøng minh ®Þnh lý Hardy vµ Littlewood sau. Cho b¸n kÝnh héi

tô cña chuçi luü thõa f(x) =
1P
n=0

anx
n víi c¸c hÖ sè kh«ng ©m lµ 1 vµ ®Æt

lim
x!1¡

f(x)(1¡ x) = A 2 (0;1). Khi ®ã

lim
n!1

Sn
n
= A;

ë ®©y Sn = a0 + a1 + ¢ ¢ ¢+ an.

3.3.26. Cho b¸n kÝnh héi tô cña chuçi luü thõa f(x) =
1P
n=0

anx
n b»ng 1.

Chøng minh nÕu d∙y sè fnang bÞ chÆn vµ lim
x!1¡

f(x) = L;L 2 R th× chuçi
1P
n=0

an héi tô vµ cã tæng b»ng L.

3.3.27. Cho b¸n kÝnh héi tô cña chuçi luü thõa f(x) =
1P
n=0

anx
n b»ng 1.

Chøng minh r»ng nÕu lim
x!1¡

f(x)(1¡ x) tån t¹i vµ kh¸c 0 th× fang kh«ng thÓ
héi tô vÒ 0.

3.4 Chuçi Taylor

3.4.1. Gi¶ thiÕt hµm f thuéc C1([a; b]). Chøng minh r»ng nÕu tÊt c¶ c¸c

®¹o hµm f (n) bÞ chÆn ®Òu trªn [a; b] th× víi mçi x vµ x0 thuéc [a; b] ta ®Òu cã

f(x) =
1X
n=0

f (n)(x0)

n!
(x¡ x0)n:
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3.4.2. §Þnh nghÜa

f(x) =

½
e¡

1
x2 nÕu x 6= 0,

0 nÕu x = 0:

§¼ng thøc

f(x) =
1X
n=0

f (n)(0)

n!
xn

cã tho¶ m∙n víi x 6= 0 kh«ng?
3.4.3. §Þnh nghÜa f(x) =

1P
n=0

cos (n2x)
en

; x 2 R. Chøng minh f thuéc C1(R) vµ
®¼ng thøc

f(x) =
1X
n=0

f (n)(0)

n!
xn

chØ tho¶ m∙n t¹i x = 0.

3.4.4. Chøng minh r»ng nÕu ® 2 RnN vµ jxj < 1 th×

(1 + x)® = 1 +
1X
n=1

®(®¡ 1) ¢ ¢ ¢ (®¡ n+ 1)
n!

xn:

Vµ nã ®îc gäi lµ c«ng thøc nhÞ thøc Newton.

3.4.5. Chøng minh r»ng víi jxj ∙ 1 ta lu«n cã

jxj = 1¡ 1
2
(1¡ x2)¡

1X
n=2

(2n¡ 3)!!
(2n)!!

(1¡ x2)n:

3.4.6. Chøng minh nÕu chuçi luü thõa
1P
n=1

anx
n cã b¸n kÝnh héi tô R d¬ng

vµ f(x) =
1P
n=1

anx
n víi x 2 (¡R;R) th× hµm f thuéc C1(¡R;R) vµ

an =
f (n)(0)

n!
; n = 0; 1; 2; : : : :

3.4.7. Chøng minh r»ng nÕu x0 thuéc vµo kho¶ng héi tô (¡R;R); R > 0 cña
chuçi luü thõa f(x) =

1P
n=0

anx
n th×

f(x) =
1X
n=0

f (n)(x0)

n!
(x¡ x0)n víi jx¡ x0j < R ¡ jx0j:
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3.4.8. Gi¶ thiÕt r»ng c¸c chuçi
1P
n=0

anx
n vµ

1P
n=0

bnx
n cïng héi tô trong kho¶ng

(¡R;R). §Æt A lµ tËp tÊt c¶ x 2 (¡R;R) mµ

1X
n=0

anx
n =

1X
n=0

bnx
n:

Chøng minh nÕu A cã ®iÓm tô thuéc kho¶ng (¡R;R) th× an = bn víi n =

0; 1; 2; : : : :

3.4.9. T×m chuçi Taylor cña hµm f t¹i ®iÓm 0 khi

f(x) = sinx3; x 2 R;(a)

f(x) = sin3 x; x 2 R;(b)

f(x) = sinx cos 3x; x 2 R;(c)

f(x) = sin6 x+ cos6 x; x 2 R;(d)

f(x) =
1

2
ln
1 + x

1¡ x; x 2 (¡1; 1);(e)

f(x) = ln (1 + x+ x2); x 2 (¡1; 1);(f)

f(x) =
1

1¡ 5x+ 6x2 ; x 2 (¡1=3; 1=3);(g)

f(x) =
ex

1¡ x; x 2 (¡1; 1):(h)

3.4.10. T×m chuçi Taylor cña c¸c hµm f sau t¹i ®iÓm x=1:

f(x) = (x+ 1)ex; x 2 R;(a)

f(x) =
ex

x
; x 6= 0;(b)

f(x) =
cosx

x
; x 6= 0;(c)

f(x) =
lnx

x
; x > 0:(d)
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3.4.11. Víi jxj < 1, thiÕt lËp c¸c ®¼ng thøc sau:

arcsin x = x+
1X
n=1

(2n¡ 1)!!
(2n)!!(2n+ 1)

x2n+1;(a)

arctanx =
1X
n=0

(¡1)n 1

2n+ 1
x2n+1:(b)

H∙y dïng nh÷ng ®ång nhÊt thøc trªn ®Ó chØ ra r»ng

¼

6
=
1

2
+

1X
n=1

(2n¡ 1)!!
22n+1(2n)!!(2n+ 1)

vµ
¼

4
=

1X
n=0

(¡1)n 1

2n+ 1
:

3.4.12. T×m chuçi Taylor cña hµm f t¹i ®iÓm 0 khi

f(x) = x arctanx¡ 1
2
ln (1 + x2); x 2 (¡1; 1);(a)

f(x) = x arcsinx+
p
1¡ x2; x 2 (¡1; 1):(b)

3.4.13. T×m tæng cña nh÷ng chuçi sau:

(a)
1X
n=1

(¡1)n+1
n(n+ 1)

; (b)
1X
n=0

(¡1)nn
(2n+ 1)!

;

(c)
1X
n=2

(¡1)n
n2 + n¡ 2 ; (d)

1X
n=1

(¡1)n¡1
n(2n¡ 1) ;

(e)
1X
n=1

(¡1)n(2n¡ 1)!!
(2n)!!

; (f)
1X
n=0

3n(n+ 1)

n!
:

3.4.14. T×m tæng cña chuçi
1P
n=1

((n¡1)!)2
(2n)!

(2x)2n víi jxj ∙ 1.

3.4.15. Dïng c«ng thøc Taylor víi phÇn d tÝch ph©n (xem 2.3.4) ®Ó chøng

minh ®Þnh lý Bernstein sau. Gi¶ sö f kh¶ vi v« h¹n lÇn trªn kho¶ng më I vµ

tÊt c¶ c¸c ®¹o hµm cÊp cao f (n) ®Òu kh«ng ©m trªn I. Khi ®ã hµm f lµ hµm

gi¶i tÝch thùc trªn I, nghÜa lµ víi mçi x0 2 I cã l©n cËn (x0 ¡ r; x0 + r) ½ I

sao cho

f(x) =
1X
n=0

f (n)(x0)

n!
(x¡ x0)n víi jx¡ x0j < r:
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3.4.16. Gi¶ sö f kh¶ vi v« h¹n lÇn trªn kho¶ng më I. Chøng minh r»ng nÕu

víi mçi x0 2 I cã kho¶ng më J ½ I víi x0 2 J, vµ cã nh÷ng h»ng sè C > 0 vµ
½ > 0 sao cho

jf (n)(x)j ∙ C n!
½n

víi x 2 J;
th×

f(x) =
1X
n=0

f (n)(x0)

n!
(x¡ x0)n víi x 2 (x0 ¡ ½; x0 + ½) \ J:

3.4.17. Gi¶ thiÕt r»ng f lµ hµm gi¶i tÝch thùc trªn kho¶ng më I. Chøng

minh víi mçi x0 2 I cã kho¶ng më J, víi x0 2 J ½ I, vµ cã nh÷ng h»ng sè

d¬ng A;B sao cho

jf (n)(x)j ∙ A n!
Bn

víi x 2 J:

3.4.18. ¸p dông c«ng thøc Faµ di Bruno (xem 2.1.38) ®Ó chøng minh r»ng

víi mçi sè nguyªn d¬ng n vµ mçi A > 0 ta lu«n cãX k!

k1!k2! ¢ ¢ ¢ kn!A
k = A(1 +A)n¡1;

ë ®©y k = k1+ k2+ ¢ ¢ ¢+ kn vµ tæng ®îc lÊy trªn tÊt c¶ c¸c k1; k2; : : : ; kn tho¶
m∙n k1 + 2k2 + ¢ ¢ ¢+ nkn = n.
3.4.19. Cho I, J lµ nh÷ng kho¶ng më, vµ f : I ! J, g : J ! R lµ c¸c hµm
gi¶i tÝch thùc trªn c¸c tËp I, J t¬ng øng. Chøng minh h = g ± f lµ hµm gi¶i

tÝch thùc trªn I.

3.4.20. Cho hµm f thuéc C1 trªn kho¶ng më I vµ (¡1)nf (n)(x) ¸ 0 víi x 2 I
vµ n 2 N. Chøng minh r»ng f lµ hµm gi¶i tÝch thùc trªn I.

3.4.21. ¸p dông c«ng thøc Faµ di Bruno ®Ó chøng minh r»ng víi mçi sè

nguyªn d¬ng n ta ®Òu cãX (¡1)kk!
k1!k2! ¢ ¢ ¢ kn!

µ
1
2

1

¶k1µ1
2

2

¶k2
¢ ¢ ¢
µ
1
2

n

¶kn
= 2(n+ 1)

µ
1
2

n+ 1

¶
;

ë ®©y k = k1+ k2+ ¢ ¢ ¢+ kn vµ tæng ®îc lÊy trªn tÊt c¶ c¸c k1; k2; : : : ; kn tho¶
m∙n k1 + 2k2 + ¢ ¢ ¢+ nkn = n, vµ

¡
®
k

¢
= ®(®¡1)¢¢¢(®¡k+1)

k!
.
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3.4.22. Gi¶ thiÕt r»ng f lµ hµm gi¶i tÝch thùc trªn kho¶ng më I. Chøng

minh nÕu f 0(x0) 6= 0 víi x0 2 I th× cã kho¶ng më J chøa x0 vµ hµm gi¶i tÝch

thùc g x¸c ®Þnh trªn kho¶ng më K chøa f(x0), h¬n n÷a (g ± f)(x) = x víi

x 2 J vµ (f ± g)(x) = x víi x 2 K.

3.4.23. Chøng minh nÕu f kh¶ vi trªn (0;1) vµ f¡1 = f 0 th× f lµ hµm gi¶i

tÝch thùc trªn (0;1).

3.4.24. Chøng minh r»ng chØ cã duy nhÊt mét hµm f kh¶ vi trªn (0;1) mµ
f¡1 = f 0.

3.4.25. Chøng minh r»ng chØ cã duy nhÊt mét hµm f tho¶ m∙n gi¶ thiÕt cña

bµi to¸n trªn (3.4.25) lµ f(x) = axc, ë ®©y c = 1+
p
5

2
vµ a = c1¡c.

3.4.26. ¸p dông kÕt qu¶ cña 2.3.10 ®Ó chØ ra r»ng víi x 2 (0; 2) ta lu«n cã

ln (1¡ x) = 2
1X
n=0

1

2n+ 1

µ
x

2 + x

¶2n+1
:

3.4.27. ChoMp(x; y) vµ L(x; y) lµ trung b×nh luü thõa vµ trung b×nh logarith

cña nh÷ng sè d¬ng x vµ y (xem ®Þnh nghÜa nµy ë 2.5.41 vµ 2.5.42). Chøng

minh r»ng nÕu p ¸ 1
3
th×

L(x; y) < Mp(x; y) víi x; y > 0; x 6= y:

3.4.28. Víi ký hiÖu trong bµi to¸n 3.4.27, chøng minh nÕu p < 1
3
th× tån t¹i

nh÷ng sè d¬ng x vµ y ®Ó L(x; y) > Mp(x; y).

3.4.29. Víi ký hiÖu trong bµi to¸n 3.4.27, chøng minh nÕu p ∙ 0 th×

L(x; y) > Mp(x; y) víi x; y > 0; x 6= y:

3.4.30. Víi ký hiÖu trong bµi to¸n 3.4.27, chøng minh nÕu p > 0 th× tån t¹i

nh÷ng sè d¬ng x vµ y ®Ó L(x; y) < Mp(x; y).
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Ch¬ng 1

Giíi h¹n vµ tÝnh liªn tôc

1.1 Giíi h¹n cña hµm sè

1.1.1.

(a) V× jx cos 1
x
j ∙ jxj, giíi h¹n b»ng 0.

(b) Víi x > 0; 1 ¡ x < x [ 1
x
] ∙ 1 vµ víi x < 0; 1 < x [ 1

x
] ∙ 1 ¡ x. V× vËy,

lim
x!0

x [ 1
x
] = 1.

(c) Nh trong (b), cã thÓ chØ ra giíi h¹n b»ng b
a

(d) Giíi h¹n kh«ng tån t¹i v× c¸c giíi h¹n mét phÝa lµ kh¸c nhau.

(e) Giíi h¹n b»ng 1
2
(so s¸nh víi lêi gi¶i cña I, 3.2.1).

107
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(f) Ta cã

lim
x!0

cos(¼
2
cosx)

sin(sinx)
= lim

x!0
sin(¼

2
(1 + cosx))

sin(sinx)

= lim
x!0

sin(¼ cos2 x
2
)

sin(sinx)

= lim
x!0

sin(¼ sin2 x
2
)

sin(sinx)

= lim
x!0

¼
sin x

2

2 cos x
2

¢ 2 sin x
2
cos x

2

sin(2 sin x
2
cos x

2
)
¢ sin(¼ sin

2 x
2
)

¼ sin2 x
2

= 0:

1.1.2.

(a) Gi¶ sö lim
x!0

f(x) = l. Khi ®ã, víi " > 0 cho tríc, tån t¹i 0 < ± < ¼
2
sao

cho

jf(y)¡ lj < " nÕu 0 < jyj < ±(1)

Còng chó ý r»ng nÕu 0 < jxj < ±, th× 0 < jyj = j sinxj < jxj < ±. V×

vËy, theo (1), jf(sinx) ¡ lj < ". Tõ ®ã, lim
x!0

f(sin x) = l. B©y giê, gi¶ sö

lim
x!0

f(sinx) = l .Víi " > 0 cho tríc, tån t¹i 0 < ± < ¼
2
sao cho

jf(sinx)¡ lj < " nÕu 0 < jxj < ±(2)

B©y giê, nÕu 0 < jyj < sin ±, th× 0 < jxj = j arcsin xj < ± vµ theo (2), ta
nhËn ®îcjf(y)¡ lj = jf(sinx)¡ lj < ". §iÒu nµy cã nghÜa lim

x!0
f(x) = l.

(b) Suy ra trùc tiÕp tõ ®Þnh nghÜa cña giíi h¹n. §Ó chØ ra diÒu ngîc l¹i

kh«ng ®óng, quan s¸t ch¼ng h¹n r»ng lim
x!0
[jxj] = 0 nhng lim

x!0
[x] kh«ng

tån t¹i.

1.1.3. Râ rµng, f(x)+ 1
f(x)

¸ 2. Tõ ®ã, theo gi¶ thiÕt, víi " > 0 cho tríc, tån
t¹i ± > 0 sao cho

0 ∙ f(x) + 1

f(x)
¡ 2 < " víi 0 < jxj < ±:
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§iÒu kiÖn nµy cã thÓ viÕt l¹i t¬ng ®¬ng nh sau

0 ∙ (f(x)¡ 1) +
µ

1

f(x)
¡ 1
¶
< "(1)

hoÆc

0 ∙ (f(x)¡ 1)
µ
1¡ 1

f(x)

¶
< "(2)

B×nh ph¬ng hai vÕ cña (1) vµ dïng (2), ta cã

(f(x)¡ 1)2 +
µ

1

f(x)
¡ 1
¶2
∙ "2 + 2":

Cuèi cïng, (f(x)¡ 1)2 ∙ "2 + 2":

1.1.4. Gi¶ sö lim
x!a

f(x) tån t¹i vµ b»ng l. Khi ®ã, theo ®iÒu kiÖn cña bµi

to¸n, ta nhËn ®îc l + 1
jlj = 0, suy ra l = ¡1. B©y giê ta chøng minh r»ng

lim
x!a

f(x) = ¡1. Ta chØ cÇn chøng minh r»ng tån t¹i ± > 0 sao cho f(x) < 0
víi x 2 (a ¡ ±; a + ±) ½ fag. Thùc vËy, nÕu trong mäi l©n cËn khuyÕt cña a,
tån t¹i x0 sao cho f(x0) > 0, th× sÏ cã f(x0) + 1

f(x0)
j ¸ 2, m©u thuÉn gi¶ thiÕt.

V× f(x) < 0, bÊt ®¼ng thøc sau ®©y ®óng :

jf(x+ 1)j ∙
¯̄̄̄
f(x) +

1

jf(x)j
¯̄̄̄
:

1.1.5. Tån t¹i M ¸ 0 sao cho jf(x)j ¸M víi x 2 (0; 1). Tõ f(ax) = bf(x) víi
x 2 [0; 1

a
]; f(a2x) = b2f(x) víi x 2 [0; 1

a2
]. Dïng phÐp quy n¹p, ta cã

f(anx) = bnf(x) víi x 2
∙
0;
1

an

¸
; n 2 N:

V× vËy

jf(x)j ∙M 1

bn
víi x 2

∙
0;
1

an

¸
; n 2 N:(¤)

MÆt kh¸c, ®¼ng thøc f(ax) = bf(x) suy ra f(0) = 0. KÕt hîp ®iÒu nµy víi

(¤), cã ®iÒu ph¶i chøng minh.
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1.1.6.

(a) Ta cã

x2
µ
1 + 2 + 3 + ¢ ¢ ¢+

∙
1

jxj
¸¶

= x2
1 +

h
1
jxj
i

2

∙
1

jxj
¸
:

Tõ ®Þnh nghÜa cña hµm phÇn nguyªn, suy ra nÕu 0 < jxj < 1, th×
1

2
(1¡ jxj) < x2

µ
1 + 2 + 3 + ¢ ¢ ¢+

∙
1

jxj
¸¶
∙ 1
2
(1 + jxj):

Cuèi cïng, giíi h¹n lµ 1
2
:

(b) Nh trong (a), cã thÓ chøng minh giíi h¹n lµ k(k+1)
2
:

1.1.7. V× P lµ ®a thøc víi hÖ sè d¬ng, víi x > 1, ta cã

P (x)¡ 1
P (x)

∙ [P (x)]
P ([x])

∙ P (x)

P (x¡ 1) :

V× vËy, lim
!1

[P (x)]
P ([x])

= 1:

1.1.8. XÐt f : R! R x¸c ®Þnh bëi

f(x) =

(
(¡1)n nÕu x = 1

2n
; n = 0; 1; 2; 3; : : : ;

0 nÕu ngîc l¹i.

B©y giê, nÕu f(x) ¸ '(x), th×

'(x) ∙ f(x) = (f(x) + f(2x))¡ f(2x) ∙ (f(x) + f(2x))¡ '(2x);

suy ra lim
x!0

f(x) = 0:
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1.1.9.

(a) XÐt, ch¼ng h¹n, f : R! R x¸c ®Þnh nh sau:

f(x) =

(
(¡1)n nÕu x = 1

2n
; n = 0; 1; 2; 3; : : : ;

= 0 nÕu ngîc l¹i.

(b) NÕu f(x) ¸ jxj® vµ f(x)f(2x) ∙ jxj, th×

jxj® ∙ f(x) ∙ jxj
f(2x)

∙ jxj
j2xj® :

Do 1
2
< ® < 1, ta cã lim

x!0
f(x) = 0:

1.1.10. Ta cã g(®)
a®
= lim

x!1
f(ax)
a®x®

= lim
t!1

f(t)
t®
= g(1):

1.1.11. Suy ra tõ lim
x!1

f(2x)
f(x)

= 1 r»ng víi mäi n 2 N,

lim
x!1

f(2nx)

f(x)
= lim

x!1

µ
f(2nx)

f(2n¡1x)
f(2n¡1x)

f(2zcn¡ 2x) ¢ ¢ ¢
f(2x)

f(x)

¶
= 1:

Gi¶ sö r»ng f t¨ng vµ c ¸ 1. Râ rµng, tån t¹i n 2 N[f0g sao cho 2n ∙ c < 2n+1.
V× vËy, theo tÝnh ®¬n ®iÖu c¶ f , ta cã f(2n) ∙ f(cx) ∙ f(2n+1x), tõ ®ã

lim
x!1

f(cx)

f(x)
víi c ¸ 1:

Theo trªn, nÕu 0 < c < 1, th×

lim
x!1

f(cx)

f(x)
= lim

t!1
f(t)

f(1
c
t)
= 1:

1.1.12.

(a) Chó ý r»ng nÕu a > 1, th× lim
x!1

ax = +1. Thùc vËy, víi M > 0 cho

tríc, ax > M nÕu vµ chØ nÕu x > lnM
ln a
. §Ó chøng minh lim

n!1
an

n+1
= +1,

ta viÕt an

n+1
= (1+(a¡1))n

n+1
vµ quan s¸t r»ng (1 + (a¡ 1))n > n(n¡1)

2
(a¡ 1)2.

VËy, víi N cho tríc, tån t¹i n0 sao cho an

n+1
> N bÊt cø khi nµo n > n0.

B©y giê, víi x > n0 + 1, dÆt n = [x]. Khi ®ã, a
x

x
> an

n+1
> N . Tõ ®ã,

lim
x!1

ax

x
= +1.
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(b) Râ rµng, lim
x!1

ax

x®
= +1 víi ® ∙ 0. Trong trêng hîp ® > 0, ta cã

ax

x®
=

µ
a
x
®

x

¶®
=

µ
bx

x

¶®
;

ë ®©y b = a
1
® > 1. Theo (a), lim

x!1
bx

x
= +1. Do ®ã,

lim
x!1

ax

x®
= lim

x!1

µ
bx

x

¶®
= +1

víi ® d¬ng.

1.1.13. Suy ra tõ bµi to¸n tríc r»ng lim
y!1

®y
e®y

= 0. ThÕ y = lnx ®îc

lim
x!1

lnx
x®
= 0.

1.1.14. Ta biÕt r»ng lim
n!1

a
1
n = lim

n!1
a¡

1
n = 1. Tríc hÕt gi¶ sö a > 1. Cho

tríc " > 0, khi ®ã tån t¹i sè nguyªn n0 sao cho n > n0 suy ra

1¡ " < a¡ 1
n < ax < a

1
n < 1 + " víi jxj < 1

n
:

V× vËy lim
x!0

ax = 1 víi a > 1. NÕu 0 < a < 1, suy tõ trªn r»ng

lim
x!0

ax = lim
x!0

1

(1=a)x
= 1:

Trêng hîp a = 1 lµ râ rµng. §Ó chøng minh tÝnh liªn tôc cña hµm mò

x 7! ax, chän x0 2 R tuú ý. Khi ®ã

lim
x!x0

ax = lim
x!x0

ax0ax¡x0 = ax0 lim
y!0

ay = ax0 :

1.1.15.

(a) Do lim
n!1

(1+ 1
n
)n = e, (xem, ch¼ng h¹n, I,2.1.38), víi " > 0 cho tríc, tån

t¹i n0 sao cho nÕu x > n0 + 1, vµ nÕu n = [x], th×

e¡ " <
µ
1 +

1

n+ 1

¶n
<

µ
1 +

1

x

¶x
<

µ
1 +

1

n

¶n+1
< e+ "
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(b) Ta cã

lim
x!¡1

µ
1 +

1

x

¶x
= lim

y!+1

µ
1¡ 1

y

¶¡y
= lim

y!+1

µ
1 +

1

y ¡ 1
¶y¡1µ

1 +
1

y ¡ 1
¶
:

Do ®ã, bÊt ®¼ng thøc cÇn chøng minh suy ra tõ (a).

(c) Theo (a) vµ (b), ta nhËn ®îc lim
x!0+

(1 + x)
1
x = lim

y!+1

³
1 + 1

y

´y
= e vµ

lim
x!0¡

(1 + x)
1
x = lim

y!¡1

³
1 + 1

y

´y
= e.

1.1.16. Ta biÕt r»ng (xem, ch¼ng h¹n, I, 2.1.38) 0 < ln(1 + 1
n
) < 1

n
n 2 N.

Ngoµi ra, víi " > 0 cho tríc, tån t¹i n0 sao cho 1
n0¡1 < ". HÖ qu¶ lµ, nÕu

jxj < 1
n0
, th×

¡" < ¡ 1

n0 ¡ 1 < ln
µ
1¡ 1

n0

¶
< ln(1 + x) < ln

µ
1 +

1

n0

¶
<
1

n0
< ":

Tõ ®ã, lim
x!0

ln(1 + x) = 0. §Ó chøng minh tÝnh liªn tôc cña hµm logarit, lÊy

x0 2 (0;1). Khi ®ã

lim
x!x0

lnx = lim
x!x0

µ
lnx+ ln

x

x0

¶
= lnx0 + lim

y!1
ln y

= lnx0 + lim
t!0
ln(1 + t) = lnx0:

1.1.17.

(a) Theo kÕt qu¶ cña 1.1.15 vµ do tÝnh liªn tôc cña hµm logarit (xem 1.1.16),

lim
x!0

ln(1 + x)

x
= lim

x!0
ln(1 + x)

1
x = ln e = 1:

(b) Tríc hÕt, ®Ó ý tÝnh liªn tôc cña hµm logarit c¬ sè a; a > 0; a 6= 1, suy
tõ tÝnh liªn tôc cña hµm logarit tù nhiªn vµ tõ ®¼ng thøc loga x =

lnx
ln a
.

VËy, theo (a),

lim
x!0

loga(1 + x)

x
= loga e
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§Æt y = ax ¡ 1. Khi ®ã

lim
x!0

ax ¡ 1
x

= lim
y!0

y

ln(y + 1)
=

1

loga e
= ln a:

(c) §Æt y = (1 + x)® ¡ 1. Râ rµng, x tiÕn tíi kh«ng nÕu vµ chØ nÕu y tiÕn
tíi kh«ng. Ngoµi ra,

(1 + x)®

x
=

y

(1 + y)
¢ ln(1 + y)

x
=

y

ln(1 + y)
¢ ® ln(1 + x)

x
:

Tõ ®©y vµ (a), suy ra lim
x!0

(1+x)®¡1
x

= ®.

1.1.18.

(a) §Æt y = (lnx)
1
x . Khi ®ã, ln y = ln(lnx)

lnx
¢ lnx
x
. Tõ ®ã, theo 1.1.13 vµ do tÝnh

liªn tôc cña hµm mò, lim
x!1

(lnx)
1
x = 1.

(b) §Æt y = xsinx. Khi ®ã, ln y = sinx
x
¢ x lnx. Theo 1.1.13,

lim
x!0+

x lnx = lim
t!1

¡ ln t
t

= 0:

L¹i do tÝnh liªn tôc cña hµm mò, ta cã lim
x!0+

xsinx = 1:

(c) §Æt y = (cosx)
1

sin2 x , ta thÊy

ln y =
ln(cosx)

cosx¡ 1 ¢
cosx¡ 1
sin2 x

:

B©y giê, theo 1.1.17 (a), lim
x!0
(cos x)

1
sin2 x = e¡

1
2 :

(d) Víi x ®ñ lín,
e

2
1
x

∙ (ex ¡ 1) 1x ∙ e

Do lim
x!1

2
1
x = 1 (xem 1.1.14), giíi h¹n lµ e
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(e) Ta cã lim
x!0+

(sin x)
1
lnx = ea, ë ®©y

a = lim
x!0+

ln sinx

lnx
= lim

x!0+
ln sinx

x
+ lnx

lnx
= 1:

§¼ng thøc cuèi cïng suy ra tõ tÝnh liªn tôc cña hµm logarit (xem

1.1.16).

1.1.19.

(a) Ta cã

lim
x!0

sin 2x+ 2 arctan 3x+ 3x2

ln(1 + 3x+ sin2 x) + xex
= lim

x!0

sin 2x+2arctan 3x+3x2

x

ln(1+3x+sin2 x)+xex

x
+ ex

= 2;

v×, theo 1.1.17 (a), lim
x!0

ln(1+3x+sin2 x)+xex

x
= 3:

(b) Theo 1.1.17 (a), ta cã

lim
x!0

2 ln cosx

¡x2 = lim
x!0

2 ln(1¡ sin2 x)
¡x2 = 1:

Tõ ®ã lim
x!0

ln cosx
tanx2

= ¡1
2
:

(c) Ta cã

lim
x!0+

p
1¡ e¡x ¡p1¡ cosxp

sinx
= lim

x!0+

p
1¡e¡x¡p1¡cosxp

xq
sinx
x

= 1:

(d) Ta cã lim
x!0
(1 + x2)cotx = ea, ë ®©y

a = lim
x!0

ln(1 + x2)

tanx
= lim

x!0
x2

x
= 0;

v×, theo 1.1.17 (a), lim
x!0

ln(1+x2)
x2

= 1:

1.1.20.
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(a) Tríc hÕt, quan s¸t r»ng

2 ln tan ¼x
2x+1

x
=
ln
³

1
cos2 ¼x

2x+1
¡ 1
´

x
:(1)

Do 1.1.16 vµ 1.1.18 (d),

lim
x!1

ln(x¡ 1)
lnx

= lim
x!1

ln(x¡ 1) 1
ln x = lim

y!1
ln(ey ¡ 1)frac1y = 1:

Tõ ®ã

lim
x!1

ln
³

1
cos2 ¼x

2x+1
¡ 1
´

x
= lim

x!1

ln 1
cos2 ¼x

2x+1

x

= lim
x!1

¡2 ln cos ¼x
2x+1

x
:

(2)

TiÕp ®ã, theo 1.1.18 (e),

lim
x!1

¡2 ln cos ¼x
2x+1

x
= lim

x!1
¡2 ln sin ¼x

2x+1

x
= lim

x!1

2 ln 2(2x+1)
pi

x
:

Giíi h¹n cuèi cïng lµ 0 (xem 1.1.13). KÕt hîp ®iÒu nµy víi (1) vµ (2),

suy ra giíi h¹n lµ 1.

(b) Ta cã

lim
x!1

x
³
ln
³
1 +

x

2

´
¡ ln x

2

´
= lim

x!1
ln(1 + x

2
)

1
x

= lim
x!1

ln(1 + y)
1
2
y

= 2;

ë ®©y ®¼ng thøc cuèi lµ hÖ qña cña 1.1.17 (a).

1.1.21. §Æt b(x) = f(x)
x®
. Khi ®ã,

lim
x!0+

g(x) ln f(x) = lim
x!0+

(®g(x) lnx+ g(x) ln b(x)

= lim
x!0+

®g(x) lnx = °:
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1.1.22. Theo 1.1.17 (a),

lim
x!0

g(x) ln f(x) = lim
x!0

ln(f(x)¡ 1 + 1)
f(x)¡ 1 (f(x)¡ 1) = °:

1.1.23.

(a) Áp dông kÕt qu¶ trong 1.1.21 víi

g(x) = x; ® = 1=2 vµ f(x) = 2 sin
p
x+

p
x sin

1

x

vµ dïng ®¼ng thøc lim
x!0+

x ln
p
x = 0 (xem, ch¼ng h¹n, 1.1.13). Giíi h¹n

lµ 1.

(b) §Æt

f(x) = 1 + xe¡
1
x2 sin

1

x4
vµ g(x) = e

1
x2 ;

vµ chó ý r»ng lim
x!0

g(x)(f(x)¡ 1) = 0. VËy, theo 1.1.22, giíi h¹n lµ 1.

(c) Nh trong (b), cã thÓ chØ ra r»ng giíi h¹n b»ng e
¼
2 .

1.1.24. Kh«ng. Víi ® h÷u tû d¬ng cè ®Þnh, xÐt hµm x¸c ®Þnh bëi

f(x) =

(
1 nÕu x = n®; n 2 N;
0 nÕu ngîc l¹i:

Hµm nµy tho¶ m∙n gi¶ thiÕt cña bµi to¸n. Thùc vËy, nÕu a ∙ 0 vµ a+k = n®
víi k; n 2 N, th× kh«ng tån t¹i k0; n0 2 N kh¸c sao cho a + k0 = n0®. V× nÕu
vËy, ta cã k ¡ k0 = (n¡ n0)®, m©u thuÉn. Râ rµng, lim

x!1
f(x) kh«ng tån t¹i.

1.1.25. Kh«ng. XÐt hµm x¸c ®Þnh bëi

f(x) =

(
1 nÕu x = n n

p
2; n 2 N;

0 nÕu ngîc l¹i:

Giíi h¹n lim
x!1

f(x) kh«ng tån t¹i, mÆc dÇu f tho¶ m∙n tÝnh chÊt ®∙ cho trong

bµi to¸n. Thùc vËy, nÕu a > 0, vµ víi k; n 2 N nµo ®ã, lÊy ak = n n
p
2, th×

kh«ng tån t¹i k0; n0 2 N sao cho a0k0 = n n
p
2. V× nÕu vËy, ta cã

k

k0
=
n

n0
2
n0¡n
nn0 ;

m©u thuÉn.
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1.1.26. Kh«ng. XÐt hµm x¸c ®Þnh nh trong lêi gi¶i cña bµi to¸n tríc. §Ó

thÊy r»ng hµm nµy tho¶ m∙n ®iÒu kiÖn ®∙ cho, gi¶ sö a; b lµ c¸c sè d¬ng

vµ a+ bn = m m
p
2; a+ bk = l l

p
2 víi n;m; k; l 2 N nµo ®ã sao cho n 6= k;m 6= l.

Khi ®ã

a =
nl l
p
2¡mk m

p
2

n¡ k ; b =
m m
p
2¡ l lp2
n¡ k(1)

NÕu tån t¹i p; q 2 N sao cho p 6= n; p 6= k vµ q 6= m; q 6= l vµ a+ bp = q q
p
2, th×

theo (1), ta cã

m(p¡ k) m
p
2 + l(n¡ p) l

p
2;

m©u thuÉn.

1.1.27. Cè ®Þnh " > 0 tuú ý. Theo gi¶ thiÕt, tån t¹i ± > 0 sao cho¯̄
f(x)¡ f(1

2
x)
¯̄

jxj bÊt cø khi nµo 0 < jxj < ±:

V× vËy, víi 0 < jxj < ±;

¯̄̄̄
f(x)

x

¯̄̄̄
= lim

n!1

¯̄̄̄
f(x)¡ f( 1

2n+1
x)

x

¯̄̄̄
∙ lim

n!1

n+1X
k=1

1
2k¡1 jf( x

2k¡1 )¡ f( 12k )j
x

2k¡1 jxj

∙ lim
n!1

n+1X
k=1

1

2k¡1
" = 2":

1.1.28. §Æt lim
x!1

(f(x+ 1)¡ f(x)) = l vµ ®Æt
Mx = sup

x2[n;n+1)
f(x) vµ mx = inf

x2[n;n+1)
f(x):

C¸c d∙y fMng vµ fmng ®îc ®Þnh nghÜa ®óng víi n ¸ [a] + 1. Theo ®Þnh

nghÜa cña supremum, víi " > 0 cho tríc, tån t¹i fxng sao cho xn 2 [n; n+1)
vµ f(xn) > Mn ¡ ". Khi ®ã

f(xn + 1)¡ f(xn)¡ " < Mn+1 ¡Mn < f(xn+1)¡ f(xn+1 ¡ 1) + ";
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vµ tõ ®ã

l ¡ " ∙ lim
n!1

(Mn+1 ¡Mn) ∙ lim
n!1

(Mn+1 ¡Mn) ∙ l + ":

V× " > 0 ®îc chän tuú ý, lim
n!1

(Mn+1 ¡Mn) = l. Theo cïng c¸ch nh vËy, cã

thÓ chØ ra lim
n!1

(mn+1 ¡mn) = l. Tõ ®Þnh lý Stolz suy ra ( còng xem, ch¼ng

h¹n, I,2.3.2 )

lim
n!1

Mn

n
= lim

n!1
mn

n+ 1
= l:

Do ®ã, víi " > 0 cho tríc, tån t¹i n0 sao cho víimäi n > n0,

¡" < mn

n+ 1
¡ l < " vµ ¡ " < mn

n
¡ l < "(¤)

Suy ra tõ trªn r»ng nÕu l > 0 th× f(x) > 0 víi x ®ñ lín. V× vËy, nÕu nx = [x],

th×
mnx

nx + 1
∙ f(x)

x
∙ Mnx

nx

B©y giê, theo (¤), ta thÊy víi x > n0 + 1,

¡" < mnx

nx + 1
¡ l ∙ f(x)

x
¡ l ∙ Mnx

nx
¡ l < ":

Víi l < 0, cã thÓ chØ ra r»ng

mnx

nx
∙ f(x)

x
∙ Mnx

nx + 1

vµ tiÕn hµnh t¬ng tù. Theo c¸ch ®ã, kh¶ng ®Þnh ®îc chøng minh cho l 6= 0.
§Ó chøng minh kh¶ng ®Þnh còng ®óng cho l = 0, ®Æt Mn = sup

x2[n;n+1)
jf(x)j.

Nh trªn, cã thÓ t×m d∙y fxng sao cho

jf(xn + 1)j ¡ jf(xn)j ¡ " < Mn+1 ¡Mn < jf(xn+1)j ¡ jf(xn+1 ¡ 1)j+ "

vµ chØ ra r»ng lim
n!1

Mn

n
= 0. Do

¯̄̄
f(x)
x

¯̄̄
∙ Mn

n
víi x 2 [n; n + 1), ta nhËn ®îc

lim
x!1

f(x)
x
= 0:
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1.1.29. Víi n ¸ [a]+1, ®Æt mn = inf
x2[n;n+1)

f(x). Theo ®Þnh nghÜa cña infimum,

víi " > 0 cho tríc, tån t¹i d∙y fxng sao cho xn 2 [n; n+ 1) vµ mn ∙ f(xn) <
mn + ". Khi ®ã

f(xn+1)¡ f(xn+1 ¡ 1) < mn+1 ¡mn + ":

BÊt ®¼ng thøc trªn suy ra lim
n!1

(mn+1 ¡mn) =1. Theo ®Þnh lý Stolz ( còng
xem I,2.3.4 ), lim

n!1
mn

n
= +1. NÕu x 2 [n; n + 1), th× f(x)

x
¸ mn

n+1
, suy ra

lim
x!1

f(x)
x
= +1.

1.1.30. Dïng kÝ hiÖu ®îc ®a ra trong lêi gi¶i cña bµi tËp 1.1.28, cã thÓ chØ

ra r»ng

lim
n!1

Mn+1 ¡Mn

nk
= lim

n!1
mn+1 ¡mn

nk
= l:

B©y giê, theo ®Þnh lý Stolz ( xem, ch¼ng h¹n, I,2.3.11),

lim
n!1

Mn

nk+1
=

1

k + 1
lim
n!1

Mn+1 ¡Mn

nk

vµ

lim
n!1

mn

nk+1
=

1

k + 1
lim
n!1

mn+1 ¡mn

nk
:

§Ó chøng minh kh¶ng ®Þnh cña bµi to¸n, chØ cÇn ¸p dông lÝ luËn t¬ng tù

nh ®∙ ®îc sö dông trong hai bµi to¸n tríc.

1.1.31. §Æt lim
x!+1

f(x+1)
f(x)

= l vµ chó ý r»ng hµm x 7! ln(f(x)) tho¶ m∙n c¸c

gi¶ thiÕt cña bµi to¸n 1.1.28. V× vËy, ta cã lim
x!1

ln(f(x))
x

= ln l. Tõ ®ã

lim
x!+1

(f(x))
1
x = elnn = l:

1.1.32. Kh«ng. XÐt hµm x¸c ®Þnh bëi

f(x) =

(
1 nÕu x = 1

n
; n 2 1; 2 : : : ;

0 nÕu ngîc l¹i:
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1.1.33. Kh«ng. Ta xÐt hµm x¸c ®Þnh nh sau

f(x) =

(
1 nÕu x = 1

n np2 ; n 2 1; 2; : : : ;
0 nÕu ngîc l¹i;

vµ tiÕn hµnh nh trong lêi gi¶i cña 1.1.25.

1.1.34. Víi " > 0 cho tríc, tån t¹i 0 < ± < 1 sao cho nÕu 0 < jxj < ±, th×¯̄̄̄
f

µ
x

µ
1

x
¡
∙
1

x

¸¶¶¯̄̄̄
< "

B©y giê, lÊy n 2 N ®ñ lín sao cho 1
n
< ±. Víi 0 < s < 1

n+1
, ®Æt x = 1¡s

n
. Khi

®ã
1

n+ 1
=
1¡ 1

n+1

n
<
1¡ s
n

= x <
1

n
:

VËy n < 1
x
< n+ 1 vµ [ 1

x
] = n. HÖ qu¶ lµ,

x

µ
1

x
¡
∙
1

x

¸¶
= x

µ
1

x
¡ n

¶
= 1¡ 1¡ s

n
n = s:

Cuèi cïng, nÕu 0 < s < 1
n+1
, th× jf(s)j = jf(x( 1

x
¡ [ 1

x
]))j < ". Víi s < 0, chøng

minh t¬ng tù.

1.1.35.

(a) Gi¶ sö f ®¬n ®iÖu t¨ng trªn (a; b). NÕu fxng lµ d∙y gi¶m héi tô tíi x0,

th× ff(xn)g còng ®¬n ®iÖu gi¶m vµ bÞ chÆn díi bëi f(x0). VËy (xem,

ch¼ng h¹n, I,2.1.1), lim
n!1

f(xn) = inf
n2N

f(xn). Râ rµng,

inf
n2N

f(xn) ¸ inf
x¸x0

f(x):

Ngoµi ra, víi x > x0 cho tríc, tån t¹i n sao cho xn < x, vµ do ®ã,

f(xn) ∙ f(x). Tõ ®ã
inf
n2N

f(xn) ∙ inf
x¸x0

f(x):

Nh vËy, ta ®∙ chøng minh r»ng nÕu fxng lµ d∙y ®¬n ®iÖu gi¶m tíi x0
th×

lim
n!1

f(xn) = inf
x>x0

f(x):
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B©y giê gi¶ sö fxng héi tô tíi x0 sao cho xn > x0. Khi ®ã (xem, ch¼ng
h¹n, I,2.4.29 ) xn chøa d∙y con ®¬n ®iÖu gi¶m xnk . Theo trªn,

lim
n!1

f(xnk) = inf
x>x0

f(x):

NÕu d∙y fxng chøa d∙y con xnk sao cho lim
k!1

f(znk) 6= inf
x>x0

f(x), th× ta

cã thÓ t×m d∙y con ®¬n ®iÖu cña nã mµ kh«ng héi tô tíi inf
x>x0

f(x), m©u

thuÉn. Tõ ®©y, suy ra

lim
x!x0

f(x) = inf
x>x0

f(x):

§¸ng chó ý ë ®©y ph©n tÝch trªn chØ ra r»ng ®Ó x¸c ®Þnh c¸c giíi h¹n

mét phÝa, chØ cÇn xÐt c¸c d∙y ®¬n ®iÖu.

Suy luËn t¬ng tù ®îc ¸p dông cho c¸c ®¼ng thøc kh¸c trong (a) vµ

(b).

(c) Gi¶ sö f ®¬n ®iÖu t¨ng. Do f(x) ¸ f(x0) víi x ¸ x0; f(x+0 ) = inf
x>x0

f(x) ¸
f(x0). Còng nh vËy, cã thÓ chøng minh f(x¡0 ) = sup

x>x0

f(x) ∙ f(x0).

1.1.36.

(a) Suy ra tõ lêi gi¶i cña bµi to¸n tríc r»ng

f(t) ∙ f(x¡) ∙ f(x) bÊt cø khi nµo a < x0 < t < x:

NÕu x! x0, th× t! x+0 , vµ v× vËy

f(x+0 ) = lim
t!x+0

f(t) ∙ lim
x!x+0

f(x¡)

vµ

lim
x!x+0

f(x¡) ∙ f(x+0 ) = lim
x!x+0

f(x):

Do ®ã, lim
x!x+0

f(x¡) = f(x+0 ).

(b) LÝ luËn t¬ng tù nh trong c©u (a)
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1.1.37. §iÒu kiÖn cÇn suy ra tõ ®Þnh nghÜa cña giíi h¹n. ThËt vËy, nÕu

lim
x!a

f(x) = l, th× víi " > 0 cho tríc, tån t¹i ± > 0 sao cho quan hÖ 0 <

jx¡ aj < ± suy ra jf(x)¡ lj < "
2
. Do ®ã,

jf(x)¡ f(x0)j ∙ jf(x¡ l)j+ jf(x0 ¡ l)j < " < ":

B©y giê ta chØ ra ®iÒu kiÖn trªn còng lµ ®ñ. Gi¶ sö ®iÒu kiÖn ®ã ®îc tho¶

m∙n vµ f kh«ng cã giíi h¹n t¹i a. LÊy fxng sao cho lim
n!1

xn = a; xn 6= a vµ
ff(xn)g kh«ng héi tô. V× thÕ, ff(xn)g kh«ng lµ d∙y Cauchy. MÆt kh¸c, v×
lim
n!1

xn = a nªn tån t¹i n0 sao cho nÕu n; k ¸ n0, th× 0 < jxn ¡ aj < ± vµ

0 < jxk ¡ aj < ±. Tõ gi¶ thiÕt suy ra jf(xn)¡ f(xk)j < ", m©u thuÉn.
Hoµn toµn t¬ng tù, cã thÓ chØ ra r»ng dÓ giíi h¹n lim

x!1
f(x) tån t¹i, ®iÒu

kiÖn cÇn vµ ®ñ lµ : víi mäi " > 0, tån t¹i M > 0 sao cho x; x0 > M kÐo theo

jf(x)¡ f(x0)j < ".

1.1.38. Gäi fxng xn 6= a, lµ d∙y bÊt k× héi tô tíi a. Suy ra tõ ®Þnh nghÜa giíi
h¹n cña hµm t¹i a r»ng lim

n!1
f(xn) = A. §Æt yn = f(xn). V× f(x) 6= A trong

l©n cËn khuyÕt cña a, f(xn) 6= A víi n ®ñ lín. Tõ ®ã lim
n!1

g(yn) = B, hoÆc

t¬ng ®¬ng, lim
n!1

g(f(xn)) = B. §iÒu nµy cã nghÜa lim
x!a

g(f(xn)) = B.

1.1.39. XÐt c¸c hµm f vµ g ®îc x¸c ®Þnh nh sau:

f(x) =

(
0 nÕu x = 1

n
; n = 1; 2; : : : ;

sinx nÕu ngîc l¹i;

g(x) =

(
0 nÕu y = 0;
sin y
y

nÕu ngîc l¹i;

Khi ®ã

g(f(x)) =

(
0 nÕu x = 1

n
; n 2 N; hoÆc x = k¼; k 2 Z;

sin(sinx)
sinx

nÕu ngîc l¹i;

vµ lim
x!0

f(x) = 0 vµ lim
x!0

g(y) = 1, nhng lim
x!0

g(f(x)) kh«ng tån t¹i.
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1.1.40. Do tÝnh tuÇn hoµn cña x 7! f(x)¡ x; f(x+1) = f(x) + 1. V× vËy, víi
mäi sè nguyªn n, f(x + n) = f(x) + n, x 2 R. V× mäi sè thùc x cã thÓ ®îc
viÕt díi d¹ng tæng phÇn nguyªn vµ phÇn ph©n cña nã (tøc lµ x = [x] + r, ë

®©y 0 ∙ r < 1), ta cã
f(x) = f(r) + [x]:(¤)

Tõ tÝnh ®¬n ®iÖu cña f

f(0) ∙ f(r) ∙ f(1) = f(0) + 1 víi 0 ∙ r < 1:
Ta cã thÓ chøng minh b»ng quy n¹p r»ng

fn(0) ∙ fn(r) ∙ fn(0) + 1 víi 0 ∙ r < 1 vµ n 2 N:
V× thÕ,

fn(0)

n
∙ f

n(r)

n
∙ f

n(0)

n
+
1

n
:

C¸c bÊt ®¼ng thøc trªn chøng minh kh¼ng ®Þnh cña ta trong trêng hîp

0 ∙ x < 1. Ngoµi ra, theo (¤), fn(x) = fn(r)+ [x], nªn kh¶ng ®Þnh còng ®óng
víi mäi x 2 R.
1.1.41. [6, trang 47]. Tríc hÕt, quan s¸t r»ng

x+ f(0) ∙ [x] + f(0) = f([x]) ∙ f(x)
∙ f(1 + [x]) = f(0) + [x] + 1

∙ x+ f(0) + 1:

B©y giê, ta chøng minh b»ng quy n¹p r»ng víi n 2 N,
x+ n(f(0)¡ 1) ∙ fn(x) ∙ x+ n(f(0) + 1):(1)

Cè ®Þnh n tuú ý vµ gi¶ sö r»ng (1) ®óng. Khi ®ã, nh trong lêi gi¶i cña

1.1.40, ta nhËn ®îc

fn+1(x) = f(fn(x)) = f([fn(x)] + r)

= [fn(x)] + f(r) ∙ fn(x) + f(1)
∙ x+ n(f(0) + 1) + f(0) + 1

= x+ (n+ 1)(f(0) + 1);
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ë ®©y r = fn(x)¡ [fn(x)]. §iÒu nµy chøng minh bÊt ®¼ng thøc bªn ph¶i cña
(1). Theo cïng c¸ch nh vËy, ta cã thÓ chøng minh bÊt ®¼ng thøc bªn tr¸i.

L¹i dïng quy n¹p, ta sÏ chøng minh r»ng

fn(mp¡1)(0) ∙ np ∙ fnmp(0); n 2 N:(2)

Víi n = 1, bÊt ®¼ng thøc suy ra tõ ®Þnh nghÜa cña mp. Gi¶ sö bÊt ®¼ng thøc

còng ®óng cho sè tù nhiªn n cè ®Þnh tuú ý. Khi ®ã

f (n+1)mp(0) = fmp(fnmp(0))

¸ fmp(0 + np) = f
mp(0) + np

¸ p+ np:

Còng nh thÕ,

f (n+1)(mp¡1)(0) = fmp¡1(fn(mp¡1)(0)) ∙ fmp¡1(0 + np)

= np+ fmp¡1(0)

∙ np + p:

VËy bÊt ®¼ng thøc (2) ®îc chøng minh.

Mäi sè nguyªn d¬ng n cã thÓ ®îc viÕt nh n = kmp+q, ë ®©y 0 ∙ q < mp.

Theo (1) vµ (2), ta cã

kp = q(f(0) + 1) ∙ f q(kp) ∙ f q(fkmp(0))

= fn(0) = f q+k(fk(mp¡1)(0))

∙ f q+k(kp) ∙ kp + (q + k)(1 + f(0));

Tõ ®ã

kp

n
+
q(f(0)¡ 1)

n
∙ f

n(0)

n
∙ kp
n
+
k + q

n
(1 + f(0)):(3)

Do lim
n!1

k
n
= 1

mp
vµ lim

n!1
q
n
= 0, bÊt ®¼ng thøc cÇn chøng minh lµ hÖ qu¶ cña

(3).
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1.1.42. [6, trang 47]. Chó ý r»ng theo 1.1.40, chØ cÇn chøng minh lim
n!1

fn(0)
n

tån t¹i. NÕu f(0) = 0, th× giíi h¹n lµ 0. B©y giê gi¶ sö f(0) > 0. Th×

hoÆc víi mäi p nguyªn d¬ng, tån t¹i sè nguyªn n sao cho fn(0) > p, hoÆc

tån t¹i p nguyªn d¬ng sao cho fn(0) ∙ p víi mäi m 2 N. Trong trêng
hîp sau, ffn(0)g lµ d∙y bÞ chÆn, do ®ã lim

n!1
fn(0)
n

= 0. Trêng hîp ®Çu tiªn,

lim
p!1

mp =1, ë ®©y mp ®îc x¸c ®Þnh nh trong 1.1.41. ChuyÓn qua giíi h¹n

khi p!1 trong c¸c bÊt ®¼ng thøc cña 1.1.41, ta thÊy lim
p!1

p
mp
tån t¹i, vµ do

®ã lim
n!1

fn(0)
n

còng tån t¹i.

Trêng hîp f(0) < 0, cã thÓ chøng minh bÊt ®¼ng thøc t¬ng tù nh (2)

cña bµi to¸n tríc, sau ®ã tiÕn hµnh t¬ng tù.

1.2 C¸c tÝnh chÊt cña hµm liªn tôc

1.2.1. Hµm gi¸n ®o¹n t¹i x0 6= k¼, ë ®©y k 2 Z. Thùc vËy, nÕu fxng lµ d∙y
c¸c sè v« tû héi tô tíi x0, th× lim

n!1
f(xn) = 0. MÆt kh¸c, nÕu fzng lµ d∙y c¸c sè

v« tû héi tô tíi x0, th× do tÝnh liªn tôc cña hµm sin, lim
n!1

f(zn) = lim
n!1

sin jznj =
sin jx0j 6= 0. T¬ng tù, cã thÓ chØ ra r»ng f liªn tôc t¹i k¼ víi k 2 Z.

1.2.2. Nh trong lêi gi¶i cña bµi to¸n tríc, ta cã thÓ chøng minh r»ng f

chØ liªn tôc t¹i ¡1 vµ 1.

1.2.3.

(a) Tríc hÕt quan s¸t r»ng nÕu fxng héi tô tíi x, víi xn = pn
qn
, ë ®©y pn 2 Z

vµ qn 2 N nguyªn tè cïng nhau, vµ xn 6= x; n 2 N, th× lim
n!1

f(xn) =

lim
n!1

1
qn
= 0 = f(x). NÕu fzng lµ d∙y c¸c sè v« tû héi tô tíi x, th×

lim
n!1

f(zn) = 0 = f(x). §iÒu nµy cã nghÜa f liªn tôc t¹i mäi ®iÓm v« tû.

Còng nh vËy, cã thÓ chØ ra r»ng 0 lµ ®iÓm liªn tôc cña f . Gi¶ sö b©y

giê x 6= 0 vµ x = p
q
; p vµ q nguyªn tè cïng nhau. NÕu fxng lµ d∙y c¸c

sè v« tû héi tô tíi x, th× lim
n!1

f(xn) = 0 6= f(x). Do ®ã, f gi¸n ®o¹n t¹i
mäi ®iÓm h÷u tû kh¸c 0.



3.4. Chuçi Taylor 127

(b) Gi¶ sö x 2 R nQ vµ gäi fzng lµ d∙y c¸c sè v« tû kh¸c x tiÕn tíi x. Th×
lim
n!1

f(zn) = lim
n!1

jznj = jxj. NÕu fxng lµ d∙y c¸c sè v« tû tiÕn tíi x, th×
theo chó ý ë ®Çu lêi gi¶i c©u (a),

lim
n!1

f(xn) = lim
n!1

xnqn
qn + 1

= x:

§iÒu nµy cã nghÜa f liªn tôc t¹i mäi ®iÓm v« tû d¬ng vµ gi¸n ®o¹n t¹i

mäi ®iÓm v« tû ©m. Chøng minh t¬ng tù, f liªn tôc t¹i 0.B©y giê, gäi

0 6= x = p
q
(p; q nguyªn tè cïng nhau). Khi ®ã

xn =
p

q
¢ (np+ 1)q + 1
(np+ 1)q

héi tô tíi p
q
. Chó ý r»ng tö sè vµ mÉu sè cña xn lµ nguyªn tè cïng

nhau. V× vËy

lim
n!1

f(xn) = lim
n!1

(np+ 1)pq + p

(np+ 1)q2 + 1
=
p

q
6= p

q + 1
:

V× vËy, hµm gi¸n ®o¹n t¹i mäi ®iÎm h÷u tû kh¸c kh«ng.

1.2.4. Gäi f 2 C([a; b]) vµ gäi x0 lµ ®iÓm thuéc [a; b].Víi " > 0 cho tríc, tån

t¹i ± > 0 sao cho nÕu x 2 [a; b] vµ 0 < jx ¡ x0j < ±, th× jf(x) ¡ f(x0)j < ".

B©y giê, tÝnh liªn tôc cña jf j t¹i x0 suy ra tõ bÊt ®¼ng thøc hiÓn nhiªn
jjf(x)j ¡ jf(x0)jj ∙ jf(x)¡ f(x0)j.
Hµm cho bëi

f(x) =

(
1 víix 2 Q \ [a; b];
¡1 víix 2 [a; b] nQ;

gi¸n ®o¹n t¹i mäi ®iÓm thuéc [a; b], mÆc dÇu jf j lµ hµm h»ng vµ v× vËy liªn

tôc trªn [a; b].

1.2.5. §Ó f liªn tôc trªn R, ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ lµ

lim
x!2n¡

f(x) = lim
x!2n+

f(x) vµ lim
x!(2n¡1)¡

f(x) = lim
x!(2n¡1)+

f(x)
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víi mçi n 2 Z. Tõ ®ã
bn + 1 = an vµ an¡1 = bn ¡ 1

Dïng quy n¹p, an = 2n+ a0 vµ bn = 2n¡ 1 + a0; a0 2 R.
1.2.6. Do hµm lÎ, ta chØ cÇn nghiªn cøu tÝnh liªn tôc cña nã víi x ¸ 0. Râ
rµng, f liªn tôc t¹i x 6= pn; n = 1; 2; : : : . B©y giê gi¶ sö n = k2 víi k lµ sè
nguyªn d¬ng. Khi ®ã

lim
x!k+

f(x) = n lim
x!k+

sin¼x = 0

vµ

lim
x!k¡

f(x) = (n¡ 1) lim
x!k¡

sin¼x = 0:

Tõ ®ã, hµm còng liªn tôc t¹i mäi n = k2. NÕu n 2 N kh«ng lµ b×nh ph¬ng
cña mét sè nguyªn, th×

lim
x!pn+

f(x) = n lim
x!pn+

sin¼x = n sin(¼
p
n)

vµ

lim
x!pn¡

f(x) = (n¡ 1) sin(¼pn):

Ta kÕt luËn r»ng f gi¸n ®o¹n t¹i x = §pn víi n 6= k2.
1.2.7. Ta cã

f(x) =

(
1 nÕu x 2 [1

2
; 1);

n+ (x¡ n)n nÕu x 2 [n; n+ 1); n 2 N:
Do ®ã, hµm liªn tôc t¹i x 6= n; n 2 N. Ngoµi ra, lim

x!n+
f(x) = lim

x!n¡
f(x) = n =

f(n). VËy f liªn tôc trªn [1
2
;1).

B©y giê ta chØ ra r»ng f t¨ng thùc sù trªn [1;1). Râ rµng, f t¨ng thùc sù
trªn mçi kho¶ng [n; n+ 1) NÕu x1 2 [n¡ 1; n) vµ x2 2 [n; n+ 1) th×

f(x2)¡ f(x1) = (x2 ¡ n)n + 1¡ (x1 ¡ n+ 1)n¡1 > (x2 ¡ n)n ¸ 0:
Tõ ®ã suy ra f(x2) ¡ f(x1) > 0 víi x2 2 [m;m + 1) vµ x1 2 [n; n + 1), nÕu
m > n+ 1.



3.4. Chuçi Taylor 129

1.2.8.

(a) Ta cã

f(x) =

8><>:
1 nÕu x > 0;

0 nÕu x = 0;

¡1 nÕu x < 0:

Hµm nµy chØ gi¸n ®o¹n t¹i 0.

(b) Theo ®Þnh nghÜa cña f

f(x) =

(
x2 nÕu x ¸ 0;
x nÕu x < 0;

Hµm nµy liªn tôc trªn R.

(c) Ta cã

f(x) = lim
n!1

ln(en + xn)

n
= lim

n!1
n+ ln(1 + (x=e)n)

n
:

Do ®ã,

f(x) =

(
1 nÕu 0 ∙ x ∙ e;
lnx nÕu x > e:

Hµm liªn tôc trªn [0;1).

(d) f(x) = maxf4; x2; 1
x2
g. Hµm liªn tôc trªn R n f0g.

(e) f(x) = maxfj cosxj; j sinxjg. Râ rµng, f liªn tôc trªn R.

1.2.9. Gäi T > 0 lµ chu kú cña f . Do tÝnh liªn tôc cña f trªn [0; T ], tån t¹i

x¤ 2 [0; T ] vµ x¤ 2 [0; T ] sao cho f(x¤) = inf
x2[0;T ]

f(x) vµ f(x¤) = sup
x2[0;T ]

f(x).

§iÒu cÇn chøng minh suy ra tõ tÝnh liªn tôc cña f .

1.2.10. V× P lµ ®a thøc bËc ch½n, ta cã lim
x!1

P (x) = lim
x!¡1

P (x) = +1. Do
vËy, víi mäi M > 0, tån t¹i a > 0 sao cho nÕu jxj > a, th× P (x) > M . Gäi

x0 2 [¡a; ; a] sao cho
P (x0) = inf

x2[¡a;a]
P (x):
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NÕu P (x0) ∙M , th× ta cã thÓ ®Æt x¤ = x0. NÕu P (x0) > M , lÊy b > 0 sao cho
P (x) > P (x0) víi mäi jxj > b. Do tÝnh liªn tôc, tån t¹i x¤ 2 [¡b; b] sao cho
P (x¤) = inf

x2[¡b;b]
P (x):

§Ó chøng minh kh¶ng ®Þnh thø hai, quan s¸t r»ng

lim
x!¡1

jP (x)j = lim
x!1

jP (x)j = +1

vµ tiÕn hµnh t¬ng tù.

1.2.11.

(a) §Æt

f(x) =

(
2x¡ 1 nÕu x 2 (0; 1);
0 nÕu x = 0hoÆcx = 1;

(b) Víi n 2 N, ®Æt
An =

½
0;
1

2n
;
2

2n
;
3

2n
; : : : ;

2n ¡ 1
2n

¾
vµ B1 = A1; Bn = An n

n¡1[
k=1
Ak = An n An¡1. Râ rµng,

1[
k=1
Ak =

1[
k=1
Bk.

X¸c ®Þnh f nh sau:

f(x) =

(
0 nÕu x 2 [0; 1] n 1[

k=1
Ak;

1
2n
¡ 1 nÕu x 2 Bn; n 2 N:

Víi mäi a vµ b, 0 ∙ a < b ∙ 1, inf
x2[a;b]

f(x) = ¡1; f kh«ng nhËn gi¸ trÞ ¡1
trªn [a; b].

1.2.12. Tríc hÕt quan s¸t r»ng

!f (x0; ±1) ∙ !f (x0; ±2) bÊt cø khi nµo 0 < ±1 < ±2:(1)

Gi¶ sö r»ng lim
±!0+

!f (x0; ±) = 0. Khi ®ã, víi " > 0 cho tríc, tån t¹i ±0 > 0 sao

cho !f (x0; ±) < " nÕu ± < ±0. Do ®ã, nÕu jx¡x0j < ± < ±0 th× jf(x)¡f(x0)j < ",
suy ra tÝnh liªn tôc cña f t¹i x0.

B©y giê, gi¶ sö f liªn tôc t¹i x0. Khi ®ã víi " > 0 cho tríc, tån t¹i
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±0 > 0 sao cho jx ¡ x0j < ±0 kÐo theo jf(x0)¡ f(x)j < "
2
. Tõ ®ã, theo (1), nÕu

0 < ± < ±0, th×

!f(x0; ±) ∙ !f(x0; ±0) < ";

vµ do ®ã, lim
±!0+

!f (x0; ±) = 0.

1.2.13.

(a) Gäi x0 2 [a; b] vµ " > 0 ®îc chän tuú ý. Tõ tÝnh liªn tôc cña hµm f vµ

g r»ng tån t¹i ± > 0 sao cho nÕu x 2 [a; b] vµ jx¡ x0j < ±, th×

f(x0)¡ " < f(x) < f(x0) + " vµ g(x0)¡ " < g(x) < g(x0) + ":

Tõ ®ã

h(x) < minff(x0) + "; g(x0) + "g(1)

= minff(x0); g(x0)g+ " = h(x0) + "

vµ

f(x) > f(x0)¡ " ¸ h(x0)¡ " vµ g(x) > g(x0)¡ " ¸ h(x0)¡ ":

Do ®ã,

h(x) > h(x0)¡ ":(2)

TÝnh liªn tôc cña h t¹i x0 suy ra tõ (1) vµ (2). Cïng c¸ch nh vËy, cã

thÓ chøng minh H liªn tôc trªn [a; b].

(b) Nh trong c©u (a), ta cã thÓ chØ ra r»ng maxff1; f2; f3g vµ minff1; f2; f3g
liªn tôc trªn [a; b]. TÝnh liªn tôc cña f suy ra tõ

f(x) =f1(x) + f2(x) + f3(x)¡maxff1(x); f2(x); f3(x)g
¡minff1(x); f2(x); f3(x)g:
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1.2.14. V× f liªn tôc, c¸c hµm m vµ M ®îc x¸c ®Þnh. Gäi x0 lµ ®iÓm thuéc

[a; b] vµ " > 0. Do tÝnh liªn tôc cña f , tån t¹i ± > 0 sao cho

sup
jhj<±

jf(x0 + h)¡ f(x)j < ":

Tõ ®Þnh nghÜa cña m suy ra

m(x0 + h)¡m(x0) = inf
³2[a;x0+h]

f(³)¡ inf
³2[a;x0]

f(³) ∙ 0:(1)

Quan s¸t r»ng nÕu cËn díi ®óng thø nhÊt ®¹t ®îc t¹i mét ®iÓm trong

[a; x0], th× ®¼ng thøc ë (1) ®óng. VËy, gi¶ sö xh 2 [x0; x0 + h] vµ

m(x0 + h) = inf
³2[a;x0+h]

f(³) = f(xh):

Khi ®ã, víi jhj < ±,

m(x0 + h)¡m(x0) = f(xh)¡ inf
³2[a;x0]

f(³) ¸ f(xh)¡ f(x0) > ¡";

bëi v× jxh ¡ x0j ∙ jhj < ±. VËy ta ®∙ chØ ra m liªn tôc t¹i mçi x0 2 [a; b]. LÝ
luËn t¬ng tù ®Ó chøng minh M liªn tôc trªn [a; b].

1.2.15. Do f bÞ chÆn, c¸c hµm m vµ M ®îc x¸c ®Þnh vµ bÞ chÆn. Ngoµi ra,

m gi¶m trªn (a; b] vµ M t¨ng trªn [a; b). Víi x0 2 (a; b), theo 1.1.35,

lim
x!¡

0

m(x) = inf
³2(a;x0)

m(³) ¸ m(x0):

NÕu inf
³2(a;x0)

m(³) > m(x0), th× tån t¹i sè d¬ng d sao cho

inf
³2(a;x0)

m(³) = m(x0) = d:

VËy, víi mäi ³ 2 (a; x0),

m(³) = inf
a∙x<³

f(x) ¸ m(x0) + d;

vµ do ®ã, f(x) ¸ m(x0) + d víi mäi x 2 [a; x0), m©u thuÉn. Tãm l¹i, ta ®∙

chøng minh lim
x!x¡0

m(x) = m(x0). TÝnh liªn tôc tr¸i cña M chøng minh hoµn

toµn t¬ng tù.
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1.2.16. Kh«ng. XÐt hµm sau :

f(x) =

8><>:
2 nÕu x 2 [0; 1);
1 nÕu x 2 [1; 2);
3 nÕu x 2 [2; 3]:

Khi ®ã, m¤ kh«ng liªn tôc tr¸i t¹i x0 = 1, vµ M¤ kh«ng liªn tôc tr¸i t¹i

x1 = 2.

1.2.17. §Æt lim
x!1

f(x) = l. Khi ®ã, cho tríc " > 0, tån t¹i M > a sao cho

jf(x)¡ lj < " víi x > M . VËy nÕu x > M th× l¡ " < f(x) < l+ ". Râ rµng, v×
f liªn tôc nªn nã bÞ chÆn trªn [a;M ].

1.2.18. Gi¶ sö lim
n!1

xn = a. Do tÝnh liªn tôc cña hµm f , víi mäi " > 0, tån t¹i

± > 0 sao cho

jf(x)¡ f(a)j < " víi jx¡ aj < ":(1)

Tõ ®Þnh nghÜa giíi h¹n díi, suy ra tån t¹i fxnkg sao cho jxnk¡aj < ± b¾t ®Çu
tõ gi¸ trÞ k0 nµo ®ã cña chØ sè k. B©y giê, theo (1), ta cã jf(xnk)¡ f(a)j < "
víi k > k0. VËy chóng ta ®∙ chØ ra r»ng

lim
n!1

f(xn) ∙ f( lim
n!1

xn):

Ta chØ ra vÝ dô r»ng bÊt ®¼ng thøc nµy cã thÓ ngÆt. LÊy f(x) = ¡x; x 2 R
vµ xn = (¡1)n; n 2 N. Khi ®ã

¡1 = lim
n!1

f(xn) < f( lim
n!1

xn) = 1:

Hoµn toµn t¬ng tù, cã thÓ chØ ra r»ng

lim
n!1

f(xn) ¸ f( lim
n!1

xn):

VÝ dô t¬ng tù cã thÓ dïng ®Ó chØ ra bÊt ®¼ng thøc nµy còng ngÆt.

1.2.19.
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(a) Nh ®∙ chøng minh trong bµi to¸n tríc r»ng víi mäi d∙y bÞ chÆn fxng
vµ víi mäi hµm liªn tôc f , bÊt ®¼ng thøc sau ®©y ®óng :

lim
n!1

f(xn) ∙ f( lim
n!1

xn)

vµ

lim
n!1

f(xn) ¸ f( lim
n!1

xn):

§Æt lim
n!1

xn = a. Khi ®ã tån t¹i d∙y fxnkg sao cho

f(xnk) ∙ f(a) + "(1)

(xem lêi gi¶i cña bµi to¸n tríc),. Râ rµng, víi n ®ñ lín, ta cã xn > a¡ ±
2
.

Tõ ®ã, do tÝnh ®¬n ®iÖu vµ tÝnh liªn tôc cña f , ta nhËn ®îc

f(xn) ¸ f
µ
a¡ ±

2

¶
> f(a)¡ ":

KÕt hîp víi (1), ®îc lim
n!1

f(xn) = f( lim
n!1

xn).

(b) Chøng minh ®¼ng thøc nµy t¬ng tù (a).

1.2.20. Áp dông 1.2.19 cho ¡f .

1.2.21. Chó ý r»ng g ®îc x¸c ®Þnh vµ t¨ng trªn R.

(a) Theo bµi 1.1.35,

g(x¡0 ) = sup
x<x0

g(x) ∙ g(x0):(1)

Gi¶ sö r»ng g(x¡0 ) < g(x0). Khi ®ã tån t¹i sè d¬ng d sao cho g(x
¡
0 ) =

g(x0)¡ d. Do ®ã, víi mäi x < x0,

supft : f(t) < xg ∙ g(x0)¡ d;

hoÆc t¬ng ®¬ng, t ∙ g(x0) ¡ d nÕu f(t) < x. §iÒu nµy suy ra t ∙
g(x0) ¡ d nÕu f(t) < x0, tøc lµ g(x0) = supft : f(t) < x0g ∙ g(x0) ¡ d,
m©u thuÉn.
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(b) Hµm g cã thÓ gi¸n ®o¹n, nh trong vÝ dô sau ®©y. NÕu

f(x) =

8><>:
x víi x < 1;

¡x+ 2 víi 1 ∙ x ∙ 2;
x¡ 2 víi x > 2;

th×

g(x) =

(
x víi x ∙ 0;
2 + x víi x > 0:

1.2.22. Ta biÕt r»ng tËp
n
m+ nT1

T2
: m;n 2 Z

o
lµ trï mËt trong R (xem, ch¼ng

h¹n I, 1.1.15). VËy, víi x 2 R cho tríc, tån t¹i d∙y
n
mk + nk

T1
T2

o
héi tô tíi

x
T2
. Dïng tÝnh tuÇn hoµn vµ tÝnh liªn tôc cña f , ta nhËn ®îc

f(0) = lim
k!1

f(mkT2 + nkT1) = f(x):

Gäi T1 vµ T2 lµ hai sè kh«ng th«ng íc vµ ®Æt

W = fx 2 R : x = rT1 + sT2; s; t 2 Qg:
X¸c ®Þnh f b»ng c¸ch ®Æt

f(x) =

(
1 víi x 2W;
0 víi x 2 R nW:

Th× T1 vµ T2 lµ c¸c chu kú cña f .

1.2.23.

(a) Gi¶ sö Tn; n 2 N, lµ c¸c chu kú d¬ng cña f sao cho lim
n!1

Tn = 0. Do f

liªn tôc, víi x0 2 R vµ " > 0 cho tríc, tån t¹i ± > 0 ®Ó
jf(x)¡ f(x0)j < " bÊt cø khi nµo jx¡ x0j < ±:

V× lim
n!1

Tn = 0, tån t¹i n0 sao cho 0 < Tn0 <
±
2
. Khi ®ã, Ýt nhÊt mét trong

c¸c sè kTn0 víi k 2 Z thuéc kho¶ng (x0 ¡ ±; x0 + ±). Tõ ®ã
jf(x0)¡ f(0)j = jf(x0)¡ f(kTn0)j < ":

Suy ra tõ tÝnh tuú ý cña " > 0 vµ x0 2 R r»ng f lµ h»ng, tr¸i gi¶ thiÕt.
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(b) Hµm Dirchlet ®îc x¸c ®Þnh b»ng c¸ch ®Æt

f(x) =

(
1 víi x 2 Q;
0 víi x 2 R nQ;

lµ tuÇn hoµn. Mäi sè h÷u tû ®Òu lµ chu kú cña nã. V× vËy, chu kú c¬

b¶n kh«ng tån t¹i.

(c) Gi¶ sö tËp tÊt c¶ c¸c chu kú cña f kh«ng trï mËt trong R. Khi ®ã tån
t¹i kho¶ng (a; b) kh«ng chøa bÊt cø chu kú nµo cña f . Nh trong c©u

(a), cã thÓ chøng minh ®îc r»ng tån t¹i chu kú T vµ mét sè nguyªn k

sao cho kT 2 (a; b). M©u thuÉn.
1.2.24.

(a) Goi x0 2 R lµ ®iÓm liªn tôc cña f . V× f kh«ng lµ hµm h»ng nªn tån

t¹i x1 6= x0 sao cho f(x1) 6= f(x0). NÕu kh«ng tån t¹i chu kú d¬ng nhá
nhÊt cña f , th× sÏ cã d∙y fTng c¸c chu kú d¬ng cña f héi tô tíi kh«ng.
LÊy 0 < " < jf(x1) ¡ f(x0)j. V× f liªn tôc t¹i x0, nªn tån t¹i ± > 0 sao
cho

jf(x)¡ f(x0)j < " bÊt cø khi nµo jx¡ x0j < ±:(1)

Do lim
n!1

Tn = 0, tån t¹i chØ sè n0 ®Ó 0 < Tn0 <
±
2
. VËy, Ýt nhÊt mét trong

c¸c sè kTn0 ; k 2 Z, thuéc vµo kho¶ng (x0 ¡ x1 ¡ ±; x0 ¡ x1 + ±). V× thÕ,
x1 + kTn0 2 (x0 ¡ ±; x0 + ±) vµ theo (1),

jf(x1)¡ f(x0)j = jf(x1 + kTn0)¡ f(x0)j < ":

M©u thuÉn.

(b) Lµ hÖ qu¶ trùc tiÕp cña (a).

1.2.25. Gäi T1 vµ T2 lÇn lît lµ c¸c chu kú d¬ng cña f vµ g. Gi¶ sö f 6= g.
Khi ®ã tån t¹i x0 sao cho f(x0) 6= g(x0), hay nãi c¸ch kh¸c,

jf(x0)¡ g(x0)j =M > 0:(1)
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Víi 0 < " < M
2
, tån t¹i ± > 0 sao cho

jf(x0 + h)¡ f(x0)j < " bÊt cø khi nµo jhj < ±:(2)

Theo gi¶ thiÕt, lim
x!1

(f(x) ¡ g(x)) = 0, tån t¹i sè ngguyªn d¬ng k sao cho,

nÕu x ¸ +kT2, th×
jf(x)¡ g(x)j < ":

Do ®ã, víi mäi sè nguyªn d¬ng m,

jf(x0 + kmT2)¡ g(x0 + kmT2)j < ":(3)

Theo (2), (3) vµ tÝnh tuÇn hoµn cña f vµ g, ta cã

jf(x0)¡ g(x0)j
= jf(x0)¡ f(x0 + kmT2) + f(x0 + kmT2)¡ g(x0 + kmT2)j
∙ jf(x0)¡ f(x0 + kmT2)j+ jf(x0 + kmT2)¡ g(x0 + kmT2)j
= jf(x0)¡ f(x0 + kmT2 ¡ nT1)j
+ jf(x0 + kmT2)¡ g(x0 + kmT2)j < "+ " = 2";

(4)

bÊt cø khi nµo

jmkT2 ¡ nT1j < ±:(5)

Tuy nhiªn, v× 2" < M , (4) m©u thuÉn víi (1) nÕu tån t¹i m 2 N vµ n 2 Z
tho¶ m∙n (5). MÆt kh¸c, nÕu T1

T2
lµ h÷u tû, (5) râ rµng ®îc tho¶ m∙n víi sè

nguyªn m vµ n nµo ®ã. NÕu T1
T2
lµ v« tû, th× (5) còng ®¬c tho¶ m∙n (xem,

ch¼ng h¹n, I, 1.1.14).

1.2.26.

(a) §Æt f(x) = sinx vµ g(x) = x ¡ [x] víi x 2 R. Khi ®ã, f vµ g tuÇn hoµn
víi c¸c chu kú c¬ b¶n lÇn lît lµ 2¼ vµ 1. V× vËy, kh«ng cã chu kú nµo

cña f th«ng íc víi bÊt kú chu kú nµo cña g. §Æt h = f +g, th× ta sÏ cã

sinT + T ¡ [T ] = 0; sin(¡T )¡ T ¡ [¡T ] = 0:
Do ®ã, (T ¡ [T ]) + (¡T ¡ [¡T ]) = 0, suy ra T ¡ [T ] = 0. §iÒu nµy cã

nghÜa T lµ sè nguyªn, m©u thuÉn víi sinT = 0:
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(b) [A.D.Kudria∙sov, A.S. Me∙seriakov, Mathematics in School, 6(1969), 19-

21 (Russian)]. Gäi ®; ¯ vµ ° lµ c¸c sè thùc sao cho ®¼ng thøc a®+ b¯ +

c° = 0 víi a; b; c 2 Q tho¶ m∙n nÕu vµ chØ nÕu a = b = c = 0. Tån t¹i

nh÷ng sè nh vËy, ch¼ng h¹n ® = 1; ¯ =
p
2 vµ ° =

p
3. §Þnh nghÜa

W = fa®+ b¯ + c° : a; b; c 2 Qg:

XÐt hai hµm f vµ g cho bëi :

f(x) =

(
¡b¡ c¡ b2 + c2 nÕu x = a®+ b¯ + c° 2W;
0 nÕu x =2W;

g(x) =

(
a+ c+ a2 ¡ c2 nÕu x = a®+ b¯ + c° 2W;
0 nÕu x =2W;

Chó ý r»ng mäi sè r®; r 2 nf0g, lµ chu kú cña f vµ mäi sè s¯; s 2 nf0g,
lµ chu kú cña g. ta sÏ chØ ra r»ng nh÷ng hµm nµy kh«ng cã chu kú nµo

kh¸c. NÕu T lµ chu kú cña f , th× f(¯ + T ) = f(¯), vµ v× f(¯) = ¡2, ta nhËn
®îc ¯ + T 2 W. Do ®ã, T 2 W. V× vËy, T = r® + s¯ + t° víi r; s; t 2 Q
nµo ®ã. V× r»ng f(T ) = f(0), ta cã ¡s ¡ t ¡ s2 + t2 = 0, hay t¬ng ®¬ng,

(s + t)(1 + s ¡ t) = 0. B©y giê ta chØ ra r»ng 1 + s ¡ t 6= 0. Thùc vËy, nÕu

1 + s¡ t = 0, th× T = r®+ s¯ + (1 + s)°. Sö dông

f(x+ T ) = f(x);(1)

víi x = ¡°, ta thu ®îc ¡s ¡ s ¡ s2 + s2 = 1 + 1, hay s = ¡1. V× vËy
T = r®¡ ¯. B©y giê, thÕ x = ¯ vµo (1) cã f(r®) = f(¯), vµ do ®ã, 0 = ¡1¡ 1,
m©u thuÉn. VËy ta ®∙ chøng minh 1 + s¡ t 6= 0. Tõ ®ã suy ra s+ t = 0. Do
vËy, T = r®+ s¯¡ s°. B©y giê, ta cÇn chØ ra s = 0. §Ó lµm vËy, ta lÊy x = °

trong (1), vµ cã

¡s+ s¡ 1¡ s2 + (s¡ 1)2 = ¡1 + 1;
suy ra s = 0. Hoµn toµn t¬ng tù, cã thÓ chøng minh c¸c chu kú cña g chØ lµ

c¸c chu kú ®∙ nãi ë trªn. VËy, kh«ng cã chu kú nµo cña f th«ng íc víi bÊt
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kú chu kú nµo cña g. B©y giê, chó ý r»ng h = g + f ®îc cho bëi c«ng thøc

f(x) =

(
a¡ b+ a2 ¡ b2 nÕu x = a®+ b¯ + c° 2W;
0 nÕu x =2W:

Nh trªn, cã thÓ chøng minh r»ng mäi chu kú cña h lµ nh÷ng sè t°, ë ®©y

t 2 Q vµ t 6= 0.

1.2.27. Gi¶ sö r»ng h = f + g tuÇn hoµn víi chu kú T . V× T1
T2
=2 Q, ta thÊy

r»ng hoÆc T
T2
=2 Q, hoÆc T

T2
=2 Q. Gi¶ sö, ch¼ng h¹n T

T2
=2 Q. Do tÝnh tuÇn hoµn

cña h, ta nhËn ®îc f(x+ T ) + g(x+ T ) = h(x+ T ) = h(x) = f(x) + g(x) víi

x 2 R. V× vËy, hµm H ®îc x¸c ®Þnh b»ng c¸ch ®Æt H(x) = f(x+T )¡f(x) =
g(x)¡ g(x+ T ) liªn tôc vµ tuÇn hoµn víi c¸c chu kú kh«ng th«ng íc T1 vµ
T2. Theo kÕt qu¶ cña bµi 1.2.22, H lµ hµm h»ng. §iÒu nµy cã nghÜa tån t¹i

h»ng sè c 2 R sao cho f(x+ T ) = f(x) + c víi x 2 R. Gi¶ sö c 6= 0. ThÕ x = 0
vµ sau ®ã x = T vµo ®¼ng thøc cuèi cïng, ta cã

f(2T ) = f(T ) + c = f(0) + 2c:

B»ng quy n¹p, cã thÓ chøng minh f(nT ) = f(0) + nc, m©u thuÉn víi tÝnh bÞ

chÆn cña f (xem, ch¼ng h¹n 1.2.9). Tõ ®ã c = 0 vµ T lµ chu kú cña f . Do

®ã, T = nT1 víi n 2 Z nµo ®ã, m©u thuÉn.

1.2.28. Chøng minh cña kÕt qu¶ nµy lµ c¶i biªn cña kÕt qu¶ ®îc cho trong

lêi gi¶i cña bµi to¸n tríc. Gi¶ sö T1 lµ chu kú c¬ b¶n cña f . Nh trong bµi

to¸n tríc, cã thÓ chØ ra r»ng hµm H ®îc cho bëi c«ng thøc

H(x) = f(x+ T )¡ f(x) = g(x)¡ g(x+ T )

®ång nhÊt b»ng kh«ng. V× vËy, T lµ chu kú chung cña f vµ g, m©u thuÉn.

1.2.29. Gi¶ sö, ch¼ng h¹n, f ®¬n ®iÖu t¨ng. Gäi x0 lµ ®iÓm gi¸n ®o¹n cña

f . Theo kÕt qu¶ cña bµi 1.1.35, f(x+0 )¡ f(x¡0 ) > 0. §iÒu nµy cã nghÜa f gi¸n
®o¹n ®¬n gi¶n t¹i x0. Víi mçi ®iÓm x0 nh vËy, ta cã thÓ kÕt hîp mét kho¶ng

(f(x¡0 ); f(x
+
0 )). Tõ tÝnh ®¬n ®iÖu cña f vµ tõ kÕt qu¶ trong 1.1.35, suy ra c¸c
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kho¶ng kÕt hîp víi c¸c ®iÓm gi¸n ®o¹n kh¸c nhau cña f lµ rêi nhau. LÊy

mét sè h÷u tû trªn mçi kho¶ng, ta cã t¬ng øng mét-mét gi÷a tËp c¸c ®iÓm

gi¸n ®o¹n cña f vµ mét tËp con cña Q.

1.2.30. V× f liªn tôc ®Òu trªn [0; 1], víi " > 0 cho tríc, tån t¹i n0 2 N sao
cho 2n > n0 vµ víi k = 1; 2; : : : ; 2n ta cã¯̄̄̄

f

µ
k

2n

¶
¡ f

µ
k ¡ 1
2n

¶¯̄̄̄
< ":

VËy nÕu 2n > n0. th×

jS2nj =
¯̄̄̄
¯ 12n

2nX
k=1

(¡1)kf
µ
k

2n

¶¯̄̄̄
¯ ∙ "2 :

Ngoµi ra,

jS2n¡1j =
¯̄̄̄
¯ 1

2n+ 1

2n+1X
k=1

(¡1)kf
µ

k

2n+ 1

¶¯̄̄̄
¯ ∙ n

2n+ 1
"+

1

2n+ 1
jf(1)j:

Suy ra r»ng
1

n

nX
k=1

(¡1)kf
µ
k

n

¶
= 0:

1.2.31. Nh trong lêi gi¶i cña bµi to¸n tríc, chó ý tríc hÕt r»ng f liªn tôc

®Òu trªn [0; 1]. Tõ ®ã, víi " > 0 cho tríc, tån t¹i n0 2 N sao cho nÕu n > n0
vµ k = 0; 1; 2; : : : ; n, th× ¯̄̄̄

f

µ
k

n

¶
¡ f

µ
k + 1

n

¶¯̄̄̄
< ":

Do ®ã, víi n > n0,

Sn =
1

2n

nX
k=0

(¡1)k
µ
n

k

¶
f

µ
k

n

¶

=
1

2n

n¡1X
k=0

(¡1)k
µ
n¡ 1
k

¶µ
f

µ
k

n

¶
¡ f

µ
k + 1

n

¶¶
:
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V× vËy

jSnj < "

2n

n¡1X
k=0

µ
n¡ 1
k

¶
=
"

2
:

1.2.32. §Æt M = lim
r!1

sup
x¸r

f(x) vµ m = lim
r!1

inf
x¸r
f(x). Gi¶ sö M > m. Khi ®ã

tån t¹i sè thùc k sao cho M > k > m, vµ tån t¹i a sao cho f(a) > k. Do tÝnh

liªn tôc cña f , tån t¹i b > a sao cho f(t) > k víi mäi t 2 [a; b].
LÊy p = ab

b¡a . Khi ®ã
x
a
¸ x

b
+ 1 bÊt cø khi nµo x ¸ p. thùc vËy,

x

a
¡ x
b
= x

µ
1

a
¡ 1
b

¶
=
x

p
¸ 1:

V× vËy, tån t¹i sè nguyªn n0 gi÷a x
b
vµ x

a
; tøc lµ, x

a
¸ n0 ¸ x

b
, hoÆc t¬ng

®¬ng a ∙ x
n0
∙ b. Theo gi¶ thiÕt,

f(x) = f

µ
n0
x

n0

¶
¸ f

µ
x

n0

¶
¸ k

víi mäi x ¸ p, m©u thuÉn víi ®Þnh nghÜa cña m. Do ®ã m = M , tøc lµ

lim
x!1

f(x) tån t¹i vµ h÷u h¹n hoÆc v« h¹n.

1.2.33. Cho f låi trªn (a; b) vµ a < s < u < v < t < b. Tõ gi¶i thÝch h×nh häc

cña tÝnh låi, suy ra r»ng ®iÓm (u; f(u)) n»m díi ®êng th¼ng qua (s; f(s))

vµ (v; f(v)). §iÒu nµy cã nghÜa

f(u) ∙ f(s) + f(v)¡ f(s)
v ¡ s (u¡ s):(1)

T¬ng tù, ®iÓm (v; f(v)) n»m díi ®êng th¼ng qua (u; f(u)) vµ (t; f(t)). VËy

f(v) ∙ f(u) + f(t)¡ f(u)
t¡ u (v ¡ u):(2)

C¸c bÊt ®¼ng thøc (1) vµ (2) suy ra

f(s) +
f(u)¡ f(s)
u¡ s (v ¡ s) ∙ f(v) ∙ f(u) + f(t)¡ f(u)

t¡ u (v ¡ u):
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Tõ c¸c bÊt ®¼ng thøc trªn vµ luËt squeeze suy ra r»ng, nÕu fvng lµ d∙y héi
tô tíi u tõ bªn ph¶i, th× lim

n!1
f(vn) = f(u), tøc lµ lim

x!u+
f(x) = f(u). Còng nh

vËy, lim
x!u+

f(x) = f(u). VËy tÝnh liªn tôc cña f t¹i mäi u trong (a; b) ®îc

chøng minh.

VÝ dô sau chØ ra kh¶ng ®Þnh kh«ng ®óng nÕu kho¶ng kh«ng më :

f(x) =

(
x2 nÕu x 2 [0; 1);
2 nÕu x = 1:

1.2.34. Suy ra tõ tÝnh héi tô ®Òu cña ffng r»ng, víi " > 0 cho tríc, tån t¹i
n0 sao cho

jfn(x)¡ f(x)j < 1

3
" víi n ¸ n0; x 2 A:

Cè ®Þnh a 2 A. Do tÝnh liªn tôc cña fn0 t¹i a, tån t¹i ± > 0 sao cho

jfn0(x)¡ fn0(a)j <
1

3
" bÊt cø khi nµo jx¡ aj < ±:

VËy

jf(x)¡ f(a)j ∙ jfn0(x)¡ f(x)j+ jfn0(x)¡ fn0(a)j+ jfn0(a)¡ f(a)j < ":

1.3 TÝnh chÊt gi¸ trÞ trung gian

1.3.1. LÊy f x¸c ®Þnh trªn [a; b] b»ng c¸ch ®Æt

f(x) =

(
sin 1

x¡a nÕu a < x ∙ b;
0 nÕu x = a:

Râ rµng, f cã tÝnh chÊt gi¸ trÞ trung gian trªn [a; b] nhng nã gi¸n ®o¹n t¹i

a.

B©y giê, ta x©y dùng mét hµm cã tÝnh chÊt gi¸ trÞ trung gian vµ cã v« h¹n

®iÓm gi¸n ®o¹n. KÝ hiÖu C lµ tËp Cantor. Nh¾c l¹i r»ng tËp Cantor ®îc

x¸c ®Þnh nh sau. Chia ®o¹n [0; 1] thµnh ba phÇn b»ng nhau, bá kho¶ng
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(1
3
; 2
3
), vµ kÝ hiÖu E1 lµ hîp c¸c kho¶ng [0; 13 ] vµ [

2
3
; 1]. Bíc thø hai, ta bá c¸c

kho¶ng më mét phÇn ba ë gi÷a cña hai kho¶ng cßn l¹i vµ ®Æt

E2 =

∙
0;
1

9

¸
[
∙
2

9
;
3

9

¸
[
∙
6

9
;
7

9

¸
[
∙
8

9
; 1

¸
:

TiÕn hµnh t¬ng tù, ë bíc thø n, ta bá hîp tÊt c¶ c¸c kho¶ng më mét phÇn

ba ë gi÷a cña 2n¡1 kho¶ng cßn l¹i vµ kÝ hiÖu En lµ hîp cña 2n kho¶ng ®ãng,

mçi kho¶ng cã ®ä dµi 3¡n. Khi ®ã

C =
1\
n=1

En:

Chó ý r»ng nÕu (ai; bi); i = 1; 2; : : : ; lµ d∙y c¸c kho¶ng ®∙ lo¹i bá th×

C = [0; 1] n
1[
n=1

(ai; bi):

X¸c ®Þnh hµm g b»ng c¸ch ®Æt

g(x) =

(
0 nÕu x 2 C;
2(x¡ai)
bi¡ai ¡ 1 nÕu x 2 (ai; bi); i = 1; 2; : : : :

Tõ c¸ch x©y dùng tËp Cantor, suy ra r»ng mçi kho¶ng [a; b] ½ [0; 1] chøa mét
kho¶ng con m¬ kh«ng giao víi C. Thùc vËy, nÕu (a; b) kh«ng cã c¸c ®iÓm

cña C, th× (a; b) lµ mét trong c¸c kho¶ng bÞ lo¹i bá (ai; bi) hoÆc kho¶ng con

cña nã. NÕu tån t¹i x 2 (a; b) \ C, th× cã n 2 N vµ k 2 f0; 1; 2; : : : ; 3n ¡ 1g
sao cho x 2 £ k

3n
; k+1
3n

¤ ½ (a; b). Khi ®ã, kho¶ng më mét phÇn ba ë gi÷a cña£
k
3n
; k+1
3n

¤
, mµ thùc ra lµ mét trong c¸c kho¶ng (ai; bi), lµ mét kho¶ng con më

kh«ng chøa c¸c ®iÓm cña C.

Hµm g gi¸n ®o¹n t¹i mçi ®iÓm cña x 2 C, vµ suy ra tõ trªn r»ng g cã
tÝnh chÊt gi¸ trÞ trung gian.

1.3.2. Gäi x0 2 (a; b) tuú ý cè ®Þnh. Tõ tÝnh ®¬n ®iÖu cña f , suy ra r»ng

sup
a∙x<x0

f(x) = f(x¡0 ) ∙ f(x0) ∙ f(x+0 ) = inf
x0<x∙b

f(x)



144 Ch¬ng 3. D∙y vµ chuçi hµm

(xem, ch¼ng h¹n, 1.1.35). B©y giê gi¶ sö r»ng

f(x0) < f(x
+
0 ):

Khi ®ã, tån t¹i d∙y gi¶m thùc sù fxng; xn 2 (x0; b], héi tô tíi x0 sao cho

f
n!1

(xn) = f(x
+
0 ). V× f t¨ng thùc sù, f(xn) > f(x

+
0 ) > f(x0). Theo tÝnh chÊt

gi¸ trÞ trung gian, tån t¹i x0 2 (x0; xn) sao cho f(x0) = f(x+0 ). Khi ®ã

inf
x0<x<x0

f(x) ¸ inf
x0<x∙b

f(x) = f(x0):

MÆt kh¸c, do tÝnh ®¬n ®iÖu thùc sù cña f , inf
x0<x<x0

f(x) < f(x0), m©u thuÉn. VËy

ta ®∙ chøng minh r»ng f(x0) = f(x+0 ). C¸c ®¼ng thøc f(x
¡
0 ) = f(x0),f(a) =

f(a+), vµ f(b) = f(b¡) cã thÓ ®îc chøng minh theo cach hµn toµn t¬ng tù.

1.3.3. Hµm g ®ù¬c x¸c ®Þnh bëi g(x) = f(x) ¡ x; x 2 [0; 1], lµ liªn tôc, vµ
f(0) = g(0) ¸ 0, vµ g(1) = f(1)¡ 1 ∙ 0. V× g cã tÝnh chÊt gi¸ trÞ trung gian,
tån t¹i x0 2 [0; 1] sao cho g(x0) = 0.

1.3.4. XÐt hµm h(x) = f(x) ¡ g(x); x 2 [a; b], vµ quan s¸t r»ng h(a) < 0

vµ h(b) > 0. Theo tÝnh chÊt gi¸ trÞ trung gian, tån t¹i x0 2 (a; b) sao cho
h(x0) = 0.

1.3.5. X¸c ®Þnh hµm g b»ng c¸ch ®Æt

g(x) = f

µ
x+

T

2

¶
¡ f(x):

Khi ®ã g liªn tôc trªn R, g(0) = f(T
2
)¡ f(0), vµ g(T

2
) = f(0)¡ f(T

2
). VËy tån

t¹i x0 2 [0; T2 ] mµ g(x0) = 0.

1.3.6. §Æt

m = minff(x1; : : : ; f(xn)g vµ M = maxff(x1; : : : ; f(xn)g:

Khi ®ã

m ∙ 1

n
(f(x1) + f(x2) + ¢ ¢ ¢+ f(xn)) ∙M:
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Do ®ã, tån t¹i x0 2 (a; b) sao cho

f(x0) =
1

n
(f(x1) + f(x2) + ¢ ¢ ¢+ f(xn)):

1.3.7.

(a) §Æt f(x) = (1 ¡ x) cosx ¡ sinx. Khi ®ã f(0) = 1 vµ f(1) = ¡ sin 1 < 0.
V× vËy tån t¹i x0 2 (0; 1) tho¶ m∙n f(x0) = 0.

(b) Ta biÕt r»ng (xem, ch¼ng h¹n, 1.1.12)

lim
x!1

e¡xjP (x)j = 0 vµ lim
x!¡1

e¡xjP (x)j = +1:

Do ®ã, tån t¹i x0 2 R sao cho e¡xjP (x0)j = 1:

1.3.8. Ta h∙y quan s¸t r»ng

sgnP (¡al) = (¡1)l vµ sgnP (¡bl) = (¡1)l+1; l = 0; 1; : : : ; n:

Theo tÝnh chÊt gi¸ trÞ trung gian, tån t¹i mét nghiÖm cña ®a thøc P trong

mäi kho¶ng (¡bl;¡al); l = 0; 1; : : : ; n:

1.3.9. Kh«ng. XÐt, ch¼ng h¹n, f vµ g ®îc x¸c ®Þnh nh sau :

f(x) =

(
sin 1

x¡a nÕu a < x ∙ b;
0 nÕu x = a;

vµ

g(x) =

(
¡ sin 1

x¡a nÕu a < x ∙ b;
1 nÕu x = a:

1.3.10. §Æt

g(x) = f(x+ 1)¡ f(x); x 2 [0; 1]:
Khi ®ã, g(1) = f(2)¡f(1) = ¡g(0). V× thÕ tån t¹i x0 2 [0; 1] sao cho f(x0+1) =
f(x0). VËy, ta cã thÓ lÊy x2 = x0 + 1 vµ x1 = x0.
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1.3.11. XÐt hµm

g(x) = f(x+ 1)¡ f(x)¡ 1
2
(f(2)¡ f(0)); x 2 [0; 1];

vµ dïng lÝ luËn t¬ng tù nh trong lêi gi¶i cña bµi to¸n tríc.

1.3.12. X¸c ®Þnh hµm g theo c«ng thøc

g(x) = f(x+ 1)¡ f(x) víi x 2 [0; n¡ 1]:

NÕu g(0) = 0, th× f(1) = f(0). VËy gi¶ sö, ch¼ng h¹n, r»ng g(0) > 0. Khi ®ã

f(1) > f(0). NÕu còng thÕ f(k + 1) > f(k) víi k = 1; 2; : : : ; n¡ 1, th× ta sÏ cã

f(0) < f(1) < f(2) < ¢ ¢ ¢ < f(n) = f(0):

M©u thuÉn. Suy ra tån t¹i k0 sao cho g(k0) > 0 vµ g(k0 + 1) ∙ 0. Do g liªn
tôc, tån t¹i x0 2 (k0; k0 + 1] ®Ó g(x0) = 0. Do ®ã, f(x0 + 1) = f(x0). LÝ luËn
t¬ng tù khi g(0) < 0.

1.3.13. Hµm f cã thÓ ®îc th¸c triÓn trªn [0;1) ®Ó cã chu kú n. Ta vÉn kÝ
hiÖu hµm ®îc th¸c triÓn lµ f . Víi k 2 f1; 2; : : : ; n ¡ 1g tuú ý cè ®Þnh, x¸c
®Þnh

g(x) = f(x+ k)¡ f(x); x ¸ 0:
B©y giê, ta chøng minh r»ng tån t¹i x0 2 [0; kn] sao cho g(0) > 0. NÕu

g(j) > 0 víi mäi j = 0; 1; 2; : : : ; kn¡ k, th× ta nhËn ®îc

f(0) < f(k) < f(2k) < ¢ ¢ ¢ < f(kn) = f(0):

M©u thuÉn. Suy ra tån t¹i j0 sao cho g(j0) > 0 vµ g(j0 + 1) ∙ 0. Do g liªn
tôc, tån t¹i x0 2 (j0; j0 + 1] ®Ó g(x0) = 0. Do ®ã, f(x0 + k) = f(x0). Tríc hÕt
gi¶ sö x0 2 [(l ¡ 1)n; ln ¡ k] víi 1 ∙ l ∙ k nµo ®ã. Tõ tÝnh tuÇn hoµn cña f ,
suy ra f(x0) = f(x0 ¡ (l¡ 1)n) vµ f(x0 + k) = f(x0 ¡ (l¡ 1)n+ k). V× vËy, ta
cã thÓ lÊy xk = x0¡ (l¡ 1)n vµ x0k = x0¡ (l¡ 1)n+ k. NÕu x0 2 [ln¡ k; ln], th×
x0+k 2 [ln; (l+1)n]. Ta cã f(x0¡(l¡1)n) = f(x0) = f(x0+k) = f(x0¡ ln+k).
Cã thÓ lÊy xk = x0 ¡ (l ¡ 1)n vµ x0k = x0 ¡ ln+ k.
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Kh«ng ®óng r»ng víi mäi k 2 f1; 2; : : : ; n ¡ 1g, ®Òu tån t¹i xk vµ x0k sao
cho xk ¡ x0k = k sao cho f(xk) = f(x0k). Thùc vËy, chØ cÇn xÐt hµm

f(x) = sin
³¼
2
x
´

víi x 2 [0; 4]:

DÔ thÊy r»ng f(x+ 3) 6= f(x) víi mäi x 2 [0; 1]:

1.3.14. Lêi gi¶i sau ®©y lµ cña sinh viªn cña t«i egor Michalak.

Kh«ng mÊt tæng qu¸t, cã thÓ gi¶ sö f(0) = f(n) = 0. Trêng hîp n = 1

lµ râ rµng. V× gi¶ sö n > 1. Ta sÏ xÐt trêng hîp mµ f(1) > 0; f(2) >

0; ¢ ¢ ¢ ; f(n ¡ 1) > 0. Víi k =; : : : ; n¡ 1, ta ®Æt g(xk) = f(x+ k)¡ f(x). Hµm
gk liªn tôc trªn [0; n ¡ k], vµ theo gi¶ thiÕt gk(0) > 0 vµ gk(n ¡ k) <. Do ®ã,
tån t¹i xk 2 [0; n ¡ k] saoa cho gk(xk) = 0, hay nãi c¸ch kh¸c, f(xk + k) =

f(xk). §iÒu nµy chøng minh kh¶ng ®Þnh cña ta trong trêng hîp nµy. Theo

c¸ch hoµn toµn t¬ng tù, ta cã thÓ thÊy kh¶ng ®Þnh cña ta còng ®óng nÕu

f(1) < 0; f(2) < 0; ¢ ¢ ¢ ; f(n ¡ 1) < 0. B©y giê gi¶ sö f(1) > 0 (t¬ng øng

f() < 0), c¸c sè f(1); f(2); ¢ ¢ ¢ ; f(n¡ 1) kh¸c nhau vµ kh¸c kh«ng, vµ tån t¹i
m; 2 ∙ m ∙ n¡ 1, víi f(m) < 0 (t¬ng øng f(m) > 0). Khi ®ã, tån t¹i c¸c sè
nguyªn k1; k2; ¢ ¢ ¢ ; ks gi÷a 1 vµ n¡ 2 sao cho

f(1) > 0; f(2) > 0; : : : ; f(k1) > 0;

f(k1 + 1) < 0; f(k1 + 2) < 0; : : : ; f(k2) > 0:

¢ ¢ ¢
f(ks + 1) < 0; f(ks + 2) < 0; : : : ; f(n¡ 1) < 0
(hoÆc f(ks + 1) > 0; f(ks + 2) > 0; : : : ; f(n¡ 1) < 0)

(t¬ng øng f(1) < 0; f(2) < 0; : : : ; f(k1) < 0; : : : ). B©y giê, lÝ luËn t¬ng

tù nh trong chøng minh cña trêng hîp thø nhÊt, tån t¹i k1 nghiÖm trong

[0; k1+1], k2 nghiÖm trong [k1; k2+1], v©n v©n. Râ rµng trong trêng hîp nµy,

tÊt c¶ c¸c nghiÖm ®ã ph¶i kh¸c nhau vµ v× vËy khÈng ®Þnh ®îc chøng minh.

Cuèi cïng, xÐt trêng hîp khi tån t¹i sè nguyªn k vµ m ,0 ∙ k < m ∙ n, víi
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f(k) = f(m). Còng gi¶ sö c¸c sè f(k); f(k + 1); ¢ ¢ ¢ ; f(m¡ 1) kh¸c nhau. Tõ
trªn suy ra cã m¡ k nghiÖm trong kho¶ng [k;m]. TiÕp ®ã, x¸c ®Þnh

f1(x) =

(
f(x) nÕu 0 ∙ x ∙ k;
f(x+m¡ k) nÕu k < x ∙ n¡ (m¡ k):

Râ rµng, f1 liªn tôc trªn [0; n ¡ (m ¡ k)] vµ f1(n ¡ (m ¡ k)) = f1(0) = 0.

NÕu f1(0); f1(1); : : : ; f1(n ¡ (m ¡ k) ¡ 1) kh¸c nhau, th× theo phÇn thø nhÊt
cña chøng minh, ta nhËn ®îc n ¡ (m ¡ k) nghiÖm, vµ cïng víi m ¡ k
nghiÖm ë trªn, ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh. NÕu mét vµi sè trong c¸c sè

f1(0); f1(1); : : : ; f1(n¡ (m¡ k)¡ 1) trïng nhau, thñ tôc trªn cã thÓ lÆp l¹i.
1.3.15. Gi¶ sö ngîc l¹i, tøc lµ ph¬ng tr×nh f(x) = g(x) kh«ng cã nghiÖm.

Khi ®ã hµm h(x) = f(x)¡ g(x) hoÆc d¬ng, hoÆc ©m. Tõ ®ã

0 = h(f(x)) + h(g(x))

= f(f(x))¡ g(f(x)) + f(g(x))¡ g(g(x))
= f 2(x)¡ g2(x):

M©u thuÉn.

VÝ dô sau chØ ra gi¶ sö liªn tôc lµ cèt yÕu:

f(x) =

(p
2 nÕu x 2 R nQ;

0 nÕu x 2 Q;

g(x) =

(
0 nÕu x 2 R nQ;p
2 nÕu x 2 Q;

1.3.16. Gi¶ sö ngîc l¹i r»ng tån t¹i x1; x2 vµ x3 sao cho x1 < x2 < x3 vµ,

ch¼ng h¹n, f(x1) > f(x2) vµ f(x2) > f(x3). Theo tÝnh chÊt gi¸ trÞ trung

gian, víi mäi u sao cho f(x2) < u < minff(x1); f(x3)g, tån t¹i s 2 (x1; x2) vµ
t 2 (x2; x3) tho¶ m∙n f(s) = u = f(t). Do f lµ ®¬n ¸nh, s = t, m©u thuÉn víi
x1 < s < x2 < t < x3.

1.3.17. Tõ kÕt qu¶ cña bµi to¸n tríc, suy ra f hoÆc gi¶m thùc sù, hoÆc t¨ng

thùc sù.
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(a) Gi¶ sö r»ng f t¨ng thùc sù vµ tån t¹i x0 sao cho f(x0) 6= 0. Gi¶ sö,

ch¼ng h¹n, f(x0) > x0. Khi ®ã fn(x0) > x0, tr¸i gi¶ thiÕt. LÝ luËn t¬ng

tù cho trêng hîp f(x0) < x0.

(b) NÕu f gi¶m thùc sù, th× f2 gi¶m thùc sù. Do fn(x) = x, ta nhËn ®îc

f 2n(x) = x, tøc lµ phÐp lÆp thø n cña f2 lµ phÐp ®ång nhÊt. V× vËy,

theo (a), f2(x) = x.

1.3.18. Chó ý r»ng f lµ ®¬n ¸nh. Thùc vËy, nÕu f(x1) = f(x2), th× ¡x1 =
f 2(x1) = f

2(x2) = ¡x2. Tõ ®ã, x1 = x2. Suy ra tõ 1.3.16 r»ng nÕu f liªn tôc,
th× nã hoÆc t¨ng ngÆt, hoÆc gi¶m ngÆt. Trong c¶ hai trêng hîp, f 2 sÏ t¨ng

ngÆt. M©u thuÉn.

1.3.19. Nh trong lêi gi¶i cña bµi to¸n tríc, cã thÓ chØ ra f lµ ®¬n ¸nh trªn

R. LÝ luËn t¬ng tù nh trong lêi gi¶i cña bµi 1.3.16 r»ng f hoÆc t¨ng ngÆt,
hoÆc gi¶m ngÆt. Trong c¶ hai trêng hîp, f 2k; k 2 N t¨ng ngÆt. Do ®ã, sè
nguyªn n trong ®iÒu kiÖn fn(x) = ¡x ph¶i lÎ. NÕu f t¨ng ngÆt, th× fn còng
t¨ng ngÆt, m©u thuÉn víi ®iÒu kiÖn cña ta. VËy, f gi¶m ngÆt. Ngoµi ra, do

f(¡x) = f(fn(x)) = fn(f(x)) = ¡f(x);

ta thÊy r»ng f lµ hµm lÎ (vµ mäi phÐp lÆp cña f còng vËy).

B©y giê, ta sÏ chØ ra r»ng f(x) = ¡x; x 2 R. Gi¶ sö r»ng tån t¹i x0
sao cho x1 = f(x0) > ¡x0, hay nãi c¸ch kh¸c, ¡x1 < x0. Suy ra r»ng

x2 = f(x1) < f(¡x0) = ¡x1 < x0. Cã thÓ chØ ra b»ng quy n¹p r»ng nÕu

xk = f(xk¡1), th× (¡1)nxn < x0, m©u thuÉn víi gi¶ thiÕt xn = fn(x0) = ¡x0.
LÝ luËn t¬ng tù cho trêng hîp f(x0) < ¡x0. Tõ ®ã f(x) = ¡x víi mäi
x 2 R.

1.3.20. Gi¶ sö f gi¸n ®o¹n t¹i x. Khi ®ã tån t¹i d∙y fxng héi tô tíi x sao
cho ff(xn)g kh«ng héi tô tíi f(x). §iÒu nµy cã nghÜa tån t¹i " > 0 sao cho
víi mäi k 2 N, tån t¹i nk > k ®Ó

jf(xnk)¡ f(x)j ¸ ":
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VËy f(xnk) ¸ f(x)+" > f(x) hoÆc f(xnk) ∙ f(x)¡" < f(x). Gi¶ sö, ch¼ng h¹n,
bÊt ®¼ng thøc thø nhÊt ®óng. Tån t¹i sè h÷u tû q sao cho f(x)+" > q > f(x).

VËy f(xnk) > q > f(x) víi k 2 N. Do tÝnh chÊt gi¸ trÞ trung gian cña f , tån t¹i
zk gi÷a x vµ xnk sao cho f(zk) = q, tøc lµ zk 2 f¡1(fqg). Râ rµng, lim

k!1
zk = x.

Tõ ®ã, f¡1(fqg) ®ãng, x 2 f¡1(fqg), vµ v× vËy f(x) = q. M©u thuÉn.

1.3.21. §Ó chøng minh ®Þnh lÝ, chØ cÇn xÐt trêng hîp T > 0. §Æt g(x) =

f(x+ T )¡ f(x). Khi ®ã, cã hai kh¶ n¨ng.

(a) Tån t¹i x0 > a sao cho g(x) d¬ng hoÆc ©m víi mäi x > x0.

(b) Kh«ng tån t¹i x0 nh vËy.

Trong trêng hîp (1), nÕu ch¼ng h¹n, g lµ d¬ng trªn (x0;1), th× d∙y ff(x0+
nT )g ®¬n ®iÖu t¨ng. V× f bÞ chÆn, giíi h¹n sau tån t¹i vµ h÷u h¹n :

lim
n!1

f(x0 + nT ) = lim
n!1

f(x0 + (n+ 1)T ):

V× vËy cã thÓ lÊy xn = x0 + nT . Trong trêng hîp (2), do tÝnh chÊt gi¸ trÞ

trung gian cña g, víi mäi sè nguyªn d¬ng n > a, tån t¹i xn > n sao cho

g(xn) = 0.

1.3.22. §Æt

g(x) =

8><>:
x+ 2 nÕu ¡ 3 ∙ x ∙ ¡1;
¡x nÕu ¡ 1 < x ∙ 1;
x¡ 2 nÕu 1 < x ∙ 3;

vµ x¸c ®Þnh f bëi c«ng thøc

f(x) = g(x¡ 6n) + 2n víi 6n¡ 3 ∙ x ∙ 6n+ 3; n 2 Z:

Hµm f cã tÝnh chÊt cÇn t×m.

Kh«ng tån t¹i hµm liªn tôc trªn Rmµ ®¹t mçi gi¸ trÞ cña nã ®óng hai lÇn.
Gi¶ sö ngîc l¹i r»ng f lµ hµm nh vËy. Gäi x1; x2 sao cho f(x1) = f(x2) = b.

Khi ®ã f(x) 6= b víi x 6= x1; x2. VËy hoÆc f(x) > b víi mäi x 2 (x1; x2) hoÆc
f(x) < b víi mäi x 2 (x1; x2). Trêng hîp tríc, tån t¹i chØ mét x0 2 (x1; x2)
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sao cho f(x0) = maxff(x) : x 2 [x1; x2]g. Thùc vËy, nÕu cã h¬n mét ®iÓm mµ

t¹i ®ã f ®¹t cùc ®¹i cña nã trªn [x1; x2], th× f nhËn gi¸ trÞ cña nã h¬n hai lÇn

trªn [x1; x2]. Do ®ã, tån t¹i chØ mét ®iÓm x00 (bªn ngoµi kho¶ng [x1; x2]) sao

cho c = f(x0) = f(x00) > b. Khi ®ã, do tÝnh chÊt gi¸ trÞ trung gian cña f , mäi

gi¸ trÞ trong (b; c) ®¹t ®îc Ýt nhÊt ba lÇn. M©u thuÉn. LÝ luËn t¬ng tù cho

trêng hîp f(x) < b víi x 2 (x1; x2).
1.3.23. Gi¶ sö r»ng f ®¬n ®iÖu ngÆt trªn mçi kho¶ng [ti¡1; ti], ë ®©y i =

1; 2; : : : ; n vµ 0 = t0 < t1 < ¢ ¢ ¢ < tn = 1. TËp Y = ff(ti) : 0 ∙ i ∙ ng gåm
nhiÒu nhÊt n+ 1 ®o¹n y0; y1; : : : ; ym. Ta gi¶ sö r»ng y0 < y1 < : : : < ym. §Æt

z2i = yi; 0 ∙ i ∙ m, vµ chän z1; z3; : : : ; z2m¡1 sao cho z0 < z1 < z2 < z3 < : : : <
z2m¡1 < z2m. §Æt

Xk = fx 2 [0; 1] : f(x) = zkg;
X = X0 [X1 [ ¢ ¢ ¢ [X2m = fx1; x2; : : : ; xNg;

vµ ®Æt 0 = x ¡ 1 < x2 < : : : < xN = 1. Víi 1 ∙ j ∙ N , kÝ hiÖu kj lµ phÇn tö
duy nhÊt cña tËp hîp f0; 1; 2; : : : ; 2mg sao cho f(xj) = zkj . Khi ®ã k1 vµ kN
ch½n vµ kj ¡ kj+1 = §1; 1 ∙ j < N . Suy ra N , sè c¸c phÇn tö cña tËp X, lµ
lÎ. Do ®ã, mét trong c¸c tËp Xk = f

¡1(zk) gåm mét sè lÎ phÇn tö.

1.3.24. Tríc hÕt, ta chØ ra r»ng cã kh«ng qu¸ ®Õm ®îc cùc trÞ ®Þa ph¬ng

cña f . Thùc vËy, nÕu x0 2 (0; 1) vµ f(x0) lµ cùc ®¹i (cùc tiÓu) thùc sù

cña f , th× tån t¹i kho¶ng (p; q) ½ [0; 1] víi c¸c ®Çu mót h÷u tû sao cho

f(x) < f(x0) (f(x) < f(x0))víi x 6= x0 vµ x 2 (p; q). Do ®ã, kh¶ng ®Þnh cña ta
®îc suy ra tõ sù kiÖn chØ cã ®Õm ®îc kho¶ng víi ®Çu mót h÷u tû.

V× cã kh«ng qu¸ ®Õm dîc cùc trÞ ®Þa ph¬ng thùc sù cña f , tån t¹i y

gi÷a f(0) vµ f(1) mµ kh«ng lµ gi¸ trÞ cùc trÞ cña f . Gi¶ sö f(0) < f(1) vµ ®Æt

f¡1(y) = fx1; x¡2; : : : ; xng, ë ®©y x1 < x2 < ¢ ¢ ¢ < xn. Ngoµi ra, ®Æt x0 = 0 vµ
xn¡1 = 1. Khi ®ã, hµm x 7! f(x)¡ y hoÆc d¬ng , hoÆc ©m trªn mçi kho¶ng

(xi; xi+1), vµ cã dÊu kh¸c nhau trong c¸c kho¶ng kÒ nhau. Chó ý r»ng hµm

amm trong kho¶ng thó nhÊt vµ d¬ng trong kho¶ng cuèi cïng. V× vËy, sè

c¸c kho¶ng lµ lÎ. Do ®ã, n lµ lÎ.
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1.3.25. X¸c ®Þnh d∙y fxng b»ng c¸ch ®Æt xn = fn(x0). NÕu cã mét sè h¹ng
cña d∙y lµ ®iÓm cè ®Þnh cña f , th× fxng lµ h»ng sè b¾t ®Çu tõ gi¸ trÞ nµo ®ã
cña chØ sè n. VËy nã héi tô. NÕu cã mét sè h¹ng cña d∙y nµy lµ ®iÓm giíi

h¹n cña nã, th× theo gi¶ thiÕt, d∙y còng héi tô nh trªn. V× vËy, chØ cÇn xÐt

trêng hîp kh«ng cã sè h¹n nµo cña d∙y fxng lµ ®iÓm giíi h¹n cña nã. Gi¶

sö ngîc l¹i, d∙y kh«ng héi tô. Khi ®ã

a = lim
n!1

xn < b = lim
n!1

xn:

LÊy x0 2 (a; b). Do xk0 kh«ng lµ ®iÓm giíi h¹n cña fxng, tån t¹i kho¶ng
(c; d) ½ (a; b) mµ kh«ng chøa bÊt k× sè h¹ng nµo cña d∙y. Ngoµi ra, cã v«

h¹n sè h¹ng cña d∙y trong mçi kho¶ng (¡1; c) vµ (d;1). NÕu kh«ng cã sè
h¹ng nµo cña d∙y trong (a; b), th× ta cã thÓ lÊy c = a vµ d = b. B©y giê, ta

x¸c ®Þnh d∙y con fxnkg cña fxng sao cho xnk < c vµ xnk+1 > d víi k 2 N. V×
vËy, nÕu g lµ ®iÓm giíi h¹n cña xnk , th× g ∙ c vµ f(g) ¸ d. §iÒu nµy m©n

thuÉn víi gi¶ thiÕt r»ng méi ®iÓm giíi h¹n cña d∙y lµ ®iÓm cè ®Þnh cña f .

1.3.26. [6]. Theo kÕt qña cña 1.1.42, ta biÕt r»ng lim
n!1

fn(0)
n

= ®(f) tån t¹i.

Ta sÏ chØ ra r»ng tån t¹i x0 2 [0; 1] sao cho f(x0) = x0 + ®(f). NÕu f(x) ¸
x+®(f)+" víi mäi x 2 [0; 1] vµ víi " > 0 nµo ®ã, th×, nãi riªng, f(0) ¸ ®(f)+".
Ta sÏ chØ ra b»ng quy n¹p r»ng víi n 2 N; fn(0) ¸ n(®(f) + "). Thùc vËy,

®Æt r = f(0)¡ [f(0)], ta cã

f 2(0) = f(f(0)) = f([f(0)] + r) = [f(0)] + f(r)

¸ [f(0)] + r + ®(f) + " = f(0) + ®(f) + "

¸ 2(®(f) + "):

LÝ luËn t¬ng tù ®Ó chøng minh r»ng fn(0) ¸ n(®(f)+ ") kÐo theo fn+1(0) ¸
(n+1)(®(f) + "). B©y giê, quan s¸t r»ng nÕu fn(0) ¸ n(®(f) + "), th× ®(f) ¸
®(f) + ", m©u thuÉn. Hoµn toµn t¬ng tù, cã thÓ chøng minh r»ng nÕu

f(x) ∙ x+®(f)¡ " víi mäi x 2 [0; 1] vµ víi " > 0 nµo ®ã, th× ®(f) ∙ ®(f)¡ ".
L¹i m©u thuÉn. Do ®ã theo tÝnh chÊt gi¸ trÞ trung gian, tån t¹i x0 2 [0; 1]
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sao cho F (x0) = f(x0)¡x0 = ®(f). Nãi riªng, nÕu ®(f) = 0, th× x0 lµ ®iÓm cè

®Þnh cña f . MÆt kh¸c, nÕu x0 lµ ®iÓm cè ®Þnh cña f , th× ®(f) = lim
n!1

fn(0)
n
= 0.

1.3.27. Gäi A = fx 2 [0; 1] : f(x) ¸ 0g; s = infA, vµ h = f + g. V× h gi¶m, ta
cã h(s) ¸ h(x) ¸ g(x) víi x 2 A. Do g liªn tôc, ®iÒu nµy suy ra h(s) ¸ g(s).
Do ®ã, f(s) ¸ 0. Tõ gi¶ thiÕt, suy ra g(0) > h(0) ¸ h(s) ¸ g(s). Do tÝnh

chÊt gi¸ trÞ trung gian cña g, tån t¹i t 2 (0; s] sao cho g(t) = h(s). Khi ®ã

h(t) ¸ h(s) = g(t), suy ra f(t) ¸ 0. Theo ®Þnh nghÜa cña s, ta cã t = s, suy ra
g(s) = h(s), hay t¬ng ®¬ng f(s) = 0.

1.3.28. Chó ý r»ng f kh«ng liªn tôc trªn R. NÕu f liªn tôc trªn R, th×
theo kÕt qu¶ trong 1.3.16, nã sÏ ®¬n ®iÖu thùc sù, ch¼ng h¹n, t¨ng thùc sù.

Trong trêng hîp ®ã, nÕu f(x0) = 0, ta cã f(x) > 0 víi x > x0, vµ f(x) < 0

víi x < x0, m©u thuÉn víi gi¶ thiÕt f ¸nh x¹ R lªn [0;1). LÝ luËn t¬ng tù
chØ ra f kh«ng thÓ gi¶m thùc sù. Do ®ã, f kh«ng liªn tôc trªn R.
Gi¶ sö ngîc l¹i r»ng f cã h÷u h¹n ®iÓm gi¸n ®o¹n, ch¼ng h¹n, x1 < x2 <

: : : < xn. Khi ®ã f ®¬n ®iÖu ngÆt trªn mçi kho¶ng (¡1; x1); (x1; x2); : : : ; (xn;1).
Do ®ã, theo tÝnh chÊt gi¸ trÞ trung gian cña f .

f((¡1; x1)); f((x1; x2)); : : : ; f((xn;1))

lµ c¸c kho¶ng më ®«i mét rêi nhau. Tõ ®ã

[0;1) n
Ã
f((¡1; x1)) [

n¡1[
k=1

f((xk; xk+1)) [ f((xn;1))
!

cã Ýt nhÊt n+ 1 phÇn tö. MÆt kh¸c, c¸c phÇn tö duy nhÊt cña

R n
Ã
(¡1; x1)) [

n¡1[
k=1

(xk; xk+1) [ (xn;1)
!

lµ x1; x2; : : : ; xn. V× vËy, f kh«ng lµ song ¸nh, m©u thuÉn. VËy, ta ®∙ chøng

minh f cã v« h¹n ®iÓm gi¸n ®o¹n.

1.3.29. Ta chØ ra r»ng nÕu I lµ kho¶ng con cña (0; 1) víi phÇn trong kh¸c

rçng, th× f(I) = [0; 1]. §Ó lµm vËy, chó ý r»ng kho¶ng I nh thÕ chøa mét
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kho¶ng con ( k
2n0
; k+1
2n0
). VËy chØ cÇn chøng minh r»ng f( k

2n0
; k+1
2n0
) = [0; 1]. B©y

giê, quan s¸t r»ng nÕu x 2 (0; 1), th× hoÆc x = m
2n0

víi m vµ n0 nµo ®ã, hoÆc

x 2 ( j
2n0
; j+1
2n0
) víi j nµo ®ã, j = 0; 1; : : : ; 2n0 ¡ 1. NÕu x = m

2n0
, th× f(x) = 1 vµ

gi¸ trÞ cña f t¹i ®iÓm gi÷a cña ( k
2n0
; k+1
2n0
) còng lµ 1. TiÕp ®ã, nÕu x 2 ( j

2n0
; j+1
2n0
)

víi j nµo ®ã, th× tån t¹i x0 2 ( k
2n0
; k+1
2n0
) sao cho f(x) = f(x0). Thùc vËy, mäi sè

trong ( k
2n0
; k+1
2n0
) cã cïng n0 ch÷ sè ®Çu tiªn, vµ ta cã thÓ t×m x0 trong kho¶ng

nµy ®Ó tÊt c¶ c¸c ch÷ sè cßn l¹i nh trong khai triÓn nhÞ ph©n cña x. V×

lim
n!1

nP
i=1

ai

n
= lim

n!1

nP
i=n0+1

ai

n¡ n0 ;

ta nhËn ®îc f(x) = f(x0). Do ®ã, chØ cÇn chøng minh r»ng f((0; 1)) = [0; 1],

hay nãi c¸ch kh¸c, víi mäi y 2 [0; 1] tån t¹i x 2 (0; 1) sao cho f(x) ¡ y. Suy
tõ trªn r»ng gi¸ trÞ 1 ®¹t ®îc, ch¼ng h¹n, t¹i x1

2
. §Ó chøng minh gi¸ trÞ 0

còng ®¹t ®îc, lÊy x = :a1; a2; : : : , ë ®©y

ai =

(
1 nÕu i = 2k; k = 1; 2; : : : ;

0 ngîc l¹i.

Khi ®ã

f(x) = lim
k!1

k

2k
= 0:

§Ó ®¹t ®îc gi¸ trÞ y = p
q
, ë ®©y p vµ q lµ c¸c sè nguyªn d¬ng nguyªn

nguyeen tè cïng nhau, lÊy

x = : 00 : : : 0| {z }
q¡p

11 : : : 1| {z }
p

00 : : : 0| {z }
q¡p

: : : ;

ë ®©y c¸c côm q ¡ p sè kh«ng xen kÏ víi c¸c côm p sè 1. Khi ®ã f(x) =

lim
k!1

kp
kq
= p

q
. B©y giê, ta ph¶i chØ ra r»ng mäi sè v« tû y 2 [0; 1] còng lµ nh÷ng

gi¸ trÞ ®¹t ®îc. Ta ®∙ biÕt (xem, ch¼ng h¹n, I, 1.1.14) r»ng tån t¹i d∙y sè

h÷u tû pn
qn
, ë ®©y mçi cÆp sè nguyªn pn vµ qn lµ nguyªn tè cïng nhau, héi tô

tíi y. §Æt

x = : 00 : : : 0| {z }
q1¡p1

11 : : : 1| {z }
p1

00 : : : 0| {z }
q2¡p2

: : : ;



3.4. Chuçi Taylor 155

ë ®©y côm p1 sè 1 tiÕp sau q1 ¡ p1 sè kh«ng, côm p2 sè 1 tiÕp sau q2 ¡ p2 sè
kh«ng, vµ tiÕp tôc. Khi ®ã

f(x) = lim
n!1

p1 + p2 + ¢ ¢ ¢+ pn
q1 + q2 + ¢ ¢ ¢+ qn = lim

n!1
pn
qn
= y:

V× lim
n!1

qn = +1, d¼ng thøc thø hai suy trùc tiÕp tõ kÕt qu¶ trong I, 2.3.9
hoÆc tõ ®Þnh lÝ Stolz (xem, ch¼ng h¹n, I, 2.3.11).

1.4 Hµm nöa liªn tôc

1.4.1.

(a) §Æt sup
±>0

infff(x) : x 2 A; 0 < jx ¡ x0j < ±g = a. Tríc hÕt, gi¶ sö a lµ
sè thùc. Chóng ta sÏ chØ ra r»ng a = lim

x!x0
f(x). Theo ®Þnh nghÜa cña

suppremum, víi mäi ± > 0

infff(x) : x 2 A; 0 < jx¡ x0j < ±g ∙ a;(i)

vµ víi mäi " > 0, tån t¹i ±¤ sao cho

infff(x) : x 2 A; 0 < jx¡ x0j < ±¤g ¸ a¡ ":(ii)

Theo (ii),

f(x)¡ a > a¡ " nÕu 0 < jx¡ x0j < ±¤:(iii)

B©y giê, gäi fxng lµ d∙y ®iÓm cña A kh¸c x0. NÕu d∙y héi tô tíi x0,

th× b¾t ®Çu tõ gi¸ trÞ nµo ®ã cña chØ sè n, 0 < jxn ¡ x0j < ±¤. V× vËy,
f(xn) > a ¡ ". NÕu ff(xn)g héi tô, ch¼ng h¹n tíi y, th× ta nhËn ®îc
y ¸ a ¡ ", vµ do ®ã, lim

x!x0
f(x) ¸ a. §Ó chøng minh r»ng lim

x!x0
f(x) ∙ a,

ta sÏ dïng (i). Suy ra tõ ®Þnh nghÜacña infimum r»ng, víi "1 > 0 cho

tríc, tån t¹i x¤ 2 A sao cho 0 < jx ¡ x0j < ±¤ vµ f(x¤) < a + "1. LÊy
± = 1

n
, ta nhËn ®îc d∙y fx¤ng sao cho

0 < jx¤nj <
1

4
vµ f(x¤n) < a+ "1:



156 Ch¬ng 3. D∙y vµ chuçi hµm

KÕt hîp víi (iii), thu ®îc a¡ " < f(x¤n) < a+ "1. Kh«ng mÊt tæng qu¸t,
cã thÓ gi¶ sö r»ng ff(x¤n)g héi tô. Khi ®ã, giíi h¹n nhá h¬n hoÆc b»ng
a+ ". Tõ tÝnh tuú ý cña "1 > 0 suy ra

lim
x!x0

f(x) ∙ a:

NÕu a = +1, th× víi M > 0 cho tríc, tån t¹i ±¤ > 0 sao cho

infff(x) : x 2 A; 0 < jx¡ x0j < ±¤g > M:

Tõ ®ã, nÕu 0 < jx¡x0j < ±¤, th× f(x) > M . Do ®ã, nÕu fxng héi tô tíi x0,
th× b¾t ®Çu tõ mét chØ sè nµo ®ã cña n, f(xn) > M . VËy lim

n!1
f(x) = +1,

tøc lµ lim
n!1

f(x) = lim
x!x0

f(x) = +1. Cuèi cïng, nÕu a = ¡1, th× víi mäi
± > 0,

infff(x) : x 2 A; 0 < jx¡ x0j < ±g = ¡1:
V× vËy, tån t¹i d∙y fx¤ng héi tô tíi x0 sao cho lim

n!1
f(x¤n) = ¡1, suy ra

lim
x!x0

f(x) = ¡1.

(b) Chøng minh t¬ng tù nh trong (a).

1.4.2. KÕt qu¶ lµ hÖ qu¶ trùc tiÕp cña 1.1.35 vµ bµi to¸n tríc.

1.4.3. Suy ra tõ kÕt qu¶ cña bµi to¸n tríc r»ng víi " > 0 cho tríc, tån t¹i

± > 0 sao cho

0 ∙ y0 ¡ infff(x) : x 2 A; 0 < jx¡ x0j < ±g < ":

Theo ®Þnh nghÜa cña infimum, ®iÒu nµy t¬ng ®¬ng víi ®iÒu kiÖn (i) vµ (ii).

Theo 1.4.2(b), ~y = lim
x!x0

f(x) nÕu vµ chØ nÕu víi mäi " > 0, c¸c ®iÒu kiÖn

sau ®îc tho¶ m∙n :

(1) Tån t¹i ± > 0 sao cho f(x) < ~y + " víi mäi x 2 A trong l©n cËn khuyÕt

0 < jx¡ x0j < ±.
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(2) Víi mäi ± > 0, tån t¹i x0 2 A trong l©n cËn khuyÕt 0 < jx0 ¡ x0j < ± ®Ó
f(x0) > ~y ¡ ".

1.4.4.

(a) Theo 1.4.2(a), lim
x!x0

f(x) = ¡1 nÕu vµ chØ nÕu víi mäi ± > 0

infff(x) : x 2 A; 0 < jx¡ x0j < ±g = ¡1:

§iÒu nµy cã nghÜa víi mäi ± > 0, tËp

ff(x) : x 2 A; 0 < jx¡ x0j < ±g

kh«ng bÞ chÆn díi, suy ra ®iÒu ph¶i chøng minh.

(b) Chøng minh t¬ng tù nh (a).

1.4.5. Gäi f±ng lµ d∙y c¸c sè d¬ng ®¬n ®iÖu gi¶m, héi tô tíi kh«ng. Suy tõ
1.4.2(a) r»ng

l = lim
n!1

infff(x) : x 2 A; 0 < jx¡ x0j < ±ng:

víi sè thùc l, ®iÒu nµy t¬ng ®¬ng víi hai ®iÒu kiÖn sau

(1) Víi n 2 N, tån t¹i kn 2 N sao cho 0 < jx¡ x0j < ±k kÐo theo f(x) > l¡ 1
n

víi k > kn.

(2) Víi n 2 N, tån t¹i kn > n vµ xkn 2 A sao cho 0 < jxkn ¡ x0j < ±kn vµ

f(xkN ) < l +
1
n
.

Do ®ã, tån t¹i d∙y fxkng héi tô tíi x0 sao cho lim
n!1

f(xkn) = l.

NÕu lim
x!x0

f(x) = ¡1, th× theo 1.4.4(a), víi mäi n 2 N vµ ± > 0, tån t¹i

xn 2 A sao cho 0 < jxn ¡ x0j < ± vµ f(xn) < ¡n. V× vËy, lim
x!x0

xn = +1 vµ

lim
x!x0

f(xn) = ¡1.
NÕu lim

x!x0
f(x) = +1, th× sù tån t¹i cña fxng suy ra trùc tiÕp tõ ®Þnh

nghÜa.
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1.4.6. KÕt qña suy ra trùc tiÕp tõ I, 1.1.2 vµ tõ 1.4.1.

1.4.7. ChØ cÇn ¸p dông I, 1.1.4 vµ 1.4.1.

1.4.8. Chó ý r»ng

inf
x2A
(f(x) + g(x)) ¸ inf

x2A
f(x) + inf

x2A
g(x);(1)

sup
x2A
(f(x) + g(x)) ¸ sup

x2A
f(x) + sup

x2A
g(x):(2)

ThËt vËy, víi x 2 A,

f(x) + g(x) ¸ inf
x2A

f(x) + inf
x2A

g(x);

suy ra (1). BÊt ®¼ng thøc (2) ®îc chøng minh t¬ng tù.

Tríc hÕt, ta chØ ra r»ng

lim
x!x0

f(x) + lim
x!x0

g(x) ∙ lim
x!x0

(f(x) + g(x)):(3)

Theo (1), ta cã

infff(x) + g(x) : x 2 A; 0 < jx¡ x0j < ±g
¸ infff(x) : x 2 A; 0 < jx¡ x0j < ±g
+ inffg(x) : x 2 A; 0 < jx¡ x0j < ±g

ChuyÓn qua giíi h¹n khi ± ! 0+ vµ kÕt qu¶ cña 1.4.2(a) sÏ cã (3). BÊt ®¼ng

thøc

lim
x!x0

(f(x) + g(x)) ∙ lim
x!x0

f(x) + lim
x!x0

g(x)(4)

cã thÓ ®îc chøng minh t¬ng tù. H¬n n÷a, suy ra tõ bµi 1.4.6 vµ (3) r»ng

lim
x!x0

f(x) = lim
x!x0

(f(x) + g(x))

¸ lim
x!x0

(f(x) + g(x)) + lim
x!x0

(¡g(x))

= lim
x!x0

(f(x) + g(x))¡ lim
x!x0

g(x):
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Cã thÓ chøng minh theo cïng c¸ch nh vËy r»ng

lim
x!x0

f(x) + lim
x!x0

g(x) ∙ lim
x!x0

(f(x) + g(x)):

§Ó chøng minh c¸c bÊt ®¼ng thøc cã thÓ ngÆt, xÐt c¸c hµm x¸c ®Þnh nh sau

:

f(x) =

(
sin 1

x
nÕu x > 0;

0 nÕu x ∙ 0;

g(x) =

(
0 nÕu x ¸ 0;
sin 1

x
nÕu x < 0:

Víi x0 = 0, c¸c ®¼ng thøc ®∙ cho cã d¹ng ¡2 < ¡1 < 0 < 1 < 2.
1.4.9. Quan s¸t r»ng nÕu f vµ g kh«ng ©m trªn A, th×

inf
x2A
(f(x) ¢ g(x)) ¸ inf

x2A
f(x) ¢ inf

x2A
g(x);(1)

sup
x2A
(f(x) ¢ g(x)) ¸ sup

x2A
f(x) ¢ sup

x2A
g(x)(2)

PhÇn cßn l¹i cña chøng minh t¬ng tù nh trong lêi gi¶i cña bµi to¸n tríc.

§Ó thÊy r»ng bÊt ®¼ng thøc cã thÓ ngÆt, xÐt c¸c hµm ®îc cho bëi

f(x) =

(
1

sin2 1
x
+1

nÕu x > 0;

2 nÕu x ∙ 0;

g(x) =

(
3 nÕu x ¸ 0;

1
sin2 1

x
+1

nÕu x < 0:

Víi x0 = 0, c¸c ®¼ng thøc ®∙ cho cã d¹ng 1
4
< 1 < 3

2
< 3 < 6.

1.4.10. Ta cã lim
x!x0

f(x) = lim
x!x0

f(x) = lim
x!x0

f(x). VËy, theo 1.4.8,

lim
x!x0

f(x) + lim
x!x0

g(x) ∙ lim
x!x0

(f(x) + g(x)) ∙ lim
x!x0

f(x) + lim
x!x0

g(x):

V× vËy,

lim
x!x0

(f(x) + g(x)) = lim
x!x0

f(x) + lim
x!x0

g(x):

C¸c bÊt ®¼ng thøc kh¸c cã thÓ ®îc chøng minh t¬ng tù.
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1.4.11. NÕu ¸ = l hoÆc ¸ = L, th× kh¶ng ®Þnh ®îc suy ra trùc tiÕp tõ 1.4.5.

VËy gi¶ sö r»ng ¸ 2 (l; L). Khi ®ã, theo 1.4.5, tån t¹i d∙y fx0ng vµ fx00ng ®Òu
héi tô ®Õn a sao cho

lim
n!1

f(x0n) = l vµ lim
n!1

f(x00n) = L:

Suy ra r»ng f(x0n) < ¸ < f(x
00
n) b¾t ®Çu tõ gi¸ trÞ nµo ®ã cña chØ sè n. V× f

liªn tôc, nã cã tÝnh chÊt gi¸ trÞ trung gian. Tõ ®ã, tån t¹i xn trong kho¶ng

víi c¸c ®iÓm mót x0n vµ x
00
n sao cho f(xn) = ¸. V× fx0ng vµ fx00ng héi tô tíi a,

d∙y fxng còng vËy.

1.4.12. Hµm liªn tôc t¹i k¼ víi k 2 Z (xem, ch¼ng h¹n, 1.2.1). Râ rµng,

lim
x!x0

f(x) =

(
sinx0 nÕu sinx0 > 0;

0 nÕu sinx0 ∙ 0;
vµ

lim
x!x0

f(x) =

(
0 nÕu sinx0 > 0;

sinx0 nÕu sinx0 ∙ 0;
Do ®ã, f nöa liªn tôc trªn trªn tËpÃ

Q \
[
k2Z
(2k¼; (2k + 1)¼)

!
[
Ã
(R nQ) \

[
k2Z
[(2k ¡ 1)¼; 2k¼]

!

vµ nöa liªn tôc díi trªnÃ
Q \

[
k2Z
((2k ¡ 1)¼; 2k¼)

!
[
Ã
(R nQ) \

[
k2Z
[2k¼; (2k + 1)¼]

!
:

1.4.13. Ta cã

lim
x!x0

f(x) =

(
x20 ¡ 1 nÕu x0 < ¡1hoÆcx0 > 1;
0 nÕu x0 2 [¡1; 1];

vµ

lim
x!x0

f(x) =

(
0 nÕu x0 < ¡1hoÆcx0 > 1;
x20 ¡ 1 nÕu x0 2 [¡1; 1]:
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VËy f nöa liªn tôc trªn t¹i mçi ®iÓm h÷u tû trong (¡1;¡1) [ (1;1) vµ t¹i
mçi ®iÓm h÷u tû trong kho¶ng [¡1; 1]; f nöa liªn tôc díi t¹i mçi ®iÓm h÷u

tû trong (¡1;¡1] [ [1;1) vµ t¹i mçi ®iÓm h÷u tû trong (¡1; 1).
1.4.14. Hµm f liªn tôc t¹i 0 vµ t¹i mçi ®iÓm v« tû (xem, ch¼ng h¹n, 1.2.3).

Gi¶ sö r»ng 0 6= x0 = p
q
, ë ®ay p 2 Z vµ q 2 N nguyªn tè cïng nhau. Khi ®ã,

f(x0) =
1
q
vµ lim

x!x0
f(x) = 0 < 1

q
. Tõ ®ã, f nöa liªn tôc trªn trªn R

1.4.15.

(a) Hµm f liªn tôc t¹i 0 vµ t¹i mçi ®iÓm v« tû d¬ng (xem, ch¼ng h¹n,

1.2.3). Gi¶ sö r»ng x0 lµ sè v« tû ©m. Khi ®ã lim
x!x0

f(x) = jxj = f(x0). V×
vËy, f nöa liªn tôc trªn t¹i 0 vµ t¹i mçi ®iÓm v« tû. NÕu x0 = p

q
> 0,

th× lim
x!x0

f(x) = p
q
> p

q+1
= f(x0). §iÒu nµy cã nghÜa f nöa liªn tôc díi

t¹i mçi ®iÓm h÷u tû d¬ng. NÕu x0 =
p
q
, th×

lim
x!x0

f(x) = ¡p
q
>

p

q + 1
= f(x0)

vµ

lim
x!x0

f(x) =
p

q
>

p

q + 1
= f(x0):

VËy f kh«ng nöa liªn tôc trªn, còng kh«ng nöa liªn tôc díi t¹i c¸c

®iÓm h÷u tû ©m.

(b) Chó ý r»ng víi x 2 (0; 1],
lim
t!x
f(t) = ¡x < f(x) < x = lim

t!x
f(t):

VËy f kh«ng nöa liªn tôc díi, còng kh«ng nöa liªn tôc trªn trªn (0; 1].

1.4.16.

(a) NÕu x0 2 A lµ ®iÓm c« lËp trong A, th× kh¶ng ®Þnh hiÓn nhiªn ®óng.

NÕu x0 2 A lµ ®iÓm giíi h¹n cña A, th× kh¶ng ®Þnh suy ra tõ

lim
x!x0

af(x) =

8<:a limx!x0f(x) nÕu a > 0;

a lim
x!x0

f(x) nÕu a < 0;
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(b) Gi¶ x0 lµ ®iÓm giíi h¹n cñaA vµ, ch¼ng h¹n, f vµ g nöa liªn tôc díit¹i

x0. Khi ®ã, theo 1.4.8,

lim
x!x0

(f(x) + g(x)) ¸ lim
x!x0

f(x) + lim
x!x0

g(x) ¸ f(x0) + g(x0):

1.4.17. Gi¶ sö, ch¼ng h¹n, r»ng fn nöa liªn tôc díi t¹i x0. V× sup
n2N

fn ¸ fn
víi n 2 N, ta nhËn ®îc

lim
x!x0

sup
n2N

fn(x) ¸ lim
x!x0

fn(x) ¸ fn(x0) víi n 2 N:

Do ®ã,

lim
x!x0

sup
n2N

fn(x) ¸ sup
n2N

fn(x0):

1.4.18. ChØ cÇn quan s¸t r»ng nÕu ffng lµ d∙y t¨ng (t¬ng øng, gi¶m), th×
lim
n!1

fn(x) = sup
n2N

fn(x) (t¬ng øng, lim
n!1

fn(x) = inf
n2N

fn(x)) (xem, ch¼ng h¹n,

I,2.1.1) vµ dïng kÕt qu¶ trong bµi to¸n tríc.

1.4.19. Theo 1.4.1. ta cã

f1(x) = maxff(x); lim
z!x
f(z)g

= inf
±>0
supff(z) : z 2 A; jz ¡ xj < ±g

= lim
±!0+

supff(z) : z 2 A; jz ¡ xj < ±g:

T¬ng tù,

f2(x) = lim
±!0+

infff(z) : z 2 A; jz ¡ xj < ±g:
Tõ ®ã,

f1(x)¡ f2(x) = lim
±!0+

supff(z) : z 2 A; jz ¡ xj < ±g
¡ lim
±!0+

infff(u) : u 2 A; ju¡ xj < ±g
= lim

±!0+
supff(z)¡ f(u) : z; u 2 A; jz ¡ xj < ±; ju¡ xj < ±g

= lim
±!0+

supfjf(z)¡ f(u)j : z; u 2 A; jz ¡ xj < ±; ju¡ xj < ±g
= of(x):
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1.4.20. Gäi x lµ ®iÓm giíi h¹n cña A, vµ gäi fxng lµ d∙y c¸c ®iÓm cña A héi

tô tíi x. §Æt ±n = jxn ¡ xj + 1
n
. Khi ®ã, jz ¡ xnj < ±n kÐo theo jz ¡ xj < 2±n.

Do ®ã, tõ lêi gi¶i cña bµi to¸n tríc,

f2(x) = lim
n!1

infff(z) : z 2 A; jz ¡ xkj < ±ng
¸ infff(z) : z 2 A; jz ¡ xkj < ±kg
¸ infff(z) : z 2 A; jz ¡ xj < 2±kg

ChuyÓn qua giíi h¹n khi k !1 cã lim
k!1

f2(xk) ¸ f2(x). Suy ra r»ng lim
z!x
f2(z) ¸

f2(x), vµ v× vËy tÝnh nöa liªn tôc díi cña f2 ®îc chøng minh. Hoµn toµn

t¬ng tù cã thÓ chøng minh f1 nöa liªn tôc trªn. B©y giê, theo kÕt qu¶ cña

bµi to¸n tríc of (x) = f1(x) ¡ f2(x), ®iÒu nµy cïng víi 1.4.16 chøng minh
tÝnh nöa liªn tôc trªn cña of .

1.4.21. Chóng ta sÏ chøng minh kh¶ng ®Þnh cho hµm nöa liªn tôc díi.

Tríc hÕt gi¶ sö r»ng ®iÒu kiÖn ®∙ cho ®îc tho¶ m∙n. Khi ®ã, víi a < f(x0)

tån t¹i ± > 0 sao cho f(x) > a bÊt cø khi nµo jx ¡ x0j < ±. NÕu fxng lµ d∙y
c¸c ®iÓm cña A héi tô tíi x0, th× jxn ¡ x0j < ± víi n ®ñ lín.Tõ ®ã f(xn) > a,
suy ra lim

x!x0
f(xn) ¸ a. Do tÝnh tuú ý cña a, ta cã lim

x!x0
f(xn) ¸ f(x0). B©y giê,

gi¶ sö r»ng f nöa liªn tôc díi t¹i x0 vµ víi tr¸i víi ®iÒu kiÖn cña ta, ®iÒu

kiÖn ®∙ cho kh«ng ®îc tho¶ m∙n. Khi ®ã tån t¹i a < f(x0) sao cho víi mäi

n 2 N, tån t¹i xn 2 A ®Ó jxn ¡ x0j < ±n = 1
n
vµ f(xn) ∙ a. VËy d∙y fxng héi

tô tíi x0 vµ lim
n!1

f(xn) ∙ f(x0), m©u thuÉn.
1.4.22. Gi¶ sö r»ngvíi mäi a 2 R, tËp fx 2 A : f(x) > ag më. Gäi x0 lµ phÇn
tö cña A vµ lÊy a < f(x0). Khi ®ã, tån t¹i ± > 0 sao cho (x0 ¡ ±; x0 + ±) ½
fx 2 A : f(x) > ag. Theo kÕt qu¶ cña bµi to¸n tríc, suy ra f nöa liªn tôc
díi.

Gi¶ sö f nöa liªn tôc díi trªn A. Ta sÏ chØ ra r»ng tËp x 2 A; : f(x) ∙ a
®ãng trong A. Gäi fxng lµ d∙y c¸c ®iÓm cña tËp hîp nµy héi tô tíi a. Khi

®ã f(xn) ∙ a, vµ do ®ã, f(x) ∙ lim
n!1

f(xn) ∙ a, suy ra x còng lµ phÇn tö cña
x 2 A : f(x) ∙ a. VËy, ta ®∙ chøng minh r»ng tËp nµy lµ ®ãng, hay t¬ng
®¬ng, phÇn bï cña nã më trong A.
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1.4.23. Gi¶ sö f nöa liªn tôc díi trªn R, vµ ®ÆtB = f(x; y) 2 R2 : y ¸ f(x)g.
Ta ph¶i chØ ra r»ng B ®ãng trong R2. Gäi (xn; yn) lµ d∙y ®iÓm trong B héi

tô tíi (x0; y0). Khi ®ã

yo = lim
nto1

yn ¸ lim
n!1

f(xn) ¸ lim
x!x0

f(x) ¸ f(x0):

Tõ ®ã, (x0; y0) 2 B.
B©y giê, gi¶ sö r»ng B ®ãng vµ f kh«ng nöa liªn tôc díi t¹i x0 2 R. Khi

®ã, tËp Bc = f(x; y) 2 R : y < f(x)g më trong R2 vµ tån t¹i d∙y fxng; xn 6= x0,
héi tô tíi x0 vµ sao cho y = lim

n!1
f(xn) < f(x0). LÊy g sao cho y < g < f(x0).

Khi ®ã (x0; g) thuéc Bc. Tõ ®ã, tån t¹i h×nh cÇu t©m t¹i (x0; g) chøa trong Bc.

§iÒu nµy cã nghÜa víi n ®ñ lín, (x0; g) thuéc Bc, hay t¬ng ®¬ng, g < f(xn).

V× vËy, g ∙ y, m©u thuÉn.
Nh¾c l¹i r»ng f nöa liªn tôc trªn trªn R nÕu vµ chØ nÕu ¡f nöa liªn tôc

díi trªn R. VËy f nöa liªn tôc trªn trªn R nÕu vµ chØ nÕu tËp f(x; y) 2 R2 :
y ∙ f(x)g ®ãng trong R2.
1.4.24. [21]. Ta tríc hÕt chØ ra r»ng f nöa liªn tôc díi nÕu vµ chØ nÕu hµm

g(x) = 2
¼
arctg f(x) nöa liªn tôc díi. §Ó lµm vËy, ta dïng ®Æc chng ®îc cho

trong 1.4.20. Gi¶ sö r»ng f nöa liªn tôc díi. §Ó chøng minh g còng nöa liªn

tôc díi, chØ cÇn chØ ra víi mäi sè thùc a, tËp B = fx 2 A; 2
¼
arctg f(x) > ag

më trong A. Râ rµng, nÕu a ∙ ¡1, th× B = A, vµ nÕu a ¸ 1, th× B = ;. NÕu
jaj < 1, th× B = fx 2 A; f(x) > tg( 2

¼
a)g; vËy nã më theo gi¶ thiÕt. B©y giê

gi¶ sö r»ng g nöa liªn tôc díi. Khi ®ã fx 2 A : g(x) > 2
¼
arctg ag më víi mäi

sè thùc a. Do ®ã, tËp fx 2 A : f(x) > a më.
Víi n 2 N; a 2 A, x¸c ®Þnh 'a;n bëi

'a;n = g(a) + njx¡ aj; x 2 R;

vµ ®Æt

gn(x) = inf
a2A

'a;n(x):

Râ rµng,

gn(x) ∙ gn+1(x) víi x 2 R
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vµ

gn(x) ∙ 'x;n(x) = g(x) x 2 A:
Tõ ®ã, víi mçi x 2 A, d∙y fgn(x)g héi tô. B©y giê, ta chøng minh r»ng hµm
gn liªn tôc trªn R. Thùc vËy, víi x; x0 2 R,

j'a;n(x)¡ 'a;n(x0)j ∙ njx¡ x0j:

Suy r»ng

'a;n(x
0)¡ njx¡ x0j ∙ 'a;n(x) ∙ 'a;n(x0) + njx¡ x0j:

Do ®ã

gn(x
0)¡ njx¡ x0j ∙ gn(x) ∙ gn(x0) + njx¡ x0j;

vµ v× vËy tÝnh liªn tôc cña gn ®îc chøng minh. Suy ra tõ trªn r»ng víi

x 2 A; lim
n!1

gn(x) ∙ g(x). Ta ph¶i chøng minh r»ng lim
n!1

gn(x) ¸ g(x). Gäi

x 2 A vµ gäi ® << g(x). V× g nöa liªn tôc díi t¹i x, tån t¹i ± > 0 sao cho

g(a) > ® nÕu jx¡ aj < ±. Tõ ®ã

'a;n(x) ¸ g(a) > ® víi jx¡ aj < ±:(1)

MÆt kh¸c,

'a;n(x) > ¡1 + n± víi jx¡ aj < ±;(2)

kÕt hîp víi (1) cã

gn(x) = inf
a2A

'a;n(x) ¸ minf®;¡1 + n±g:

V× vËy, gn(x) ¸ ® víi n ®ñ lín, vµ do ®ã ta nhËn ®îc lim
n!1

gn(x) ¸ ®. Cuèi
cïng,, chuyÓn qua giíi h¹n khi ®! g(x), ta cã lim

n!1
gn(x) ∙ g(x).

1.4.25. Suy ra tõ ®Þnh lý Baire (xem bµi to¸n tríc) r»ng tån t¹i d∙y gi¶m

ffng vµ d∙y t¨ng fgng c¸c hµm liªn tôc héi tô trªn A tíi f vµ g,t¬ng øng.
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§Æt

'1(x) = f1(x); Ã1(x) = inff'1(x); g1(x)g;
: : : : : :

'n(x) = maxfÃn¡1(x); fn(x)g; Ãn(x) = inff'n(x); gn(x)g:

Khi ®ã f'ng gi¶m, bëi v× c¸c bÊt d¼ng thøc Ãn ∙ 'n vµ fn ∙ 'n suy ra

'n+1 = maxfÃn; fn+1g ∙ maxfÃn; fng ∙ maxf'n; fng = 'n:

T¬ng tù, cã thÓ chØ ra r»ng Ãn t¨ng. B©y giê quan s¸t r»ng d∙y c¸c hµm

liªn tôc f'ng vµ Ãn ddeeuf héi tô, ch¼ng h¹n tíi ' vµ Ã, t¬ng øng. Cã thÓ
chØ ra r»ng '(x) = maxfÃ(x); f(x)g vµ Ã(x) = minf'(x); g(x)g (xem, ch¼ng
h¹n, I, 2.4.28). VËy nÕu '(x) 6= Ã(x) víi x nµo ®ã, th× '(x) = f(x); vµ tõ ®ã
f(x) ∙ g(x), ta còng cã Ã(x) = f(x), m©u thuÉn. V× vËy, c¸c d∙y f'ng vµ Ãn
cã cïng giíi h¹n, ch¼ng h¹n f , sao cho f(x) ∙ h(x) ∙ g(x). Theo 1.4.18, h
nöa liªn tôc trªn vµ nöa liªn tôc díi, do ®ã liªn tôc.

1.5 TÝnh liªn tôc ®Òu

1.5.1.

(a) Hµm cã thÓ th¸c triÓn liªn tôc trªn [0; 1]. V× vËy, f liªn tôc ®Òu trªn

(0; 1). V× vËy, f liªn tôc ®Òu trªn (0; 1).

(b) Chó ý r»ng víi n 2 N,¯̄̄̄
f

µ
1

2n¼

¶
¡ f

µ
1

2n¼ + ¼
2

¶¯̄̄̄
= 1

mÆc dï
¯̄̄
1
2n¼

¡ 1
2n¼+¼

2

¯̄̄
cã thÓ nhá tuú ý. Do ®ã, hµm liªn tôc kh«ng ®Òu

trªn (0; 1).

(c) V× tån t¹i th¸c triÓn liªn tôc cña f trªn [0; 1], hµm f liªn tôc ®Òu trªn

(0; 1).
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(d) Ta cã ¯̄̄̄
f

µ
1

lnn

¶
¡ f

µ
1

ln(n+ 1)

¶¯̄̄̄
= jn¡ (n+ 1)j = 1

vµ
¯̄̄
1
lnn
¡ 1

ln(n+1)

¯̄̄
¡!
n!1

. Tõ ®ã, f kh«ng liªn tôc ®Òu trªn (0; 1).

(e) V× lim
x!0+

e¡
1
x = 0, hµm cã thÓ th¸c triÓn liªn tôc trªn [0; 1]. VËy f liªn

tôc ®Òu trªn (0; 1).

(f) Hµm kh«ng liªn tôc ®Òu trªn (0; 1) bëi v×¯̄̄̄
f

µ
1

2¼n

¶
¡ f

µ
1

2¼n+ ¼

¶¯̄̄̄
= e

1
2n¼ + e

1
2n¼+¼ > 2; n 2 N:

(g) §Ó thÊy r»ng hµm kh«ng liªn tôc ®Òu trªn (0; 1), chó ý r»ng¯̄̄̄
f

µ
1

en

¶
¡ f

µ
1

en+1

¶¯̄̄̄
= 1:

(h) Quan s¸t r»ng¯̄̄̄
f

µ
1

2n

¶
¡ f

µ
1

2n+ 1

¶¯̄̄̄
= j cos 1

2n
+ cos

1

2n+ 1
j ¡!
n!1

2:

VËy hµm kh«ng liªn tôc ®Òu trªn (0; 1).

(i) Nh trªn, cã thÓ chØ ra r»ng hµm kh«ng liªn tôc ®Òu trªn (0; 1).

1.5.2.

(a) Chóng ta sÏ chØ ra r»ng f liªn tôc ®Òu trªn [0;+1). Thùc vËy, theo
bÊt ®¼ng thøc

jpx1 ¡px2j ∙
p
jx1 ¡ x2j víi x1; x2 2 [0;1)

ta cã

jx1 ¡ x2j < ± kÐo theo jpx1 ¡px2j < ":
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(b) Chó ý r»ng ¯̄̄̄
f(2n¼)¡ f

µ
2n¼ +

1

n

¶¯̄̄̄
¡!
n!1

2¼:

VËy f kh«ng liªn tôc ®Òu trªn [0;1).

(c) V×

j sin2 x1 ¡ sin2 x2j = j sinx1 ¡ sinx2j ¢ j sinx1 + sinx2j ∙ 2jx1 ¡ x2j;
hµm liªn tôc ®Òu trªn [0;1).

(d) Hµm kh«ng liªn tôc ®Òu trªn [0;1) bëi v×¯̄̄
f(
p
2n¼)¡ f

³
2n¼ +

¼

2

´¯̄̄
= 1

mÆc ®ï
¯̄p
2n¼ ¡p2n¼ + ¼

2

¯̄ ¡!
n!1

0:

(e) Hµm kh«ng liªn tôc ®Òu trªn [0;1). Thùc vËy, suy ra tõ tÝnh liªn tôc
cña hµm logorit r»ng

j lnn¡ ln(n+ 1)j = ln
µ
1 +

1

n

¶
¡!
n!1

0:

Ngoµi ra,

jf(lnn)¡ f(ln(n+ 1))j = 1:

(f) Cã thÓ chøng minh, nh trong (d), r»ng hµm kh«ng liªn tôc ®Òu trªn

[0;1).

(g) V×

j sin(sinx1)¡ sin(sinx2)j ∙ 2
¯̄̄̄
sin
sinx1 ¡ sinx2

2

¯̄̄̄
∙ jx1 ¡ x2j;

f liªn tôc ®Òu trªn [0;1).

(h) Chó ý r»ng ¯̄̄̄
f

µ
2n¼ +

1

2n¼

¶
¡ f (2n¼)

¯̄̄̄
=

¯̄̄̄
sin

µ
2n¼ sin

1

2n¼
+

1

2n¼
sin

1

2n¼

¶¯̄̄̄
¡!
n!1

sin 1:
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Do ®ã, hµm kh«ng liªn tôc ®Òu trªn [0;1).

(i) Quan s¸t r»ng

j sinpx1 ¡ sinpx2j
=

¯̄̄̄
2 sin

p
x1 ¡px2
2

cos

p
x1 +

p
x2

2

¯̄̄̄
∙ jpx1 ¡px2j:

B©y giê lÝ luËn nh trong (a), ta chøng minh ®îc tÝnh liªn tôc ®Òu cña f .

1.5.3. Chóng ta sÏ chøng minh r»ng lim
x!a+

f(x) tån t¹i. Do tÝnh liªn tôc ®Òu,

víi " > 0 cho tríc, tån t¹i ± > 0 sao cho jf(x1) ¡ f(x2)j < " bÊt cø khi nµo
jx1 ¡ x2j < ±. Râ rµng, nÕu a < x1 < a+ ± vµ a < x2 < a+ ±, th× jx1 ¡ x2j < ±.
Suy ra rõ ®Þnh lÝ Cauchy (xem, ch¼ng h¹n, 1.1.37) r»ng giíi h¹n tr¸i cña f

t¹i a tån t¹i. Hoµn toµn t¬ng tù, cã thÓ chøng minh r»ng giíi h¹n ph¶i cña

f t¹i b tån t¹i.

1.5.4.

(a) Suy ra trùc tiÕp tõ ®Þnh nghÜa cña tÝnh liªn tôc ®Òu r»ng tæng cña hai

hµm liªn tôc ®Òu còng lµ hµm liªn tôc ®Òu.

(b) NÕu f vµ g liªn tôc ®Òu trªn kho¶ng h÷u h¹n (a; b), th× theo kÕt qu¶

cña bµi to¸n tríc, c¸c hµm trªn cã thÓ th¸c triÓn liªn tôc trªn [a; b).

V× vËy, f vµ g bÞ chÆn trªn (a; b). Do ®ã, tÝnh liªn tôc ®Òu cña fg trªn

[a; b] suy ra tõ bÊt ®¼ng thøc

jf(x1)g(x1)¡ f(x2)g(x2)j
jf(x1)jjg(x1)¡ g(x2)j+ jg(x2)jjf(x1)¡ f()x2j:

MÆt kh¸c, c¸c hµm f(x) = g(x) = x liªn tôc ®Òu trªn [a;1) nhng
f(x)g(x) = x2 kh«ng liªn tôc ®Òu trªn kho¶ng v« h¹n.

(c) Theo (b), x 7! f(x) sinx liªn tôc ®Òu trªn (a; b). Hµm kh«ng nhÊt thiÕt

liªn tôc ®Òu trªn [a;1), nh vÝ dô trong 1.5.2(b) ®∙ chØ ra.
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1.5.5.

(a) Víi " > 0 cho tríc, tån t¹i ±1 > 0 vµ ±2 > 0 sao cho jf(x1) ¡ f(b)j < "
2

nÕu 0 ∙ b ¡ x1 < ±1
2
vµ jf(x2) ¡ f(b)j < "

2
nÕu 0 ∙ x2 ¡ b < ±2

2
. §Æt

±2 = minf±1; ±2g, ta cã

jf(x1)¡ f(x2)j < " nÕu jx1 ¡ x2j < ±:(1)

Víi x1; x2 2 (a; b] hoÆc x1; x2 2 [b; c), (1) ®îc tho¶ m∙n víi sè d¬ng
± > 0 nµo ®ã.

(b) Kh«ng. Cho A = N vµ B = fn+ 1
n
: n 2 Ng, vµ xÐt hµm f x¸c ®Þnh bëi

f(x) =

(
1 nÕu x 2 A;
2 nÕu x 2 B:

1.5.6. NÕu f lµ hµm h»ng, th× nã liªn tôc ®Òu trªn R. NÕu f lµ hµm tuÇn

hoµn kh¸c hµm h»ng, th× chu kú c¬ b¶n T cña nã tån t¹i (xem 1.2.23). Râ

rµng, f liªn tôc ®Òu trªn mçi kho¶ng [kT; (k + 1)T ]; k 2 Z. VËy, nh trong
lêi gi¶i cña 1.5.5(a), cã thÓ chøng minh r»ng f liªn tôc ®Òu trªn R.

1.5.7.

(a) §Æt lim
x!1

f(x) = l vµ lim
x!¡1

f(x) = L. Khi ®ã, víi " > 0 cho tríc, tån t¹i

A > 0 sao cho jf(x) ¡ lj < "
2
víi x 2 A vµ jf(x) ¡ lj < "

2
víi x ∙ ¡A.

Tõ ®©y, suy ra r»ng nÕu x1; x2 2 [A;1) hoÆc x1; x2 2 (¡1;¡A], th×
jf(x1) ¡ f(x2)j < ". Râ rµng, f liªn tôc ®Òu trªn [¡A;A]. Cuèi cïng,
nh trong lêi gi¶i cña1.5.5(a), cã thÓ chØ ra r»ng f liªn tôc ®Òu trªn R.

(b) Chøng minh t¬ng tù nh trong (a).

1.5.8. ChØ cÇn ¸p dông kÕt qu¶ trong bµi to¸n tríc.

1.5.9. lim
x!1

f(x) kh«ng nhÊt thiÕt tån t¹i. §Ó thÊy ®iÒu nµy, xÐt hµm trong

1.5.2(c). Giíi h¹n lim
x!0+

f(x) tån t¹i (xem 1.5.3).



3.4. Chuçi Taylor 171

1.5.10. Gi¶ sö r»ng I = (a; b) lµ kho¶ng bÞ chÆn vµ, ch¼ng h¹n, f ®¬n

®iÖu t¨ng. Khi ®ã, nh trong 1.1.35, cã thÓ chøng minh r»ng lim
x!a+

f(x) =

inf
x2(a;b)

f(x) vµ lim
x!b¡

f(x) = sup
x2(a;b)

f(x). Do ®ã, f cã thÓ th¸c triÓn liªn tôc trªn

[a; b]. VËy nã liªn tôc ®Òu trªn (a; b). NÕu kho¶ng I kh«ng bÞ chÆn, th× c¸c

giíi h¹n lim
x!1

f(x) vµ=hoÆc lim
x!¡1

f(x) tån t¹i vµ h÷u h¹n. Theo 1.5.7, f liªn

tôc ®Òu trªn I.

1.5.11. Kh«ng. Hµm sau ®©y liªn tôc ®Òu trªn [0;+1) nhng giíi h¹n
lim
x!1

f(x) kh«ng tån t¹i :

f(x) =

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

x víi x 2 [0; 1];
¡x+ 2 víi x 2 [1; 2];
¢ ¢ ¢
x¡ n(n+ 1) víi x 2 [n(n+ 1); (n+ 1)2];
¡x+ (n+ 1)(n+ 2) víi x 2 [n(n+ 1); (n+ 1)2];
¢ ¢ ¢

1.5.12. Gäi " > 0 tuú ý cè ®Þnh. Chän ± > 0 sao cho víi x; x0 ∙ 0
jx¡ x0j < ± kÐo theo jf(x)¡ f(x0)j < "

2
:

Gäi x1; x2; : : : ; xk lµ c¸c ®iÓm trong kho¶ng [0; 1] sao cho víi mäi x 2 [0; 1],
tån t¹i xi ®Ó jx ¡ xij < ±. V× lim

n!1
f(xi + n) = 0 víi i = 1; 2; : : : ; k. Gi¶ sö

x ¸ n0+ 1 vµ ®Æt n = [x]. Khi ®ã, tån t¹i xi sao cho jx¡ (n+ xi)j < ±. Suy ra
r»ng

jf(x)j ∙ jf(x)¡ f(xi + n)j+ jf(xi + n)j < ":
1.5.13. Do tÝnh liªn tôc ®Òu cña f trªn [1;1), tån t¹i ± > 0 sao cho jf(x)¡
f(x0)j < 1 nÕu jx¡ x0j < ±. Mäi x ¸ 1 cã thÓ viÕt díi d¹ng x = 1 + n± + r, ë
®©y n 2 N [ f0g vµ 0 ∙ r < ±. Tõ ®ã

jf(x)j ∙ jf(1)j+ jf(x)¡ f(1)j ∙ jf(1)j+ (n+ 1):
Chia cho x, cã

fracjf(x)jx ∙ jf(1)j+ (n+ 1)
x

∙ jf(1) + 2j
±

=M:
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1.5.14. Nh trong lêi gi¶i cña bµi to¸n tríc, ta t×m ± > 0 sao cho nÕu

x = n± + r, th× víi mäi u ¸ 0

jf(x+ u)¡ f(u)j ∙ n+ 1:

V× vËy,
f(x+ u)¡ f(u)

x+ 1
∙ n+ 1

1 + n± + r
∙ 2
±
=M:

1.5.15. Gi¶ sö fxng lµ d∙y Cauchy gåm c¸c phÇn tö trong A; tøc lµ, víi ± > 0

cho tríc, tån t¹i n0 2 N sao cho jxn ¡ xmj < ± víi n;m ¸ n0. Do tÝnh liªn

tôc ®Òu cña f , víi " > 0 cho tríc, tån t¹i ±" > 0 sao cho jf(xn)¡ f(xm)j < "
nÕu jxn ¡ xmj < ±". VËy ff(xn)g lµ d∙y Cauchy.
1.5.16. Gi¶ sö ngîc l¹i, r»ng f kh«ng liªn tôc ®Òu trªn A. VËy, cã " > 0 sao

cho víi mäi sè nguyªn d¬ng n, tån t¹i xn vµ x0n trong A sao cho jxn¡x0nj < 1
n

vµ jf(xn)¡ f(x0n)j ¸ ". V× A bÞ chÆn, tån t¹i d∙y con héi tô fxnkg cña fxng.
Suy tõ trªn r»ng d∙y fx0nkg héi tô tíi cïng giíi h¹n. V× vËy, d∙y fzkg víi c¸c
sè h¹ng xn1 ; x

0
n1 ; xn2; x

0
n2 ; : : : ; xnk ; x

0
nk
; : : : héi tô, vµ v× vËy, nã lµ d∙y Cauchy.

Nhng jf(xnk ¡ f(x0nk)j ¸ ", vµ nh vËy ff(zk)g kh«ng lµ d∙y Cauchy. M©u
thuÉn.

TÝnh bÞ chÆn cñaA lµ kh«ng bá ®îc. §Ó thÊy ®iÒu nµy, xÐt hµm f(x) = x2

trªn (0;1).
1.5.17. §iÒu kiÖn cÇn suy trùc tiÕp tõ ®Þnh nghÜa cña tÝnh liªn tôc ®Òu. B©y

giê, gi¶ sö r»ng ®iÒu kiÖn ®∙ cho ®îc tho¶ m∙n vµ f kh«ng liªn tôc ®Òu

trªn A. Khi ®ã, tån t¹i " > 0 sao cho víi mäi sè nguyªn d¬ng n, tån t¹i xn
vµ yn trong A sao cho jxn ¡ ynj < 1

n
vµ jf(xn)¡ f(yn)j ¸ ", m©u thuÉn.

1.5.18. Kh«ng. X¸c ®Þnh hµm f b»ng c¸ch ®Æt

f(x) =

8>>>>>><>>>>>>:

1
2

víi x 2 [0; 2];
1
n

víi x = n; n ¸ 2;
2
n

víi x = n+ 1
n
; n ¸ 2

x¡ n+ 1
n

víi x 2 (n; n+ 1
n
); n ¸ 2;

¡ n+2
(n+1)(n¡1)

¡
x¡ n¡ 1

n

¢
+ 2

n
víi x 2 (n+ 1

n
; n+ 1); n ¸ 2:
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Hµm f liªn tôc trªn (0;1), lim
x!1

f(x) = 0 vµ lim
x!0+

f(x) = 1
2
. Suy tõ 1.5.7 r»ng

f liªn tôc ®Òu trªn (0;1). Tuy nhiªn,

lim
n!1

f(n+ 1
n
)

f(n)
= 2:

1.5.19. Do tÝnh liªn tôc cña f t¹i 0, víi " > 0, tån t¹i ± > 0 sao cho jf(x)j < "
víi jxj < ±. Tõ ®ã, tÝnh céng tÝnh díi cña f suy ra r»ng, víi x 2 R vµ jtj < ±,

f(x+ t)¡ f(x) ∙ f(t) < " f(x)¡ f(x+ t) ∙ f(¡t) < ":

Do ®ã, jf(x+ t)¡ f(x)j < ", suy ra tÝnh liªn tôc ®Òu cña f trªn R.

1.5.20. Quan s¸t r»ng !f ®¬n ®iÖu t¨ng trªn (0;1). VËy (xem 1.1.35)

lim
±!0+

!f(±) = inf
±>0
!f (±) ¸ 0:

NÕu lim±!0+ !f (±) = 0, th× víi " > 0, tån t¹i ± > 0 sao cho !f (±) < ". Do ®ã,

nÕu jx1 ¡ x2j < ±, th× jf(x1) ¡ f(x2)j ∙ !f(±) < ". §iÒu nµy cã nghÜa f liªn
tôc ®Òu trªn A.

B©y giê gi¶ sö r»ng f liªn tôc ®Òu trªn A. Khi ®ã, víi " > 0, tån t¹i ±0 > 0

sao cho jf(x1)¡ f(x2)j < " víi jx1 ¡ x2j < ±0. Tõ ®ã, lim
±!0+

!f(±0) ∙ ". Do tÝnh
tuú ý cña " > 0, ta cã lim

±!0+
!f(±) = 0.

1.5.21. Râ rµng, chØ cÇn chøng minh (b) suy ra (a). LÊy " > 0 cè ®Þnh tuú ý.

V× fg liªn tôc t¹i 0, tån t¹i ±1 > 0 sao cho

jxj < ±1 kÐo theo jf(x)g(x)¡ f(0)g(0)j < "

2
:

VËy, nÕu jx1j < ±1 vµ jx2j < ±2, th× jf(x1)g(x1)¡ f(x2)g(x2)j < ". Víi jx1j ¸ ±1,
ta cã

jf(x1)g(x1)¡ f(x2)g(x2)j
∙ jg(x1)jjx1j jx1jjf(x1)¡ f(x2)j+ jf(x2)jjg(x1)¡ g(x2)j:
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Do ®ã,

jf(x1)g(x1)¡ f(x2)g(x2)j
∙ jg(x1)jjx1j (jjx1jf(x1)¡ jx2jf(x2)j+ jf(x2)jjx2)¡ x1j)
+jf(x2)jjg(x1)¡ g(x2)j:

KÕt hîp víi kÕt qu¶ trong 1.5.13, cã

jf(x1)g(x1)¡ f(x2)g(x2)j ∙ M jjx1jf(x1)¡ jx2jf(x2)j
+MLjx1 ¡ x2j+ Ljg(x1)¡ g(x2)j;

ë ®©y

M = sup

½ jg(x)j
jxj : jxj ¸ ±1

¾
;

L = max

½
sup fjf(x)j : jxj ∙ ±1g ; sup

½ jxjjf(x)j
jxj : jxj ¸ ±1

¾
;

¾
:

VËy kÕt qu¶ cÇn chøng minh suy ra tõ tÝnh liªn tôc ®Òu cña g(x) vµ jxjf(x)
trªn R.

1.5.22. Gi¶ sö r»ng f liªn tôc ®Òu trªn I. Khi ®ã, víi " > 0 cho tríc, tån

t¹i ± > 0 sao cho

jx1 ¡ x2j < ± kÐo theo jf(x1)¡ f(x2)j < ":(i)

Ta sÏ chøng minh r»ng víi " > 0 cho tríc, tån t¹i N > 0 sao cho víi mäi

x1; x2 2 I; x1 6= x2,¯̄̄̄
f(x1)¡ f(x2)
x1 ¡ x2

¯̄̄̄
> N kÐo theo jf(x1)¡ f(x2)j < ":(ii)

Râ rµng, phÐp kÐo theo nµy t¬ng ®¬ng víi

jf(x1)¡ f(x2)j ¸ " kÐo theo
¯̄̄̄
f(x1)¡ f(x2)
x1 ¡ x2

¯̄̄̄
∙ N:
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Theo (i), nÕu jf(x1)¡f(x2)j ¸ ", th× jx1¡x2j ¸ ±. Kh«ng mÊt tæng qu¸t, cã thÓ
gi¶ sö r»ng x1 < x2 vµ f(x1) < f(x2). V× f(x2)¡f(x1) ¸ ", tån t¹i ´ 2 ["; 2"] vµ
mét sè d¬ng k sao cho f(x2) = f(x1)+k´. B©y giê, tõ tÝnh chÊt gi¸ trÞ trung

gian cña f trªn kho¶ng [x1; x2], suy ra tån t¹i x1 = z0 < z1 < ¢ ¢ ¢ < zk = x2
sao cho f(zi) = f(x1) + i´; i = 1; 2; : : : ; k. Ta cã jf(zi)¡ f(zi¡1)j = ´ ¸ ", vËy
jzi ¡ zi¡1j ¸ ±. §Æt N = 2"

±
, ta nhËn ®îc¯̄̄̄

f(x1)¡ f(x2)
x1 ¡ x2

¯̄̄̄
¸ k´

k±
=
´

±
∙ 2"
±
= N:

B©y giê gi¶ sö (ii) ®îc tho¶ m∙n. Khi ®ã, víi " > 0 cho tríc, tån t¹i N > 0

sao cho

jf(x1)¡ f(x2)j ¸ " kÐo theo
¯̄̄̄
f(x1)¡ f(x2)
x1 ¡ x2

¯̄̄̄
∙ N:

Do ®ã,

jf(x1)¡ f(x2)j ¸ " kÐo theo jx1 ¡ x2j ¸ "

N
:

§iÒu nµy cã nghÜa r»ng (i) ®îc tho¶ m∙n víi ± = "
N
.

1.6 Ph¬ng tr×nh hµm

1.6.1. Râ rµng, hµm f(x) = x liªn tôc vµ tho¶ m∙n ph¬ng tr×nh hµm

Cauchy. Ta chøng minh r»ng ph¬ng tr×nh nµy kh«ng cã nghiÖm nµo kh¸c.

Tríc hÕt quan s¸t r»ng nÕu f tho¶ m∙n

f(x+ y) = f(x) + f(y) víi x; y 2 R;(1)

th× f(2x) = 2f(x) víi x 2 R. Cã thÓ chøng minh b»ng quy n¹p r»ng víi
n 2 N,

f(nx) = nf(x):(2)

NÕu trong (2), thay x bëi x
n
, ta nhËn ®îc

f
³x
n

´
=
1

n
f(x):(3)



176 Ch¬ng 3. D∙y vµ chuçi hµm

NÕu r = p
q
, ë ®©y p; q 2 N, th× (2) vµ (3) suy ra

f(rx) = f

µ
p

q
x

¶
= pf

µ
1

q
x

¶
=
p

q
f(x) = rf(x):(4)

Suy ra tõ (2) r»ng f(0) = 0. KÕt hîp víi (1), ta ®îc 0 = f(0) = f(x)+f(¡x),
hay nãi c¸ch kh¸c, f(¡x) = ¡f(x). VËy, theo (4), ta cã ¡rf(x) = f(¡rx) =
¡f(rx) víi mäi sè h÷u tû ©m r. Tõ ®ã, víi mäi sè thùc ®, tån t¹i d∙y frng
c¸c sè h÷u tû héi tô tíi ®, vµ v× f liªn tôc, theo (4) ta cã

f(®x) = f( lim
n!1

rnx) = lim
n21

f(rnx) = lim
n!1

rnf(x) = ®f(x):

§Æt x = 1, ®îc f(®) = ®f(1). Do ®ã, f(x) = ax, ë ®©y a = f(1).

1.6.2.

(a) Ta sÏ chøng minh r»ng nÕu f liªn tôc t¹i Ýt nhÊt mét ®iÓm vµ tho¶

m∙n ph¬ng tr×nh hµm Cauchy, th× nã liªn tôc trªn R. VËy, kh¶ng
®Þnh suy ra tõ bµi to¸n tríc. Râ rµng, nÕu f tho¶ m∙n ph¬ng tr×nh

hµm Cauchy c¸c ®¼ng thøc (2)-(4) trong lêi gi¶i cña 1.6.1 ®óng. ta tríc

hÕt chØ ra r»ng tÝnh liªn tôc cña f t¹i mét ®iÓm x0 kÐo theo ttÝnh liªn

tôc t¹i 0. Thùc vËy, nÕu fzng lµ d∙y héi tô tíi 0, th× fzn+ x0g héi tô tíi
x0. Ngoµi ra, suy ra tõ ®¼ng thøc

f(zn + x0) = f(zn) + f(x0)

vµ tõ tÝnh liªn tôc cña f t¹i x0 r»ng lim
n!1

f(zn) = 0 = f(0). B©y giê,

nÕu x lµ sè thùc tuú ý vµ fxng héi tô tíi x th× fxn ¡ xg héi tô tíi 0.
§¼ng thøc f(xn ¡ x) = f(xn)¡ f(x) vµ tÝnh liªn tôc cña f t¹i 0 suy ra
lim
n!1

f(xn) = f(x).

(b) Ta tríc hÕt chØ ra r»ng nÕu f tho¶ m∙n ph¬ng tr×nh hµm Cauchy

vµ bÞ chÆn trªn trong kho¶ng (a; b), th× nã bÞ chÆn trong mäi kho¶ng

(¡"; "); " > 0. §Ó lµm vËy, xÕt hµm

g(x) = f(x)¡ f(1)x; x 2 R:
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Râ rµng, g tho¶ m∙n ph¬ng tr×nh hµm Cauchy, vµ suy tõ lêi gi¶i cña

1.6.1 r»ng g(r) = 0 víi r 2 Q. Víi x 2 (¡"; "), cã thÓ t×m ®îc sè h÷u

tû r sao cho x + r 2 (a; b). Khi ®ã, g(x) = g(x) + g(r) = g(x + r) =

f(x+ r)¡ f(1)(x+ r), suy ra bÞ chÆn trong kho¶ng (¡"; "), vµ do ®ã, f
còng vËy. V× f(¡x) = ¡f(x), f bÞ chÆn díi trong (¡"; "). B©y giê, ta
ph¶i chØ ra f liªn tôc t¹i 0. Gäi fxng lµ d∙y héi tô tíi kh«ng, vµ chän
d∙y frng c¸c sè h÷u tû ph©n kú tíi +1 sao cho lim

n!1
xnrn = 0. Khi ®ã,

d∙y fjf(rnxn)jg bÞ chÆn trªn, ch¼ng h¹n bëi M , vµ

jf(xn)j =
¯̄̄̄
f

µ
1

rn
rnxn

¶¯̄̄̄
=
1

rn
jf(rnxn)j ∙ M

rn
:

Tõ ®ã, lim
n!1

f(xn) = 0 = f(0). VËy kh¶ng ®Þnh cña ta suy tõ (a).

(c) Gi¶ sö, ch¼ng h¹n, r»ng f ®¬n ®iÖu t¨ng. Suy tõ (2)¡(4) trong lêi gi¶i
cña 1.6.1 r»ng víi ¡ 1

n
< x < 1

n
,

¡1
n
f(1) ∙ f(x) ∙ 1

n
f(1):

VËy f liªn tôc t¹i 0, vµ ®ßi hái cña ta suy tõ (a).

1.6.3. Quan s¸t r»ng f(x) = f 2(x
2
) ¸ 0. NÕu f nhËn gi¸ trÞ 0 t¹i x0, th× do

f(x+ y) = f(x)f(y), f sÏ ®ång nhÊt b»ng 0, m©u thuÉn víi f(1) > 0. VËy f

d¬ng trªn R vµ hµm g(x) = ln f(x) liªn tôc vµ tho¶ m∙n ph¬ng tr×nh hµm

Cauchy. Suy ra tõ 1.6.1 r»ng g(x) = ax, ë ®©y a = g(1) = ln f(1). Tõ ®ã,

f(x) = bx; x 2 R, víi b = f(1).
1.6.4. Víi x; y 2 (0;1), chän t; s 2 R sao cho x = et vµ y = es. §Þnh nghÜa g
theo c«ng thøc g(t) = f(et). Khi ®ã, g(t+ s) = g(t) + g(s) víi t; s 2 R, vµ theo
1.6.1, g(t) = at. VËy, f(x) = a lnx = logbx, ë ®©y b = e

1
a .

1.6.5. Nh trong lêi gi¶i cña bµi to¸n tríc, víi x; y 2 (0;1), ta chän t; s 2 R
sao cho x = et; y = es. TiÕp theo, ta x¸c ®Þnh hµm g b»ng c¸ch ®Æt g(t) = f(et).

Khi ®ã f tho¶ m∙n ph¬ng tr×nh ®∙ cho nÕu vµ chØ nÕu g(t+ s) = g(t) + g(s)

víi t; s 2 R. Suy ra tõ 1.6.3 r»ng g(t) = at. Tõ ®ã, f(x) = alnx = xb, ë ®©y

b = ln a.
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1.6.6. NÕu f liªn tôc trªn R vµ f(x)¡ f(y) h÷u tû víi mäi x¡ y h÷u tû, th×
g(x) = f(x+1)¡f(x) liªn tôc vµ gi¶ sö cjØ nhËn gi¸ trÞ h÷u tû. Suy ra tõ tÝnh
chÊt gi¸ trÞ trung gian r»ng g lµ hµm h»ng. §Æt f(x+ 1)¡ f(x) = q; q 2 Q.
NÕu f(0) = r, th× f(1) = r + q, vµ theo quy n¹p, f(n) = nq + r; n 2 N.
Do f(x) = f(x + 1) ¡ q, ta nhËn ®îc f(¡1) = ¡q + r, vµ theo quy n¹p,
f(¡n) = ¡nq + r; n 2 N. Víi sè h÷u tû p = n

m
, hµm f(x + p) ¡ f(x) còng

lµ hµm h»ng. Gäi f(x + p) = f(x) + ~q. Nh trªn, cã thÓ chøng minh r»ng

f(kp) = k~q + r víi k 2 N. Nãi riªng, f(n) = f(mq) = m~q + r. MÆt kh¸c,

f(n) = nq + r. Tõ ®ã, ~q = n
m
q vµ f

¡
n
m

¢
= n

m
q + r. V× p cã thÓ chän tuú ý,

f(x) = qx+ r víi x 2 Q. TÝnh liªn tôc cña f suy ra r»ng f ®îc x¸c ®Þnh bëi
c«ng thøc nµy víi mäi x 2 R.

1.6.7. Quan s¸t r»ng f(0) = 0. Ngoµi ra, víi x 2 R, ta cã

f(x) = ¡f(qx) = f(q2x) = ¡f(q3x):

Cã thÓ chøng minh b»ng quy n¹p r»ng f(x) = (¡1)nf(qnx). Cho n ! 1 vµ

sö dông tÝnh liªn tôc cña f t¹i 0, ta cã f(x) = 0. VËy chØ cã duy nhÊt hµm

®ång nhÊt b»ng 0 tho¶ m∙n ph¬ng tr×nh ®∙ cho.

1.6.8. Ta cã f(0) = 0 vµ

f(x) = ¡f
µ
2

3
x

¶
+ x = f

Ãµ
2

3

¶2
x

!
¡ 2
3
x+ x:

Cã thÓ chøng minh b»ng quy n¹p r»ng víi n 2 N,

f(x) = (¡1)nf
µµ

2

3

¶n
x

¶
+ (¡1)n¡1

µ
2

3

¶n¡1
x+ ¢ ¢ ¢ ¡ 2

3
x+ x:

B©y giê, ta chuyÓn qua giíi h¹n khi n ! 1 vµ sö dông tÝnh liªn tôc cña f

t¹i 0, thu ®îc f(x) = 3
5
x.

1.6.9. NÕu trong ph¬ng tr×nh, ®Æt y = 2x, ta cã

f(y) =
1

2
f

µ
1

2
y

¶
+
1

22
y =

1

22
f

µ
1

22
y

¶
+
1

24
y +

1

22
y:



3.4. Chuçi Taylor 179

Cã thÓ chøng minh b»ng quy n¹p r»ng

f(y) =
1

2n
f

µ
1

2n
y

¶
+
1

22n
y +

1

22(n¡1)
y + ¢ ¢ ¢+ 1

22
y:

Cho n ! 1 vµ sö dông f(0) = 0 vµ f liªn tôc t¹i 0, ta kÕt luËn r»ng

f(y) = 1
3
y.

1.6.10. §Æt f(0) = c. Trong ph¬ng tr×nh Jensen, ta cã

f
³x
2

´
=
f(x) + f(0)

2
=
f(x) + c

2
:

Tõ ®ã,
f(x) + f(y)

2
= f

µ
x+ y

2

¶
=
f(x+ y) + c

2
;

suy ra f(x) + f(y) = f(x + y) + c. B©y giê, ®Æt g(x) = f(x) ¡ c. Khi ®ã g
tho¶ m∙n ph¬ng tr×nh Cauchy (xem 1.6.1). V× vËy, g(x) = ax, hay nãi c¸ch

kh¸c, f(x) = ax+ c.

1.6.11. Tríc hÕt, ta chØ ra r»ng f tuyÕn tÝnh trªn mçi kho¶ng con ®ãng

[®; ¯] cña (a; b). Theo ph¬ng tr×nh Jensen,

f

µ
®+

1

2
(¯ ¡ ®)

¶
= f(®) +

1

2
(f(¯)¡ f(®)):

H¬n n÷a,

f

µ
®+

1

4
(¯ ¡ ®)

¶
= f

Ã
®+ ®+¯

2

2

!

=
1

2
f(®) +

1

2
f

µ
®+ ¯

2

¶
= f(®) +

1

4
(f(¯)¡ f(®))

vµ

f

µ
®+

3

4
(¯ ¡ ®)

¶
= f

µ
1

2
¯ +

1

2

µ
®+

1

2
(¯ ¡ ®)

¶¶
=

1

2
f(¯) +

1

2
f

µ
®+

1

2
(¯ ¡ ®)

¶
= f(®) +

3

4
(f(¯)¡ f(®))
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B©y giê, ta chøng minh b»ng quy n¹p r»ng

f

µ
®+

k

2n
(¯ ¡ ®)

¶
= f(®) +

k

2n
(f(¯)¡ f(®))

víi k = 1; 2; 3; : : : ; 2n vµ n 2 N. Gi¶ sö ®¼ng thøc ®óng víi m ∙ n, ta chøng
minh r»ng nã ®óng cho n+ 1. Thùc vËy, nÕu k = 2l; l = 0; 1; : : : ; 2n, th× theo

gi¶ thiÕt quy n¹p,

f

µ
®+

k

2n+1
(¯ ¡ ®)

¶
= f

µ
®+

l

2n
(¯ ¡ ®)

¶
= f(®) +

l

2n
(f(¯)¡ f(®))

= f(®) +
k

2n+1
(f(¯)¡ f(®)):

T¬ng tù, nÕu k = 2l + 1; l = 0; 1; : : : ; 2n ¡ 1, th×

f

µ
®+

k

2n+1
(¯ ¡ ®)

¶
= f

µ
1

2

µ
®+

l

2n¡1
(¯ ¡ ®)

¶
+
1

2

µ
®+

l

2n
(¯ ¡ ®)

¶¶
=

1

2
f

µ
®+

l

2n¡1
(¯ ¡ ®)

¶
+
1

2
f

µ
®+

l

2n
(¯ ¡ ®)

¶
= f(®) +

k

2n+1
(f(¯)¡ f(®)):

V× c¸c sè k
2n
t¹o thµnh tËp trï mËt trong [0; 1], tÝnh liªn tôc cña f suy ra

r»ng

f(®+ t(¯ ¡ ®)) = f(®) + t(f(¯)¡ f(®)) víi t 2 [0; 1]:
§Æt x = ®+ t(¯ ¡ ®), ®îc

f(x) = f(®) +
f(¯)¡ f(®)
¯ ¡ ® (x¡ ®):

B©y giê quan s¸t r»ng víi gi¶ thiÕt cña ta, c¸c giíi h¹n mét phÝa cña f t¹i a

vµ b tån t¹i. ThËt vËy, ch¼ng h¹n, ta cã

lim
y!b¡

f(y)

2
= f

µ
x+ b

2

¶
¡ f(x)

2
víi x 2 (a; b):
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Râ rµng,

(a; b) =
1[
n=1

[®n ¡ ¯n];

ë ®©y f®ng lµ d∙y gi¶m c¸c ®iÓm trong (a; b) héi tô tíi a, vµ f¯ng lµ d∙y t¨ng
c¸c ®iÓm cña kho¶ng nµy héi tô tíi b. VËy víi x 2 (a; b), tån t¹i n0 2 N sao
cho x 2 [®n; ¯n] víi mäi n ¸ n0. Suy ra r»ng

f(x) = f(®n) +
f(¯n)¡ f(®n)
¯n)¡ ®n (x¡ ®n):

NÕu cho n!1, ta cã

f(x) = f(a+) +
f(b¡)¡ f(a+)

b¡ a (x¡ a):

1.6.12. Víi x 2 R, ®Æt

x1 = x vµ xn+1 =
xn ¡ 1
2

; n = 1; 2; 3; : : : :

Khi ®ã, lim
n!1

xn = ¡1 vµ f(xn) = f(2xn+1); n 2 N. Tõ ®ã, f(x) = f(xn). Cho
n!1, ta thÊy r»ng f(x) = f(¡1). VËy chØ cã hµm h»ng tho¶ m∙n gi¶ thiÕt

cña ta.

1.6.13. Chó ý r»ng g(x) = f(x) ¡ a
2
x2 liªn tôc trªn R vµ tho¶ m∙n ph¬ng

tr×nh hµm Cauchy (xem 1.6.1). VËy g(x) = g(1)x, suy ra

f(x)¡ a
2
x2 =

³
f(1)¡ a

2

´
x víi x 2 R:

1.6.14. Theo gi¶ thiÕt,

f(¡1) = f
µ
¡1
2
= ¡1

3
= ¢ ¢ ¢ = f(0)

¶
:

Ngoµi ra, víi t 6= 0;¡1;¡1
2
;¡1

3
; : : : , ta cã

f(t) = f

µ
t

t+ 1

¶
= f

µ
t

2t+ 1

¶
= f

µ
t

3t+ 1

¶
= ¢ ¢ ¢ :

V× lim
n!1

t
nt+1

= 0, tÝnh liªn tôc cña f t¹i 0 suy ra r»ng f(t) = f(0). VËy nghiÖm

duy nhÊt cña ph¬ng tr×nh ®∙ cho lµ c¸c hµm h»ng.
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1.6.15. Kh«ng. Thùc ra, cã nhiÒu hµm nh vËy. Víi a 2 (0; 1), gäi g lµ hµm
liªn tôc tõ [0; a] vµ [a; 1]. Khi ®ã, hµm f ®îc x¸c ®Þnh bëi

f(x) =

(
g(x) víi x 2 [0; a];
g¡1(x) víi x 2 (a; 1];

ë ®©y g¡1 lµ nghÞch ®¶o cña g, cã tÝnh chÊt nh trong bµi to¸n.

1.6.16. Gi¶ sö ngîc l¹i r»ng tån t¹i y0 2 R sao cho jg(y0)j = a < 1. §Æt

M = supfjf(x)j : x 2 Rg. Theo ®Þnh nghÜa cña supremum, tån t¹i x0 2 R sao
cho jf(x0)j > M

a
. Theo gi¶ thiÕt,

jf(x0 + y0)j+ jf(x0 ¡ y0)j ¸ jf(x0 + y0) + f(x0 ¡ y0)j
= 2jf(x0)jjg(y0)j > 2M

a
a = 2M:

Tõ ®ã, jf(x0 + y0)j > M hoÆc jf(x0 ¡ y0)j > M , m©u thuÉn.
1.6.17. Chó ý r»ng g(x) = f(x)e¡x tho¶ m∙n ph¬ng tr×nh hµm Cauchy. Suy

ra tõ 1.6.1 r»ng f(x) = axex.

1.6.18. Theo gi¶ thiÕt, f(0) = 0 vµ f(2x) = (f(x))2. B»ng quy n¹p,

f(x) =
³
f
³x
2

´´2
=
³
f
³ x
22

´´22
= ¢ ¢ ¢ =

³
f
³ x
2n

´´2n
:

Tõ ®ã,

f
³ x
2n

´
= 2n
p
f(x):

NÕu f(x) > 0, th× chuyÓn qua giíi h¹n khi n!1, ta nhËn ®îc 0 = 1, m©u
thuÉn. VËy, chØ cã hµm ®ång nhÊt b»ng 0 tho¶ m∙n ph¬ng tr×nh ®∙ cho.

1.6.19. Thay x bëi x¡1
x
trong

f(x) + f

µ
x¡ 1
x

¶
= 1 + x(i)

®îc

f

µ
x¡ 1
x

¶
+ f

µ ¡1
x¡ 1

¶
=
2x¡ 1
x

:(ii)
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TiÕp tôc thay x bëi ¡1
x¡1 trong (i), ta nhËn ®îc

f

µ ¡1
x¡ 1

¶
+ f(x) =

x¡ 2
x¡ 1 :(iii)

Céng (i) víi (iii) råi trõ ®i (ii), cã

2f(x) = 1 + x+
x¡ 2
x¡ 1 ¡

2x¡ 1
x

:

Tõ ®ã,

f(x) =
x3 ¡ x2 ¡ 1
2x(x¡ 1) :

Cã thÓ kiÓm tra dÔ dµng r»ng hµm nµy ttho¶ m∙n ph¬ng tr×nh hµm ®∙ cho.

1.6.20. Víi c¸c sè thùc x vµ y, x¸c ®Þnh fxng nh sau : x2k¡1 = x vµ x2k =
y; k = 1; 2; : : : . Khi ®ã ®¼ng thøc f(C ¡ lim

n!1
xn) = C ¡ lim

n!1
f(xn) kÐo theo

f

µ
lim
n!1

nx+ ny

2n

¶
= lim

n!1
nf(x) + nf(y)

2n
;

tøc lµ f tho¶ m∙n ph¬ng tr×nh Jensen f
¡
x+y
2

¢
= f(x)+f(y)

2
. Nh trong lêi

gi¶i cña 1.6.11, cã thÓ chØ ra r»ng

f

µ
x+

k

2n
(y ¡ x)

¶
= f(x) +

k

2n
(f(y)¡ f(x))(i)

víi k = 0; 1; 2; 3; : : : ; 2n vµ n 2 N. Víi t 2 [0; 1], cã thÓ t×m d∙y fkn
2n
g héi tô tíi

t. V× mäi d∙y héi tô còng lµ héi tô Cesàro (tíi cïng giíi h¹n), d∙y víi c¸c sè

h¹ng xn = x + kn
2n
(y ¡ x) héi tô theo nghÜa Cesàro. Theo (i) d∙y ff(xn)g héi

tô tíi f(x) + t(f(y)¡ f(x)). Do ®ã,

f(x+ t(y ¡ x)) = f(x) + t(f(y)¡ f(x))

Suy ra tõ 1.2.33 r»ng f liªn tôc trªn R. KÕt hîp víi 1.6.10, ®iÒu nµy chØ ra
r»ng f(x) = ax+ c.
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1.6.21. V× f(2x¡ f(x)) = x vµ f lµ ®¬n ¸nh, ta cã f¡1(x) = 2x¡ f(x). VËy

f(x)¡ x = x¡ f¡1(x):(i)

Víi x0 2 [0; 1], x¸c ®Þnh b»ng ®Ö quy d∙y fxng bëi xn = f(xn¡1). Suy ra tõ (i)
r»ng xn ¡ xn¡1 = xn¡1 ¡ xn¡2. V× vËy, xn = x0 + n(x1 ¡ x0). V× jxn ¡ x0j ∙ 1,
ta cã jx1 ¡ x0j ∙ 1

n
víi n 2 N. Do ®ã, f(x0) = x1 = x0.

1.6.22. Ta sÏ chøng minh r»ng c¸c nghiÖm liªn tôc duy nhÊt cña ph¬ng

tr×nh ®∙ cho lµ c¸c hµm f(x) = m(x¡ c). NÕu g(x) = 2x¡ f(x)
m
, th× g liªn tôc

vµ

g(g(x)) = 2g(x)¡ x víi x 2 R:(i)

VËy g lµ hµm mét-mét. Thùc vËy, nÕu g(x1) = g(x2), th× ta cã g(g(x1)) =

g(g(x2)), suy ra x1 = x2. Theo kÕt qu¶ trong 1.3.16, g hoÆc t¨ng thùc sù,

hoÆc gi¶m thùc sù trªn R. Ta sÏ chøng minh r»ng trêng hîp tríc x¶y ra.
Theo (i),

g(g(x))¡ g(x) = g(x)¡ x víi x 2 R:(ii)

NÕu g gi¶m ngÆt, th× víi x1 < x2, ta cã g(x1) > g(x2), vµ do ®ã, g(g(x1)) <

g(g(x2)). MÆt kh¸c, (ii) suy ra

g(g(x1))¡ g(x1) = g(x1)¡ x1; g(g(x2))¡ g(x2) = g(x2)¡ x2;

m©u thuÉn.

Tõ (i), suy ra b»ng quy n¹p r»ng

gn(x) = ng(x)¡ (n¡ 1)x víi n ¸ 1;

ë ®©y gn kÝ hiÖu phÐp lÆp thø n cña g. Tõ ®ã, lim
n!1

gn(x)
n
= g(x)¡ x. Ngoµi ra,

gn(x)¡ gn(0) = n(g(x)¡ x¡ g(0)) + x:(iii)
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VËy, cho n!1 vµ dïng tÝnh ®¬n ®iÖu cña g, ta cã

g(x) ∙ x+ g(0) víi x < 0;

g(x) ¸ x+ g(0) víi x > 0:
(1)

suy ra g(R) = R. V× vËy, hµm ngîc g¡1(x) ®îc x¸c ®Þnh trªn R. Trong (i),
thay x bëi g¡1(g¡1(y)), ta thÊy g¡1(g¡1(y)) = 2g¡1(y) ¡ y. V× g¡1 tho¶ m∙n
(i), cã thÓ chøng minh b»ng ph¬ng ph¸p t¬ng tù r»ng

g¡n(y)¡ g¡n(0) = n(g¡n(y)¡ y ¡ g¡n(0)) + y:

TiÕp theo, chuyÓn qua giíi h¹n khi n!1, ta cã (nh trªn)
g¡1(y) ∙ y + g¡1(0) víi y < 0;

g¡1(y) ¸ y + g¡1(0) víi y > 0:
(2)

B©y giê, ta chøng minh r»ng g¡1(0) = ¡g(0). Thay x bëi g¡1(y) trong (ii), ta
®îc

g(y)¡ y = y ¡ g¡1(y);
suy ra g¡1(0) = ¡g(0).
Gi¶ sö, ch¼ng h¹n, r»ng g(0) ¸ 0. Khi ®ã, g(x) > 0 víi x > 0. Theo (2), víi

y = g(x) > 0, ta thÊy x ¸ g(x) + g¡1(0) = g(x)¡ g(0). VËy theo (1), víi x > 0,
ta nhËn ®îc g(x) = x+g(0). V× g¡1(0) ∙ 0, ta cã g¡1(y) < 0 víi y < 0, vµ nh
trªn, ta cã thÓ chøng minh r»ng g¡1(y) = y+g¡1(0), tøc lµ g(x) = x+g(0) víi

x < 0. VËy, g(x) = x+ g(0) hay t¬ng ®¬ng, f(x) = m(x¡ g(0)) víi x 2 R.

1.6.23. DÔ kiÓm tra r»ng c¸c hµm ®∙ cho tho¶ m∙n c¸c ®iÒu kiÖn cña bµi

to¸n. B©y giê, ta sÏ chøng minh r»ng kh«ng cßn nghiÖm nµo kh¸c. NÕu

trong ph¬ng tr×nh

f(x+ y) + f(y ¡ x) = 2f(x)f(y)(i)

ta ®Æt x = 0 vµ y sao cho f(y) 6= 0, ta cã f(0) = 1. LÊy y = 0 trong (i), ta thÊy
r»ng f(x) = f(¡x), tøc f lµ hµm ch½n. Do f liªn tôc vµ f(0) = 1, tån t¹i

kho¶ng [0; c] mµ trªn ®ã hµm nhËn gi¸ trÞ d¬ng. Chóng ta xÐt hai trêng
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hîp : f(c) ∙ 1 vµ f(c) ¸ 1. Trêng hîp thø nhÊt, tån t¹i µ; 0 ∙ µ < ¼
2
, sao

cho f(c) = cos µ. B©y giê, viÕt l¹i (i) díi d¹ng

f(y + x) = 2f(x)f(y)¡ f(y ¡ x):
Thay lÇn lît x = c; y = c vµ x = c; y = 2c ®îc f(2c) = 2 cos2 µ¡1 = cos 2µ vµ
f(3c) = 2 cos µ cos 2µ ¡ cos µ = cos 3µ. Cã thÓ chøng minh b»ng quy n¹p r»ng
f(nc) = cosnµ B©y giê, ¸p dông (i) víi x = y = c

2
®îc³

f
³ c
2

´´2
=
f(0) + f(c)

2
=
1 + cos µ

2
= cos2

µ
theta

2

¶
:

V× f
¡
c
2

¢
vµ cos

¡
µ
2

¢
d¬ng, ph¬ng tr×nh cuèi cïng suy ra r»ng f

¡
c
2

¢
= cos

¡
µ
2

¢
vµ b»ng quy n¹p f

¡
c
2n

¢
= cos

¡
µ
2n

¢
víi n 2 N. NÕu ta b¾t ®µu víi ph¬ng

tr×nh f(nc) = cosnµ vµ lÆp l¹i thñ tôc trªn, ta nhËn ®îc

f
³mc
2n

´
= cos

µ
mµ

2n

¶
víi m;n 2 N:

VËy f(cx) = cos µx víi x = m
2n
. V× tËp c¸c sè d¹ng m

2n
; m; n 2 N, lµ tËp con trï

mËt cña R+, tÝnh liªn tôc cña f suy ra r»ng f(cx) = cos µx víi x > 0. V× f
ch½n, ®¼ng thøc còng ®óng víi x ©m. Cuèi cïng, f(x) = cos ax víi a = µ

c
.

Trêng hîp f(x) > 1, tån t¹i µ sao cho f(c) = cosh µ. §Ó chØ ra r»ng

f(x) = cosh(ax), lÝ luËn t¬ng tù nh trêng hîp trªn.

1.6.24. NÕu ta ®Æt x = tanhu; y = tanh v, th×

x+ y

1 + xy
=
tanh u+ tanh v

1 + tanhu tanh v
= tanh(u+ v):

V× vËy, ph¬ng tr×nh g(u) = f(tanh y) tho¶ m∙n ph¬ng tr×nh hµm Cauchy

(xem 1.6.1) vµ liªn tôc trªn R. Do ®ã, g(u) = au. Tõ ®ã, f(x) = 1
2
a ln 1+x

1¡x víi

jxj < 1.
1.6.25. Gi¶ sö P kh«ng ®ång nhÊt b»ng 0 vµ tho¶ m∙n ph¬ng tr×nh. §Æt

Q(x) = P (1¡x). Khi ®ã, Q(1¡x) = P (x), vµ ph¬ng tr×nh ®∙ cho cã thÓ viÕt
l¹i lµ Q((1¡ x)2) = (Q(x))2 hay

Q(x2) = (Q(x))2 víi x 2 R:(i)
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NÕu Q kh«ng lµ ®¬n thøc, th× nã cã d¹ng Q(x) = k + xmR(x), ë ®©y a 6=
0;m; k ¸ 0, vµ R lµ ®a thøc sao cho R(0) 6= 0. Víi Q nh vËy, theo (i),

2k + x2mR(x2) = a2x2k + 2axk+mR(x) + x2mR2(x):

§ång nhÊt hÖ sè cña c¸c luü thõa nh nhau, ta cã Q(x) = axk; a 6= 0 vµ a = 1.
Do ®ã, P (x) = (1¡ x)k víi k 2 N[ f0g. Râ rµng, hµm ®ång nhÊt b¨ng kh«ng

còng tho¶ m∙n ph¬ng tr×nh ®∙ cho.

1.6.26. [S. Kotz, Amer. Math. Monthly 72 (1965), 1072-1075]. §Ó ®¬n gi¶n

kÝ hiÖu, ta sÏ viÕt fm(xi) thay v× (f(xi))m. NÕu trong ph¬ng tr×nh

f

Ã
1

n

nX
i=1

xmi

!
=
1

n

nX
i=1

fm(xi)(i)

ta ®Æt xi = c; i = 1; 2; : : : ; n, ta cã

f(cm) = fm(c):(ii)

Nãi riªng, f(1) = fm(1), suy ra f(1) = 0 hoÆc f(1) = 1; hoÆc f(1) = ¡1 trong
trêng hîp n lÎ. Còng nh vËy, f(0) = 0 hoÆc f(0) = 1; f(0) = ¡1 nÕu m lÎ.

§Æt c = x
1
m ; x ¸ 0, trong (ii), ta nhËn ®îc

f
³
x

1
m

´
= f

1
m (x):

Thay xi bëi x
1
m
i trong (i) vµ dïng ®¼ng thøc cuèi cïng, ta cã

f

Ã
1

n

nX
i=1

xmi

!
=
1

n

nX
i=1

fm(x
1
m
i ) =

1

n

nX
i=1

fm(xi):(iii)

Nãi riªng, víi x3 = x4 = ¢ ¢ ¢ = xn = 0,

f

µ
x1 + x2
n

=
1

n
f(x1) +

1

n
f(x2) +

n¡ 2
n

f(0)

¶
:

NÕu trong (iii), ta ®Æt x2 = x3 = : : : = xn = 0, vµ thay x1 bëi x1 + x2, ta cã

f

µ
x1 + x2
n

=
1

n
f(x1 + x2) +

n¡ 1
n

f(0)

¶
:
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Do ®ã,

f(x1 + x2) = f(x1) + f(x2)¡ f(0):
VËy, hµm g(x) = f(x)¡f(0) th¶o m∙n ph¬ng tr×nh hµm Cauchy vµ liªn tôc

t¹i Ýt nhÊt mét ®iÓm. Theo kÕt qña trong 1.6.2, g(x) = ax víi x ¸ 0. VËy

f(x) = ax+ b; ë ®©y a = f(1)¡ f(0); b = f(0):

Suy ra tõ trªn r»ng b = 0 hoÆc b = 1; hay thªm vµo ®ã, nÕu m lÎ, b = ¡1.
VËy, c¸c gi¸ trÞ cã thÓ duy nhÊt cña a lµ ¡2;¡1; 0; 1 hoÆc 2. DÔ kiÓm tra r»ng

f(x) = 0; f(x) = 1; f(x) = x;

vµ, víi m lÎ

f(x) = ¡1; f(x) = ¡x
lµ c¸c nghiÖm duy nhÊt.

1.6.27. NÕu f tho¶ m∙n ®iÒu kiÖn ®∙ cho, th× víi mäi sè thùc a; b; b 6= 0,

f(a+ b) = f((ab¡1z + z)(z¡1b)) = f(ab¡1z + z)f(z¡1b)

= (f(ab¡1z) + f(z))f(z¡1b) = f(a) + f(b):

Tõ ®ã f(0) = 0 vµ f(¡x) = ¡f(x). Ngoµi ra, f(n) = nf(1) víi mäi sè nguyªn
n. NÕu f kh«ng ®ång nhÊt b»ng 0, th× tån t¹i c sao cho f(c) 6= 0. Nhng

f(c) = f(1)f(c), vËy f(1) = 1. NÕu x 6= 0, th× 1 = f(x)f(x¡1), vµ do ®ã,

0 6= f(x) = (f(x¡1))¡1. Tõ trªn suy ra víi c¸c sè nguyªn p vµ q 6= 0,

f(pq¡1) = f(p)f(q¡1) = f(p)(f(q))¡1 = pq¡1:

Chó ý r»ng víi x > 0, ta cã f(x) = (f(
p
x))2 > 0. VËy nÕu y ¡ x > 0, th×

f(y ¡ x) = f(y) ¡ f(x) > 0. §iÒu nµy cã nghÜa f lµ ®¬n ®iÖu thùc sù, vµ

f(x) = x nÕu x 2 Q. Suy ra r»ng f(x) = x víi x 2 R.
1.6.28. Hµm f cã d¹ng

f(x) = g(x)¡ g
µ
1

x

¶
;(i)
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ë ®©y g lµ hµm thùc bÊt kú trªn R ½ f0g, tho¶ m∙n ph¬ng tr×nh hµm ®∙

cho. MÆt kh¸c, nÕu f tho¶ m∙n ph¬ng tr×nh ®∙ cho, th×

f(x) =
f(x)¡ f ¡ 1

x

¢
2

;

Tøc lµ f cã d¹ng (i).

1.6.29. Quan s¸t r»ng nÕu f tho¶ m∙n ph¬ng tr×ng hµm ®∙ cho vµ nÕu ta

®Æt

g(x) =
1

2

µ
f(x) + f

µ
1

x

¶¶
; h(x) =

1

2

µ
f(x)¡ f

µ
1

x

¶¶
;

th× c¸c hµm g vµ h cã tÝnh chÊt sau ®©y :

g(x) = g

µ
1

x

¶
;(i)

vµ

h(x) = ¡h
µ
1

x

¶
; h(x) + h2(x) = 0; h(¡x) = h(x):(i)

B©y giê chó ý r»ng nÕu g vµ h tho¶ m∙n (i) vµ (ii), th× f=g+h tho¶ m∙n

ph¬ng tr×nh hµm ®∙ cho. VËy ta cÇn t×m c¸c hµm g vµ h. Nh trong lêi

gi¶i cña bµi to¸n tríc, cã tthÓ chØ ra r»ng mä hµm tho¶ m∙n (i) cã d¹ng

g(x) = k(x) + k

µ
1

x

¶
;

ë ®©y k lµ hµm x¸c ®Þnh trªn R ½ f0g. §Ó t×m hµm h, quan s¸t r»ng (ii) suy

ra h(1) = 0. B©y giê, víi x > 1, ®Æt h(x) = s(ln lnx). Khi ®ã, s tho¶ m∙n

ph¬ng tr×nh hµm

s(ln lnx) + s(ln(2 lnx)) = 0;

hay cã thÓ viÕt l¹i díi d¹ng

s(t) + s(ln 2 + t) = 0 víi t 2 R:
§iÒu nµy cã nghÜa s cã thÓ lµ hµm bÊt kú sao cho s(t) = ¡s(ln 2 + t) (chó ý
r»ng s lµ tuÇn hoµn víi chu kú 2 ln 2). Cã v« h¹n c¸c hµm nh vËy, ch¼ng

h¹n, cã thÓ lÊy s(t) = cos ¼t
ln 2
. TiÕp theo, ta th¸c triÓn hµm f lªn (0; 1) b»ng

c¸ch ®Æt h(x) = ¡h ¡ 1
x

¢
, vµ sau ®ã lªn (¡1; 0) b»ng c¸ch ®Æt h(¡x) = ¡h(x).
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1.6.30. [S. Haruki, Amer. Math. Monthly 86 (1979), 577-578]. NÕu trong

ph¬ng tr×nh ®∙ cho ta thay x bëi x+ y vµ bëi x¡ y, ta cã
f(x+ y)¡ g(x¡ y)

2y
= Á(x):(1)

B©y giê, thay y bëi ¡y trong (1), ®îc
f(x¡ y)¡ g(x+ y)

¡2y = Á(x):

Do ®ã, víi u; v 2 R, ta cã

Á(u+ v) + Á(u¡ v) =
1

2y
(f(u+ v + y)¡ g(u+ v ¡ y)

+f(u¡ v + y)¡ g(u¡ v ¡ y))
=

1

2y
(f(u+ v + y)¡ g(u¡ v ¡ y))

+
1

2y
(f(u¡ (v ¡ y))¡ g(u+ (v ¡ y))):

VËy

Á(u+ v) + Á(u¡ v) = 1

2y
(2(v + y)Á(u)¡ 2(v ¡ y)Á(u)) = 2Á(u):

NÕu ta ®Æt s = u+ v vµ t = u¡ v, th× ®iÒu nµy cã thÓ viÕt l¹i díi d¹ng
Á(s) + Á(t)

2
= Á

µ
s+ t

2

¶
; s; t 2 R:

Gäi A : R! R ®îc cho bëi A(s) = Á(s)¡ Á(0). Khi ®ã, A(0) = 0 vµ
A(t) +A(s) = Á(t) + Á(s)¡ 2Á(0)

= 2Á

µ
s+ t

2

¶
¡ 2Á(0)

= 2Á

µ
s+ t

2

¶
:

(2)

§Æt t = 0 cã A(s) = 2A( s
2
). TiÕp tôc, thay s bëi s+ t, ta nhËn ®îc

A(s+ t) = 2A(
s+ t

2
):
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Tõ ®©y vµ (2) suy ra

A(s+ t) = A(s) +A(t):(3)

VËy ph¬ng tr×nh (1) cã thÓ viÕt díi d¹ng

f(x+ y)¡ g(x¡ y)
2y

= B +A(x);(4)

ë ®©y B = Á(0) vµ x 7! A(x) lµ hµm tho¶ m∙n (3). NÕu trong (4) lÇn lît ®Æt

y = x vµ y = ¡x, th× ta cã

f(2x) = g(0) + 2Bx+ 2xA(x) vµ g(2x) = f(0) + 2Bx+ 2xA(x):

Thay 2x bëi x vµ dïng A(s) = 2A( s
2
), ta nhËn ®îc

f(x) = g(0) +Bx+
1

2
xA(x) g(2x) = f(0) +Bx+

1

2
xA(x):

ThÕ nh÷ng ph¬ng tr×nh nµy vµo (1) vµ ¸p dông (3), ta ®i ®Õn

g(0)¡ f(0) + 2By + xA(y) + yA(x)
2y

= Á(x):

§Æt x = 1, ta cã

A(x) = dy + f(0)¡ g(0) ë ®©y d = 2Á(1)¡A(1)¡ 2B:

V× A(0) = 0, ta cã f(0) = g(0). Tõ ®ã, A(x) = dx vµ f(x) = g(x) = f(0)+Bx+
1
2
dx2.

DÔ kiÓm tra r»ng f(x) = g(x) = ax2 + bx + c vµ Á(x) = f 0(x) = 2ax + b

tho¶ m∙n ph¬ng tr×nh hµm ®∙ cho.

1.6.31. TËp R cã thÓ xem nh kh«ng gian vector trªn Q. C¬ së Hamel cho
R trªn Q lµ tËp ®éc lËp tuyÕn tÝnh cùc ®¹i. Tån t¹i c¬ së Hamel H chøa 1.

V× vËy, mçi x 2 R cã biÓu diÔn duy nhÊt

x =
X
h2H

!h(x)h;
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ë ®©y chØ cã h÷u h¹n hÖ sè !h(x) kh¸c kh«ng. Do ®ã,víi x; y 2 R,

x+ y =
X
h2H

!h(x+ y)h =
X
h2H

(!h(x) + !h(y))h;

suy ra !h(x+ y) = !h(x) + !h(y). VËy, nãi riªng, f = !1 tho¶ m∙n (a). Ta sÏ

chøng minh nã còng tho¶ m∙n c¸c tÝnh chÊt kh¸c.

Chó ý r»ng !1 = 1, bëi v× 1 = 1 ¢ 1 vµ 1 2 H. B©y giê, ta chØ ra r»ng
!1(x) = x víi x 2 Q. Theo tÝnh céng tÝnh cña !1,

1 = !1(1) = !1

µ
1

q
+
1

q
+ ¢ ¢ ¢+ 1

q

¶
= q!1

µ
1

q

¶
:

Tõ ®ã

!1

µ
1

q

¶
=
1

q
:

L¹i do tÝnh céng tÝnh, suy ra r»ng

!1

µ
p

q

¶
=
p

q
víi p; q 2 N:

Ngoµi ra, !1(0) = 0, bëi v× 0 = 0 ¢ 1 vµ 1 2 H. VËy

0 = !1(0) = !1

µ
p

q
+

µ
¡p
q

¶¶
= !1

µ
p

q

¶
+ !1

µ
¡p
q

¶
;

hay nãi c¸ch kh¸c

!1

µ
¡1
q

¶
= ¡1

q
:

VËy ta ®∙ chøng minh r»ng !1(x) = x víi mäi x 2 Q. Cuèi cïng, ta chØ ra
r»ng !1 kh«ng liªn tôc. NÕu !1 liªn tôc, ta sÏ cã !1(x) = x víi mäi x 2 R.
§iÒu nµy m©u thuÉn víi gi¶ thiÕt !1 chØ nhËn gi¸ trÞ h÷u tû.

1.7 Hµm liªn tôc trong kh«ng gian metric

1.7.1. Tríc hÕt, ta chøng minh r»ng (a) =) (b). Gäi F lµ tËp ®ãng trong

Y. Khi ®ã, nÕu d∙y fxng c¸c phÇn tö trong f¡1(F) héi tô tíi x, th× f(xn) 2 F,
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vµ do tÝnh liªn tôc cña f , f(xn) ! f(x). V× F ®ãng, f(x) 2 F, hay nãi c¸ch
kh¸c x 2 f¡1(F). VËy ta ®∙ chøng minh r»ng f¡1(F) ®ãng.
§Ó chøng minh (b) =) (c), chØ cÇn chó ý r»ng mäi tËp con më G cña

Y lµ phÇn bï cña tËp con ®ãng F, tøc lµ, G = Y ½ F. Khi ®ã, ta cã

f¡1(G) = X ½ f¡1(F).
B©y giê ta sÏ chøng minh r»ng (c) =) (a). Gäi x0 2 X vµ " > 0 tuú ý cè

®Þnh. Theo gi¶ thiÕt, tËp f¡1(BY(f(x0); ")) lµ më trong X. Do x0 lµ phÇn tö

cña f¡1(BY(f(x0); ")), tån t¹i ± > 0 sao cho BX(f(x0); ") ½ f¡1(BY(f(x0); ")).
V× vËy, ta cã f(BX(x0; ±)) ½ BY(f(x0); "), tøc lµ f liªn tôc t¹i x0.
VËy, ta ®∙ chøng minh r»ng ba ®iÒu kiÖn ®Çu tiªn lµ t¬ng ®¬ng.

TiÕp theo, ta chøng minh r»ng (a) =) (d). §Ó lµm vËy, lÊy y0 2 f(A). Theo
®Þnh nghÜa nghÞch ¶nh cña mét tËp díi t¸c ®éng cña ¸nh x¹ f , tån t¹i

x0 2 A sao cho f(x0) = g(x0). Do tÝnh liªn tôc cña f t¹i x0, víi " > 0 cho

tríc, tån t¹i h×nh cÇu BX(x0; ±) sao cho

f(BX(x0; ±)) ½ BY(y0; "):

V× x0 2 A, ta thÊy BX(x0; ±) \A 6= ;. VËy

; 6= f(BX(x0; ±) \A) ½ BY(y0; ") \ f(A);

tøc lµ y0 2 f(A).
§Ó chøng minh (d) =) (c), ®Æt A = f¡1(B). Khi ®ã

f(f¡1(B)) ½ f(f¡1(B)) = B:

Tõ ®ã f¡1(B) ½ f¡1(B).
Cuèi cïng, ta chøng minh r»ng (c) =) (b). NÕu F ®ãng, th× F = F. Theo

(c),

f¡1(F) ½ f¡1(F);
tøc lµ f¡1(F) ®ãng.

1.7.2. KÝ hiÖu B(X) lµ hä tÊt c¶ c¸c tËp con Borel cña X, tøc lµ, ¾-®¹i sè
c¸c tËp con cña X chøa mäi tËp më. KÝ hiÖu ~B lµ hä c¸c tËp B ½ Y sao cho



194 Ch¬ng 3. D∙y vµ chuçi hµm

f¡1(B) 2 B(X). Khi ®ã ~B lµ ¾-®¹i sè c¸c tËp con cña Y. V× f liªn tôc, suy
ra tõ bµi to¸n tríc r»ng nghÞch ¶nh cña mäi tËp më lµ më. Do ®ã, ~B chøa
tÊt c¶ c¸c tËp con më cña Y. Tõ ®ã, B(Y) ½ ~B, suy ra nÕu B 2 B(Y), th×
f¡1(B) 2 ~B(X).
1.7.3. Cho X = Y = R ®îc trang bÞ metric Euclide th«ng thêng d(x; y) =
jx¡ yj. X¸c ®Þnh f(x) = sin¼x vµ F = ©n+ 1

n
: n ¸ 2ª. Khi ®ã, F ®ãng trong

kh«ng gian metric X, v× nã chØ chøa c¸c ®iÓm c« lËp. MÆt kh¸c,

f(F) =
n
sin
¼

2
;¡ sin ¼

3
; sin

¼

4
; : : :

o
kh«ng ®ãng trong Y bëi v× nã kh«ng chøa ®iÓm ®iÓm tÝch luü cña nã, tøc lµ

®iÓm 0.

LÊy X vµ Y nh trªn ®ång thêi x¸c ®Þnh f(x) = x(x ¡ 2)2 vµ G = (1; 3).

Khi ®ã, f(F) = [0; 3).

1.7.4. NÕu yn inf f(F), th× yn = f(xn), ë ®©y xn 2 F; n = 1; 2; 3; : : : . NÕu F

compact trong X, th× tån t¹i d∙y con fxnkg cña fxng héi tô tíi x 2 F. Do tÝnh
liªn tôc cña f , fynkg x¸c ®Þnh bëi ynk = f(xnk) lµ d∙y con cña fyng héi tô tíi
f(x) inf f(F). VËy tÝnh compact cña f(F) ®îc chøng minh.

1.7.5. Gäi fxng lµ d∙y c¸c phÇn tö trong F1 [F2 [ : : :[Fm héi tô tíi x. Khi
®ã, tån t¹i Ýt nhÊt mét d∙y Fi chøa d∙y con fxnkg. Do ®ã, d∙y fxng cã thÓ
ph©n tÝch thµnh h÷u h¹n d∙y con sao cho mçi d∙y con ®îc chøa trong mét

tËp Fi. Do Fi ®ãng vµ f liªn tôc trªn Fi, f(xnk) = fjFi(xnk)! fjFi(x) = f(x).

Suy ra r»ng ff(xn)g ®îc ph©n tÝch thµnh h÷u h¹n d∙y con héi tô tíi f(x),
tøc lµ ff(xn)g héi tô tíi f(x).

§Ó thÊy r»ng kh¶ng ®Þnh kh«ng ®óng trong trêng hîp v« h¹n tËp, xÐt

Fi x¸c ®Þnh nh sau : F0 = f0g; Fi =
©
1
i

ª
; i = 1; 2; 3; : : : . Hµm cho bëi

f(x) =

(
1 víi x 2 Fi; i = 1; 2; 3; : : : ;
0 víi x 2 F0;

liªn tôc trªn mçi Fi; i = 0; 1; 2; 3; : : : , nhng kh«ng liªn tôc trªn tËp
1S
i=0

Fi.
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1.7.6. LÊy tuú ý x0 2 [
t2T
Gt. Khi ®ã, tån t¹i t0 2 T sao cho x0 2 Gt0 . V× Gt0

më vµ giíi h¹n cña f trªn Gt0 lµ liªn tôc, víi " > 0, tån t¹i ± > 0 sao cho nÕu

x 2 B(x0; ±) ½ Gt0 , th× f(x) = fjGt0
(x) 2 B ¡fjGt0

(x0); "
¢
, tøc lµ f liªn tôc t¹i

x0.

1.7.7. Gi¶ sö r»ng víi mä tËp compact A ½ X, fjA lµ liªn tôc. NÕu d∙y fxng
c¸c phÇn tö cña X héi tô tíi x, th× tËp A = fx; x1; x2; x3; : : : g lµ compact
trong X. VËy, f(xn) = fjA(xn)! fjA(x) = f(x). VËy f liªn tôc trªn X. Bao

hµm ngîc l¹i lµ râ rµng.

1.7.8. TÝnh liªn tôc cña f¡1 t¬ng ®¬ng víi ®iªuf kiÖn f(G) më trong Y

víi mçi G më trong X. NÕu G më trong X, th× GC = X ½ G, coi nh tËp
con ®ãng cña kh«ng gian compact X lµ compact. Theo kÕt qu¶ cña 1.7.4,

f(GC) = bY ½ f(G) còng compact, vµ do ®ã ®ãng. §iÒu nµy cã nghÜa f(G)
më.

§Ó chØ ra tÝnh compact lµ gi¶ thiÕt cèt yÕu, xÐt f : (0; 1)[f2g ! (0; 1] cho

bëi f(x) = x víi x 2 (0; 1) vµ f(2) = 1. Râ rµng, f lµ song ¸nh liªn tôc tõ

(0; 1 [ f2g) lªn (0; 1]. V× f¡1(x) = x víi x 2 (0; 1) vµ f¡1(1) = 2, hµm ngîc

kh«ng liªn tôc trªn (0; 1].

1.7.9. Gäi d1 vµ d2 lÇn lît lµ c¸c metric cña X vµ Y. Do tÝnh liªn tôc cña

f , víi " > 0 cho tríc vµ x 2 X, tån t¹i ±(x) > 0 sao cho
d1(y; x) < ±(x) kÐo theo d1(f(y); f(x)) <

"

2
:(1)

V× hä c¸c h×nh cÇu
©
B
¡
x; 1

2
±(x)

¢
: x 2 Xª lµ phñ më cña kh«ng gian compact

X, tån t¹i phñ con h÷u h¹n½
B

µ
xi;
1

2
±(xi)

¶
: i = 1; 2; : : : ; n

¾
:(2)

§Æt ± = 1
2
minf±(x1); ±(x2); : : : ; ±(xn)g vµ lÊy x vµ y trong X sao cho d1(x; y) <

±. V× hä (2) lµ mét phñ cña X, tån t¹i i 2 f1; 2; : : : ; ng sao cho d1(x; xi) <
1
2
±(xi). Khi ®ã

d1(y; xi) < d1(y; x) + d1(x; xi) < ± +
1

2
±(xi) ∙ ±(xi):
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Do ®ã, theo (1),

d2(f(x); f(y)) ∙ d2(f(x); f(xi)) + d2(f(xi); f(y)) < ":

1.7.10. Víi x0; x 2 X vµ y 2 A,

dist(x;A) ∙ d(x; y) ∙ d(x; x0) + d(x0; y):

VËy dist(x;A) ∙ d(x; x0) + dist(x0;A). Tõ ®ã

dist(x;A)¡ dist(x0;A) ∙ d(x; x0):

Còng nh vËy, dist(x0;A)¡ dist(x;A) ∙ d(x; x0). Do ®ã

jdist(x;A)¡ dist(x0;A)j ∙ d(x; x0);

vµ v× vËy f liªn tôc ®Òu trªn X.

1.7.11. NÕu f(X) kh«ng liªn th«ng, th× tån t¹i c¸c tËp con më rêi nhau, kh¸c

rçng G1 vµ G2 sao cho G1 [ G2 = f(X). TÝnh liªn tôc cña f suy ra r»ng

f¡1(Gi); i = 1; 2, lµ më. Râ rµng, chóng kh¸c rçng, rêi nhau vµ hîp cña

chóng b»ng X, m©u thuÉn.

1.7.12. Gäi d1 vµ d2 lÇn lît lµ c¸c metric trªn X vµ Y. Gi¶ sö f liªn

tôc t¹i x0 2 A. Khi ®ã, víi " > 0 cho tríc, cã thÓ t×m ± > 0 sao cho

f(x) 2 Bf(x0); "=2 bÊt cø khi nµo x 2 B(x0; ±) \A. Do ®ã,, d2(f(x); f(y)) < "
víi mäi x; y 2 B(x0; ±)\A. Suy ra r»ng of(x0) = 0. Ngîc l¹i, nÕu of (x0) = 0,
th× víi " > 0, tån t¹i ±" > 0 sao cho

0 < ± < ±" kÐo theo diam(f(A \B(x0; ±))) < ":

Tõ ®ã d1(x; x0) < ± kÐo theo

d2(f(x); f(x0)) ∙ diam(f(A \B(x0; ±))) < ":
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1.7.13. §Æt B = fx 2 A : of(x) ¸ "g vµ gäi fxng lµ d∙y c¸c ®iÓm cña B héi

tô tíi x0. V× B ½ A; x0 2 A. V× vËy, of(x0) ®îc x¸c ®Þnh ®óng ®¾n. Ngoµi
ra, víi mäi ± > 0, tån t¹i n 2 N sao cho B(xn; ±=2) ½ B(x0; ±). Tõ ®ã

diam(f(A \B(x0; ±))) ¸ diam(f(A \B(xn; ±=2))) ¸ of (xn) ¸ ":
Suy ra r»ng of(x0) ¸ ", hay nãi c¸ch kh¸c, x0 2 B.
1.7.14. Theo kÕt qu¶ cña 1.7.12, tËp C c¸c ®iÓm liªn tôc cña f b»ng tËp c¸c

®iÓm mµ trªn ®ã dao dé triÖt tiªu. §Æt

Bn = fx 2 X : of(x) < frac1ng :
Suy ra tõ bµi to¸n tríc r»ng Bn më trong X. MÆt kh¸c,

C =
1\
n=1

Bn;

tøc lµ, tËp c¸c ®iÓm liªn tôc cña f cã kiÓu G±. Suy ra r»ng tËp X n C c¸c

®iÓm gi¸n ®o¹n cña f cã kiÓu F¾ trong X.
1.7.15. XÐt hµm ®Þnh nghÜa bëi (so s¸nh víi 1.2.3 (a))

f(x) =

8><>:
0 nÕu x h÷u tû.
0 nÕu x = 0;
1
q

nÕu x = p
q
; p 2 Z; q 2 N; vµ p; q nguyªn tè cïng nhau.

1.7.16. [S. S. Kim, Amer. Math. Monthly 106 (1999), 258-259]. Gäi A cã

kiÓu F¾ trong R, tøc lµ 1[
n=1

Fn = A;

ë ®©y Fn ®ãng. Kh«ng mÊt tæng qu¸t, cã thÓ gi¶ sö r»ng Fn ½ Fn+1 víi

n 2 N. Thùc vËy, chØ cÇn thay Fn bëi F1[F2[ ¢ ¢ ¢Fn. NÕu A = R, th×, ch¼ng
h¹n, f(x) = ÂQ(x) gi¸n ®o¹n t¹i mçi x 2 R. NÕu A 6= R, th× ta ®Þnh nghÜa
hµm g b»ng c¸ch ®Æt

g(x) =

8<:
P
n2K

1
2n

nÕu x 2 A;
0 nÕu x 2 R ½ A;
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ë ®©y K = fn : x 2 Fng, vµ ta ®Æt

f(x) = g(x)

µ
ÂQ(x)¡ 1

2

¶
:

Tríc hÕt, ta chØ ra r»ng mçi ®iÓm cña A lµ ®iÓm gi¸m ®o¹n cña f . Thùc

vËy, nÕu x 2 Ao, th× mäi l©n cËn cña x chøa mét ®iÓm mµ t¹i ®ã dÊu cña f

kh¸c dÊu cña f(x). NÕu x 2 @A\A, th× f(x) 6= 0 vµ mäi l©n cËn cña x chøa
mét ®iÓm mµ t¹i ®ã f triÖt tiªu. V× A = Ao [ (@A \A), hµm f gi¸n ®o¹n

trªn A. B©y giê, ta ph¶i chØ ra r»ng f liªn tôc trªn R ½ A. Ta cã f(x) = 0
nÕu x =2 A. NÕu d∙y fxkg héi tô tíi x vµ xk 2 A, th× víi mäi n, tån t¹i kn sao
cho xk 2 Fn víi k ¸ kn. (NÕu cã v« h¹n xk trong Fn nµo ®ã, th× x còng n»m
trong Fn.) Do ®ã, víi k ¸ kn,

g(xk) =
1

2n+1
+

1

2n+2
+ : : : =

1

2n
;

tøc lµ lim
k!1

g(xk) = 0 = g(x).

1.7.17. Kh«ng. Mäi hµm x¸c ®Þnh trªn kh«ng gian metric rêi r¹c lµ liªn tôc.

1.7.18. Tríc hÕt gi¶ sö r»ng x 2 @A = A \X nA. V× mçi h×nh cÇu B(x; ±)
chøa c¸c ®iÓm cña A vµ c¸c ®iÓm cña X nA, ta cã oÂA(x) = 1.
B©y giê, gi¶ sö r»ng oÂA(x) > 0. §iÒu nµy cã nghÜa víi mäi ± > 0,

sup
©¯̄
ÂA(x) ¡ ÂA(y)

¯̄
: y 2 B(x; ±)ª = oÂA(x; ±) > 0:

Do ®ã, mçi h×nh cÇu B(x; ±) phØa chøa c¸c ®iÓm cña A vµ c¸c ®iÓm cña XnA.
Tõ ®ã, x 2 @A = A \X nA.

Râ rµng, nÕu A võa më, võa ®ãng, th× @A = ;. V× vËy, theo 1.7.12, ÂA
liªn tôc trªn X. Ngîc l¹i, nÕu ÂA liªn tôc trªn X, th× @A = ;. B©y giê,
ta chøng minh r»ng A ½ A. NÕu kh«ng, tån t¹i x 2 A n A ½ X nA, m©u
thuÉn. Cã thÓ chøng minh hoµn toµn t¬ng tù r»ng X nA còng ®ãng.

1.7.19. Víi x 2 A vµ ± > 0 ta cã

of(x; ±) = supfd2(f(x); f(y)) : y 2 B(x; ±)g
= supfd2(f(x); f(y)) : y 2 A \B(x; ±)g

+supfd2(f(x); f(y)) : y 2 (X nA) \B(x; ±)g
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VËy

of(x; ±)

∙ supfd2(g1(x); g1(y)) : y 2 A \B(x; ±)g
+supfd2(g1(x); g2(y)) : y 2 (X nA) \B(x; ±)g

∙ og1(x; ±) + supfd2(g1(x); g2(y)) : y 2 (X nA) \B(x; ±)g
∙ og1(x; ±)

+ supfd2(g1(x); g2(x)) + d2(g2(x); g2(y)) : y 2 (X nA) \B(x; ±)g
∙ og1(x; ±) + d2(g1(x); g2(x)) + og2(x; ±):

V× g1 vµ g2 liªn tôc, ta cã, theo 1.7.12,

of(x) ∙ d2(g1(x); g2(x)):(1)

B©y giê, ta ph¶i chøng minh r»ng víi x 2 A.

of(x) ¸ d2(g1(x); g2(x)):(2)

Gäi f±ng lµ d∙y c¸c sè d¬ng héi tô tíi 0. V× Ao = ;, tËp X nA trï mËt trong

X. VËy mçi h×nh cÇu B(x; ±n) chøa mét ®iÓm yn cña X nA. Do ®ã,

supfd2(f(x); f(y)) : y 2 B(x; ±n)g
¸ supfd2(g1(x); g2(y)) : y 2 B(x; ±n) \ (X nA)g
¸ d2(g1(x); g2(yn)):

KÕt hîp víi tÝnh liªn tôc cña g2 suy ra

lim
n!1

supfd2(f(x); f(y)) : y 2 B(x; ±n)g ¸ d2(g1(x); g2(x)):

Tõ ®ã suy ra (2). Suy ra tõ (1) vµ (2) r»ng ®¼ng thøc cÇn chøng minh ®óng

víi x 2 A. Theo c¸ch t¬ng tù (dïng tÝnh trï mËt cña A) cã thÓ chøng minh
®¼n thøc nµy còng ®óng cho x 2 X nA.
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1.7.20. Gi¶ sö r»ng ffng lµ d∙y c¸c hµm liªn tôc trªn X sao cho f(x) =

lim
n!1

fn(x). Víi " > 0, ®Æt

Pm(") = fx 2 X : jf(x)¡ fm(x)j ∙ "g

vµ G(") =
1S
m=1

(Pm("))
o. Ta sÏ chøng minh r»ng C =

1T
n=1

G(1=n) lµ tËp c¸c

®iÓm liªn tôc cña f . Tríc hÕt ta sÏ chøng minh r»ng nÕu f liªn tôc t¹i x0,

th× x0 2 C. V× f(x) = lim
n!1

fn(x), tån t¹i m sao cho

jf(x0)¡ fm(x0)j ∙ "
3
:

Suy ra tõ tÝnh liªn tôc cña f vµ fm t¹i x0 r»ng tån t¹i mét h×nh cÇu B(x0; ±)

sao cho víi x 2 B(x0; ±),
jf(x)¡ f(x0)j ∙ "

3
vµ jfm(x)¡ fm(x0)j ∙ "

3
:

Do ®ã, jf(x)¡fm(x)j ∙ " nÕu x 2 B(x0; ±). §iÒu nµy cã nghÜa x0 2 (Pm("))o ½
G("). V× " > 0 cã thÓ chän tuú ý, ta cã x0 2 C.
B©y giê nÕu

x0 2 C =
1\
n=1

G(1=n);

th×, víi mäi " > 0; x0 2 G("=3). VËy tån t¹i sè nguyªn d¬ng m sao cho

x0 2 (Pm("))o. Do ®ã tån t¹i h×nh cÇu B(x0; ±) sao cho nÕu x 2 B(x0; ±), th×
jf(x)¡ fm(x)j ∙ "

3
:

V× fm liªn tôc, ®iÒu nµy chØ ra r»ng f liªn tôc t¹i x0. B©y giê, ta ph¶i chøng

minh r»ng X nC thuéc ph¹m trï thø nhÊt. §Ó lµm vËy, x¸c ®Þnh

Fm(") = fx 2 X : jfm(x)¡ fm+k(x)j ∙ " víi mäi k 2 Ng:
TÝnh liªn tôc cña fn; n 2 N, suy ra r»ng Fm(") ®ãng. V× f(x) = lim

n!1
fn(x); x 2

X, ta thÊy r»ng X =
1S
m=1

Fm(") vµ Fm(") ½ Pm("). Do ®ã,
1[
m=1

(Fm("))
o ½ G("):
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B©y giê chó ý r»ng víi mäi F ½ X, phÇn trong cña F n Fo b»ng rçng, bëi v×
(F ½ Fo)o n Fo n (Fo)o = ;. Ngoµi ra, nÕu F ®ãng, th× F n Fo ®ãng vµ v× vËy
F n Fo trï mËt kh¾p n¬i. V× r»ng

X n
1[
m=1

(Fm("))
o ½

1[
m=1

(Fm(") n (Fm("))o);

tËp X n
1S
m=1

(Fm("))
o thuéc ph¹m trï thø nhÊt. Cuèi cïng, quan s¸t r»ng

X nC = X n
1[
n=1

G(1=n) =
1[
n=1

(X nG(1=n)):

V× vËy, tËp X nC c¸c ®iÓm gi¸n ®o¹n cña f thuéc ph¹m trï thø nhÊt.

1.7.21. Ta sÏ dïng kÝ hiÖu cña lêi gi¶i cña bµi to¸n tríc. Ta cã

X nG(1=k) ½ X n
1[
m=1

(Fm(1=k))
o ½

1[
m=1

(Fm(1=k) n (Fm(1=k))o):

Tõ ®ã,
1[
k=1

(X nG(1=k)) ½
1[
k=1

1[
m=1

(Fm(1=k) n (Fm(1=k))o):

VËy, X nC lµ tËp con cña hîp ®Õm ®îc c¸c tËp ®ãng vµ kh«ng ®©u trï mËt

(c¸c phÇn bï cña chóng më vµ trï mËt trong X). Suy ra r»ng C chøa giao

®Õm ®îc c¸c tËp më vµ trï mËt. Theo ®Þnh lÝ Baire, C trï mËt trong X.

1.7.22. Víi " > 0, ®Æt

Fk = f0g [
\
n¸k

n
x > 0 :

¯̄̄
f
³x
n

´¯̄̄
∙ "

o
; k = 1; 2; 3; : : : :

V× f liªn tôc, c¸c tËp lµ ®ãng (xem, ch¼ng h¹n, 1.7.1). Theo gi¶ thiÕt,
S
k=1

Fk =

[0;1). Theo ®Þnh lÝ Baire, Ýt nhÊt mét trong c¸c tËp Fk cã phÇn trong kh¸c
rçng. Do ®ã, tån t¹i a > 0; ± > 0, vµ k 2 N sao cho (a¡ ±; a+ ±) ½ Fk. Kh«ng
mÊt tæng qu¸t, cã thÓ gi¶ sö r»ng ± ∙ a

k
. NÕu 0 < x ∙ ± vµ n =

£
a
x

¤
, th×
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a ¡ ± ∙ a ¡ x < nx ∙ a < a + ±, vµ n ¸ k. VËy nx 2 Fk, vµ theo ®Þnh nghÜa
cña Fk,

f(x) =
¯̄̄
f
³nx
n

´¯̄̄
∙ ";

suy ra lim
x!0+

f(x) = 0.

1.7.23. §Þnh nghÜa Fn nh sau :

Fn = fx 2 X : jf(x)j ∙ n víi mäi f 2 Fg:
Suy ra tõ tÝnh liªn tôc cña f r»ng Fn ®ãng. Theo gi¶ thiÕt, víi mäi x 2 X,
tån t¹i sè nguyªn d¬ng nx sao cho jf(x)j ∙ nx víi mäi f 2 Fnx. Do ®ã,
X =

1S
n=1

Fn. V× (X; d1) thuéc ph¹m trï thø hai, tån t¹i Fn0 cã phÇn trong

kh¸c rçng. §Æt G = Fon0 . V× vËy, jf(x)j ∙ n0 víi mäi f 2 F vµ mçi x 2 G.
1.7.24. Ta biÕt r»ng

f

Ã 1\
n=1

Fn

!
½

1\
n=1

f(Fn):

B©y giê, ta chøng minh r»ng nÕu f liªn tôc, th×
1\
n=1

f(Fn) ½ f
Ã 1\
n=1

Fn

!
:

LÊy y 2
1T
n=1

f(Fn). Khi ®ã, víi mäi sè nguyªn d¬ng n; y 2 f(Fn), hay nãi c¸ch

kh¸c, y = f(xn). theo ®Þnh lÝ vÒ c¸c tËp lång nhau cña Cantor,
1T
n=1

f(Fn) =

fx0g víi x0 2 X víi x0 2 X nµo ®ã. Do tÝnh liªn tôc cña f , y = lim
n!1

f(xn) =

f(x0). VËy y 2 f
µ 1T
n=1

f(Fn)

¶
.

1.7.25. Víi u; v 2 X ta cã

d(fu; fv) = supfjd1(u; x)¡ d1(v; x)j : x 2 Xg ∙ d1(u; v):
Ngoµi ra,

d(fu; fv) = supfjd1(u; x)¡ d1(v; x)j : x 2 Xg
∙ jd1(u; x)¡ d1(v; x)j = d1(u; v):
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1.7.26. Gi¶ sö tríc hÕt r»ng X lµ kh«ng gian metric compact vµ f : X! R
liªn tôc. Khi ®ã, víi " > 0 cho tríc vµ x 2 X, tån t¹i ±x > 0 sao cho

jf(y) ¡ f(x)j < " víi jy ¡ xj < ±x. V× hä fB(x; ±x); x 2 Xg lµ phñ më cña
X, tån t¹i phñ con h÷u h¹n B(x1; ±x1);B(x2; ±x2); : : : ;B(xn; ±xn). V× vËy víi

x 2 X, tån t¹i i 2 f1; 2; : : : ; ng sao cho x 2 B(xi; ±xi). Suy ra r»ng

jf(x)j ∙ jf(x)¡ f(xi)j+ jf(xi)j ∙ "+maxff(x1); f(x2); : : : ; f(xn)g;

tøc lµ f bÞ chÆn trªn X.

B©y giê gi¶ sö r»ng hµm thùc liªn tôc trªn X bÞ chÆn vµ gi¶ sö ngîc l¹i

r»ng X kh«ng compact. Khi ®ã, cã thÓ t×m d∙y fxng c¸c phÇn tö trong X mµ

kh«ng chøa bÊt kú d∙y con héi tô nµo. Khi ®ã, F = fxn : n 2 Ng ®ãng trong
X. Hµm f cho bëi f(xn) = n liªn tôc trªn F. Theo ®Þnh lÝ th¸c triÓn Tietze,

tån t¹i th¸c triÓn liªn tôc cña f x¸c ®Þnh trªn toµn X. VËy, ta ®∙ x©y dùng

mét hµm liªn tôc vµ kh«ng bÞ chÆn, m©u thuÉn.

1.7.27. Tríc hÕt, ta chøng minh r»ng (a) suy ra (b). Gi¶ sö (a) ®óng, tøc

lim
n!1

½(xn) = 0 vµ gi¶ sö ngîc l¹i r»ng fxng kh«ng chøa d∙y con héi tô. Khi
®ã tån t¹i d∙y fyng c¸c phÇn tö trong X sao cho lim

n!1
d1(xn; yn) = 0 vµ yn 6= xn

víi n 2 N. NÕu fyng chøa d∙y con héi tô ynk , th× do lim
k!1

d1(xnk ; ynk) = 0, d∙y

con fxnkg còng héi tô. Suy ra r»ng kh«ng cã sè h¹ng nµo cña d∙y fxng vµ
fyng ®îc lÆp l¹i v« h¹n lÇn. V× vËy, tån t¹i mét d∙y t¨ng thùc sù fnkg c¸c sè
nguyªn d¬ng sao cho c¸c tËp v« h¹n F1 = fxnk : k 2 Ng vµ F2 = fynk : k 2 Ng
®ãng vµ rêi nhau. Theo bæ ®Ò Urysohn, tån t¹i hµm liªn tôc f : X! R sao

cho f b»ng 1 trªn F1 vµ b»ng 0 trªn F2. VËy

jf(xnk)¡ f(ynk)j = 1 vµ lim
k!1

d1(xnk ; ynk) = 0:

Tõ ®ã f liªn tôc nhng kh«ng liªn tôc ®Òu trªn X, m©uthuÉn (a).

§Ó chØ ra r»ng (b) suy ra (a), kÝ hiÖu A lµ tËp c¸c ®iÓm giíi h¹n cña X.

Theo (b), mäi d∙y c¸c phÇn tö trong A cã d∙y con héi tô tíi phÇn tö trong

A. V× vËy, A compact. NÕu X 6= A, th× víi ±1 > 0, ®Æt ±2 = inff½(x) : x 2
X;dist(x;A) > ±1g. Ta sÏ chøng minh r»ng ±2 > 0. NÕu ±2 = 0, th× tån t¹i
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d∙y fxng c¸c phÇn tö trong X sao cho lim
n!1

½(xn) = 0 vµ dist(xn;A) > ±1.

theo (b), fxng cã d∙y con héi tô tíi mét phÇn tö trong A, m©u thuÉn. Gäi
f : X! R lµ hµm liªn tôc vµ lÊy " > 0 tuú ý cè ®Þnh. Khi ®ã, víi x 2 A, tån
t¹i ±x > 0 sao cho nÕu d1(x; y) < ±x, th× jf(x)¡ f(y)j < 1

2
". V× A compact, tån

t¹i x1; : : : ; xn 2 A sao cho

A ½
n[
k=1

B

µ
xk;

1

3
±xk

¶
:

§Æt ±1 = 1
3
minf±x1 ; : : : ; ±xng vµ ±2 > 0 nh trªn. §Æt ± = minf±1; ±2g vµ

lÊy x; y 2 X sao cho d1(x; y) < ±. NÕu dist(x;A) > ±1, th× ½(x) > ±2, vËy

d1(x; y) < ± ∙ ±2 chØ nÕu x = y. Khi ®ã, râ rµng, jf(x) ¡ f(y)j < ". NÕu

dist(x;A) ∙ ±1, th× tån t¹i a 2 A sao cho d1(x; a) ∙ ±1. Suy ra tõ trªn r»ng
tån t¹i k 2 f1; 2; : : : ; ng ®Ó d1(a; xk) < 1

3
±xk . Do ®ã,

d1(y; xk) ∙ d1(y; x) + d1(x; a) + d1(a; xk) < ± + ±1 + 1
3
±xk ∙ ±xk :

Tõ ®ã

jf(x)¡ f(y)j ∙ jf(x)¡ f(xk)j+ jf(xk)¡ f(y)j < 1

2
"+

1

2
" = ":

§iÒu nµy chøng minh tÝnh liªn tôc ®Òu cña f trªn X.

1.7.28. BiÕt r»ng, xem, ch¼ng h¹n, 1.7.9, mäi hµm liªn tôc trªn kh«ng gian

metric compact lµ liªn tôc ®Òu. NÕu X lµ compact, th× mçi tËp fx 2 X :

½(x) > "g; " > 0, lµ h÷u h¹n. MÆt kh¸c, gi¶ sö r»ng tån t¹i mét sè " > 0 sao
cho tËp fx 2 X : ½(x) > "g lµ h÷u h¹n. V× hä c¸c h×nh cÇu B(x; "); x 2 X lµ

phñ më cña X, nã cã phñ con h÷u h¹n, m©u thuÉn víi ½(x) > " víi v« h¹n x.

B©ygiê gi¶ sö mäi hµm thùc liªn tôc trªn X lµ liªn tôc ®Òu vµ tËp x 2
X : ½(x) > " h÷u h¹n. Ta sÏ chøng minh r»ng X compact. Gäi fxng lµ d∙y
c¸c ®iÓm cña X. NÕu mét sè h¹ng cña d∙y nµy ®îc lÆp l¹i v« h¹n lÇn, th×

râ rµng tån t¹i mét d∙y con héi tô. NÕu kh«ng, th× lim
n!1

½(xn) = 0, v× tËp

fx 2 X : ½(x) > "g lµ h÷u h¹n. Theo kÕt qu¶ cña bµi to¸n tríc, fxng chøa
mét d∙y con héi tô.
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1.7.29. ChØ cÇn xÐt X = [0; 1] [ f2g [ f3g [ f4g [ : : : ®îc trang bÞ chuÈn
Euclide d1(x; y) = jx¡ yj.
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Ch¬ng 2

PhÐp tÝnh vi ph©n

2.1 §¹o hµm cña hµm sè thùc

2.1.1.

(a) Ta cã

f(x) =

(
x2 x ¸ 0;
¡x2 x < 0:

Suy ra

f 0(x) =

(
2x x ¸ 0;
¡2x x < 0;

bëi v×

f 0+(0) = lim
h!0+

h2 ¡ 0
h

= 0 = f 0¡(0):

(b) Ta cã

f 0(x) =

(
1
2
p
x

x ¸ 0;
¡ 1
2
p¡x x < 0:

Bëi v×

f 0+(0) = lim
h!0+

p
h¡ 0
h

= +1;

207
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nhng

f 0¡(0) = lim
h!0¡

p¡h¡ 0
h

= ¡1

nªn ®¹o hµm cña f t¹i ®iÓm 0 kh«ng tån t¹i.

(c) f 0(x) = n¼ sin(2¼x) víi x 2 (n; n+ 1); n 2 Z. H¬n n÷a víi n 2 Z ta cã

f 0+(n) = lim
x!n+

n sin2(¼x)¡ 0
x¡ n = lim

x!n+
n sin2(¼x¡ n¼)

x¡ n = 0;

f 0¡(n) = lim
x!n¡

(n¡ 1) sin2(¼x)¡ 0
x¡ n = 0;

suy ra f 0(x) = ¼[x] sin(2¼x):

(d) Tõ c©u (c) suy ra

f 0(x) = (x sin2(¼x))0 ¡ ([x] sin2(¼x))0
= sin2(¼x) + ¼(x¡ [x]) sin(2¼x):

(e) f 0(x) = 1
x
víi x 6= 0.

(f) f 0(x) = 1
x
p
x2¡1 khi jxj > 1.

2.1.2.

(a) V× logx 2 =
ln 2
lnx

nªn ta cã

f 0(x) = ¡ ln 2

x ln2 x
= ¡ logx 2 ¢ logx e

x
:

(b) Tõ (a) suy ra

f 0(x) =
¡ tanx lnx¡ 1

x
ln cosx

ln2 x

= ¡ tanx logx e¡
1

x
logx cosx ¢ logx e:

2.1.3.
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(a) Râ rµng

f 0(x) =

(
1

1+x2
jxj < 1;

1
2

jxj > 1:
Ta cÇn ph¶i kiÓm tra tÝnh kh¶ vi t¹i c¸c ®iÓm x = 1 vµ x = ¡1. Ta cã

f 0+(1) = lim
x!1+

¼
4
¡ x¡1

2
¡ ¼

4

x¡ 1 =
1

2
;

f 0¡(1) = lim
x!1¡

arctanx¡ ¼
4

x¡ 1 = arctan0(1) =
1

2
:

Do ®ã f 0(1) = 1
2
. Ta l¹i cã

f 0+(¡1) = lim
x!¡1+

arctanx+ ¼
4

x+ 1
= arctan0(¡1) = 1

2
;

f 0¡(¡1) = lim
x!¡1¡

¡¼
4
¡ x¡1

2
¡ ¼

4

x+ 1
= +1;

Suy ra f kh«ng kh¶ vi t¹i ®iÓm ¡1.

(b) Ta cã

f 0(x) =

(
2xe¡x

2
(1¡ x2) jxj < 1;

0 jxj > 1:
H¬n n÷a

f 0+(1) = lim
x!1+

1
e
¡ 1

e

x¡ 1 = 0;

f 0¡(1) = lim
x!1¡

x2e¡x ¡ 1
e

x¡ 1 =
³
x2e¡x

2
´0 ¯̄̄

x=1
= 0:

V× f lµ hµm ch½n nªn f 0(¡1) = 0.

(c) Chó ý r»ng f liªn tôc t¹i 0. H¬n n÷a

f 0+(0) = lim
x!)+

arctan 1
x
¡ ¼

2

x
= lim

t!¼=2¡
t¡ ¼=2

1
tan t

= lim
t!¼=2¡

³
t¡ ¼

2

´
tan t = ¡1
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vµ

f 0¡(0) = lim
x!)+

arctan
¡¡ 1

x

¢¡ ¼
2

x
= lim

t!¼=2¡
t¡ ¼=2
¡ 1
tan t

= ¡ lim
t!¼=2¡

³
t¡ ¼

2

´
tan t = 1;

suy ra f kh«ng kh¶ vi t¹i ®iÓm 0.

2.1.4. Tríc hÕt ta thÊy r»ng

f 0(0) = lim
x!0

x2
¯̄
cos ¼

x

¯̄
x

= 0:

Râ rµng víi x 6= 2
2n+1

, n 2 Z th× f 0(x) tån t¹i, víi xn = 2
2n+1

; n = 0; 2; 4; : : : ;

ta cã

f 0+(xn) = lim
x!x+n

x2 cos ¼
x

x¡ xn =
³
x2 cos

¼

x

´0 ¯̄̄
x=xn

= ¼;

f 0¡(xn) = lim
x!x¡n

x2 cos ¼
x

x¡ xn =
³
¡x2 cos ¼

x

´0 ¯̄̄
x=xn

= ¡¼;

T¬ng tù víi xn = 2
2n+1

, n = 1; 3; 5; : : : th× f 0+(xn) = ¼ vµ f
0
¡(xn) = ¡¼. V× f

lµ hµm ch½n nªn f kh«ng kh¶ vi t¹i c¸c ®iÓm xn , n 2 Z.

2.1.5.

(a) V× f liªn tôc nªn c = 0 vµ a+ b = 1. V× f 0¡(0) = 4, f
0
+(0) = b suy ra b = 4

vµ a = ¡3. DÔ thÊy r»ng víi a; b; c ®îc t×m ra ë trªn hµm f sÏ kh¶ vi

trªn R.

(b) a = d = ¡1; b = 0; c = 1.

(c) b = c = 1; a = 0; d = 1=4.

2.1.6.

(a) Víi x 6= 0 ta cã
nX
k=0

ekx =
1¡ e(n+1)x
1¡ ex :
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§¹o hµm hai vÕ ta ®îc

nX
k=0

kekx =
ne(n+2)x ¡ (n+ 1)e(n+1)x + ex

(1¡ ex)2 :

(b) §¹o hµm n lÇn hai vÕ ®¼ng thøc

2nX
k=0

(¡1)k
µ
2n

k

¶
ekx = (ex ¡ 1)2n

ta ®îc
2nX
k=0

(¡1)kkn
µ
2n

k

¶
ekx =

¡
(ex ¡ 1)2n¢(n) :

§Ó tÝnh ®îc vÕ ph¶i t¹i ®iÓm 0 ta xÐt hµm g(x) = ex¡ 1 vµ chó ý r»ng
®¹o hµm cÊp n cña g2n(x) lµ mét tæng mµ c¸c thµnh phÇn chøa mét luü

thõa cña g(x) víi bËc Ýt nhÊt lµ n (xem 2.1.38), do ®ã ®¹o hµm cÊp n

cña hµm x 7! (ex ¡ 1)2n t¹i 0 b»ng 0. Tõ ®ã suy ra
2nX
k=0

(¡1)kkn
µ
2n

k

¶
= 0:

(d) §¹o hµm ®¼ng thøc

nX
k=1

sin(kx) =
sin nx

2
sin (n+1)x

2

sin x
2

; x 6= 2l¼; l 2 Z;

ta ®îc

nX
k=1

k cos(kx) =
n sin x

2
sin (2n+1)x

2
¡ sin2 nx

2

2 sin2 x
2

; x 6= 2l¼; l 2 Z:

Víi x = 2l¼ ta cã
nX
k=1

k cos(kx) =
1

2
n(n+ 1):
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2.1.7. §Æt f(x) = a1 sinx+ a2 sin 2x+ ¢ ¢ ¢+ an sinnx ta cã

ja1 + 2a2 + ¢ ¢ ¢+ nanj = jf 0(0)j = lim
x!0

¯̄̄̄
f(x)¡ f(0)

x

¯̄̄̄
= lim

x!0

¯̄̄̄
f(x)

sinx

¯̄̄̄
¢
¯̄̄̄
sinx

x

¯̄̄̄
= lim

x!0

¯̄̄̄
f(x)

sinx

¯̄̄̄
∙ 1:

2.1.8.

(a) Ta cã

lim
x!a

xf(a)¡ af(x)
x¡ a = lim

x!a
(x¡ a)f(a)¡ a(f(x)¡ f(a))

x¡ a
= f(a)¡ af 0(a):

(b) Theo (a) ta cã

lim
x!a

f(x)g(a)¡ f(a)g(x)
x¡ a

= lim
x!a

(f(x)¡ f(a))g(a)¡ f(a)(g(x)¡ g(a))
x¡ a

= f 0(a)g(a)¡ f(a)g0(a):

2.1.9.

(a) V× f liªn tôc t¹i a vµ f(a) > 0 nªn f
¡
a+ 1

n

¢
> 0 víi n ®ñ lín. H¬n n÷a

v× f kh¶ vi t¹i a nªn hµm x 7! ln(f(x)) còng kh¶ vi t¹i a, tõ ®ã suy ra

lim
n!1

ln

Ã
f
¡
a+ 1

n

¢
f(a)

!1=n
= lim

n!1
1

n2
ln f

¡
a+ 1

n

¢¡ ln f(a)
1
n

= 0 ¢ (ln f(x))0jx=a = 0:

VËy

lim
n!1

Ã
f
¡
a+ 1

n

¢
f(a)

!1=n
= 1:
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(b) Tõ (a) suy ra

lim
x!a

ln

µ
f(x)

f(a)

¶ 1
lnx¡ln a

= lim
x!a

ln f(x)¡ ln f(a)
x¡ a ¢ x¡ a

lnx¡ ln a =
f 0(a)
f(a)

a:

2.1.10.

(a) Tõ 2.1.8(b) cho g(x) = xn ta ®îc

lim
x!a

anf(x)¡ xnf(a)
x¡ a = ¡nan¡1f(a) + anf 0(a):

(b)

lim
x!0

f(x)ex ¡ f(0)
f(x) cosx¡ f(0) = limx!0

µ
f(x)ex ¡ f(0)

x
¢ x

f(x) cosx¡ f(0)
¶

= (f(x)ex)0jx=0 ¢
1

(f(x) cosx)0jx=0

=
f 0(0) + f(0)

f 0(0)
:

(c)

lim
n!1

n

µ
f

µ
a+

1

n

¶
+ f

µ
a+

2

n

¶
+ ¢ ¢ ¢+ f

µ
a+

k

n

¶
¡ kf(a)

¶
= lim

n!1

Ã
f
¡
a+ 1

n

¢¡ f(a)
1
n

+ 2
f
¡
a+ 2

n

¢¡ f(a)
2
n

+ ¢ ¢ ¢+ kf
¡
a+ k

n

¢¡ f(a)
k
n

!

= (1 + 2 + ¢ ¢ ¢+ k)f 0(a) = k(k + 1)

2
f 0(a):

(d) Víi k 2 N ta cã
lim
n!1

f
¡
a+ k

n2

¢¡ f(a)
k
n2

= f 0(a):

VËy víi mäi " > 0 tån t¹i n0 sao cho víi n ¸ n0 th×
k

n2
f 0(a)¡ k

n2
" < f

µ
a+

k

n2

¶
¡ f(a) < k

n2
f 0(a) +

k

n2
"
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víi k = 1; n: Céng c¸c bÊt ®¼ng thøc trªn theo k ta ®îc

n(n+ 1)

2n2
f 0(a)¡ n(n+ 1)

2n2
" <

nX
k=1

µ
f

µ
a+

k

n2

¶
¡ f(a)

¶
<
n(n+ 1)

2n2
f 0(a) +

n(n+ 1)

2n2
":

Tõ ®ã suy ra giíi h¹n cÇn t×m lµ 1
2
f 0(a):

2.1.11.

(a)

lim
n!1

µ
(n+ 1)m + (n+ 2)m + ¢ ¢ ¢+ (n+ k)m

nm¡1
¡ kn

¶
= lim

n!1
(n+ 1)m ¡ nm + (n+ 2)m ¡ nm + ¢ ¢ ¢+ (n+ k)m ¡ nm

nm¡1

= lim
n!1

Ã¡
1 + 1

n

¢m ¡ 1
1
n

+ 2

¡
1 + 2

n

¢m ¡ 1
2
n

+ ¢ ¢ ¢+ k
¡
1 + k

n

¢m ¡ 1
k
n

!

=
k(k + 1)

2
m:

H∙y so s¸nh víi 2.1.10(c).

(b) Tõ 2.1.10(c) ta cã

lim
n!1

ln

Ã¡
a+ 1

n

¢n ¡
a+ 2

n

¢n ¢ ¢ ¢ ¡a+ k
n

¢n
ank

!
=
k(k + 1)

2

1

a
:

Suy ra

lim
n!1

¡
a+ 1

n

¢n ¡
a+ 2

n

¢n ¢ ¢ ¢ ¡a+ k
n

¢n
ank

= exp

½
k(k + 1)

2a

¾
:

(c) Chó ý r»ng

lim
n!1

ln

µ³
1 +

a

n2

´µ
1 +

2a

n2

¶
¢ ¢ ¢
³
1 +

na

n2

´¶
= lim

n!1

µ
ln
³
1 +

a

n2

´
+ ln

µ
1 +

2a

n2

¶
+ ¢ ¢ ¢+ ln

³
1 +

na

n2

´¶
= lim

n!1

µ
ln

µ
1

a
+
1

n2

¶
+ ¢ ¢ ¢+ ln

µ
1

n
+
1

n2

¶
¡ n ln 1

a

¶
:
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Sö dông 2.1.10(d) suy ra

lim
n!1

µ³
1 +

a

n2

´µ
1 +

2a

n2

¶
¢ ¢ ¢
³
1 +

na

n2

´¶
= ea=2:

2.1.12. Ta cã

lim
x!0

1

x

³
f(x) + f

³x
2

´
+ f

³x
3

´
+ ¢ ¢ ¢+ f

³x
k

´´
= lim

x!0

µ
f(x)¡ f(0)

x
+
f (x2)¡ f(0)

x
+ ¢ ¢ ¢+ f (xk)¡ f(0)

x

¶
=

µ
1 +

1

2
+
1

3
+ ¢ ¢ ¢+ 1

k

¶
f 0(0):

2.1.13.

(a) Khi f(x) = xm;m 2 N th×

lim
n!1

f(xn)¡ f(zn)
xn ¡ zn = lim

n!1
xmn ¡ zmn
xn ¡ zn = ma

m¡1 = f 0(a):

(b) XÐt hµm

f(x) =

(
x2 sin 1

x
víi x 6= 0;

0 víi x = 0:

Cho

xn =
2

¼(4n+ 1)
vµ zn =

1

2n¼

ta ®îc

lim
n!1

f(xn)¡ f(zn)
xn ¡ zn = ¡2

¼
6= 0 = f 0(0):

MÆt kh¸c víi

g(x) =

(
x3=2 sin 1

x
víi x 6= 0;

0 víi x = 0:

vµ c¸c d∙y fxng vµ fzng nh trªn th× ta l¹i cã

lim
n!1

g(xn)¡ g(zn)
xn ¡ zn = ¡1:
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2.1.14. Tõ gi¶ thiÕt ta cã

f(xn)¡ f(zn)
xn ¡ zn =

f(xn)¡ f(a)
xn ¡ a

xn ¡ a
xn ¡ zn +

f(zn)¡ f(a)
zn ¡ a

a¡ zn
xn ¡ zn ;

trong ®ã

0 <
a¡ zn
xn ¡ zn < 1; 0 <

xn ¡ a
xn ¡ zn < 1

vµ
a¡ zn
xn ¡ zn +

xn ¡ a
xn ¡ zn = 1:

Tõ ®ã suy ra gi¸ trÞ cña biÓu thøc

f(xn)¡ f(zn)
xn ¡ zn

sÏ n»m gi÷a
f(xn)¡ f(a)
xn ¡ a vµ

f(zn)¡ f(a)
zn ¡ a :

Sö dông nguyªn lý kÑp ta suy ra

lim
n!1

f(xn)¡ f(zn)
xn ¡ zn = f 0(a):

2.1.15. [W. R. Jones, M. D. Landau , Amer. Math. Monthly 76 (1969),

816-817]

(a) Tríc tiªn ta nhËn thÊy r»ng f chØ liªn tôc t¹i 1. NÕu fxng lµ mét d∙y
c¸c sè h÷u tû kh¸c 1 vµ héi tô vÒ 1 th×

lim
n!1

f(xn)¡ 1
xn ¡ 1 = lim

n!1
(xn + 1) = 2:

NÕu d∙y fxng lµ d∙y c¸c sè v« tû héi tô vÒ 1 th×

lim
n!1

f(xn)¡ 1
xn ¡ 1 = lim

n!1
2 = 2:

Suy ra f 0(1) = 2. Râ rµng f lµ ¸nh x¹ mét mét trªn (0; 2). Hµm ngîc

f¡1 ®îc x¸c ®Þnh trªn (0; 3) ngo¹i trõ c¸c sè h÷u tû cã c¨n bËc hai v«

tû, ®iÒu nµy cã nghÜa lµ ta kh«ng ®Þnh nghÜa ®îc ®iÓm trong trong

miÒn x¸c ®Þnh cña f¡1. VËy kh«ng tån t¹i (f¡1)0.
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(b) ThÊy r»ng f ®îc x¸c ®Þnh trªn (0; 2) [B, víi B ½ (2; 7=2). §ång thêi
ta còng thÊy r»ng h¹n chÕ cña f trªn (0; 2) chÝnh lµ hµm f ®îc nªu

ë (a), v× vËy f 0(1) = 2: V× f(B) = A nªn miÒn gi¸ trÞ cña f chøa (0; 3).

Tuy vËy (f¡1)0 còng kh«ng tån t¹i v× mçi l©n cËn cña 1 = f(1) chøa

¶nh cña mét ®iÓm nµo ®ã trong (0; 2) vµ trong B qua f . Bªn c¹nh ®ã

ta cã kÕt luËn r»ng giíi h¹n cña f¡1 t¹i ®iÓm 1 còng kh«ng tån t¹i.

2.1.16. Theo ®Þnh lý Louville ta cã mäi sè v« tû x bËc k ®Òu ®îc xÊp xØ kh«ng

tèt bëi c¸c sè h÷u tû, theo nghÜa tån t¹i mét sè M > 0 sao cho
¯̄̄
x¡ p

q

¯̄̄
> 1

Mqk

víi mäi sè h÷u tû p=q. Tõ ®ã suy ra¯̄̄̄
¯̄f
³
p
q

´
¡ f(x)

p
q
¡ x

¯̄̄̄
¯̄ ∙Mqkjaqj:

Tõ ®ã vµ víi gi¶ thiÕt f 0(x) = 0 ta suy ra ®iÒu ph¶i chøng minh.

Ta cã mét nhËn xÐt r»ng víi aq = 2¡q th× f kh¶ vi t¹i tÊt c¶ c¸c ®iÓm v«

tû.

2.1.17. §Æt P (x) = a(x¡ x1)(x¡ x2) ¢ ¢ ¢ (x¡ xn), ta cã

P 0(x) = a
nY
j=1
j 6=k

(xk ¡ xj); k = 1; 2; : : : ; n:

§iÒu ph¶i chøng minh

Q(x)

P (x)
=

nX
k=1

Q(xk)

P 0(xk)(x¡ xk)
t¬ng ®¬ng víi

Q(x) =
nX
k=1

Q(xk)P (x)

P 0(xk)(x¡ xk) :

Ta viÕt biÓu thøc díi d¹ng

Q(x) =
nX
k=1

Q(xk)

nQ
j=1
j 6=k

(x¡ xj)

nQ
j=1
j 6=k

(xk ¡ xj)
:
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V× Q lµ ®a thøc cã bËc kh«ng qu¸ n ¡ 1 nªn ta chØ cÇn chøng minh r»ng
®¼ng thøc ®óng víi n ®iÓm ph©n biÖt. Râ rµng ®¼ng thøc ®óng víi c¸c gi¸

trÞ x = xk; k = 1; 2; : : : ; n. Cho Q(x) ´ 1 ta cã

1 =
nX
k=1

1

P 0(xk)

nY
j=1
j 6=k

(x¡ xj):

TÝnh to¸n hÖ sè cña xn¡1 ta ®îc

nX
k=1

1

P 0(xk)
= 0 víi n ¸ 2:

2.1.18. Sö dông c¸c kÕt qu¶ bµi tríc víi

P (x) = x(x+ 1)(x+ 2) ¢ ¢ ¢ (x+ n) vµ Q(x) = n!;(a)

P (x) = x(x+ 2)(x+ 4) ¢ ¢ ¢ (x+ 2n) vµ Q(x) = n!2n:(b)

2.1.19. Râ rµng ®¹o hµm cña jf j tån t¹i t¹i mçi ®iÓm x tho¶ m∙n f(x) 6= 0.
NÕu f(x) = 0 th× f 0(x) = 0, tøc lµ jf j0(x) = 0.

2.1.20. Tån t¹i mét l©n cËn cña x sao cho t¹i ®ã mçi hµm fk ®Òu kh«ng ®æi

dÊu, tõ ®ã suy ra jfkj kh¶ vi t¹i x vµ ta cãµ
nQ
k=1

jfkj
¶0

nQ
k=1

jfkj
(x) =

Ã
ln

nY
k=1

jfkj
!0
(x) =

nX
k=1

jfkj0(x)
fk(x)

:

Chó ý r»ng jfkj0(x) = sgn(fk(x))f 0k(x) ta suy ra ®iÒu ph¶i chøng minh.

2.1.21. Sö dông kÕt qu¶ bµi trªn, thay thÕ fk bëi fk=gk:

2.1.22.

(a) Râ rµng f vµ jf j liªn tôc t¹i x = 0. H¬n n÷a f 0(0) = 1 vµ jf j0(0) kh«ng
tån t¹i (xem 2.1.19).
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(b) f vµ jf j chØ liªn tôc t¹i c¸c ®iÓm xk = 3=2k; k = 2; 3; : : : . Râ rµng

f 0(xk) = 1 vµ jf j0(xk) kh«ng tån t¹i.
2.1.23. Cho " > 0. Tõ ®Þnh nghÜa cña f 0+(x0)

(f 0+(x0)¡ ")(x¡ x0) ∙ f(x)¡ f(x0) ∙ (f 0+(x0) + ")(x¡ x0)(1)

víi x > x0 vµ ®ñ gÇn tíi x0. T¬ng tù cho f 0¡(x0)

(f 0¡(x0)¡ ")(x¡ x0) ¸ f(x)¡ f(x0) ¸ (f 0¡(x0) + ")(x¡ x0)(2)

víi x < x0 vµ ®ñ gÇn tíi x0. Tõ (1) vµ (2) ta suy ra f liªn tôc t¹i x0.

2.1.24. V× f(c) = maxff(x) : x 2 (a; b)g nªn ta cã f(x)¡f(c) ∙ 0 víi x 2 (a; b),
suy ra

f 0¡(c) = lim
x!c¡

f(x)¡ f(c)
x¡ c ¸ 0:

LËp luËn t¬ng tù cã f 0+(c) ∙ 0.
NÕu f(c0) = minff(x) : x 2 (a; b)g th× ta l¹i ®îc f 0+(c0) ¸ 0 vµ f 0¡(c0) ∙ 0.

2.1.25. Râ rµng kh¼ng ®Þnh ®óng khi f lµ hµm h»ng. Gi¶ sö r»ng f kh«ng

lµ hµm h»ng, kh«ng gi¶m tæng qu¸t ta gi¶ sö r»ng f(a) = f(b) = 0, thÕ th×

tån t¹i x1 2 (a; b) sao cho f(x1) > 0. LÊy k lµ sè thùc tho¶ m∙n 0 = f(b) <
k < f(x1). §Æt c = supfx 2 (a; b) : f(x) > kg. thÕ th× f(x) ∙ k víi x 2 [c; b].
H¬n n÷a tån t¹i d∙y ©m fhng héi tô vÒ 0 sao cho f(c+ hn) > k. V× f 0¡ tån t¹i
nªn

f 0¡(c) = lim
n!1

f(c+ hn)¡ f(c)
hn

∙ 0;
tõ ®ã suy ra infff 0¡(x) : x 2 (a; b)g ∙ 0. LËp luËn hoµn toµn t¬ng tù ta cã
supff 0¡(x) : x 2 (a; b)g ¸ 0.
C¸c kÕt qu¶ nhËn ®îc ®èi víi f 0+ lµ hoµn toµn t¬ng tù. Ta cã

infff 0+(x) : x 2 (a; b)g ∙ 0 ∙ supff 0+(x) : x 2 (a; b)g:

2.1.26. Ta ¸p dông kÕt qu¶ bµi trªn cho hµm

x 7! f(x)¡ f(b)¡ f(a)
b¡ a (x¡ a):
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T¬ng tù ta cã kÕt qu¶ cho f 0+(x), tøc lµ

infff 0+(x) : x 2 (a; b)g ∙
f(b)¡ f(a)
b¡ a ∙ supff 0+(x) : x 2 (a; b)g:

2.1.27. Tõ bµi trªn ta cã

infff 0¡(z) : z 2 (x; x+ h)g ∙
f(x+ h)¡ f(x)

h
∙ supff 0¡(z) : z 2 (x; x+ h)g:

víi x 2 (a; b) vµ h > 0 ®ñ nhá sao cho x+ h 2 (a; b). V× f 0¡ liªn tôc trªn (a; b)
nªn khi cho h! 0+ ta ®îc f 0¡(x) = f

0
+(x):

2.1.28. Tõ bµi trªn ta suy ra hµm nh vËy kh«ng tån t¹i.

2.1.29. Tõ gi¶ thiÕt suy ra f b»ng 0 t¹i Ýt nhÊt mét ®iÓm trong kho¶ng më

(a; b). §Æt

c = inffx 2 (a; b) : f(x) = 0g;
ta cã f(c) = 0. V× f 0(a) > 0 nªn f(x) > 0 víi x 2 (a; c). H¬n n÷a v× f 0(c) tån
t¹i nªn

f 0(c) = lim
h!0¡

f(c+ h)¡ f(c)
h

= lim
h!0¡

f(c+ h)

h
∙ 0:

2.1.30. Râ rµng (1 + x2)f 0(x) = 1, tõ ®ã suy ra (1 + x2)f 00(x) + 2xf 0(x) = 0:

Sö dông quy n¹p suy ra

(1 + x2)f (n)(x) + 2(n¡ 1)xf (n¡1)(x) + (n¡ 2)(n¡ 1)f (n¡2)(x) = 0:

Cho x = 0 ta ®îc f (2m)(0) = 0 vµ f (2m+1)(0) = (1¡)m(2m)!.
2.1.31. Sö dông phÐp quy n¹p.

2.1.32.

(a) Sö dông c«ng thøc Leibniz

(f(x)g(x))(n) =
nX
k=0

µ
n

k

¶
f (n¡k)(x)g(k)(x)

vµ ®¼ng thøc (a) trong bµi trªn.
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(b) Sö dông c«ng thøc Leibniz vµ ®¼ng thøc (b) trong bµi trªn.

2.1.33. Râ rµng nÕu x > 1 th× f(x) > 0, f 0(x) > 0 vµ f 00(x) < 0. §¹o hµm

hµm sè

(f(x))2 = x2 ¡ 1

n lÇn (n ¸ 3) vµ sö dông c«ng thøc Leibniz ta ®îc

2f(x)f (n)(x) +
n¡1X
k=1

µ
n

k

¶
f (k)(x)f (n¡k)(x) ´ 0:

Sö dông phÐp quy n¹p ta ®îc ®iÒu ph¶i chøng minh.

2.1.34. Ta cã

f2n(x) = ln
¡
1 + x2n

¢
=

2nX
k=1

ln(x¡ !k);

trong ®ã !k = cos
(2k¡1)¼
2n

+ i sin (2k¡1)¼
2n

. V×

f
(2n)
2n (x) = ¡(2n¡ 1)!

2nX
k=1

1

(x¡ !k)2n :

§Æt x = ¡1 ta ®îc

f
(2n)
2n (¡1) = ¡(2n¡ 1)!

2nX
k=1

1

(1 + !k)2n
;

t¬ng ®¬ng

f
(2n)
2n (¡1) = i(2n¡ 1)!

22n

2nX
k=1

(¡1)k
cos2n (2k¡1)¼

4n

:

V× f (2n)2n (¡1) thùc nªn suy ra f (2n)2n (¡1) = 0.

2.1.35. KÝ hiÖu L(x) vµ R(x) lµ vÕ tr¸i vµ vÕ ph¶i cña ®¼ng thøc trong ®Ò

bµi, râ rµng L vµ R lµ c¸c ®a thøc bËc n + 1 vµ L(0) = R(0) = 0. Do ®ã ta
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cÇn chøng minh r»ng L0(x) = R0(x); x 2 R. Ta cã

L0(x) =
nX
k=0

P (k)(0)

k!
xk = P (x);

R0(x) =
nX
k=0

(¡1)kP
(k)(0)

k!
xk +

nX
k=0

(¡1)kP
(k+1)(0)

(k + 1)!
xk+1

= P (x) + (1¡)nP
(k+1)(0)

(k + 1)!
xk+1 = P (x):

Ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh.

2.1.36. Tån t¹i mét l©n cËn cña 0 ®Ó f d¬ng, do ®ã

(ln f(x))0 =
f 0(x)
f(x)

=
¸1

1¡ ¸1x + ¢ ¢ ¢+
¸n

1¡ ¸nx = g(x):

Do ®ã f 0(x) = f(x)g(x) vµ f 0(0) = ¸1 + ¸2 + ¢ ¢ ¢+ ¸n > 0. H¬n n÷a

g(i)(x) = i!

µ
¸i+11

(1¡ ¸1x)i+1 + ¢ ¢ ¢+
¸i+1n

(1¡ ¸nx)i+1
¶
:(1)

Sö dông c«ng thøc Leibniz ta ®îc

f (k)(x) =
kX
i=1

µ
k ¡ 1
i

¶
g(i)(x)f (k¡1¡i)(x):

Tõ (1) suy ra f (k)(0) > 0 víi mäi k 2 N.
2.1.37. Ta chøng minh b»ng quy n¹p. Víi n = 1 th× ®¼ng thøc lµ hiÓn nhiªn,

gi¶ sö ®iÒu ph¶i chøng minh ®óng víi k ∙ n, ta chøng minh nã còng ®óng
víi n+ 1. ThËt vËy, ta cã

(¡1)n+1
µ
xnf

µ
1

x

¶¶(n+1)
= (¡1)n

µ
xnf

µµ
1

x

¶¶0¶(n)
= (¡1)n+1n

µ
xn¡1f

µ
1

x

¶¶(n)
¡ (¡1)n+1

µ
xn¡2f 0

µ
1

x

¶¶(n)
= ¡ n

xn+1
f (n)

µ
1

x

¶
¡ (¡1)n¡1

µ
xn¡2f 0

µ
1

x

¶¶(n)
:
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H¬n n÷a

(¡1)n¡1
µ
xn¡2f 0

µ
1

x

¶¶(n)
= (¡1)n¡1

Ãµ
xn¡2f 0

µ
1

x

¶¶(n¡1)!0
:

Theo gi¶ thiÕt quy n¹p víi f 0 vµ k = n¡ 1 ta ®îc
1

xn
f (n)

µ
1

x

¶
= (¡1)n¡1

µ
xn¡2f 0

µ
1

x

¶¶(n¡1)
;

tõ ®ã suy ra

(¡1)n+1
µ
xnf

µ
1

x

¶¶(n+1)
= ¡ n

xn+1
f (n)

µ
1

x

¶
¡
µ
1

xn
f (n)

µ
1

x

¶¶0
=

1

xn+2
f (n+1)

µ
1

x

¶
:

2.1.38. Chøng minh díi ®©y ®îc dùa theo bµi b¸o cña S. Roman [Amer.

Math. Monthly 87 (1980), 805-809], mÆc dï t¸c gi¶ sö dông nh÷ng kiÕn thøc

gi¶i tÝch hµm nhng chøng minh kh¸ s¬ cÊp. Ta xÐt phiÕm hµm tuyÕn tÝnh

L : P ! R x¸c ®Þnh trªn tËp P c¸c ®a thøc hÖ sè thùc. KÝ hiÖu hL; P (x)i lµ
gi¸ trÞ cña phiÕm hµm L t¹i ®a thøc P (x). XÐt phiÕm hµm tuyÕn tÝnh Ak

nh sau 
Ak; xn

®
= n!±n;k;

trong ®ã

±n:k =

(
1 víi n = k;

0 víi n 6= k:

Ta kÝ hiÖu gi¸ trÞ cña Ak t¹i xn lµ (xn)(k)jx=0. KÝ hiÖu
1P
k=0

akA
k; ak 2 R lµ phiÕm

hµm tuyÕn tÝnh sau* 1X
k=0

akA
k; P (x)

+
=

1X
k=0

ak

Ak; P (x)

®
:

V×

Ak; P (x)

®
= 0 víi hÇu hÕt k nªn tån t¹i h÷u h¹n c¸c thµnh phÇn kh¸c 0

trong tæng ë vÕ ph¶i cña ®¼ng thøc trªn, b©y giê ta cÇn ®i chøng minh r»ng
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nÕu L lµ mét phiÕm hµm trªn P th×

L =
1X
k=0


L; xk

®
k!

Ak:(1)

ThËt vËy, víi n ¸ 0 ta cã* 1X
k=0


L; xk

®
k!

Ak; xn

+
=

1X
k=0


L; xk

®
k!


Ak; xn

®
= hL; xni :

V× L vµ Ak tuyÕn tÝnh nªn

hL; P (x)i =
* 1X
k=0


L; xk

®
k!

Ak; P (x)

+
víi mäi ®a thøc P , ta cã (1). Víi phÐp ®Æt ë trªn gi¸ trÞ cña Ak t¹i xn lµ

(xn)
(k)
jx=0 th× ta ®Þnh nghÜa ®îc phÐp to¸n trªn A

k nh sau

AkAj = Ak+j:

Theo (1) ta më réng ®îc phÐp to¸n nµy thµnh phÐp to¸n ®èi víi L;M : P! R
bÊt k× nh sau:

LM =
1X
k=0


L; xk

®
k!

Ak
1X
j=0

hM;xji
j!

Aj =
1X
n=0

cnA
n;

trong ®ã

cn =
1X
k=0


L; xk

®
k!


M;xn¡k

®
(n¡ k)! =

1

n

1X
n=0

µ
n

k

¶ 
L; xk

® 
M;xn¡k

®
:

Do ®ã theo (1) ta cã

hLM; xni =
1X
n=0

µ
n

k

¶ 
L; xk

® 
M;xn¡k

®
:(2)

Sö dông phÐp quy n¹p suy ra

hL1 ¢ ¢ ¢Lj ; xni
=

X
k1;::: ;kj=0
k1+¢¢¢+kj=n

n!

k1! ¢ ¢ ¢ kj!

L1; x

k1
® 
L2; x

k2
® ¢ ¢ ¢ Lj ; xkj® :(3)
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Ta ®Þnh nghÜa ®¹o hµm h×nh thøc L0 cña L lµ

(A0)0 = 0; (Ak)0 = kAk¡1 víi k 2 N
vµ

L0 =
1X
k=1


L; xk

®
k!

kAk¡1:

Ta cÇn chøng minh r»ng víi mäi P 2 P,
hL0; P (x)i = hL; xP (x)i :(4)

Râ rµng ta chØ cÇn chøng minh r»ng

(Ak)0; xn

®
=

Ak; xn+1

®
. Ta cã

(Ak)0; xn
®
=

kAk¡1; xn

®
= kn!±n;k¡1 = (n+ 1)!±n+1;k =


Ak; xn+1

®
:

§Ó chøng minh c«ng thøc Faµ di Bruno ta ®Æt

hn = h
(n)(t); gn = g

(n)(t); fn = f
(n)(u)u=g(t):

Râ rµng

h1 = f1g1; h2 = f1g2 + f2g
2
1; h3 = f1g3 + f23g1g2 + f3g

3
1:

Dïng quy n¹p chøng minh ®îc

hn =
nX
k=1

fkln;k(g1; g2; : : : ; gm);(5)

trong ®ã ln;k(g1; g2; : : : ; gn) ®éc lËp víi fj ; j = 1; 2; : : : ; n. §Ó x¸c ®Þnh ln;k(g1; g2; : : : ; gn)

ta chän f(t) = eat; a 2 R, ta cã fk = akeag(t) vµ hn =
¡
eag(t)

¢(n)
. Tõ (5) suy ra

e¡ag(t)
¡
eag(t)

¢(n)
=

nX
k=1

akln;k(g1; g2; : : : ; gm):(6)

XÐt Bn(t) = e¡ag(t)
¡
eag(t)

¢(n)
, n ¸ 0 th× theo c«ng thøc Leibniz ta ®îc

Bn(t) = e
¡ag(t) ¡ag1(t)eag(t)¢(n¡1)

= a ¢ e¡ag(t)
n¡1X
k=1

µ
n¡ 1
k

¶
gk+1(t)

¡
eag(t)

¢(n¡k¡1)
(7)

= a
n¡1X
k=1

µ
n¡ 1
k

¶
gk+1(t)Bn¡k¡1(t):
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Víi t 2 I cho tríc, ®Æt Bn = Bn(t) vµ xÐt phiÕm hµm L vµ M x¸c ®Þnh

trªn P nh sau : hL; xni = Bn; hM;xni = gn, khi ®ã hL; 1i = B0 = 1 vµ

hM; 1i = g0 = g(t). H¬n n÷a theo (1) ta ®îc

L =
1X
k=0

Bk
k!
Ak vµ M =

1X
k=0

gk
k!
Ak:

KÕt hîp (7) víi (2) vµ (4) ta ®îc

hL; xni = a
n¡1X
k=0

µ
n¡ 1
k

¶ 
M;xk+1

® 
L; xn¡k¡1

®
= a

n¡1X
k=0

µ
n¡ 1
k

¶ 
M 0; xk

® 
L; xn¡k¡1

®
= a

M 0L; xn¡1

®
:

Do ®ã hL0; xn¡1i = hM 0L; xn¡1i hay nãi c¸ch kh¸c

L0 = aM 0L:

Ph¬ng tr×nh vi ph©n d¹ng chÝnh t¾c nµy cã nghiÖm L = cea(M¡g0), trong

®ã c lµ mét sè thùc. Sö dông ®iÒu kiÖn ban ®Çu ta ®îc 1 = B0 = hL; 1i =
cea(M¡g0); 1

®
= c, do ®ã L = ea(M¡g0), tõ ®ã suy ra

Bn = hL; xni =

ea(M¡g0); xn

®
=

1X
k=0

ak

k!


(M ¡ g0)k; xn

®
=

1X
k=0

ak

k!

X
j1;::: ;jk=0
j1+¢¢¢+jn=n

n!

j1! ¢ ¢ ¢ jk!

(M ¡ g0); xj1

® ¢ ¢ ¢ (M ¡ g0); xjk
®

=
1X
k=0

ak

k!

X
j1;::: ;jk=0
j1+¢¢¢+jn=n

n!

j1! ¢ ¢ ¢ jk!gj1gj2 ¢ ¢ ¢ gjk :
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TÝnh to¸n hÖ sè cña ak ë (6) ta ®îc

ln;k(g1; g2; : : : ; gn) =
n!

k!

X
j1;::: ;jk=1
j1+¢¢¢+jn=n

gj1
j1!
¢ gj2
j2!
¢ ¢ ¢ gjk
jk!

=
n!

k!

X
k1;::: ;kn=0
k1+¢¢¢+kn=k

k1+22+¢¢¢+nkn=n

k!

k1! ¢ ¢ ¢ kn!
³g1
1!

´k1 ¢ ¢ ¢³gn
n!

´kn
:

Cuèi cïng ta cã

nX
k=1

fkln;k(g1; : : : ; gn) =
nX
k=1

fk
X

k1;::: ;kn=0
k1+¢¢¢+kn=k

k1+22+¢¢¢+nkn=n

k!

k1! ¢ ¢ ¢ kn!
³g1
1!

´k1 ¢ ¢ ¢³gn
n!

´kn
:

Ta ®îc ®iÒu ph¶i chøng minh.

2.1.39.

(a) Ta cã

f 0(x) =

(
1
x3
e¡1=x

2
víi x 6= 0;

0 víi x = 0;

v× (xem 1.1.12)

lim
x!0

2¡1=x
2

x
= 0:

Tõ ®ã suy ra f 0 liªn tôc trªn R. H¬n n÷a víi x 6= 0 th×

f 00(x) = e¡1=x
2

µ
4

x6
¡ 2 ¢ 3
x4

¶
:

Sö dông kÕt qu¶ cña bµi 1.1.12 ta ®îc f 00(0) = 0, tõ ®ã suy ra f 00 còng

liªn tôc trªn R. Cuèi cïng ta ®îc

f (n)(x) =

(
e¡1=x

2
P
¡
1
x

¢
víi x 6= 0;

0 víi x = 0;

trong ®ã P lµ mét ®a thøc, do ®ã víi mäi n 2 N f (n)(x) liªn tôc trªn R.
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(b) T¬ng tù c©u (a) ta cã g(n)(0) = 0 víi n 2 N, ®ång thêi ta ®îc g 2 C1(R).

(c) Hµm sè ®ang xÐt lµ tÝch cña hai hµm f1 vµ f2 thuéc C1(R); qu¶ vËy,
ta thÊy r»ng f1(x) = g(x¡ a) vµ f2(x) = g(b¡ x) víi g ®îc x¸c ®Þnh ë
c©u (b).

2.1.40. Ta cã

f 00(x) = g0(f(x))f 0(x) = g0(f(x))g(f(x));

f 000(x) = g0(f(x))(g(f(x)))2 + (g0(f(x)))2g(f(x)):

Do ®ã f 00 vµ f 000 ®Òu liªn tôc trªn (a; b). Sö dông quy n¹p ta ®îc f (n) víi

n ¸ 3 ®Òu lµ tæng cña c¸c ®¹o hµm g(k)(f); k = 0; 1; 2; : : : ; n¡ 1, tõ ®ã suy ra
chóng liªn tôc trªn (a; b).

2.1.41. NÕu ® 6= 0 th×

f 00(x) =
¡¯f 0(x)¡ °f(x)

®
;

Tõ ®ã suy ra

f 000(x) =
¡¯f 00(x)¡ °f(x)

®
=
(¯2 ¡ °®)f(0(x) + °¯f(x)

®2
:

Sö dông quy n¹p suy ra ®¹o hµm thø n lµ mét biÓu diÔn tuyÕn tÝnh cña f

vµ f 0. Víi ® = 0 th× ¯ 6= 0 vµ f 0(x) = ¡ °
¯
f(x): Sö dông quy n¹p lÇn n÷a suy

ra

f (n)(x) = (¡1)n °
n

¯n
f(x):

2.2 §Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh

2.2.1. XÐt hµm phô h(x) = e®xf(x); x 2 [a; b] tho¶ m∙n ®iÒu kiÖn cña ®Þnh lý
Rolle, do ®ã tån t¹i x0 2 (a; b) tho¶ m∙n

0 = h0(x0) = (®f(x0) + f 0(x0))e®x0 :

Tõ ®ã suy ra ®f(x0) + f 0(x0) = 0:



2.2. §Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh 229

2.2.2. Hµm h(x) = eg(x)f(x); x 2 [a; b] tho¶ m∙n ®iÒu kiÖn cña ®Þnh lý Rolle,
do ®ã tån t¹i x0 2 (a; b) tho¶ m∙n

0 = h0(x0) = (g0(x0)f(x0) + f 0(x0))eg(x0);

do ®ã g0(x0)f(x0) + f 0(x0) = 0:

2.2.3. Sö dông ®Þnh lý Rolle ®èi víi hµm h(x) = f(x)
x
; x 2 [a; b]:

2.2.4. Sö dông ®Þnh lý Rolle ®èi víi hµm h(x) = f 2(x)¡ x2; x 2 [a; b]:

2.2.5. Sö dông ®Þnh lý Rolle ®èi víi hµm h(x) = f(x)
g(x)
; x 2 [a; b]:

2.2.6. Chó ý r»ng ®a thøc

Q(x) =
a0
n+ 1

xn+1 +
a1
n
xn + ¢ ¢ ¢+ anx

tho¶ m∙n ®iÒu kiÖn ®Þnh lý Rolle trong kho¶ng [0; 1].

2.2.7. Hµm

h(x) =
an
n+ 1

lnn+1 x+ ¢ ¢ ¢+ a2
3
ln3 x+

a1
2
ln2 x+

a0
1
lnx; x 2 [1; e2];

tho¶ m∙n c¸c ®iÒu kiÖn cña ®Þnh lý Rolle.

2.2.8. Sö dông ®Þnh lý Rolle ta suy ra gi÷a hai nghiÖm thùc cña ®a thøc P

tån t¹i Ýt nhÊt mét nghiÖm thùc cña P 0. H¬n n÷a mçi nghiÖm cña ®a thøc

bËc k P lµ mét nghiÖm cña P 0 bËc k ¡ 1, do ®ã tån t¹i n¡ 1 nghiÖm cña P 0.

2.2.9. Sö dông ®Þnh lý Rolle ®èi víi f trong [a; b] ta cã tån t¹i c 2 (a; b) sao
cho f 0(c) = 0. TiÕp ®ã sö dông ®Þnh lý Rolle ®èi víi f 0 trªn [a; c] ta suy ra

r»ng tån t¹i x1 2 (a; c) ½ (a; b) sao cho f 00(x1) = 0:

2.2.10. LËp luËn t¬ng tù bµi tËp trªn.

2.2.11.
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(a) §Æt P (x) = x13 + 7x3¡ 5, ta cã P (0) = ¡5 vµ lim
x!1

P (x) = +1. Sö dông
®Þnh lý gi¸ trÞ trung gian ta cã tån t¹i nghiÖm d¬ng cña P (x) = 0.

NÕu tån t¹i hai nghiÖm d¬ng kh¸c nhau th× tõ ®Þnh lý Rolle ta suy

ra tån t¹i x0 sao cho P 0(x0) = 0 víi x0 d¬ng nµo ®ã, ®iÒu nµy tr¸i víi

gi¶ thiÕt P 0(x) = 0 khi vµ chØ khi x = 0. Cuèi cïng ta cã nhËn xÐt r»ng

P (x) < 0 víi x < 0.

(b) XÐt hµm

f(x) =

µ
3

5

¶x
+

µ
4

5

¶x
¡ 1:

Ta cã f(2) = 0. NÕu ph¬ng tr×nh ®ang xÐt cã nghiÖm kh¸c 2 th× theo

®Þnh lý Rolle ®¹o hµm cña nã ph¶i cã Ýt nhÊt mét nghiÖm, ®iÒu nµy

m©u thuÉn víi gi¶ thiÕt v× f 0(x) < 0 víi mäi x 2 R.
2.2.12. Ta sö dông ph¬ng ph¸p quy n¹p. Víi n = 1, ph¬ng tr×nh a1x®1 = 0

kh«ng cã nghiÖm trong (0;1). Gi¶ sö víi n 2 N nµo ®ã, ph¬ng tr×nh
a1x

®1 + a2x
®2 + ¢ ¢ ¢+ anx®n = 0;

cã nhiÒu nhÊt lµ n¡ 1 nghiÖm trong (0;1). XÐt ph¬ng tr×nh
a1x

®1 + a2x
®2 + ¢ ¢ ¢+ anx®n + an+1x®n+1 = 0;

ta viÕt díi d¹ng

a1 + a2x
®2¡®1 + ¢ ¢ ¢+ an+1x®n+1¡®1 = 0:

NÕu ph¬ng tr×nh cuèi cïng nµy cã nhiÒu h¬n n nghiÖm trong (0;1) th× sö
dông ®Þnh lý Rolle ta suy ra ®¹o hµm cña hµm trong vÕ tr¸i sÏ cã n nghiÖm

d¬ng, ®iÒu nµy tr¸i víi gi¶ thiÕt quy n¹p, ta ®îc ®iÒu ph¶i chøng minh.

2.2.13. Sö dông bµi tËp trªn, thay x bëi ex.

2.2.14. Râ rµng F (a) = F (b) = 0 vµ F liªn tôc trªn [a; b]. H¬n n÷a F kh¶ vi

trªn (a; b) vµ

F 0(x) = det

¯̄̄̄
¯̄f
0(x) g0(x) h0(x)
f(a) g(a) h(a)
f(b) g(b) h(b)

¯̄̄̄
¯̄ :



2.2. §Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh 231

Sö dông ®Þnh lý Rolle ta suy ra tån t¹i x0 2 (a; b) sao cho F 0(x0) = 0. Chän
g(x) = x vµ h(x) = 1 víi x 2 [a; b] th×

F 0(x0) = det

¯̄̄̄
¯̄f
0(x0) 1 0
f(a) a 1
f(b) b 1

¯̄̄̄
¯̄ = 0;

tøc lµ f(b)¡ f(a) = f 0(x0)(b¡ a), ta nhËn ®îc ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh. §Ó
tæng qu¸t ho¸ ®Þnh lý nµy ta chØ cÇn cho h(x) ´ 1:
2.2.15. Sö dông ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh ta suy ra tån t¹i x1 2 (0; 1) vµ
x2 2 (1; 2) sao cho

f 0(x1) = f(1)¡ f(0) = 1 vµ f 0(x1) = f(2)¡ f(1) = 1:

Sö dông ®Þnh lý Rolle ®èi víi f 0 trong kho¶ng [x1; x2] ta ®îc ®iÒu ph¶i chøng

minh.

2.2.16. V× f kh«ng lµ hµm tuyÕn tÝnh nªn tån t¹i c 2 (a; b) sao cho

f(c) < f(a) +
f(b)¡ f(a)
b¡ a (c¡ a) hay f(c) > f(a) +

f(b)¡ f(a)
b¡ a (c¡ a):

Gi¶ sö r»ng

f(c) < f(a) +
f(b)¡ f(a)
b¡ a (c¡ a):

ThÕ th×

f(c)¡ f(a)
c¡ a <

f(b)¡ f(a)
b¡ a vµ

f(c)¡ f(b)
c¡ b <

f(b)¡ f(a)
b¡ a :

Sö dông ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh suy ra ®iÒu ph¶i chøng minh. Ta lËp

luËn t¬ng tù cho trêng hîp

f(c) > f(a) +
f(b)¡ f(a)
b¡ a (c¡ a):

2.2.17. Gi¶ sö r»ng x0 6= 1
2
, khi ®ã mét trong hai kho¶ng [0; x0] vµ [x0; 1]

kh«ng h¬n 1
2
. GI¶ sö r»ng ®o¹n ®ã lµ [x0; 1], sö dông ®Þnh lý gi¸ trÞ trung

b×nh ta ®îc
¡1
1¡ x0 =

f(1)¡ f(x0)
1¡ x0 = f 0(c);
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suy ra jf 0(c)j > 2. Gi¶ sö r»ng x0 = 1
2
vµ f tuyÕn tÝnh trong kho¶ng

£
0; 1

2

¤
,

thÕ th× f(x) = 2x víi x 2 £0; 1
2

¤
. V× f 0

¡
1
2

¢
= 2 nªn tån t¹i x1 > 1

2
sao cho

f(x1) > 1, trong trêng hîp nµy sö dông ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh trªn

kho¶ng [x1; 1] ta suy ra ®iÒu ph¶i chøng minh. NÕu tån t¹i x2 2
¡
0; 1

2

¢
sao

cho f(x2) > 2x2, sö dông ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh ®èi víi kho¶ng [0; x2] ta

suy ra ®iÒu ph¶i chøng minh. NÕu f(x2) < 2x2 th× sö ¸p dông ®Þnh lý gi¸

trÞ trung b×nh cho kho¶ng
£
x2;

1
2

¤
.

2.2.18. Sö dung ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh tæng qu¸t cho hµm x 7! f(x)
x
vµ

x 7! 1
x
trªn [a; b] ta ®îc

bf(a)¡ af(b)
b¡ a =

f(b)
b
¡ f(a)

a
1
b
¡ 1

a

=

x1f 0(x1)¡f(x1)
x21

¡ 1
x21

= f(x1)¡ x1f 0(x1):

2.2.19. The ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh , víi x1; x2 2 [0;1),

j ln(1 + x1)¡ ln(1 + x2)j = 1

x0 + 1
jx1 ¡ x2j ∙ jx1 ¡ x2j:

T¬ng tù

j ln(1 + x21)¡ ln(1 + x22)j =
2x0
x20 + 1

jx1 ¡ x2j ∙ jx1 ¡ x2j:

Vµ

j arctanx1 ¡ arctanx2j = 1

x20 + 1
jx1 ¡ x2j ∙ jx1 ¡ x2j:

2.2.20. Cè ®Þnh x0 2 (a; b), thÕ th× víi mäi x 2 (a; b) ta cã tån t¹i c n»m gi÷a

x0 vµ x sao cho f 0(x)¡ f 0(x0 = f 00(c)(x¡ x0). Do ®ã
jf 0(x)j ∙M jx¡ x0j+ jf 0(x0j ∙M(b¡ a) + jf 0(x0)j;

tøc lµ f 0 bÞ chÆn, tõ ®ã (nh kÕt qu¶ bµi tríc) ta suy ra f liªn tôc ®Òu trªn

(a; b).

2.2.21. XÐt hµm x 7! arctan f(x), sö dông ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh ta ®îc

víi a < x1 < x2 < b, x2 ¡ x1 > ¼,

j arctan f(x2)¡ arctan f(x1)j = jf 0(x0)j
f 2(x0) + 1

(x2 ¡ x1):



2.2. §Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh 233

Do ®ã

¼ ¸ jf 0(x0)j
f 2(x0) + 1

(x2 ¡ x1);

tõ ®ã suy ra
jf 0(x0)j
f 2(x0) + 1

∙ ¼

x2 ¡ x1 < 1:

2.2.22. Ta cã

arctan f(x2)¡ arctan f(x1) = f 0(x0)
f2(x0) + 1

(x2 ¡ x1)

víi a < x1 < x2 < b. Tõ (ii) suy ra

arctan f(x2)¡ arctan f(x1) ¸ ¡(x2 ¡ x1):

Cho x2 ! b¡ vµ x1 ! a+ , sö dông (i) ta ®îc ¡¼ ¸ ¡(b¡ a):

2.2.23. Sö dông ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh suy ra

f 0¡(b) = lim
h!0¡

f(b+ h)¡ f(b)
h

= lim
h!0¡

f 0(b+ µh) = A:

2.2.24. V× f 0(x) = O(x) nªn tån t¹iM > 0 vµ x0 2 (0;1) sao cho jf 0(x)j ∙Mx
víi x ¸ x0. Sö dông ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh ta ®îc

jf(x)¡ f(x0)j = jf(0x0 + µ(x¡ x0))j(x¡ x0)
∙M(x0 + µ(x¡ x0))(x¡ x0) ∙Mx(x¡ x0) ∙Mx2

víi x ¸ x0.

2.2.25. Sö dông ®Þnh lý Rolle cho hµm

h(x) =
nX
k=1

µ
fk(x)¡ fk(a)¡ (gk(x)¡ gk(a))fk(b)¡ fk(a)

gk(b)¡ gk(a)
¶
:

2.2.26. Gi¶ sö f kh¶ vi ®Òu trªn [a; b], khi ®ã víi mäi d∙y fhng héi tô vÒ 0
sao cho hn 6= 0 vµ x+ hn 2 I víi x 2 [a; b], d∙y hµm

n
f(x+hn)¡f(x)

hn

o
héi tô ®Òu

vÒ f 0 trªn [a; b]. Theo bµi 1.2.34 th× f 0 liªn tôc trªn [a; b].
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B©y giê gi¶ thiÕt r»ng f 0 liªn tôc trªn [a; b], sö dông ®Þnh lý gi¸ trÞ trung

b×nh ta ®îc víi mäi x 2 [a; b]; x+ h 2 I,
f(x+ h)¡ f(x)

h
¡ f 0(x) = f 0(x+ µh)¡ f 0(x)

víi 0 < µ < 1. V× f 0 liªn tôc ®Òu trªn [a; b] nªn f kh¶ vi ®Òu.

2.2.27. V× f liªn tôc trªn [a; b] nªn nã bÞ chÆn, tøc lµ tån t¹i A ¸ 0 sao cho
jf(x)j ∙ A víi x 2 [a; b]. Theo gi¶ thiÕt ta cã

jg0(x)j ∙ 1 +Aj¸j jg(x)j:

B©y giê xÐt [c; d] ½ [a; b] cã ®é réng kh«ng lín h¬n 1
2
j¸j
1+A

= B
2
vµ tho¶ m∙n

g(c) = 0. Víi x0 2 [c; d] ta cã

jg(x0)¡ g(c)j = jg(x0)j = (x0 ¡ c)jg0(x1)j ∙ B
2

jg(x1)j
B

:

LÆp l¹i qu¸ tr×nh trªn ta t×m ®îc d∙y fxng c¸c ®iÓm thuéc [c; d] sao cho

jg(x0)j ∙ 1
2
jg(x1)j ∙ ¢ ¢ ¢ ∙ 1

2n
jg(xn)j ∙ ¢ ¢ ¢ :

Tõ ®ã suy ra g(x0) = 0. §Ó kÕt thóc chøng minh ta chia ®o¹n [a; b] thµnh

h÷u h¹n ®o¹n con cã ®é réng kh«ng qu¸ B
2
.

Ta cã nhËn xÐt r»ng gi¶ thiÕt f liªn tôc trªn [a; b] cã thÓ thay thÕ bëi tÝnh

bÞ chÆn cña nã trªn [a; b].

2.2.28. Sö dông ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh tæng qu¸t ta ®îc
f(2x)
2x

¡ f(x)
x

1
2x
¡ 1

x

= f(³)¡ ³f 0(³);

víi x < ³ < 2x. Tõ ®ã suy ra

f(2x)

2x
¡ f(x)

x
=
³

2x

µ
f 0(³)¡ f(³)

³

¶
:

Tøc lµ

0 ∙ jf 0(³)j ∙ 2
¯̄̄̄
f(2x)

2x
¡ f(x)

x

¯̄̄̄
+

¯̄̄̄
f(³)

³

¯̄̄̄
:

Cho x!1 ta ®îc ®iÒu ph¶i chøng minh.
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2.2.29. Suy ra tõ bµi 1.6.30.

2.2.30. Tõ gi¶ thiÕt suy ra

f 0(px+ qy) = f 0(qx+ py) víi x 6= y:(1)

NÕu p 6= q th× f 0 lµ hµm h»ng. ThËt vËy, nÕu f 0(x1) 6= f 0(x2) th× ®Æt

x =
p

2p¡ 1x1 +
p¡ 1
2p¡ 1x2 vµ y =

p¡ 1
2p¡ 1x1 +

p

2p¡ 1x2;

th× ta ®îc x1 = px+ (1¡ p)y vµ x2 = py+ (1¡ p)x, tr¸i víi (1). Tõ ®ã suy ra
víi p 6= q th× f lµ hµm tuyÕn tÝnh, nÕu p = q = 1

2
th× theo kÕt qu¶ bµi tríc,

f sÏ lµ mét ®a thøc bËc hai.

2.2.31. Víi [a; b] ½ I, gi¶ sö r»ng f 0(a) < f 0(b). §Æt ¸ lµ sè tho¶ m∙n f 0(a) <
¸ < f 0(b). XÐt hµm g(x) = f(x) ¡ ¸x, thÕ th× g0(a) < 0 vµ g0(b) > 0. Do ®ã g
®¹t cùc tiÓu trªn [a; b] t¹i ®iÓm x0 2 (a; b), tøc lµ g0(x0) = 0, hay f 0(x0) = ¸.

2.2.32.

(a) Cho " > 0 sao cho jf(x) ¡ f 0(x)j < " víi x ¸ a. Theo ®Þnh lý gi¸ trÞ

trung b×nh tæng qu¸t, tån t¹i » 2 (a; x) sao cho

exf(x)¡ eaf(a)
ex ¡ ea = f(»)¡ f 0(»):

Do ®ã

jf(x)¡ f(a)ea¡xj < "j1¡ ea¡xj;
hay

jf(x)j < jf(a)jea¡x + "j1¡ ea¡xj:
Tõ ®ã suy rajf(x)j < 2" víi x ®ñ lín.

(b) Sö dông ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh tæng qu¸t ®èi víi hµm x 7! e
p
xf(x)

vµ x 7! e
p
x vµ lµm nh c©u a.
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2.2.33. Tõ gi¶ thiÕt suy ra hµm x 7! e¡xf(x) cã Ýt nhÊt ba nghiÖm ph©n biÖt

trong [a; b], do ®ã theo ®Þnh lý Rolle ®¹o hµm cña nã x 7! e¡x(f 0(x) ¡ f(x))
ph¶i cã Ýt nhÊt hai nghiÖm ph©n biÖt trong [a; b] vµ ®¹o hµm cÊp hai cña nã

cã Ýt nhÊt mét nghiÖm , tøc lµ ph¬ng tr×nh e¡x(f(x)+ f 00(x)¡ 2f 0(x)) = 0 cã
Ýt nhÊt mét nghiÖm trong [a; b].

2.2.34. Chó ý r»ng Q(x) = F (x)G(x) víi

F (x) = P 0(x) + xP (x) = e¡x
2=2
³
ex

2=2P (x)
´0
;

G(x) = xP 0(x) + P (x) = (xP (x))0:

XÐt c¸c nghiÖm 1 < a1 < a2 < ¢ ¢ ¢ < an cña ®a thøc P , theo ®Þnh lý Rolle F
cã n ¡ 1 nghiÖm, ký hiÖu lµ bi; i = 1; 2; : : : ; n¡ 1 vµ G cã n nghiÖm, ký hiÖu

lµ ci; i = 1; 2; : : : ; n, cã thÓ gi¶ thiÕt r»ng

1 < a1 < b1 < a2 < b2 < ¢ ¢ ¢ < bn¡1 < an;
0 < c1 < a1 < c2 < a2 < ¢ ¢ ¢ < cn < an:

NÕu bi 6= ci+1; i = 1; 2; : : : n ¡ 1 th× ®a thøc Q cã Ýt nhÊt 2n¡ 1 nghiÖm. B©y
giê gi¶ thiÕt r»ng tån t¹i i sao cho bi = ci+1 = r, thÕ th× P 0(r) + rP (r) = 0 =

rP 0(r) + P (r), do ®ã (r2 ¡ 1)P (r) = 0. V× r > 1 nªn P (r) = 0 v« lý.
2.2.35. Gäi c¸c nghiÖm cña P lµ x1 < x2 < ¢ ¢ ¢ < xm, theo gi¶ thiÕt ta

cã P 0(xm) > 0, P 0(xm¡1) < 0 vµ P 0(xM¡2) > 0,.... H¬n n÷a ta thÊy r»ng

Q(xm) < 0 , Q(xm¡1) > 0, .... NÕu m lÎ th× Q(x1) < 0, nÕu m ch½n th×

Q(x1) > 0, suy ra theo ®Þnh lý Rolle Q cã Ýt nhÊt m+1 nghiÖm thùc khi m lÎ

vµ Ýt nhÊtm nghiÖm thùc khim ch½n. Ta cÇn chØ ra r»ng c¸c nghiÖm cñaQ lµ

ph©n biÖt. V× c¸c nghiÖm cña P lµ thùc vµ ph©n biÖt nªn (P (x))2 > P (x)P 00(x)

víi mäi x 2 R. ThËt vËy, v×
P (x) = am(x¡ x1)(x¡ x2) ¢ ¢ ¢ (x¡ xm);

nªn thÊy r»ng víi x 6= xm, ta cã
P 0(x)
P (x)

=
mX
j=1

1

x¡ xj :
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V× vËy

P (x)P 00(x)¡ (P (x))2 = ¡P 2(x)
mX
j=1

1

(x¡ xj)2 < 0:

H¬n n÷a víi x = xj
(P (xj))

2 > 0 = P (xj)P
00(xj):

Do ®ã bÊt ®¼ng thøc (P 0(x))2 > P (x)P 00(x) ®óng, tõ ®ã suy ra

P (x)Q0(x) = P (x)(2P (x)P 0(x)¡ P 00(x))
= 2P 0(x)(P 2(x)¡ P 0(x)) + 2(P 0(x))2 ¡ P (x)P 00(x)
> 2P 0(x)P 2(x)¡ (P 0(x))2:

Tøc lµ

P (x)Q0(x) > 2P 0(x)Q(x):(1)

VËy c¸c nghiÖm cña Q ®Òu lµ nghiÖm ®¬n, NÕu y1 vµ y2 lµ hai nghiÖm liªn

tiÕp cña Q th× Q0(y1) vµ Q0(y2) tr¸i dÊu nhau, do ®ã tõ (1) ta suy ra P (y1) vµ

P (y2) còng tr¸i dÊu nhau, vµ ta cã kÕt luËn r»ng gi÷a hai nghiÖm liªn tiÕp

cña Q lu«n cã Ýt nhÊt mét nghiÖm cña P , vËy víi m lÎ, nÕu Q cã h¬n m + 1

nghiÖm thùc th× P cã nhiÒu h¬n m nghiÖm, v« lý, twong tù nÕu víi m ch½n

Q cã nhiÒu h¬n m nghiÖm th× nã ph¶i cã m + 2 nghiÖm, tøc lµ P cã nhiÒu

h¬n m nghiÖm, v« lý.

2.2.36. [G. Peyser, Amer. Math. Monthly 74 (1967), 1102-1104]. Chó ý

r»ng nÕu mäi nghiÖm cña ®a thøc bËc n P ®Òu thùc th× theo ®Þnh lý Rolle,

mäi nghiÖm cña P 0 còng ®Òu thùc, vµ n»m gi÷a c¸c nghiÖm cña P , do ®ã P 0

cã d¹ng nh ®∙ cho trong ®Ò bµi, ta chØ cÇn chøng minh kh¼ng ®Þnh ®Çu, c¸c

kh¼ng ®Þnh sau chøng minh t¬ng tù. Râ rµng P (x) = Q(x)(x¡ an), do ®ã

P 0(x) = Q0(x)(x¡ an) +Q(x):(¤)

XÐt trêng hîp ai < ai+1, gi¶ sö r»ng P (x) > 0 víi x 2 (ai > ai+1) khi

®ã Q(x) < 0 víi x 2 (ai > ai+1). H¬n n÷a tõ (¤) ta suy ra Q0(x) < 0 víi

x 2 (ai; ai+1) vµ Q0(ci) < 0, do ®ã di > ci, ®iÒu ph¶i chøng minh.
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2.2.37. [G. Peyser, Amer. Math. Monthly 74 (1967), 1102-1104]. Gi¶ sö

r»ng an¡1 < an vµ " > 0. Râ rµng

S(x) = P (x)¡ "R(x);

víi R(x) = (x ¡ a2) ¢ ¢ ¢ (x ¡ an). Kh«ng mÊt tæng qu¸t gi¶ sö r»ng P (x) < 0
víi x 2 (an¡1an), khi ®ã S(x) < 0 vµ R(x) < 0 víi x 2 (an¡1an). V×

S 0(x) = P (x)(x¡ an)¡ "R0(x);(1)

nªn S(cn¡1) = ¡"R0(cn¡1). Theo kÕt qu¶ bµi tríc ta cã R0(cn¡1) > 0. Theo (1)
ta cã S 0(cn¡1) < 0. V× S 0 ®æi dÊu ©m sang d¬ng t¹i mét ®iÓm thuéc (an¡1; an)

nªn fn¡1 > cn¡1. Kh¼ng ®Þnh cßn l¹i ®îc chøng minh t¬ng tù.

2.2.38. [G. Peyser, Amer. Math. Monthly 74 (1967), 1102-1104]. §Æt

W (x) = (x ¡ ai)i(x ¡ ai+1). NÕu i = 2; 3; : : : ; n ¡ 1 th× W 0(x) = 0 t¹i c¸c

®iÓm x = ai vµ t¹i

x = c =
iai+1 + ai
i+ 1

= ai+1 ¡ ai+1 ¡ ai
i+ 1

:

NÕu i = 1 th×W 0 chØ b»ng 0 t¹i c. Sö dông kÕt qu¶ ®Çu cña 2.2.36 n¡i¡1 lÇn
vµ tiÕp ®Õn lµ kÕt qu¶ bµi trªn n¡1 lÇn víi " b»ng ai¡a1; ai¡a2; : : : ; ai¡ai¡1
liªn tiÕp ta ®îc

ci ∙ c = ai+1 ¡ ai+1 ¡ ai
i+ 1

:

§Ó chøng minh bÊt ®¼ng thøc bªn tr¸i ta sö dông phÇn thø hai cña hai bµi

tËp trªn mét c¸ch t¬ng tù.

2.2.39. Chó ý r»ng theo ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh, víi mäi x 2 (0; 1=K)\[0; 1]
ta cã

jf(x)j ∙ Kxjf(x1)j ∙ K2xx1jf(x2)j ∙ ¢ ¢ ¢ ∙ Knxx1 ¢ ¢ ¢xn¡1jf(xn)j;

trong ®ã 0 < xn < xn¡1 < ¢ ¢ ¢ < x1 < x. Do ®ã jf(x)j ∙ (Kx)njf(xn)j. V× f
bÞ chÆn nªn f(x) ´ 0 trªn (0; 1=K) \ [0; 1]. NÕu K ¸ 1 ta còng cã kÕt luËn

t¬ng tù f(x) ´ 0 trªn [1=K; 2=K]. LÆp l¹i qu¸ tr×nh trªn nhiÒu lÇn suy ra
f(x) ´ 0 trªn [0; 1].
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2.2.40. Víi x1 2 J1 vµ x3 2 J3 ta cã
f (k¡1)(x3)¡ f (k¡1)(x1)

x3 ¡ x1 = f (k)(³)

víi ³ 2 (x1; x3). Do ®ã

mk(J) ∙ 1

x3 ¡ x1
¡jf (k¡1)(x3)j ¡ jf (k¡1)(x1)j¢

∙ 1

¸2

¡jf (k¡1)(x3)j ¡ jf (k¡1)(x1)j¢ :
LÊy cËn díi ®óng theo x1 2 J1 vµ x3 2 J3 ta suy ra ®iÒu ph¶i chøng minh.

2.2.41. Quy n¹p theo k. Víi k = 1 ta suy ra bÊt ®¼ng thøc tõ ®Þnh lý gi¸ trÞ

trung b×nh vµ jf(x)j ∙ 1. Gi¶ sö bÊt ®¼ng thøc ®óng víi k nµo ®ã, theo kÕt
qu¶ bµi trªn ta cã

mk+1(J) ∙ 1

¸2
(mk(J1) +mk(J3))

∙ 1

¸2

µ
1

¸k1
2
k(k+1)

2 kk +
1

¸k3
2
k(k+1)

2 kk
¶

= 2
k(k+1)

2 kk
µ

1

¸k1¸2
+

1

¸k3¸2

¶
:

§Æt ¸1 = ¸3 = k¸
2(k+1)

vµ ¸2 = ¸
k+1

ta ®îc

mk+1(J) ∙ 2
(k+1)(k+2)

2 (k + 1)k+1

¸k+1
:

§iÒu ph¶i chøng minh.

2.2.42. Ta cã

P (p¡1)(x) = (p¡ 1)!ap¡1 + (p+ 1)!
2!

ap+1x
2 + ¢ ¢ ¢+ n!

(n¡ p+ 1)!anx
n¡p+1:

Theo ®Þnh lý Rolle ta cã gi÷a hai nghiÖm thùc liªn tiÕp cña P tån t¹i ®óng

mét nghiÖm thùc cña P 0, tõ ®ã suy ra ®a thøc P (p¡1) cã n ¡ p + 1 nghiÖm
thùc ph©n biÖt vµ P (p) cã n ¡ p nghiÖm thùc ph©n biÖt, ®ång thêi nh trªn
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ta cã gi÷a hai nghiÖm liªn tiÕp cña P (p¡1) cã ®óng mét nghiÖm cña P (p). Gi¶

sö ph¶n chøng r»ng ap¡1 vµ ap+1 cã cïng dÊu, kh«ng gi¶m tæng qu¸t ta cã

thÓ gi¶ thiÕt chóng cã dÊu d¬ng, khi ®ã tån t¹i " > 0 sao cho P (p¡1) gi¶m

trong kho¶ng (¡"; 0) vµ t¨ng trong kho¶ng (0; "). Râ rµng P (p)(0) = 0. NÕu
kh«ng tån t¹i mét nghiÖm kh¸c cña P (p) th× ta cã P (p¡1)(x) > P (p¡1)(0) > 0

víi x 6= 0, v« lý. NÕu P (p) cã nghiÖm kh¸c 0 víi th× ký hiÖu x0 6= 0 lµ nghiÖm
gÇn kh«ng nhÊt ta nhËn thÊy r»ng gi÷a 0 vµ x0 cã mét nghiÖm cña P (p¡1),

mÆt kh¸c P (p¡1)(x) > 0 trong kho¶ng më cã hai ®Çu lµ 0 vµ x0, v« lý. §iÒu

ph¶i chøng minh.

2.3 C«ng thøc Taylor vµ quy t¾c L’H«pital

2.3.1. Chó ý r»ng víi n = 1 ta ®îc ®iÒu ph¶i chøng minh tõ ®Þnh nghÜa

cña f 0(x0). Víi n > 1, ®Æt

rn(x) = f(x)¡
µ
f(x0) +

f 0(x0)
1!

(x¡ x0) + ¢ ¢ ¢+ f
(n)(x0)

n!
(x¡ x0)n

¶
:

ThÕ th× rn(x0) = r0(x0) = ¢ ¢ ¢ = r(n)(x0) = 0. Theo ®Þnh nghÜa cña ®¹o hµm
thø n

r(n¡1)(x) = r(n¡1)(x)¡ r(n¡1)(x0) = r(n)(x0)(x¡ x0) + o(x¡ x0);

tõ ®ã suy ra r(n¡1)(x) = o(x¡x0). Sö dông ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh ta ®îc

r(n¡2)(x0) = r(n¡2)(x)¡ r(n¡2)(x0) = r(n¡1)(c)(x¡ x0);

víi c lµ mét ®iÓm thuéc kho¶ng më cã hai ®Çu mót lµ x vµ x0. V× jc¡ x0j <
jx ¡ x0j, ta suy ra r(n¡2)(x0) = o((x ¡ x0)2). LÆp l¹i qu¸ tr×nh trªn n lÇn ta
®îc rn(x) = o((x¡ x0)n):

2.3.2. Víi x; x0 2 [a; b] ®Æt

rn(x) = f(x)¡
µ
f(x0) +

f 0(x0)
1!

(x¡ x0) + ¢ ¢ ¢+ f
(n)(x0)

n!
(x¡ x0)n

¶
:
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Kh«ng mÊt tæng qu¸t ta gi¶ thiÕt x > x0. Trªn ®o¹n [x0; x] xÐt hµm trung

gian

'(z) = f(x)¡
µ
f(z) +

f 0(z)
1!

(x¡ z) + ¢ ¢ ¢+ f
(n)(z)

n!
(x¡ z)n

¶
:

Ta cã

'(x0) = rn(x0) vµ '(x) = 0:(1)

H¬n n÷a '0(x) tån t¹i vµ

'0(z) = ¡f
(n+1)(z)

n!
(x¡ z)n:(2)

Theo ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh tæng qu¸t

'(x)¡ '(x0)
Ã(x)¡ Ã(x0) =

'0(c)
Ã0(c)

;

trong ®ã Ã liªn tôc trªn [x0; x] cã ®¹o hµm kh¸c kh«ng trªn (x0; x). KÕt hîp

víi (1) vµ (2) ta ®îc

rn(x) =
Ã(x)¡ Ã(x0)

Ã0(c)
¢ f

(n+1)(c)

n!
(x¡ c)n:

Chän Ã(z) = (x¡ z)p vµ viÕt c = x0 + µ(x¡ x0) ta ®îc

rn(x) =
f (n+1)(x0 + µ(x¡ x0)

n!p
(1¡ µ)n+1¡p(x¡ x0)n+1:

2.3.3. Chó ý r»ng kÕt qu¶ trong bµi nµy chÝnh lµ c¸c trêng hîp riªng cña

bµi tríc víi

(a) p = n+ 1,

(b) p = 1.
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2.3.4. TÝch phÇn tõng phÇn

f(x)¡ f(x0) =
Z x

x0

f 0(x)dt = [¡(x¡ t)f 0(t)]xx0 +
Z x

x0

(x¡ t)f 00(t)dt:

Do ®ã

f(x) = f(x0) +
f 0(x0)
1!

(x¡ x0) +
Z x

x0

(x¡ t)f 00(t)dt:

LÆp l¹i qu¸ tr×nh trªn n lÇn ta sÏ suy ra d¹ng c«ng thøc Taylor cÇn chøng

minh.

2.3.5. Víi n = 1

R2(x) =

Z x

x0

Z t2

x0

f (2)(t1)dt1dt2 =

Z x

x0

(f 0(xt2)¡ f 0(x0))dt2
= f(x)¡ f(x0)¡ (x¡ x0)f 0(x0):

Sö dông quy n¹p ta suy ra ®iÒu ph¶i chøng minh.

2.3.6. Sö dông c«ng thøc Taylor víi phÇn d d¹ng Lagrange (xem 2.3.3 (a)),

ta cã p
1 + x = 1 +

1

2
x¡ 1

8
x2 +

3

3!8
(1 + µx)¡5=2x3

víi 0 < µ < 1 nµo ®ã, suy ra¯̄̄̄p
1 + x¡

µ
1 +

1

2
x¡ 1

8
x2
¶¯̄̄̄
∙ 3jxj3
48
¡
1
2

¢5=2 =
p
2jxj3
4

<
1

2
jxj3:

2.3.7. Sö dông c«ng thøc Taylor víi sè d d¹ng Lagrange ®èi víi f(x) =

(1 + x)®, ta ®îc

(1 + x)® = 1 + ®x+
®(®¡ 1)(1 + µx)®¡2

2
x2

víi 0 < µ < 1. §Ó cã ®iÒu ph¶i chøng minh ta chØ cÇn chó ý r»ng

®(®¡ 1)(1 + µx)®¡2
2

> 0 víi ® > 1 hay ® < 0;

vµ
®(®¡ 1)(1 + µx)®¡2

2
< 0 víi 0 < ® < 1:
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2.3.8. Theo c«ng thøc Taylor

f(x)¡ f(0)
g(x)¡ g(0) =

f 0(0)x+ 1
2
f 00(µ1(x))x2

g0(0)x+ 1
2
g00(µ2(x))x2

:

MÆt kh¸c theo ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh

f 0(µ(x))
g0(µ(x))

=
f 0(0) + µ(x)f 00(µ3(x))
g0(0) + µ(x)g00(µ4(x))

:

Sö dông c¸c ®¼ng thøc trªn vµ tÝnh liªn tôc t¹i 0 cña f 00 vµ g00 ta dÔ dµng

suy ra

lim
x!0+

µ(x)

x
=
1

2
:

2.3.9.

(a) Theo c«ng thøc Taylor

f(0) = f(x+ (¡x)) = f(x) + f
0(x)
1!

(¡x) + f
00(x)
2!

(¡x)2

+ ¢ ¢ ¢+ f
(n)(x)

n!
(¡x)n + f

(n+1)(x¡ µ1x
(n+ 1)!

(¡x)n+1:

Cho µ = 1¡ µ1 ta ®îc ®iÒu ph¶i chøng minh.

(b) Chó ý r»ng f
¡

x
1+x

¢
= f

³
x2

1+x

´
, lµm nh c©u (a).

2.3.10. Ta cã

f(x) = f
³x
2
+
x

2

´
= f

³x
2

´
+
f 0
¡
x
2

¢
1!

³x
2

´
+ ¢ ¢ ¢+ f

(2n)
¡
x
2

¢
(2n)!

³x
2

´2n
+
f (2n+1)

¡
x
2
+ µ1

x
2

¢
(2n+ 1)!

³x
2

´2n+1
;

t¬ng tù

f(0) = f
³x
2
¡ x
2

´
= f

³x
2

´
¡ f

0 ¡x
2

¢
1!

³x
2

´
+ ¢ ¢ ¢+ f

(2n)
¡
x
2

¢
(2n)!

³x
2

´2n
¡ f

(2n+1)
¡
x
2
¡ µ2 x2

¢
(2n+ 1)!

³x
2

´2n+1
:
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Trõ vÕ víi vÕ hai ®¼ng thøc trªn ta ®îc

f(x) = f(0) +
2

1!
f 0
³x
2

´³x
2

´
+
2

3!
f (3)

³x
2

´³x
2

´3
+ ¢ ¢ ¢+ 2

(2n¡ 1)!f
(2n¡1)

³x
2

´³x
2

´2n¡1
+
f (2n+1)

¡
x
2
+ µ1

x
2

¢
+ f (2n+1)

¡
x
2
¡ µ2 x2

¢
(2n+ 1)!

³x
2

´2n+1
:

V× ®¹o hµm tho¶ m∙n ®Þnh lý gi¸ trÞ trung gian (xem 2.2.31) ta cã ®iÒu ph¶i

chøng minh.

2.3.11. Sö dông kÕt qu¶ bµi trªn víi f(x) = ln(x + 1), x > 0 vµ chó ý r»ng

®¹ohµm lÎ cña f nhËn gi¸ trÞ d¬ng víi x > 0.

2.3.12. Sö dông c«ng thøc Taylor víi sè d d¹ng Peano (xem 2.3.1),

(a)

lim
h!0

f(x+ h)¡ 2f(x) + f(x¡ h)
h2

= lim
h!0

(
f(x)¡ hf 0(x) + h2

2
f 00(x) + o(h2)

h2

¡ 2f(x)¡ f(x) + hf
0(x)¡ h2

2
f 00(x) + o(h2)

h2

)
= f 00(x):

(b)

lim
h!0

f(x+ 2h)¡ 2f(x+ h) + f(x)
h2

= lim
h!0

h2f 00(x) + o(4h2)o(h2)
h2

= f 00(x):

2.3.13. T¬ng tù c¸ch gi¶i bµi trªn, ta ¸p dông c«ng thøc Taylor víi phÇn

d d¹ng Peano.

2.3.14.



2.3. C«ng thøc Taylor vµ quy t¾c L’H«pital 245

(a) Theo c«ng thøc Taylor víi x > 0 ta cã

ex =
nX
k=0

xk

k!
+

xn+1

(n+ 1)!
eµx >

nX
k=0

xk

k!
:

(b) Víi x > 0 ta cã

ln(x+ 1) = x¡ x
2

2
+
x3

3
¡ x

4

4
+
x5

5

1

(1 + µ1x)5
> x¡ x

2

2
+
x3

3
¡ x

4

4
:

T¬ng tù víi x > ¡1; x 6= 0

ln(x+ 1) = x¡ x
2

2
+
x3

3
¡ x

4

4

1

(1 + µ2x)4
> x¡ x

2

2
+
x3

3
:

(c) Sö dông c«ng thøc Taylor cho hµm x 7! p
1 + x ta ®îc

p
1 + x = 1 +

1

2
x¡ 1

8
x2 +

1

16
x3 ¡ 1

128
(1 + µ1x)

¡7=2x4

< 1 +
1

2
x¡ 1

8
x2 +

1

16
x3

vµ
p
1 + x = 1 +

1

2
x¡ 1

8
x2 +

1

16
(1 + µ2x)

¡5=2x3 > 1 +
1

2
x¡ 1

8
x2:

2.3.15. Theo 2.3.1

f(x+ h) = f(x) + hf 0(x) + ¢ ¢ ¢+ h
n

n!
f (n)(x) +

hn+1

(n+ 1)!
f (n+1)(x) + o(hn+1):

MÆt kh¸c

f(x+ h) = f(x) + hf 0(x) + ¢ ¢ ¢+ hn¡1

(n¡ 1)!f
(n¡1)(x) +

hn

n!
f (n)(x+ µ(h)h):

Trõ ®¼ng thøc trªn cho ®¼ng thøc díi ta ®îc

f (n)(x+ µ(h)h)¡ f (n)(x)
h

=
f (n+1)(x)

n+ 1
+
o(h)

h
:

Tõ ®ã suy ra

µ(h) =

f (n+1)(x)
n+1

+ o(h)
h

f(n)(x+µ(h)h)¡f (n)(x)
µ(h)h

:

Chó ý r»ng f (n+1)(x) tån t¹i vµ kh¸c 0 ta suy ra ®iÒu ph¶i chøng minh.
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2.3.16. Víi 0 < x ∙ 1 ta cã

f(0) = f(x¡ x) = f(x)¡ f 0(x)x+ f 00(x¡ µ1x)x
2

2
;(1)

vµ víi 0 ∙ x < 1,

f(1) = f(x+ (1¡ x))(2)

= f(x) + f 0(x)(1¡ x) + f 00(x+ µ2(1¡ x))(1¡ x)
2

2
:

ThÊy r»ng tõ (1) suy ra jf 0(1)j ∙ A
2
, vµ tõ (2) ta cã jf 0(0)j ∙ A

2
. H¬n n÷a trõ

(2) cho (1) ta ®îc

f 0(x) =
1

2
(f 0(x¡ µ1x)x2 ¡ f 00(x+ µ2(1¡ x)2) víi 0 < x < 1:

Do ®ã

jf 0(x)j ∙ A
2
(2x2 ¡ 2x = 1) < A

2
; 0 < x < 1:

2.3.17.

(a) Víi x 2 [¡c; c],

f(c)¡ f(x) = f 0(x)(c¡ x) + f
00(x¡ µ1(c¡ x))

2
(c¡ x)2(1)

vµ

f(¡c)¡ f(x) = ¡f 0(x)(c+ x) + f
00(x¡ µ2(c+ x))

2
(c+ x)2:

Do ®ã

f 0(x) =
f(c)¡ f(¡c)

2c

¡ (c¡ x)
2f 00(x+ µ1(c¡ x))¡ (c+ x)2f 00(x¡ µ2(c + x))

4c
:

Tõ ®ã suy ra

jf 0(x)j ∙ M0

c
+ (c2 + x2)

M2

2c
:
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(b) Tõ (1) ë trªn, víi x 2 [¡c; c) ta cã

f 0(x) =
f(c)¡ f(x)

h
¡ f

00(x+ µ1h)
2

h;

trong ®ã h = c¡ x > 0. Do ®ã jf 0(x)j ∙ 2M0

h
+ 1

2
M2h. Chän h = 2

q
M0

M2
ta

®îc jf 0(x)j ∙ 2pM0M2, kÐo theo M1 ∙ 2
p
M0M2.

2.3.18. BÊt ®¼ng thøc M1 ∙ 2
p
M0M2 ®îc chøng minh trong c©u (b) bµi

2.3.17, dÊu ®¼ng thøc ®¹t ®îc, vÝ dô nh ë hµm

f(x) =

(
2x2 ¡ 1 víi ¡ 1 < x < 0;
x2¡1
x2+1

víi 0 ∙ x <1:

ThËt vËy, ta cã M0 = 1 vµ M1 =M2 = 4:

2.3.19. Víi h > 0 vµ x 2 R, ta cã

f(x+ h) = f(x) + f 0(x)h+ f 00(x+ µh)
h2

2

vµ

f(x¡ h) = f(x)¡ f 0(x)h+ f 00(x¡ µ1h)h
2

2
:

Tõ ®ã suy ra

f 0(x) =
1

2h
(f(x+ h)¡ f(x¡ h))¡ h

4
(f 00(x+ µh)¡ f 00(x¡ µ1h));

tøc lµ

jf 0(x)j ∙ M0

h
+
h

2
M2 víi h > 0:

Chän h =
q
2M0

M2
ta ®îc ®iÒu ph¶i chøng minh.

2.3.20. Víi p = 2 ®iÒu ph¶i chøng minh ®îc suy ra tõ bµi tËp trªn. Ta sö

dông ph¬ng ph¸p quy n¹p. Gi¶ sö kh¼ng ®Þnh ®óng víi 2; 3; : : : ; p. Ta ®i

chøng minh r»ng nã còng ®óng víi p+ 1. Ta cã

f (p¡1)(x+ h) = f (p¡1)(x) + f (p)(x)h+ f (p+1)(x+ µh)
h2

2
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vµ

f (p¡1)(x¡ h) = f (p¡1)(x)¡ f (p)(x)h+ f (p+1)(x¡ µ1h)h
2

2
:

Do ®ã

f (p)(x) =
1

2h
(f (p¡1)(x+ h)¡ f (p¡1)(x¡ h))

¡ h
4
(f (p+1)(x+ µh)¡ f (p+1)(x¡ µ1h)):

Tõ ®ã suy ra

jf (p)(x)j ∙ Mp¡1
h

+
h

2
Mp+1; h > 0:

Chän h =
q
2Mp¡1
Mp+1

ta ®îc Mp ∙
p
2Mp¡1Mp+1. Theo gi¶ thiÕt quy n¹p, víi

k = p¡ 1 vµ mét vµi tÝnh to¸n ta ®îc

Mp ∙ 2p=2M
1

p+1

0 M
p

p+1

p+1 :(1)

VËy ta ®∙ chøng minh ®îc bÊt ®¼ng thøc víi k = p. B©y giê ta ®i chøng

minh nã víi 1 ∙ k ∙ p¡ 1. Theo gi¶ thiÕt quy n¹p ta cã

Mk ∙ 2
k(p¡k)

2 M
1¡k

p

0 +M
k
p
p ;

kÕt hîp víi (1) ta ®îc

Mk ∙ 2
k(p+1¡k)

2 M
1¡ k

p+1

0 +M
k

p+1
p :

§iÒu ph¶i chøng minh.

2.3.21. Gi¶ sö jf 00(x)j ∙ M(M > 0), víi x 2 (0;1). Theo c«ng thøc Taylor
cho x; h 2 (0;1) ta cã

f(x+ h) = f(x) + f 0(x)h+ f 00(x+ µh)
h2

2
:

Tõ ®ã suy ra

jf 0(x)j ∙ jf(x+ h)¡ f(x)j
h

+
Mh

2
:
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V× lim
x!1

f(x) = 0, chän " > 0 th× tån t¹i x0 sao cho

jf 0(x)j ∙ "

h
+
Mh

2
víi x > x0; h > 0:

Chän h =
p
2 "
M
ta ®îc jf 0(x)j ∙ p2"M , x > x0, tøc lµ lim

x!1
f 0(x) = 0:

2.3.22. Víi x > 0,

f(x+ 1) = f(x) + f 0(x) +
1

2
f 00(») víi » 2 (x; x+ 1):

Do ®ã

xf 0(x) =
x

x+ 1
(x+ 1)f(x+ 1)¡ xf(x)¡ 1

2
¢ x
»
¢ »f 00(»):

Tõ ®ã suy ra lim
x!+1

xf 0(x) = 0:

2.3.23. Víi u; x 2 (0; 1), u > x , theo c«ng thøc Taylor ta cã

f(u) = f(x) + f 0(x)(u¡ x) + 1
2
f 00(»)(u¡ x)2

víi » 2 (x; u). Chän u = x+ "(1¡ x); 0 < " < 1
2
, ta ®îc

f(u)¡ f(x) = "(1¡ x)f 0(x) + 1
2
"2f 00(x+ µ"(1¡ x))(1¡ x)2

víi µ 2 (0; 1). Cho x! 1¡ ta ®îc

0 = lim
x!1¡

µ
(1¡ x)f 0(x) + 1

2
"f 00(x+ µ"(1¡ x))(1¡ x)2

¶
:(1)

Theo ®Þnh nghÜa giíi h¹n, nÕu "1 > 0 th×

(1¡ x)jf 0(x)j ∙ "1 + 1
2
"jf 00(x+ µ"(1¡ x))j(1¡ x)2

∙ "1 + 1
2

M"

(µ"¡ 1)2

víi x ®ñ gÇn 1. V× " chän tuú ý nªn (1¡ x)jf 0(x)j ∙ "1, tõ ®ã suy ra lim
x!1¡

(1¡
x)f 0(x) = 0:
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2.3.24. Ta cã

f

µ
a+ b

2

¶
= f(a) +

f 00(x1)
2!

µ
b¡ a
2

¶2
vµ

f

µ
a+ b

2

¶
= f(b) +

f 00(x2)
2!

µ
b¡ a
2

¶2
;

víi x1 2
¡
a; a+b

2

¢
vµ x2 2

¡
a+b
2
; b
¢
, do ®ã

jf(b)¡ f(a)j =
µ
b¡ a
2

¶2
1

2
jf 00(x2)¡ f 00(x1)j ∙

µ
b¡ a
2

¶2
jf 00(c)j;

trong ®ã jf 00(c)j = maxfjf 00(x2)j; jf 00(x1)jg:
2.3.25. Theo c«ng thøc Taylor ta cã

1 = f(1) =
1

2
f 00(0) +

f 000(x1)
3!

vµ 0 = f(¡1) = 1

2
f 00(0)¡ f

000(x2)
3!

víi x1 2 (0; 1) vµ x2 2 (¡1; 0). Do ®ã
f 000(x1) + f 000(x2) = 6;

tøc lµ f 000(x1) ¸ 3 hoÆc f 000(x2) ¸ 3. Chó ý r»ng ta cã thÓ nhËn ®îc dÊu ®¼ng
thøc víi vÝ dô f(x) = 1

2
(x3 + x2).

2.3.26. ViÕt

f(t) = t(x) + (t¡ x)Q(t):(1)

§¹o hµm hai vÕ ®¼ng thøc trªn theo t ta ®îc

f 0(t) = Q(t) + (t¡ x)Q0(t):(2)

Thay thÕ t bëi x0,

f(x) = f(x0) + (x¡ x0)f 0(x0) + (x¡ x0)2Q0(x0):(3)

§¹o hµm (2) theo t vµ cho t = x0, sö dông (3) ta ®îc

f(x) = f(x0) + (x¡ x0)f 0(x0) + 1
2
f 00(x0)(x¡ x0)2 + 1

2
(x¡ x0)3Q00(x0):

LÆp l¹i qu¸ tr×nh trªn n lÇn ta ®îc ®¼ng thøc cÇn chøng minh.
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2.3.27. Theo c«ng thøc Taylor ë 2.3.1,

f(yn) = f(0) + f
0(0)yn + o(yn);

f(xn) = f(0) + f
0(0)xn + o(xn):

Do ®ã

f 0(0) =
f(yn)¡ f(xn)
yn ¡ xn ¡ o(yn)¡ o(xn)

yn ¡ xn :(1)

(a) V× xn < 0 < yn nªn¯̄̄̄
o(yn)¡ o(xn)
yn ¡ xn

¯̄̄̄
∙ jo(yn)j
yn ¡ xn +

jo(xn)j
yn ¡ xn ∙

jo(yn)j
yn

+
jo(xn)j
¡xn :

Tõ ®ã suy ra

lim
n!1

o(yn)¡ o(xn)
yn ¡ xn = 0;

kÕt hîp víi (1) ta ®îc lim
n!1

Dn = f
0(0):

(b) Tõ (1) ta suy ra chØ cÇn chøng minh r»ng lim
n!1

o(yn)¡o(xn)
yn¡xn = 0. Ta cã

lim
n!1

o(yn)¡ o(xn)
yn ¡ xn

= lim
n!1

µ
o(yn)

yn
¢ yn
yn ¡ xn ¡

o(xn)

xn
¢ xn
yn ¡ xn

¶
= 0;

®¼ng thøc cuèi cïng ®îc suy ra tõ tÝnh giíi néi cña c¸c d∙y
n

yn
yn¡xn

o
vµ
n

xn
yn¡xn

o
.

(c) Theo ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh ta cã Dn = f 0(µn); trong ®ã xn < µn < yn.

Sö dông tÝnh liªn tôc t¹i 0 cña f 0 ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh.

2.3.28. Chó ý r»ng P lµ ®a thøc cã bËc kh«ng vît qu¸ m, ®¹o hµm ®¼ng

thøc

(1¡ y)m+1
m+1X
k=0

µ
m+ 1

k

¶
(¡1)kyk;
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ta ®îc

¡(m+ 1)(1¡ y)m =
m+1X
k=1

µ
m+ 1

k

¶
(¡1)kkyk¡1:(1)

Cho y = 1 ta ®îc

0 =
m+1X
k=1

µ
m+ 1

k

¶
(¡1)kk:(2)

Tõ ®¼ng thøc trªn suy ra P (m¡1)(0) = 0. §¹o hµm (1) råi cho y = 1 ta l¹i

thÊy r»ng (theo (2)) P (m¡2)(0) = 0. LÆp l¹i qu¸ tr×nh trªn ta suy ra r»ng

P (j)(0) = 0 víi j = 0; 1; 2; : : : ;m¡ 1. H¬n n÷a P (m)(0) = 0, v×

0 = (1¡ 1)m+1 =
m+1X
k=1

µ
m+ 1

k

¶
(¡1)k:

Sö dông c«ng thøc Taylor ta suy ra P (x) ´ 0.

2.3.29. [E. I. Poffald, Amer. Math. Montly 97 (1990), 205-213] Ta sö dông

®Þnh lý (gi¸ trÞ) trung b×nh tÝch ph©n sau.

§Þnh lý. Cho f vµ g lµ hai hµm liªn tôc trªn [a; b], g cã dÊu kh«ng ®æi trong

kho¶ng ®ã. Khi ®ã tån t¹i » 2 (a; b) sao choZ b

a

f(x)g(x)dx = f(»)

Z b

a

g(x)dx:

Chøng minh. §Æt

m = minff(x) : x 2 [a; b]g vµ M = maxff(x) : x 2 [a; b]g:

Gi¶ sö r»ng, ®iÒu nµy kh«ng lµm mÊt tÝnh tæng qu¸t cña bµi to¸n, g(x) > 0,

khi ®ã mg(x) ∙ f(x)g(x) ∙Mg(x): TÝch ph©n bÊt ®¼ng thøc kÐp ta ®îc

m

Z b

a

g(x)dx ∙
Z b

a

f(x)g(x)dx ∙M
Z b

a

g(x)dx:
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Do ®ã

m ∙
R b
a
f(x)g(x)dxR b
a
g(x)dx

∙M:

V× f tho¶ m∙n ®Þnh lý gi¸ trÞ trung gian trong [a; b] nªn ta cã ®iÒu ph¶i chøng

minh.

B©y giê ta chøng minh c«ng thøc cña ®Ò bµi. Sö dông c«ng thøc Taylor

víi phÇn d d¹ng tÝch ph©n (xem 2.3.4)

f (n)
µ

x

n+ 1

¶
= f (n)(0) + f (n+1)(0)

x

n+ 1

+

Z x
n+1

0

f (n+2)(t)

µ
x

n+ 1
¡ t
¶
dt:

Do ®ã

f(0) +
f 0(0)
1!

x+ ¢ ¢ ¢+ f
(n¡1)(0)
(n¡ 1)! x

n¡1 +
f (n)

¡
x
n+1

¢
n!

xn

= f(0) +
f 0(0)
1!

x+ ¢ ¢ ¢+ f
(n¡1)(0)
(n¡ 1)! x

n¡1

+

Ã
f (n)(0) + f (n+1)(0)

x

n+ 1
+

Z x
n+1

0

f (n+2)(t)

µ
x

n+ 1
¡ t
¶
dt

!
xn

n!

= f(0) +
f 0(0)
1!

x+ ¢ ¢ ¢+ f
(n+1)(0)

(n+ 1)!
xn+1

+

Z x
n+1

0

f (n+2)(t)

µ
x

n+ 1
¡ t
¶
dt
xn

n!
:

MÆt kh¸c còng theo c«ng thøc Taylor víi phÇn d d¹ng tÝch ph©n ta cã

f(x) = f(0) +
f 0(0)
1!

x+ ¢ ¢ ¢+ f
(n+1)(0)

(n+ 1)!
xn+1

+
1

(n+ 1)!

Z x

0

f (n+2)(t)(x¡ t)n+1dt:



254 Ch¬ng 2. Vi ph©n

Tõ ®ã suy ra

f(x)¡
Ã
f(0) +

f 0(0)
1!

x+ ¢ ¢ ¢+ f
(n¡1)(0)
(n¡ 1)! x

n¡1 +
f (n)

¡
x
n+1

¢
n!

xn

!
=

1

(n+ 1)!

Z x

0

f (n+2)(t)(x¡ t)n+1dt

¡
Z x

n+1

0

f (n+2)(t)

µ
x

n+ 1
¡ t
¶
dt
xn

n!

=
1

n!

Z x
n+1

0

f (n+2)(t)

µ
(x¡ t)n+1
n+ 1

¡ xn
µ

x

n+ 1
¡ t
¶¶

dt

+
1

(n+ 1)!

Z x

x
n+1

f (n+2)(t)(x¡ t)n+1dt:

XÐt hµm

g(t) =
(x¡ t)n+1
n+ 1

¡ xn
µ

x

n+ 1
¡ t
¶

víi t 2 [0; x]:

Râ rµng g0(t) > 0 víi mäi t 2 (0; x) vµ g(0) = 0, do ®ã g d¬ng trªn toµn

kho¶ng më (0; x). Theo ®Þnh lý trung b×nh tÝch ph©n ë trªn ta cãZ x
n+1

0

f (n+2)(t)

µ
(x¡ t)n+1
n+ 1

¡ xn
µ

x

n+ 1
¡ t
¶¶

dt

= f (n+2)(»)

Z x
n+1

0

g(t)dt

vµ Z x

x
n+1

f (n+2)(t)(x¡ t)n+1dt = f (n+2)(»)
Z x

x
n+1

(x¡ t)n+1dt:

Tõ ®ã suy ra

f(x)¡
Ã
f(0) +

f 0(0)
1!

x+ ¢ ¢ ¢+ f
(n¡1)(0)
(n¡ 1)! x

n¡1 +
f (n)

¡
x
n+1

¢
n!

xn

!

=
1

n!
f (n+2)(»1)

Z x
n+1

0

g(t)dt+
1

(n+ 1)!
f (n+2)(»2)

Z x

x
n+1

(x¡ t)n+1dt:
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§Æt

¸1 =

Z x
n+1

0

g(t)dt vµ ¸2 =

Z x

x
n+1

(x¡ t)n+1
n+ 1

dt

ta sÏ thÊy r»ng

¸1 + ¸2 =
xn+2n

2(n+ 1)2(n+ 2)
:

Sö dông ®Þnh lý gi¸ trÞ trung gian ta cã

f (n+2)(»1)
R x

n+1

0 g(t)dt+ f (n+2)(»2)
R x

x
n+1

(x¡t)n+1
n+1

dt

xn+2n
2(n+1)2(n+2)

= f (n+2)(»);

víi » ë gi÷a »1 vµ »2. Tõ ®ã suy ra

f(x)¡
Ã
f(0) +

f 0(0)
1!

x+ ¢ ¢ ¢+ f
(n¡1)(0)
(n¡ 1)! x

n¡1 +
f (n)

¡
x
n+1

¢
n!

xn

!

=
1

n!
f (n+2)(»)

xn+2n

2(n+ 1)2(n+ 2)
=

n

2(n+ 1)
f (n+2)(»)

xn+2

(n+ 2)!
:

§Æt µ = »
x
ta suy ra ®iÒu ph¶i chøng minh.

2.3.30. Theo gi¶ thiÕt vµ ¸p dông c«ng thøc Taylor cho f (n) ta ®îc

f (n)(x0 + µ(x)(x¡ x0))

= f (n)(x0) +
f (n+p)(x0 + µ1µ(x)(x¡ x0))

p!
(µ(x)(x¡ x0))p:

Suy ra

f(x) = f(x0) +
f 0(x0)
1!

(x¡ x0) + ¢ ¢ ¢+ f
(n)(x0)

n!
(x¡ x0)n

+
f (n+p)(x0 + µ1µ(x)(x¡ x0))

n!p!
(x¡ x0)n+p(µ(x))p:

MÆt kh¸c

f(x) = f(x0) +
f 0(x0)
1!

(x¡ x0) + ¢ ¢ ¢+ f
(n)(x0)

n!
(x¡ x0)n

+
f (n+p)(x0 + µ2(x¡ x0))

(n+ p)!
(x¡ x0)n+p:



256 Ch¬ng 2. Vi ph©n

Tõ hai ®¼ng thøc trªn suy ra

f (n+p)(x0 + µ1µ(x)(x¡ x0))
n!p!

(µ(x))p =
f (n+p)(x0 + µ2(x¡ x0))

(n+ p)!
:

V× f (n+p) lµ hµm liªn tôc t¹i x0 vµ f (n+p)(x0) 6= 0 nªn khi cho x! x0 ta ®îc
1

(n+p)!
= 1

n!p!
lim
x!x0

(µ(x))p.

Trêng hîp p = 1 chÝnh lµ bµi 2.3.15.

2.3.31. Theo c«ng thøc Taylor
h
1p
x

iX
k=1

f(kx) =

h
1p
x

iX
k=1

µ
f 0(0)kx+

1

2
f 00(µkx)k2x2

¶

= f 0(0)x

h
1p
x

i ³h
1p
x

i
+ 1
´

2
+ ´(x);

(1)

trong ®ã

´(x) =
1

2

h
1p
x

iX
k=1

f 00(µkx)k2x2:(2)

V× f 00 bÞ chÆn trong l©n cËn cña 0 nªn
h
1p
x

iX
k=1

k2 =

h
1p
x

i ³h
1p
x

i
+ 1
´³
2
h
1p
x

i
+ 1
´

6
:

Tõ (2) ta suy ra lim
x!0+

´(x) = 0, cßn tõ (1) ta cã

lim
x!0+

h
1p
x

iX
k=1

f(kx) =
f 0(0)
2
:

2.3.32. Theo ®Þnh lý Bolzano - Weierstrass (xem I, 2.4.30) ta cã tËp nghiÖm

cña f cã Ýt nhÊt mét ®iÓm giíi h¹n, ký hiÖu lµ p trong [c; d]. Râ rµng f(p) = 0.

XÐt d∙y nghiÖm fxng cña f héi tô vÒ p, theo ®Þnh lý Rolle ta cã gi÷a hai
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nghiÖm cña f sÏ tån t¹i Ýt nhÊt mét nghiÖm cña f 0, v× vËy p còng lµ ®iÓm

giíi h¹n cña tËp c¸c nghiÖm cña f 0. Tõ ®ã suy ra, theo c«ng thøc Taylor

f(x) =
f (n)(p + µ(x¡ p))

n!
(x¡ p)n

víi µ 2 (0; 1). V× supfjf (n)(x)j : x 2 (a; b)g = O(n!) nªn tån t¹i M > 0 sao cho

jf(x)j ∙M jx¡pjn víi n ®ñ lín, do ®ã víi x 2 (a; b) mµ jx¡pj < 1 th× f(x) = 0.
2.3.33. T¬ng tù bµi tËp trªn, ta chøng minh ®îc f (k)(0) = 0 víi k 2 N,
theo c«ng thøc Taylor ta cã

f(x) =
f (n)(µx)

n!
xn; n 2 N:

V× x cho tríc vµ lim
n!1

xn

n!
= 0 nªn ta suy ra f(x) = 0 víi mäi x 2 R:

2.3.34.

(a) 1.

(b) ¡e=2.

(c) 1=e.

(d) e¡1=6.

2.3.35. §Ó chøng minh r»ng

lim
x!+1

µ
f

µ
ap
x

¶¶x
= lim

x!+1
e
x ln f

³
ap
x

´
= e¡a

2=2;

ta sö dông c«ng thøc Taylor víi phÇn d d¹ng Peano (xem 2.3.1), ®îc

f(x) = 1¡ x
2

2
+ o(x2);

tiÕp theo sö dông 1.1.17(a). Ta còng cã thÓ sö dông quy t¾c L’H«pital trong

trêng hîp nµy:

lim
x!+1

x ln f

µ
ap
x

¶
= lim

x!+1
ln f(a

p
t)

t
= lim

x!+1
af 0(a

p
t)

2
p
tf(a

p
t)

= lim
x!+1

a2f 00(a
p
t)

2f(a
p
t) + 2a

p
tf 0(a

p
t)
= ¡a

2

2
:
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2.3.36. Gi¶ sö r»ng a > 1, theo quy t¾c l’H«pital ta cã

lim
x!+1

µ
ax ¡ 1
x(a¡ 1)

¶1=x
= a:

NÕu 0 < a < 1 th×

lim
x!+1

µ
ax ¡ 1
x(a¡ 1)

¶1=x
= 1:

2.3.37.

(a) V× lim
x!1

1¡cosx
2+cosx

kh«ng tån t¹i nªn kh«ng sö dông quy t¾c l’H«pital trong

trêng hîp nµy.

(b) Kh«ng sö dông quy t¾c l’H«pital, v× ®¹o hµm cña hµm díi mÉu b»ng

0 t¹i c¸c ®iÓm ¼=2 + 2n¼; n 2 N. MÆt kh¸c ta cã thÓ chøng minh ®îc
r»ng giíi h¹n nµy kh«ng tån t¹i.

(c) §Ó t×m giíi h¹n cña biÓu thøc d¹ng f(x)g(x) khi x! 0+ ta chØ cÇn t×m

giíi h¹n lim
x!0+

ln f(x)
1

g(x)

. Tuy nhiªn giíi h¹n nµy kh«ng tÝnh ®îc b»ng quy

t¾c l’H«pital v× giíi h¹n cña biÓu thøc ph©n thøc ®¹o hµm kh«ng tån

t¹i. Theo 1.1.23(a) ta cã giíi h¹n cÇn t×m b»ng 1.

(d) Giíi h¹n b»ng 1 (xem 1.1.23(b)). Giíi h¹n kh«ng thÓ tÝnh ®îc b»ng

quy t¾c l’H«pital.

2.3.38. Ta cã

lim
x!0

1
x ln 2

¡ 1
2x¡1 ¡ 1

2

x
= lim

t!0

1
ln(1+t)

¡ 1
t
¡ 1

2

ln(1+t)
ln 2

= lim
t!0

ln 2(2t¡ 2 ln(1 + t)¡ t ln(1 + t))
2t ln2(1 + t)

= ¡ ln 2
12
;

®¼ng thøc cuèi cïng ®îc tÝnh b»ng c¸ch sö dông quy t¾c l’H«pital mét vµi

lÇn liªn tiÕp. Tõ ®ã suy ra f 0(0) = ¡ ln 2
12
.
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2.3.39. Sö dông 2.3.28 ta chøng minh ®îc r»ng

nX
k=0

(¡1)k
µ
n

k

¶
kr =

(
0 víi r = 0; 1; : : : ; n¡ 1;
n! víi r = n:

§Ó chøng minh ®¼ng thøc trong ®Ò bµi ta ¸p dông quy t¾c l’H«pital n lÇn

liªn tiÕp.

2.3.40. G¶ sö r»ng lim
x!a+

g(x) = +1 vµ L 2 R. Theo (iii) , víi " > 0 cho tríc
tån t¹i a1 sao cho víi x 2 (a; a1) ta cã

L¡ " < f 0(x)
g0(x)

< L+ ":(1)

V× g0 tho¶ m∙n ®Þnh lý gi¸ trÞ trung gian trong nªn tõ (1) suy ra g0 kh«ng ®æi

dÊu trªn (a; b), tõ ®ã suy ra g ®¬n ®iÖu thùc sù trªn (a; b). Víi x; x1 2 (a; a1),
x < y, theo ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh tæng qu¸t ta cã

f(x)¡ f(y)
g(x)¡ g(y) =

f 0(x0)
g0(x0)

víi x0 2 (x; y) ½ (a; a1). Cè ®Þnh y, theo (1) ta cã

L¡ " <
f(x)
g(x)

¡ f(y)
g(x)

1¡ g(y))
g(x)

< L+ ":

Kh«ng mÊt tæng qu¸t ta coi g lµ thùc sù t¨ng trªn (a; b), khi ®ã

(L¡ ")
µ
1¡ g(y)

g(x)

¶
+
f(y)

f(x)
<
f(x)

g(x)
< (L+ ")

µ
1¡ g(y)

g(x)

¶
+
f(y)

g(x)
:

Cho x! a+ ta ®îc

L¡ " ∙ lim
x!a+

f(x)

g(x)
∙ L+ ";

ta ®îc ®iÒu ph¶i chøng minh cho mét trêng hîp. C¸c trêng hîp kh¸c

®îc chøng minh t¬ng tù.

2.3.41.
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(a) Sö dông quy t¾c l’H«pital ta cã

lim
x!+1

f(x) = lim
x!+1

eaxf(x)

eax
= lim

x!+1
eax(af(x) + f 0(x)

aeax
=
L

a
:

(b) T¬ng tù:

lim
x!+1

f(x) = lim
x!+1

ea
p
xf(x)

ea
p
x

= lim
x!+1

ea
p
x
³
f 0(x) + a

2
p
x
f(x)

´
a
2
p
x
ea
p
x

= lim
x!+1

1

a
(af(x) + 2

p
xf 0(x)) =

L

a
:

C¸c ph¶n vÝ dô ®Ó chøng minh r»ng (a) vµ (b) kh«ng cßn ®óng khi a

©m lµ c¸c hµm f(x) = e¡ax vµ f(x) = e¡a
p
x t¬ng øng.

2.3.42. Sö dông quy t¾c l’H«pital ®îc chøng minh trong 2.3.40 ta ®îc

lim
x!1

µ
1¡ f 0(x)

xf 00(x)

¶
= lim

x!1

³
x¡ f 0(x)

f 00(x)

´0
x0

= lim
x!1

f 0(x)f 000(x)
(f 00(x))2

= c:

Do ®ã

lim
x!1

f 0(x)
xf 00(x)

= 1¡ c:

Theo gi¶ thiÕt cã c ∙ 1. Râ rµng khi c 6= 1 th×

lim
x!1

xf 00(x)
f 0(x)

=
1

1¡ c:(1)

B©y giê ta chøng minh r»ng lim
x!1

f(x) = +1: Theo c«ng thøc Taylor ta cã

f(x+ h) = f(x) + f 0(x)h+ f 00(³)
h2

2
; h > 0:

Do ®ã f(x+ h) > fx)+ f 0(x)h. Cho h!1 ta ®îc lim
x!1

f(x) = +1. Sö dông
quy t¾c l’H«pital lÇn n÷a

lim
x!1

xf 0(x)
f(x)

= lim
x!1

f 0(x) + xf 00(x)
f 0(x)

= 1 +
1

1¡ c;

kÕt hîp víi (1) ta ®îc

lim
x!1

f(x)f 00(x)
(f 0(x))2

= lim
x!1

xf 00(x)
f 0(x)

¢ f(x)
xf 0(x)

=
1

2¡ c:
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2.3.43. Víi x 6= 0, theo c«ng thøc Leibniz ta cã

g(n)(x) =
nX
k=0

µ
n

k

¶
f (k)(x)

µ
1

x

¶(n¡k)
=

nX
k=0

(¡1)n¡kn!
k!
f (k)(x)

1

xn+1¡k
:

(1)

§Æt g(0) = f 0(0), sö dông quy t¾c l’H«pital ta ®îc

g(n)(0) = lim
x!0

g(x)¡ f 0(0)
x

= lim
x!0

f(x)¡ xf 0(0)
x2

= lim
x!0

f 0(x)¡ f 0(0)
2x

=
f 00(0)
2
:

Do ®ã g0(0) tån t¹i. Ta cÇn chØ ra r»ng g0 liªn tôc t¹i 0. Theo (1) vµ sö dông

quy t¾c l’H«pital ta ®îc

lim
x!0

g0(x) = lim
x!0

f 0(x)¡ g(x)
x

= lim
x!0

xf 0(x)¡ f(x)
x2

= lim
x!0

xf 00(x)
2x

= g0(0):

Suy ra g thuéc líp C1(¡1; 1). B©y giê ta sö dông quy n¹p ®Ó chøng minh,
gi¶ sö r»ng bµi to¸n ®∙ ®îc chøng minh ®Õn n tøc lµ g(n)(0) = f(n+1)(0)

n+1
vµ
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g 2 Cn(¡1; 1), thÕ th× tõ (1) vµ sö dông quy t¾c l’H«pital ta ®îc

g(n+1)(0 = lim
x!0

g(n)(x)¡ g(n)(0)
x

= lim
x!0

nP
k=0

(¡1)n¡k n!
k!
f (k)(x)xk ¡ xn+1g(n)(0)
xn+2

= lim
x!0

nP
k=0

(¡1)n¡k n!
k!
f (k)(x)xk ¡ xn+1 f(n+1)(0)

n+1

xn+2

= lim
x!0

(n!(¡1)nf 0(x) + nP
k=1

(¡1)n¡k n!
k!
f (k+1)(x)xk

(n+ 2)xn+1

+

nP
k=1

(¡1)n¡k n!
(k¡1)!f

(k+1)(x)xk¡1 ¡ xnf (n+1)(0)
(n+ 2)xn+1

)

= lim
x!0

(n!(¡1)nf 0(x) + nP
k=1

(¡1)n¡k n!
k!
f (k+1)(x)xk

(n+ 2)xn+1

+

nP
k=1

(¡1)n¡1¡k n!
k!
f (k+1)(x)xk ¡ xnf (n+1)(0)
(n+ 2)xn+1

)

= lim
x!0

xn(f (n+1)(x)¡ f (n+1)(0))
(n+ 2)xn+1

=
f (n+2)(0)

n+ 2
:

B©y giê ta chØ cßn ph¶i chøng minh r»ng g(n+1) liªn tôc t¹i 0 n÷a lµ xong.

Ta l¹i sö dông (1) vµ quy t¾c l’H«pital ®îc

lim
x!0

g(n+1)(x) = lim
x!0

n+1P
k=0

(¡1)n+1¡k (n+1)!
k!
f (k)(x)xk

xn+2

= lim
x!0

n+1P
k=0

(¡1)n+1¡k(n+1)!
k!

f (n+1)(x)xk +
n+1P
k=0

(¡1)n+1¡k(n+1)!
(k¡1)! f (n+1)(x)xk¡1

(n+ 2)xn+1

= lim
x!0

f (n+2)(x)

n+ 2
= g(n+1)(0):
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Tõ nh÷ng lËp luËn võa nªu ta thÊy r»ng hµm g ®îc ®Þnh nghÜa nh ë trªn

sÏ thuéc líp C1(¡1; 1) vµ g(n)(0) = f(n+1)(0)
(n+1)!

; n = 0; 1; 2; : : : :

2.4 Hµm låi

2.4.1. Gi¶ sö f låi trªn I, ta cã víi x1 < x < x2

f(x)¡ f(x1)
x¡ x1 ∙ f(x2)¡ f(x1)

x2 ¡ x1(1)

(xem (1) trong lêi gi¶i cña 1.2.33). MÆt kh¸c v×

x =
x2 ¡ x
x2 ¡ x1x1 +

x¡ x1
x2 ¡ x1x2;

nªn ta cã

f(x) ∙ x2 ¡ x
x2 ¡ x1f(x1) +

x¡ x1
x2 ¡ x1f(x2);

tõ ®ã suy ra
f(x2)¡ f(x1)
x2 ¡ x1 ∙ f(x2)¡ f(x)

x2 ¡ x :

KÕt hîp víi (??) ta ®îc

f(x)¡ f(x1)
x¡ x1 ∙ f(x2)¡ f(x)

x2 ¡ x :(2)

Cho x! x+1 ta ®îc

f 0(x1) ∙ f(x2)¡ f(x1)
x2 ¡ x1 :

T¬ng tù cho x! x¡2 ta ®îc

f 0(x2) ¸ f(x2)¡ f(x1)
x2 ¡ x1 ;

Tõ ®ã suy ra f 0(x1) ∙ f 0(x2), tøc lµ f 0 lµ hµm t¨ng.

Gi¶ sö r»ng f 0 t¨ng trªn I, xÐt x1 < x < x2, theo ®Þnh lý gi¸ trÞ trung

b×nh
f(x)¡ f(x1)
x¡ x1 = f 0(»1);

f(x2)¡ f(x)
x2 ¡ x = f 0(»2);
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trong ®ã x1 < »1 < x < »2 < x2, tõ ®ã vµ sö dông tÝnh ®¬n ®iÖu cña f 0 ta ®îc

(??). B©y giê ta chøng minh r»ng tõ (??) ta suy ra tÝnh låi cña f . ThËt vËy,

®Æt x = ¸x1 + (1¡ ¸)x2, x1 < x2 vµ ¸ 2 (0; 1), ta cã x 2 (x1; x2),

x¡ x1 = (1¡ ¸)(x2 ¡ x1) vµ x2 ¡ x = ¸(x2 ¡ x1):

Tõ ®ã sö dông (??) ta ®îc f(x) ∙ ¸f(x1) + (1 ¡ ¸)f(x2). Ta nhËn thÊy râ
rµng bÊt ®¼ng thøc (??) t¬ng ®¬ng víi tÝnh låi cña f . Víi chó ý r»ng f 0

t¨ng chÆt trªn I ta suy ra f låi chÆttrªn I.

2.4.2. Chó ý ®iÒu kiÖn f 00(x) ¸ 0 víi x 2 I t¬ng ®¬ng víi f 0 t¨ng, sö dông
kÕt qu¶ bµi trªn ta ®îc ®iÒu ph¶i chøng minh.

2.4.3. Sö dông quy n¹p. §iÒu kiÖn ®îc ®Æt víi n = 2 chÝnh lµ ®Þnh nghÜa

tÝnh låi cña f , v× vËy gi¶ thiÕt r»ng bÊt ®¼ng thøc ®∙ ®îc chøng minh víi

n ¸ 2, ta ®i chøng minh r»ng nã còng ®óng víi n+1. XÐt ¸1; ¸2; : : : ; ¸n; ¸n+1
lµ c¸c sè kh«ng ©m sao cho ¸1 + ¸2 + ¢ ¢ ¢+ ¸n + ¸n+1 = 1. V× cã thÓ biÓu diÔn
¸nxn + ¸n+1xn+1 díi d¹ng (¸n + ¸n+1)

³
¸n

¸n+¸n+1
xn +

¸n+1
¸n+¸n+1

xn+1

´
, nªn theo

gi¶ thiÕt quy n¹p ta ®îc

f(¸1x1 + ¸2x2 + ¢ ¢ ¢+ ¸nxn + ¸n+1xn+1)
∙ ¸1f(x1) + ¸2f(x2)
+ ¢ ¢ ¢+ (¸n + ¸n+1)f

µ
¸n

¸n + ¸n+1
xn +

¸n+1
¸n + ¸n+1

xn+1

¶
:

V× hµm f låi nªn theo ®Þnh nghÜa hµm låi ta ®îc ®iÒu ph¶i chøng minh.

2.4.4. V× ln00(x) = ¡ 1
x2
nªn hµm x 7! lnx låi trªn (0;1), do ®ã

ln

µ
xp

p
+
xq

q

¶
¸ 1

p
lnxp +

1

q
ln yq = ln(xy):

2.4.5. V× x 7! lnx låi trªn (0;1) nªn ta cã

ln
³x1
n
+
x2
n
+ ¢ ¢ ¢+ xn

n

´
¸ 1

n
(lnx1 + lnx2 + ¢ ¢ ¢+ lnxn)

=
1

n
ln(x1 ¢ x2 ¢ ¢ ¢xn):
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2.4.6. Hµm x 7! ex låi chÆttrªn R.

H×nh vÏ

Gi¶ sö víi a < b tån t¹i m×nh n»m díi ®å thÞ y = ex tõ x = a ®Õn x = b cã

diÖn tÝch nhá h¬n h×nh thang t¹o bëi c¸c ®iÓm (a; 0); (b; 0); (a; ea); (b; eb), khi

®ã

eb ¡ ea =
Z
etdt < (b¡ a)e

a + eb

2
:

2.4.7. XÐt hµm f(x) = x lnx , x > 0 ta cã f 00(x) = 1
x
> 0 nªn f låi. Tõ ®ã suy

ra
x+ y

2
ln
x+ y

2
∙ x
2
lnx+

y

2
ln y:

2.4.8. Chó ý r»ng hµm x 7! x®; ® > 1 lµ hµm låi trªn (0;1).

2.4.9.

(a) Hµm f(x) = ln
¡
1
x
+ 1
¢
låi trªn (0;1), do f 00(x) > 0 ë ®ã, sö dông bÊt

®¼ng thøc Jensen ta suy ra ®iÒu ph¶i chøng minh (xem 2.4.3).

Chó ý r»ng nÕu pk = 1
n
víi k = 1; 2; : : : ; n vµ

nP
k=1

xk = 1 th× ta ®îc bÊt

®¼ng thøc cho trong I. 1.2.43 (a).

(b) Sö dông bÊt ®¼ng thøc Jensen cho hµm

f(x) = ln

µ
1 + x

1¡ x
¶
; 0 < x < 1:

Chó ý r»ng nÕu pk = 1
n
víi k = 1; 2; : : : ; n vµ

nP
k=1

xk = 1 th× ta ®îc bÊt

®¼ng thøc cho trong I. 1.2.45.

2.4.10.
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(a) XÐt hµm f(x0 = ln sinx víi x 2 (0; ¼), v× f 00(x) = ¡ 1
sin2 x

< 0 nªn f lâm

trªn (0; ¼). ¸p dông bÊt ®¼ng thøc Jensen cho ¡f (xem 2.4.3) ta ®îc

®iÒu ph¶i chøng minh.

(b) XÐt hµm

f(x) = ln sinx¡ lnx; x 2 (0; ¼):
Chó ý r»ng f 00(x) = ¡ 1

sin2 x
+ 1

x2
< 0 vµ ¸p dông bÊt ®¼ng thøc Jensen

cho ¡f .

2.4.11. Chó ý r»ng hµm f(x) =
¡
x+ 1

x

¢a
låi trªn (0;1) v×

f 00(x) = a
µ
x+

1

x

¶a¡2Ã
(a¡ 1)

µ
1¡ 1

x2

¶2
+
2

x3

µ
x+

1

x

¶!
> 0:

Theo bÊt ®¼ng thøc Jensen ta cã

µ
n2 + 1

n

¶a
=

0BB@1n
nX
k=1

xk +
1

1
n

nP
k=1

xk

1CCA
a

∙ 1

n

nX
k=1

µ
xk +

1

xk

¶a
:

VËy
nX
k=1

µ
xk +

1

xk

¶a
¸ (n2 + 1)a

na¡1
:

2.4.12. ¸p dông bÊt ®¼ng thøc Jensen cho hµm x 7! ¡ lnx; x > 0 ta ®îc
1

n

µ
ln 1 + ln

22 ¡ 1
2

+ ln
23 ¡ 1
22

+ ¢ ¢ ¢+ ln 2
n ¡ 1
2n¡1

¶
∙ ln

µ
1

n

µ
1 +

22 ¡ 1
2

+
23 ¡ 1
22

+ ¢ ¢ ¢+ 2
n ¡ 1
2n¡1

¶¶
= ln

µ
2¡ 2

n
+

1

n2n¡1

¶
:

2.4.13.

(a) ¸p dông bÊt ®¼ng thøc Jensen ®èi víi hµm f(x) = 1
x
, x > 0 ta ®îc

1
1
n
x1 +

1
n
x2 + ¢ ¢ ¢+ 1

n
xn
∙ 1

n
¢ 1
x1
+
1

n
¢ 1
x2
+ ¢ ¢ ¢+ 1

n
¢ 1
xn
:
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VËy
n2

x1 + x2 + ¢ ¢ ¢+ xn ∙
1

x1
+
1

x2
+ ¢ ¢ ¢+ 1

xn
:

(b) ¸p dông bÊt ®¼ng thøc Jensen ®èi víi hµm f(x) = ¡ lnx, x > 0 ta ®îc

ln(x®11 x
®2
2 ¢ ¢ ¢x®nn ) = ®1 lnx1 + ®2 lnx2 + ¢ ¢ ¢+ ®n lnxn

∙ ln(®1x1 + ®2x2 + ¢ ¢ ¢+ ®nxn):

Tõ ®ã suy ra

x®11 x
®2
2 ¢ ¢ ¢x®nn ∙ ®1x1 + ®2x2 + ¢ ¢ ¢+ ®nxn:(1)

Thay xk trong (1) bëi 1
xk
ta chøng minh ®îc bÊt ®¼ng thøc cßn l¹i.

(c) NÕu tån t¹i xk hay yk b»ng 0 th× ta chøng minh ®îc bÊt ®¼ng thøc.

Gi¶ sö r»ng xk; yk > 0 víi k = 1; 2; : : : ; n, ta viÕt bÊt ®¼ng thøc díi

d¹ng
x®11 x

®2
2 ¢ ¢ ¢x®nn + y®11 y

®2
2 ¢ ¢ ¢ y®nn

(x1 + y1)®1(x2 + y2)®2 ¢ ¢ ¢ (xn + yn)®n ∙ 1:

Tõ (b) ta suy ra

x®11 x
®2
2 ¢ ¢ ¢x®nn + y®11 y

®2
2 ¢ ¢ ¢ y®nn

(x1 + y1)®1(x2 + y2)®2 ¢ ¢ ¢ (xn + yn)®n
∙ ®1 x1

x1 + y1
+ ®2

x2
x2 + y2

+ ¢ ¢ ¢+ ®n xn
x1 + y1

+ ®1
y1

x1 + y1

+ ¢ ¢ ¢+ ®1 yn
xn + yn

+ = 1:

(d) Sö dông quy n¹p theo m vµ (c).

2.4.14. Gi¶ sö ph¶n chøng r»ng f kh«ng ph¶i lµ hµm h»ng trªn R, khi ®ã
tån t¹i x1 < x2 sao cho f(x1) < f(x2) hoÆc f(x1) > f(x2). XÐt x tho¶ m∙n

x1 < x2 < x ta cã

f(x2) = f

µ
x¡ x2
x¡ x1x1 +

x2 ¡ x1
x¡ x1 x

¶
∙ x¡ x2
x¡ x1f(x1) +

x2 ¡ x1
x¡ x1 f(x):
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Khi ®ã

f(x) ¸ x¡ x1
x2 ¡ x1f(x1)¡

x¡x2
x2 ¡ x1f(x1):(1)

NÕu f(x2) = f(x1)+A víi A > 0 th× tõ (1) suy ra f(x) > A x¡x1
x2¡x1 + f(x1), v« lý

v× f lµ hµm bÞ chÆn trªn. T¬ng tù nÕu f(x1) > f(x2) th× f(x1) = A+ f(x2),

chän x < x1 < x2 ta ®îc

f(x) ¸ x2 ¡ x
x2 ¡ x1 + f(x2);

m©u thuÉn víi gi¶ thiÕt f bÞ chÆn trªn.

2.4.15. Kh«ng. XÐt hµm f(x) = e¡x, x 2 (a;1) vµ f(x) = ex, x 2 (¡1; a):

2.4.16. Gi¶ sö r»ng f kh«ng ®¬n ®iÖu, khi ®ã tån t¹i a < x1 < x2 < x3 < b

sao cho

f(x1) > f(x2) vµ f(x2) < f(x3);

hoÆc

f(x1) < f(x2) vµ f(x2) > f(x3):

V× f låi nªn f(x2) ∙ maxff(x1); f(x3)g, suy ra trêng hîp sau kh«ng x¶y
ra. Tõ tÝnh liªn tôc cña f (xem 1.2.33) ta suy ra tån t¹i c 2 [x1; x3] sao cho
f(c) = minff(x) : x 2 [x1; x3]g, sö dông gi¶ thiÕt f låi ta suy ra f(x1) ∙
maxff(x); f(c)g víi x 2 (a; x1), tõ ®ã suy ra v× f(c) ∙ f(x1) nªn f(x1) ∙ f(x),
vËy nÕu x; y 2 (a; c] th×

² tõ x < y < x1 suy ra f(y) ∙ maxff(x); f(x1)g = f(x),

² tõ x < x1 ∙ y suy ra f(y) ∙ maxff(c); f(x1)g = f(x1) ∙ f(x);

² tõ x1 ∙ x < y suy ra f(y) ∙ maxff(c); f(x)g = f(x);

suy ra f lµ hµm gi¶m trªn (a; c], lÆp l¹i lËp luËn trªn ta suy ra f lµ hµm

t¨ng trªn [c; b).

2.4.17. §©y lµ hÖ qu¶ trùc tiÕp cña bµi tËp trªn.
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2.4.18. V× f bÞ chÆn nªn sö dông bµi tËp trªn ta suy ra giíi h¹n mét phÝa

cña f t¹i c¸c ®iÓm a vµ b tån t¹i h÷u h¹n, vËy kÕt hîp víi 1.2.33 vµ 1.5.7 ta

®îc ®iÒu ph¶i chøng minh.

2.4.19. Cho x1 < x2 lµ hai ®iÓm thuéc (a; b), khi ®ã víi a < y < x1 < x < x2
ta cã (xem (1) vµ (2) trong 2.4.1)

f(y)¡ f(x1)
y ¡ x1 ∙ f(x)¡ f(x1)

x¡ x1 ∙ f(x2)¡ f(x1)
x2 ¡ x1 ;(¤)

tõ ®ã suy ra hµm x 7! f(x)¡f(x1)
x¡x1 t¨ng vµ bÞ chÆn díi trªn (x1; b), vËy ®¹o

hµm ph¶i f 0+(x1) tån t¹i vµ

f 0+(x1) ∙
f(x2)¡ f(x1)
x2 ¡ x1 :(¤¤)

Chó ý r»ng víi x1 < x2 < t < b ta cã

f(x2)¡ f(x1)
x2 ¡ x1 ∙ f(t)¡ f(x2)

t¡ x2 ;

vËy
f(x2)¡ f(x1)
x2 ¡ x1 ∙ f 0+(x2):

KÕt hîp bÊt ®¼ng thøc trªn víi (¤¤) ta ®îc f 0+(x1) ∙ f 0+(x2). LËp luËn t¬ng
tù ta chøng minh ®îc r»ng ®¹o hµm tr¸i cña f còng tån t¹i vµ t¨ng trªn

(a; b), h¬n n÷a tõ (¤) suy ra víi x1 2 (a; b) ta cã f 0¡(x1) ∙ f 0+(x1). Nh¾c l¹i
r»ng theo (2) cña 2.4.1 ta cã nÕu x1 < x < x2 th×

f(x)¡ f(x1)
x¡ x1 ∙ f(x2)¡ f(x)

x2 ¡ x :

Suy ra

f 0+(x1) ∙ f 0¡(x2):
Nh vËy ta cã

f 0¡(x1) ∙ f 0+(x1) ∙ f 0¡(x2) ∙ f 0+(x2) víi x1 < x2:
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C¸c bÊt ®¼ng thøc trªn cho ta thÊy r»ng nÕu mét trong c¸c ®¹o hµm mét phÝa

cña f liªn tôc t¹i mét ®iÓm cña (a; b) th× ta cã dÊu ®¼ng thøc t¹i ®iÓm ®ã.

V× hµm ®¬n ®iÖu chØ cã cïng l¾m lµ ®Õm ®îc ®iÓm gi¸n ®o¹n (xem 1.2.29)

nªn c¸c ®¹o hµm mét phÝa sÏ b»ng nhau bªn ngoµi mét tËp ®Õm ®îc (cã ®é

®o 0).

C¸c kh¼ng ®Þnh trªn ®Òu ®óng ®èi víi hµm lâm.

2.4.20. V× f 0 t¨ng chÆt nªn hµm ngîc (f 0)¡1 tån t¹i vµ

»(x) = (f 0)¡1
µ
f(b+ x)¡ f(a¡ x)

b¡ a+ 2x
¶
:

Tõ ®ã suy ra hµm » kh¶ vi trªn (0;1). §¹o hµm ®¼ng thøc trong ®Ò bµi ta

®îc

f 0(b+ x) + f 0(a¡ x)¡ 2f 0(»)
b¡ a+ 2x = f 00(»)»0(x):(1)

Chó ý r»ng f 00(x) ¸ 0 vµ v× f 00 t¨ng chÆt nªn f 0 låi chÆt (xem 2.4.1), v× vËy

(xem h×nh vÏ bªn díi)

(b¡ a+ 2x)f
0(b+ x)¡ f 0(a¡ x)

2
>

Z b+x

a¡x
f 0(t)dt = f(b+ x)¡ f(a¡ x):

H×nh vÏ

Do ®ã
f 0(b+ x) + f 0(a¡ x)

2
> f 0(»);

vËy theo (1) ta ®îc »0(x) > 0 víi x > 0.

2.4.21. Kh«ng mÊt tÝnh tæng qu¸t gi¶ sö r»ng
nP
i=1

jxij > 0 vµ
nP
i=1

jyij > 0. Theo
2.4.4 ta cã

jxijµ
nP
i=1

jxijp
¶1=p ¢ jyijµ

nP
i=1

jyijq
¶1=q ∙ 1p

0BBB@ jxijµ
nP
i=1

jxijp
¶1=p
1CCCA
p

+
1

q

0BBB@ jyijµ
nP
i=1

jyijq
¶1=q
1CCCA
q

:
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Céng vÕ víi vÕ bÊt ®¼ng thøc trªn theo i = 1; 2; : : : ; n ta ®îc
nP
i=1

jyixijµ
nP
i=1

jxijp
¶1=pµ nP

i=1

jyijq
¶1=q

∙ 1
p

nX
i=1

0BBB@ jxijµ
nP
i=1

jxijp
¶1=p
1CCCA
p

+
1

q

nX
i=1

0BBB@ jyijµ
nP
i=1

jyijq
¶1=q
1CCCA
q

=
1

p

nP
i=1

jxijp
nP
i=1

jxijp
+
1

q

nP
i=1

jyijq
nP
i=1

jyijq
=
1

p
+
1

q
= 1:

2.4.22. Víi p = 1 ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh. Víi p > 1 xÐt q tho¶ m∙n
1
p
+ 1

q
= 1, khi ®ã q = p

p¡1 , do ®ã

nX
i=1

jxi + yijp =
nX
i=1

jxi + yijjx1 + yijp¡1

∙
nX
i=1

jxijjxi + yijp¡1 +
nX
i=1

jyijjxi + yijp¡1

∙
Ã

nX
i=1

jxijp
! 1

p
Ã

nX
i=1

jxi + yij(p¡1)q
! 1

q

Ã
nX
i=1

jyij
! 1

p
Ã

nX
i=1

jxi + yij(p¡1)q
! 1

q

=

0@Ã nX
i=1

jxijp
! 1

p

+

Ã
nX
i=1

jyijp
! 1

p

1AÃ nX
i=1

jxi + yijp
! 1

q

:

Tõ ®ã suy ra Ã
nX
i=1

jxi + yijp
! 1

p

∙
Ã

nX
i=1

jxijp
! 1

p

+

Ã
nX
i=1

jyijp
! 1

p

:
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2.4.23. Theo bÊt ®¼ng thøc Holder ta cã

NX
n=1

janj
n
4
5

∙
Ã

NX
n=1

a4n

! 1
4
Ã

NX
n=1

1

n
16
15

! 3
4

:

2.4.24. §Æt s1 = x1 + x2 + ¢ ¢ ¢+ xn , s2 = y1 + y2 + ¢ ¢ ¢+ yn vµ S = (sp1 + sp2)
1
p ,

khi ®ã

Sp = xp1 + s
p
2 =

¡
x1s

p¡1
1 + y1s

p¡1
2

¢
+
¡
x2s

p¡1
1 + y2s

p¡1
2

¢
+ ¢ ¢ ¢+ ¡xnsp¡11 + yns

p¡1
2

¢
:

Tõ ®ã suy ra theo bÊt ®¼ng thøc Holder

Sp ∙ (xp1 + yp1)
1
p (sp1 + s

p
2)

1
q + (xp2 + y

p
2)

1
p (sp1 + s

p
2)

1
q

+ ¢ ¢ ¢+ (xpn + ypn)
1
p (sp1 + s

p
2)

1
q

= S
p
q

³
(xp1 + y

p
1)

1
p + (xp2 + y

p
2)

1
p + ¢ ¢ ¢+ (xpn + ypn)

1
p

´
:

Ta ®îc ®iÒu ph¶i chøng minh.

2.4.25. §Æt

si =
mX
j=1

xi;j vµ S =

Ã
nX
i=1

si

! 1
p

:

Theo bÊt ®¼ng thøc Holder ta cã

Sp =
nX
i=1

sis
p¡1
i =

nX
i=1

mX
j=1

xi;js
p¡1
i =

mX
j=1

si=1nxi;js
p¡1
i

∙
mX
j=1

Ã
nX
i=1

xpi;j

! 1
p
Ã

nX
i=1

spi

!p¡1
p

= Sp¡1
mX
j=1

Ã
nX
i=1

xpi;j

! 1
p

;

tõ ®ã suy ra ®iÒu ph¶i chøng minh.
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2.4.26. XÐt x; y 2 I sao cho x < y. Víi n = 0; 1; 2; : : : ®Æt

Tn =

½
i

2n
: i = 0; 1; : : : ; 2n

¾
:

Ta sÏ sö dông quy n¹p ®Ó chøng minh r»ng víi n = 0; 1; : : : vµ s 2 Tn th×

f((1¡ s)x+ sy) ∙ (1¡ s)f(x) + sf(y):

ThËt vËy, víi n = 0 bÊt ®¼ng thøc lµ hiÓn nhiªn víi s = 0 hoÆc s = 1. Gi¶

sö ta chøng minh ®îc bÊt ®¼ng thøc ®Õn n vµ víi s 2 Tn, ta ®i chøng minh
nã víi n+ 1. XÐt s 2 Tn+1, ta nhËn thÊy chØ cÇn chøng minh ®èi víi trêng
hîp s =2 Tn. V× tån t¹i »; ´ 2 Tn sao cho s = »+´

2
nªn

(1¡ s)x+ sy =
µ
1¡ » + ´

2

¶
x+

» + ´

2
y

=
(1¡ ») + (1¡ ´)

2
x+

» + ´

2
y

=
((1¡ »)x+ »y) + ((1¡ ´)x+ ´y

2
:

V× f låi nªn

f((1¡ s)x+ sy) ∙ f((1¡ »)x+ »y) + f((1¡ ´)x+ ´y)
2

:

Sö dông gi¶ thiÕt quy n¹p ta ®îc

f((1¡ s)x+ sy) ∙ (1¡ »)f(x) + »f(y) + (1¡ ´)f(x) + ´f(y)
2

=

µ
1¡ » + ´

2

¶
f(x) +

» + ´

2
f(y)

= (1¡ s)f(x) + sf(y):

XÐt t 2 [0; 1] nµo ®ã, v× tËp
T =

1[
n=0

Tn
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trï mËt trong [0; 1] nªn tån t¹i d∙y ®iÓm fsng ½ T sao cho t = lim
n!1

sn, do ®ã

v× f liªn tôc nªn

f((1¡ t)x+ ty) = lim
n!1

f((1¡ sn)x+ sny)
∙ lim

n!1
((1¡ sn)f(x) + snf(y))

= (1¡ t)f(x) + tf(y):

2.4.27. Tån t¹i f : R ! R céng tÝnh vµ kh«ng liªn tôc (xem 1.6.31). NÕu f

lµ mét hµm th× víi mäi x 2 R ta cã

f(x) = f
³x
2
+
x

2

´
= f

³x
2

´
+ f

³x
2

´
= 2f

³x
2

´
:

VËy f
¡
x
2

¢
= 1

2
f(x), tõ ®ã suy ra víi x; y 2 R ta cã

f

µ
x+ y

2

¶
= f

³x
2
+
y

2

´
=
1

2
f(x) +

1

2
f(y) =

f(x) + f(y)

2
:

NÕu f låi trªn R th× nã ph¶i liªn tôc (xem 1.2.33), v« lý.

2.4.28. Kh«ng gi¶m tæng qu¸t, gi¶ sö r»ng x < y. Víi t 2 (0; 1) ®Æt z =
(1 ¡ t)x + ty th× x < z < y vµ tån t¹i a 2 (x; z) vµ b 2 (z; y) sao cho z = a+b

2
.

T¬ng tù tån t¹i ta 2 (0; t) vµ tb 2 (t; 1) sao cho

a = (1¡ ta)x+ tay vµ b = (1¡ tb)x+ tby:

V× z = a+b
2
nªn t = ta+tb

2
, sö dông kÕt qu¶ cña 2.4.26 ta suy ra f låi trªn I, ta

cÇn chøng minh r»ng f låi thùc sù. Ta cã

f((1¡ t)x+ ty) = f(z) < f(a) + f(b)

2

=
f((1¡ ta)x+ tay) + f((1¡ tb)x+ tby)

2

∙ (1¡ ta)f(x) + taf(y) + (1¡ tb)f(x) + tbf(y)
2

=

µ
1¡ ta + tb

2

¶
f(x) +

ta + tb
2

f(y)

= (1¡ t)f(x) + tf(y):



2.4. Hµm låi 275

2.4.29. V× f liªn tôc trªn I (xem 1.2.33) nªn nã bÞ chÆn ®Þa ph¬ng. XÐt

x0 2 I vµ " > 0 sao cho kho¶ng [x0¡2"; x0+2"] vÉn n»m trong I, v× f bÞ chÆn

®Þa ph¬ng nªn tån t¹i M > 0 sao cho

jf(x)j ∙M víi x 2 [x0 ¡ 2"; x0 + 2"]:(1)

XÐt x1 6= x2 trong x0 ¡ "; x0 + "], ®iÓm x3 = x2 +
"

jx2¡x1j(x2 ¡ x1) thuéc [x0 ¡
2"; x0 + 2"] vµ

x2 =
"

jx2 ¡ x1j+ "x1 +
jx2 ¡ x1j

jx2 ¡ x1j+ "x3:

V× f låi nªn ta suy ra

f(x2) ∙ "

jx2 ¡ x1j+ "f(x1) +
jx2 ¡ x1j

jx2 ¡ x1j+ "f(x3):

Tõ ®ã suy ra

f(x2)¡ f(x1) ∙ jx2 ¡ x1j
jx2 ¡ x1j+ "(f(x3)¡ f(x1))

∙ jx2 ¡ x1j
"

(f(x3)¡ f(x1))

KÕt hîp víi (??) ta ®îc f(x2)¡ f(x1) ∙ 2M
"
jx2¡x1j: Cuèi cïng v× vai trß cña

x2 vµ x1 b×nh ®¼ng nªn ta ®îc jf(x2)¡ f(x1)j ∙ 2M
"
jx2 ¡ x1j:

2.4.30. XÐt x1 < x2, x1; x2 2 (0;1). NÕu 0 < x < x1 th×

x1 =
x2 ¡ x1
x2 ¡ x x+

x1 ¡ x
x2 ¡ xx2:

V× f låi nªn

f(x1) ∙ x2 ¡ x1
x2 ¡ x f(x) +

x1 ¡ x
x2 ¡ xf(x2):

Cho x! 0+ ta ®îc

f(x1) ∙ x1
x2
f(x2):

2.4.31.
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(a) Tõ tÝnh ®¬n ®iÖu cña hµm x 7! f(x)
x
ta suy ra víi x1; x2 ¸ 0

f(x1 + x2) = x1
f(x1 + x2)

x1 + x2
+ x2

f(x1 + x2)

x1 + x2
∙ f(x1) + f(x2):

(b) Gi¶ sö 0 < a < b vµ ®Æt p = a
b
vµ q = 1 ¡ p, sö dông tÝnh låi vµ díi

céng tÝnh cña f ta ®îc

f(b) = f(pa+ q(a+ b)) ∙ pf(a) + qf(a+ b)
∙ pf(a) + q(f(a) + f(b)) = f(a) +

³
1¡ a

b

´
f(b):

Suy ra
f(b)

b
∙ f(a)

a
:

2.4.32. Gi¶ sö ph¶n chøng r»ng f kh«ng låi thùc sù hoÆc lâm thùc sù, thÕ

th× tån t¹i c¸c ®iÓm ® < ¯ trong kho¶ng (a; b) sao cho ®êng th¼ng ®i qua

c¸c ®iÓm (®; f(®)) vµ (¯; f(¯)) giao víi ®å thi cña f t¹i ®iÓm (°; f(°)) sao cho

® < ° < ¯. Tõ gi¶ thiÕt suy ra tån t¹i duy nhÊt ³1 2 (®; °) vµ ³2 2 (°; ¯) sao
cho

f(°)¡ f(®)
° ¡ ® = f 0(³1) vµ

f(¯)¡ f(°)
¯ ¡ ° = f 0(³2):

V× (®; f(®)), (¯; f(¯)) vµ (°; f(°)) th¼ng hµng nªn f 0(³1) = f 0(³2), ®iÒu nµy lµ

v« lý.

H×nh vÏ

2.4.33. Ta cã nhËn xÐt r»ng ®¹o hµm Dini

D+f(x) = lim
t!0+

f(x+ t)¡ f(x)
t

; D+f(x) = lim
t!0+

f(x+ t)¡ f(x)
t

;

D¡f(x) = lim
t!0¡

f(x+ t)¡ f(x)
t

; D¡f(x) = lim
t!0¡

f(x+ t)¡ f(x)
t
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lu«n tån t¹i h÷u h¹n hoÆc v« h¹n. H¬n n÷a v× gd kh¶ vi nªn ta lu«n cã (xem

1.4.10)

D+f(x+ d) = D+f(x) + g0d(x); D+f(x) = D+f(x) + g
0
d(x);

D¡f(x+ d) = D¡f(x) + g0d(x); D¡f(x) = D¡f(x) + g0d(x)

víi x 2 R, v× vËy ®¹o hµm Dini cña f t¹i ®iÓm x+ d ®îc biÓu diÔn qua ®¹o

hµm Dini cña f t¹i ®iÓm x. XÐt a < b lµ c¸c sè bÊt kú, ®Æt m = f(b)¡f(a)
b¡a

vµ F (x) = f(x) ¡m(x ¡ a), thÕ th× F (a) = F (b) = f(a), vµ do ®ã F ®¹t cùc

trÞ trªn [a; b] t¹i mét ®iÓm c nµo ®ã thuéc (a; b0. Kh«ng gi¶m tæng qu¸t ta

gi¶ sö F (c) lµ cùc ®¹i cña F . NÕu c + t 2 (a; b) th× F (c + t) ∙ F (c); hay

nãi c¸ch kh¸c f(c + t) ¡ f(c) ∙ mt, tõ ®ã suy ra D+f(c) ∙ m ∙ D¡f(c).

V× c¸c ®¹o hµm Dini cña f t¹i x ®îc biÓu diÔn qua ®¹o hµm Dini cña

f t¹i c nªn ta cã ngay D+f(x) ∙ D¡f(x) víi mäi x. NÕu f lµ hµm lâm

trªn [a; b] th× f kh¶ vi hÇu kh¾p n¬i trªn [a; b], trõ ra mét tËp ®Õm ®îc

(xe, 2.4.19), tõ ®ã suy ra f kh¶ vi trªn (a; b). NÕu f kh«ng lâm trªN(a; b)

th× f sÏ ®¹t cùc tiÓu trªn [a; b] t¹i mét ®iÓm nµo ®ã thuéc kho¶ng (a; b),

theo trªn ta chøng minh ®îc D¡f(x) ∙ D+f(x) víi mäi x, tõ ®ã suy ra

D+f(x) ∙ D¡f(x) ∙ D¡f(x) ∙ D+f(x) víi mäi x, tøc lµ ta chøng minh ®îc
tÝnh kh¶ vi cña f trªn R.
B©y giê ta ®i chøng minh r»ng f 0 lµ hµm liªn tôc. Gi¶ sö ph¶n chøng

r»ng tån t¹i x0 sao cho f 0 gi¸n ®o¹n t¹i ®ã, khi ®ã tån t¹i d∙y fzng héi tô
vÒ x0 sao cho d∙y ff 0(zn)g héi tô vÒ f 0(x0) + r víi r 6= 0 hoÆc d∙y ff 0(zn)g
kh«ng bÞ chÆn. Trong trêng hîp thø hai ta chØ ra ®îc mét d∙y fyng sao
cho ff 0(yng ph©n kú, gi¶ sö nã tiÕn ®Õn +1, khi ®ã

f(x0)¡ f(yn)
x0 ¡ yn = f 0(yn) + o(1);

cho n !1 ta ®îc f 0(x0) = +1, v« lý. Trong trêng hîp cßn l¹i v× f 0 tho¶
m∙n ®Þnh lý vÒ c¸c gi¸ trÞ trung gian (xem 2.2.31) nªn tån t¹i d∙y fyng sao
cho f 0(yn) = f 0(x0) + r=2. Râ rµng ta cã thÓ gi¶ thiÕt r»ng d∙y héi tô mét

phÝa vÒ x0, gi¶ sö lµ héi tô ph¶i, theo gi¶ thiÕt víi mäi x ta ®Òu t×m ®îc
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mét d∙y nh vËy víi r kh«ng ®æi. ThËt vËy v× x = x0 + (x¡ x0) = x0 + d vµ
f 0(zn + d)¡ g0d(zn) = f 0(zn) = f 0(x0) + r = f 0(x0 + d)¡ g0d(x0) + r:

nªn khi chuyÓn qua giíi h¹n ta ®îc

lim
n!1

f 0(zn + d) = f 0(x) + r:

Sö dông ®Þnh lý gi¸ trÞ trung gian cho f 0 lÇn n÷a ta chØ ra r»ng tån t¹i d∙y

f~zng sao cho f 0(~zn) = f 0(x) + r=2. B©y giê ta ®i x©y dùng d∙y fxng nh sau:
XÐt x bÊt kú, chän x1 tho¶ m∙n x1 < x+2¡1 vµ f 0(x1) = f 0(x)+ r=2, tiÕp theo

lÊy x2 sao ch x1 < x2 < x1 + 2¡2 vµ f 0(x2) = f 0(x1) + r=2,

xn < xn+1 < xn + 2
¡n vµ f 0(xn+1) = f 0(xn) +

r

2
:

Khi ®ã d∙y võa nhËn ®îc sÏ héi tô, gi¶ sö vÒ a. H¬n n÷a tõ ®¼ng thøc cuèi

cïng ë trªn ta cã f 0(xn) = f 0(x1) + (n¡ 1)r=2, tõ ®ã suy ra d∙y ff 0(xn)g ph©n
kú vÒ +1 hoÆc ¡1, ®iÒu nµy lµ v« lý v× f kh¶ vi t¹i a. VËy ta chøng minh
®îc r»ng f 0 liªn tôc vµ tho¶ m∙n c¸c tÝnh chÊt cña f , nh vËy nã còng kh¶

vi liªn tôc, lËp luËn t¬ng tù nh vËy ta chøng minh ®îc r»ng mäi cÊp ®¹o

hµm cña f ®Òu cã tÝnh chÊt nh vËy, tøc lµ f 2 C1 .

2.4.34. Víi n = 2 ta suy ra ®¼ng thøc mét c¸ch dÔ dµng. Gi¶ sö n > 2 vµ

xÐt d∙y t¨ng fang. §Æt

Sn = (f(an)a1 ¡ f(a1)an +
n¡1X
k=1

(f(ak)ak+1 ¡ f(ak+1ak):

Ta cÇn chøng minh r»ng Sn ¸ 0. ThËt vËy, v× f låi nªn

f(an) = f

µ
an ¡ an+1
a1 ¡ an+1 a1 +

a1 ¡ an
a1 ¡ an+1an+1

¶
∙ an ¡ an+1
a1 ¡ an+1 f(a1) +

a1 ¡ an
a1 ¡ an+1f(an+1)

Do ®ã

(an+1 ¡ a1)f(an) + (an ¡ an+1)f(a1) + (a1 ¡ an)f(an+1) ¸ 0;
tøc lµ Sn+1 ¡ Sn ¸ 0, tõ ®ã suy ra Sn ¸ S2 = 0.
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2.4.35. [M. Kuzma, A. Simajdor, Amer. Math. Monthly 74 (1967), 401-402].

V× f t¨ng thùc sù vµ a < f(x) < x nªn ta cã

a < fn+1(x) < fn(x) < x víijquadn 2 N vµ x 2 (a; b):

Tõ ®ã suy ra d∙y ffn(x)g héi tô vÒ l (l cã thÓ b»ng ¡1). Ta sÏ chøng minh
r»ng l = a. ThËt vËy, theo kÕt qu¶ cña 1.2.33 ta cã fn ®Òu liªn tôc, vËy nÕu

l 2 (a; b) th× ta ®îc

f(l) = f
³
lim
n!1

fn(x)
´
= lim

n!1
fn+1(x) = l;

tr¸i víi gi¶ thiÕt f(x) < x víi mäi x 2 (a; b), vËy l = a víi mäi x 2 (a; b). Theo
2.4.19 ®¹o hµm ph¶i cña f tån t¹i vµ gi¶m trªn (a; b), suy ra víi a < t1 < t0 < b

th× (xem 2.4.19)

f 0+(t0) ∙
f(t1)¡ f(t0)
t1 ¡ t0 ∙ f 0+(t1):(1)

Cho t0 = fn(x) vµ t1 = fn+1(x) ta ®îc

f 0+(f
n(x)) ∙ f

n+2(x)¡ fn+1(x)
fn+1(x)¡ fn(x) ∙ f

0
+(f

n+1(x)):

Tõ lim
x!a+

f 0+(x) = 1 ta suy ra

lim
n!1

fn+2(x)¡ fn+1(x)
fn+1(x)¡ fn(x) = 1;

vµ tõ ®ã suy ra víi k 2 N

lim
n!1

fn+k+1(x)¡ fn+k(x)
fn+1(x)¡ fn(x) = lim

n!1

k¡1Y
i=1

fn+i+2(x)¡ fn+i+1(x)
fn+i+1(x)¡ fn+i(x) = 1:(2)

V× f 0+ lµ hµm gi¶m nªn tõ ®¼ng thøc lim
x!a+

f 0+(x) = 1 ta suy ra f
0
+(x) ∙ 1, do

®ã theo (??) ta ®îc hµm x 7! f(x)¡ x gi¶m trªn (a; b). V× f(v)¡ v < 0 nªn
f(u)¡ u
f(v)¡ v ¸ 1 víi v < u; u; v 2 (a; b):
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XÐt a < y < x < b, ®Æt u = fn(x) vµ v = fn(y) ta ®îc

fn+1(x)¡ fn(x)
fn+1(y)¡ fn(y) ¸ 1:

MÆt kh¸c tån t¹i k 2 N sao cho fk(x) < y < x , suy ra fn+k(x) < fn(y). V×
hµm x 7! f(x)¡ x gi¶m nªn ta ®îc

fn+1(y)¡ fn(y) ∙ fn+k+1(x)¡ fn+k(x):

Tõ ®ã suy ra

1 ∙ f
n+1(x)¡ fn(x)
fn+1(y)¡ fn(y) ∙

fn+1(x)¡ fn(x)
fn+k+1(x)¡ fn+k(x) ;

kÕt hîp víi (??) ta ®îc ®iÒu ph¶i chøng minh.

2.5 C¸c øng dông cña ®¹o hµm

2.5.1.

(a) Sö dông ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh tæng qu¸t cho hµm f(x) = 1¡ cosx
vµ g(x) = x2

2
ta ®îc

1¡ cosx
x2

2

=
sin µ

µ
< 1

víi x 6= 0:

(b) Víi x ¸ 0 xÐt hµm f(x) = x¡ sinx vµ g(x) = x3

3!
, sö dông ®Þnh lý gi¸ trÞ

trung b×nh tæng qu¸t vµ (a) ë trªn ta ®îc

x¡ sinx
x3

3!

=
1¡ cos µ

µ2

2

< 1;

tõ ®ã suy ra ®iÒu ph¶i chøng minh. Chó ý r»ng ®èi víi x < 0 bÊt ®¼ng

thøc sÏ trë thµnh sinx < x¡ x3

3!
:
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(c) Dïng ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh tæng qu¸t cho c¸c hµm

f(x) = cosx¡ 1 + x
2

2
; g(x) =

x4

4!

trªn kho¶ng cã hai ®Çu mót lµ 0 vµ x, vµ (b) ta ®îc ®iÒu ph¶i chøng

minh.

(d) Dïng ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh tæng qu¸t cho c¸c hµm

f(x) = sinx¡ x+ x
3

3!
; g(x) =

x5

5!
; x ¸ 0;

vµ (c).

2.5.2. Sö dông quy n¹p vµ lËp luËn t¬ng tù c©u trªn.

2.5.3. Sö dông ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh tæng qu¸t cho hµm f vµ g(x) = x,

g(x) = x2 vµ g(x) = x3 liªn tiÕp ta ®îc

f(b)¡ f(a)
b¡ a =

f 0(x1)
1

;
f(b)¡ f(a)
b2 ¡ a2 =

f 0(x2)
2x2

;

f(b)¡ f(a)
b3 ¡ a3 =

f 0(x3)
3x23

:

2.5.4. §Æt f(x) = f1(x)+if2(x) vµ ® = a+ib, a > 0. Tõ gi¶ thiÕt lim
x!+1

(®f(x)+

f 0(x)) = 0 ta suy ra

lim
x!+1

(af1(x) + f
0
1(x)¡ bf2(x)) = 0(1)

vµ

lim
x!+1

(af2(x) + f
0
2(x) + bf1(x)) = 0:(2)

Chó ý r»ng

lim
x!+1

eibxf(x) = lim
x!+1

eax+ibxf(x)

eax

= lim
x!+1

eax+ibx(f1(x) cos bx¡ f2(x) sin bx)
eax

+ i lim
x!+1

eax+ibx(f2(x) cos bx+ f1(x) sin bx)

eax
:
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Sö dông quy t¾c l’H«pital (2.3.40) , tõ (1) vµ (2) ta ®îc

lim
x!+1

eax(f1(x) cos bx¡ f2(x) sin bx)
eax

= lim
x!+1

cos bx(af1(x) + f
0
1(x)¡ bf2(x))¡ sin bx(af2(x) + f 02(x) + bf1(x))

a

= 0:

T¬ng tù ta chøng minh ®îc r»ng

lim
x!+1

eax(f2(x) cos bx+ f1(x) sin bx)

eax
= 0:

Do ®ã ta cã lim
x!+1

eibxf(x0 = 0, suy ra lim
x!+1

f(x) = 0:

Cuèi cïng ta cã mét nhËn xÐt r»ng kÕt qu¶ trªn cã thÓ ®îc tæng qu¸t

nh sau: NÕu lim
x!+1

(®f(x)+f 0(x)) = L th× lim
x!+1

f(x) = L=®. ThËt vËy, trong

trêng hîp nµy ta cã lim
x!+1

(®f(x)¡ L=®) + (f(x)¡ L=®)0) = 0 vµ sö dông

nh÷ng kÕt qu¶ võa ®¹t ®îc ë trªn ta suy ra ®iÒu ph¶i chøng minh.

2.5.5. LÊy ®1 = 1
2
¡

p
3
2
i vµ ®2 = 1

2
+

p
3
2
i ta cã

f(x) + f 0(x) + f 00(x) = ®1®2f(x) + (®1 + ®2)f 0(x) + f 00(x)

= ®2(®1f(x) + f
0(x)) + (®1f(x) + f 0(x))0:

Sö dông kÕt qu¶ bµi tríc (xem phÇn nhËn xÐt ë phÇn lêi gi¶i) ta ®îc

lim
x!+1

(®1f(x) + f
0(x)) = L=®2 vµ lim

x!+1
f(x) = L=(®2®1) = L:

2.5.6. Kh«ng. VÝ dô hµm f(x) = cosx; x > 0.

2.5.7.

(a) §Æt g(x) = f(x) ¡ e¡x; x ¸ 0, ta cã g(0) = 0, g(x) ∙ 0 vµ lim
x!1

g(x) = 0.

NÕu g(x) ´ 0 th× f 0(x) = ¡e¡x víi x 2 (0;1), do ®ã gi¶ sö tån t¹i a > 0
sao cho g(a) < 0, khi ®ã víi x ®ñ lín, gi¶ sö x > M th× g(x) > 1

2
g(a), tõ

®ã suy ra g nhËn gi¸ trÞ nhá nhÊt t¹i x0 2 (0;M), tøc lµ g0(x0) = 0:

(b) LËp luËn hoµn toµn t¬ng tù nh (a).
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2.5.8. Ta cã µ
f(x)

g(x)

¶0
=
g0(x)
g(x)

µ
f 0(x)
g0(x)

¡ f(x)¡ f(0)
g(x)¡ g(0)

¶
:

Theo ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh tæng qu¸t ta cãµ
f(x)

g(x)

¶0
=
g0(x)
g(x)

µ
f 0(x)
g0(x)

¡ f
0(µ)
g0(µ)

¶
;

víi 0 < µ < x ∙ a. V× f 0=g0 ®¬n ®iÖu t¨ng nªnµ
f(x)

g(x)

¶0
> 0 víi x > 0:

2.5.9. §Æt f(x) = sin(cosx)¡ x, ta thÊy r»ng f(0) = sin 1 vµ f(¼=2) = ¡¼=2.
Theo ®Þnh lý vÒ gi¸ trÞ trung gian ta cã tån t¹i x0 2 (0; ¼=2) tho¶ m∙n

f(x1) = 0. V× f 0(x) < 0 trong (0; ¼=2) nªn kh«ng tån t¹i nghiÖm cña f trong

kho¶ng nµy. Mét c¸ch hoµn toµn t¬ng tù ta chøng minh ®îc r»ng tån t¹i

duy nhÊt mét nghiÖm, gäi lµ x2 cña ph¬ng tr×nh cos(sinx) = x.

H×nh vÏ

H¬n n÷a ta cã

x1 = sin(cosx1) < cosx1; x2 = cos(sinx1) > cosx2;

nªn x2 > x1:

2.5.10. Gi¶ sö ph¶n chøng r»ng tån t¹i x 2 (a; b] sao cho f(x1) 6= 0, khi ®ã
tõ tÝnh liªn tôc cña f ta suy ra f(x) 6= 0 víi x 2 (®; ¯). Gi¶ sö r»ng f(x) > 0
víi x 2 (®; ¯), f(®) = 0; ® ¸ a vµ f(¯) > 0. Khi ®ã theo ®Þnh lý gi¸ trÞ trung
b×nh, víi 0 < " < ¯ ¡ ® ta cã

j ln f(¯)¡ ln f(®+ ")j =
¯̄̄̄
f 0(µ)
f(µ)

¯̄̄̄
(¯ ¡ ®¡ ") ∙ C(¯ ¡ ®¡ "):

Cho "! 0+ ta ®îc +1 ∙ C(¯ ¡ ®), v« lý, ta ®îc ®iÒu ph¶i chøng minh.
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2.5.11. Cho 0 < p < q vµ x d¬ng, theo ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh ta cã

ln
³
1 + p

q

´
x
q

=
1

1 + ³0
>

1

1 + ³1
=
ln
³
1 + x

p

´
¡ ln

³
1 + x

q

´
x
p
¡ x

q

;

trong ®ã ³0 2
³
0; x

q

´
, ³1 2

³
x
q
; x
p

´
. Do ®ãµ

x

p
¡ x
q

¶
ln

µ
1 +

x

q

¶
>
x

q

µ
ln

µ
1 +

x

p

¶
¡ ln

µ
1 +

x

q

¶¶
:

Tõ ®ã suy ra
x

p
ln

µ
1 +

x

q

¶
>
x

q
ln

µ
1 +

x

p

¶
;

hay nãi c¸ch kh¸c,

q ln

µ
1 +

x

q

¶
> p ln

µ
1 +

x

p

¶
:

2.5.12. Ta suy ra bÊt ®¼ng thøc ex ¸ 1 + x, x 2 R b»ng c¸ch sö dông ®Þnh
lý gi¸ trÞ trung b×nh. ThËt vËy, ta cã

ex ¡ 1
x

= e³ > 1 víi x > 0;

vµ
ex ¡ 1
x

= e³ < 1 víi x < 0:

NÕu x = 0 th× x¶y ra dÊu ®¼ng thøc. Ký hiÖu

An =
1

n

nX
k=1

ak vµ Gn = n

vuut nY
k=1

ak

lÇn lît lµ trung b×nh céng vµ trung b×nh nh©n cña c¸c sè kh«ng ©m a1; a2; : : : ; an.

NÕu An 6= 0 th×

e
ak
An
¡1 ¸ ak

An
¸ 0 víi k = 1; 2; : : : ; n:

Do ®ã

1 = e0 = e

nP
k=1
( akAn¡1) =

nY
k=1

e
ak
An
¡1 ¸

nY
k=1

ak
An

=
Gnn
Ann
;
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tøc lµ An ¸ Gn. NÕu An = 0 th× An = Gn = 0. V× dÊu ®¼ng thøc trong bÊt
®¼ng thøc ex ¸ 1 + x chØ x¶y ra khi x = 0 nªn ta cã An = Gn khi vµ chØ khi
a1 = a2 = ¢ ¢ ¢ = an:

2.5.13. NÕu trong bÊt ®¼ng thøc et ¸ 1 + t ta thay thÕ t bëi x¡ z th× ®îc

xez ∙ ex + ez(z ¡ 1) víi x; z 2 R:

Thay thÕ z bëi ln y ta ®îc ®iÒu ph¶i chøng minh.

2.5.14. Theo ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh ta cã tån t¹i a 2 (¡2; 0) sao cho

jf 0(a)j = jf(0)¡ f(¡2)j
2

∙ jf(0)j ¡ jf(¡2)j
2

∙ 1:

T¬ng tù tån tai b 2 (0; 2) sao cho jf 0(b)j ∙ 1. §Æt F (x) = (f(x))2 + (f 0(x))2.
Hµm F ®¹t cùc ®¹i trªn [a; b], tøc lµ t¹i x0 2 [a; b], v× F (0) = 4 , F (a) ∙ 2
vµ F (b) ∙ 2 nªn x0 2 (a; b), do ®ã F 0(x0) = 2f 0(x0)(f(x0) + f 00(x0)) = 0. Chó
ý r»ng f 0(x0) 6= 0 v× tõ f 0(x0) = 0 ta rót ra F (x0) = (f(x0))2 ∙ 1 v« lý, vËy
f(x0) + f

00(x0) = 0:

2.5.15.

(a) BÊt ®¼ng thøc cÇn chøng minh t¬ng ®¬ng víi

f(x) = (x2 + 1) arctanx¡ x > 0; x > 0:

V× f 0(x) = 2x arctanx+ 1¡ 1 > 0 nªn f(x) > f(0) = 0 víi x > 0.

(b) Theo c«ng thøc Taylor víi sè d d¹ng Lagrange ta cã

2 tanx = 2x+
2

3
x22

µ
sin3 »1
cos5 »1

+
1

2

sin »1
cos3 »1

¶
x4 > 2x+

2

3
x3(1)

vµ

sinhx = x+
x3

6
+
1

4!

e»2 ¡ e¡»2
2

x4 < x+
x3

6
+
1

4!

e¼=2 ¡ e¡¼=2
2

x4:(2)
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Ta l¹i cã e¼=2 < 8. ThËt vËy, chó ý r»ng (xem I. 2.5.3) ln(1 + x) > 2x
x+2

víi x > 0, do ®ã ln 8 = 3 ln 2 = 3 ln(1 + 1) > 2, suy ra 8 > e2 > e¼=2, do

vËy
e¼=2 ¡ e¡¼=2

2
<
e¼=2

2
< 4;

kÕt hîp víi (1) vµ (2) ta ®îc

sinhx < x+
x3

6
+
x4

6
< 2x+

2

3
x3;

v× x+ 1
2
x3 ¡ 1

6
x4 > 0 víi 0 < x < 2.

(c) §Æt f(x) = lnx ¡ x
e
víi x > 0 vµ x 6= e. Ta cã f 0(x) = e¡x

xe
, suy ra

f 0(x) > 0 khi 0 < x < e vµ f 0(x) < 0 víi x > e. Do ®ã f(x) < f(e) = 0

víi x 6= e.

(d) Víi x > 1 , bÊt ®¼ng thøc cÇn chøng minh t¬ng ®¬ng víi

f(x) = 2x lnx¡ x2 + 1 < 0:

V× f 0(x) = e lnx+ 2¡ 2x vµ f 00(x) = 2
x
¡ 2 < 0 ta ®îc f 0(x) < f 0(1) = 0

vµ do ®ã f(x) < f(1) = 0.

Víi 0 < x < 1 viÖc chøng minh bÊt ®¼ng thøc ë ®Çu bµi sÏ t¬ng ®¬ng

víi chøng minh f(x) = 2x lnx¡ x2 + 1 > 0. V× f 00(x) = 2
x
¡ 2 > 0 nªn ta

®îc f 0(x) > f(1) = 0 vµ do ®ã f(x) > f(1) = 0:

2.5.16.

(a) Sö dông (c) ë bµi trªn ta ®îc ln¼ < ¼
e
, tøc lµ e¼ > ¼e:

(b) Sö dông (d) ë bµi trªn ta ®îc
p
2 ln

p
2 < 1

2
, tõ ®ã suy ra 2

p
2 < e.

(c) Xem 2.5.15 (b).

2.5.17.
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(a) BÊt ®¼ng thøc cÇn chøng minh t¬ng ®¬ngµ
1 +

b

x

¶ln(1+x
a)
< eb=a:

V× ln(1 + t) < t víi t > 0 nªnµ
1 +

b

x

¶ln(1+x
a)
<

µ
1 +

b

x

¶x=a
=

Ãµ
1 +

b

x

¶x=a!b=a
< eb=a:

(b) Víi n;m nguyªn d¬ng ta xÐt hµm

f(x) =
³
1 +

x

m

´m ³
1 +

x

n

´n
; jxj < minfm;ng:

Khi ®ã f 0(x) < 0 khi x > 0 vµ f 0(x) > 0 khi x < 0, vËy f(x) < f(0) = 1

víi x 6= 0 vµ jxj = minfm;ng.

(c) §Æt f(x) = ln(
p
1 + x2 + 1)¡ 1

x
¡ lnx, x > 0. Ta cã

f 0(x) =
(1¡ x)(p1 + x2 + 1) + x2
x2(
p
1 + x2 + 1 + x2

:

Râ rµng f 0(x) > 0 khi < 0x ∙ 1. Khi x > 1 ta cã

(1¡ x)(
p
1 + x2 + 1) + x2 > 0

khi vµ chØ khi

x2 > (x¡ 1)
p
1 + x2 + 1);

bÊt ®¼ng thøc nµy t¬ng ®¬ng

x2

x¡ 1 ¡ 1 >
p
1 + x2:

VËy f 0(x) > 0 víi mäi x > 0, h¬n n÷a v×

lim
x!1

ln

Ã
1 +

p
1 + x2

x

!
= 0;

nªn lim
x!1

f(x) = 0, tõ ®ã suy ra f(x) < 0 víi x > 0.
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2.5.18.

(a) §Æt

f(x) = ln(1 + x)¡ xp
1 + x

; x > 0;

ta cã

f 0(x) =
2
p
1 + x¡ 2¡ x

2(1 + x)
p
1 + x

< 0;

v×
p
1 + x < 1 + x

2
, x > 0. Do ®ã f(x) < f(0) = 0:

(b) Víi x > 1 bÊt ®¼ng thøc ®îc suy ra tõ (a) khi thay x b»ng x¡ 1. NÕu
x 2 (0; 1) th× ta sö dông (a) víi 1

x
> 1.

2.5.19.

(a) Sö dông c«ng thøc Taylor cho hµm f(x) = (1 + x) ln(1 + x).

(b) Theo c«ng thøc Taylor ta cã

ln(1 + cosx) = ln 2¡ x
2

4
¡ sin ³

(1 + cos ³)2
¢ x

3

3!
< ln 2¡ x

2

4
:

2.5.20.

(a) §Æt f(x) = ex ¡ 1¡ xex ta cã f 0(x) = ¡xex < 0, suy ra f(x) < f(0) = 0:

(b) §Æt f(x) = ex ¡ 1¡ xex ¡ x2ex, sö dông (a) ta ®îc

f 0(x) = ex ¡ 1¡ 2xex ¡ x2ex
< 1 + xex ¡ 1¡ 2xex ¡ x2ex = ¡xex(1 + x) < 0:

(c) NÕu f(x) = xex=2 ¡ ex + 1 th×

f 0(x) = ex=2
³
1 +

x

2
¡ ex=2

´
< 0;

v× ex > 1 + x víi mäi x > 0.
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(d) BÊt ®¼ng thøc cÇn chøng minh t¬ng ®¬ng víi bÊt ®¼ng thøc

x < (1 + x) ln(1 + x):

(e) Ta ®i chøng minh bÊt ®¼ng thøc t¬ng ®¬ng

(x+ 1)(ln(x+ 1)¡ ln 2) ∙ x lnx:

XÐt hµm f(x) = (x + 1)(ln(x + 1) ¡ ln 2) ¡ x lnx. Hµm nµy ®¹t cùc ®¹i

t¹i x = 1, do ®ã f(x) ∙ f(1) = 0.
2.5.21. LÊy loga hai vÕ, ta viÕt bÊt ®¼ng thøc cÇn chøng minh díi d¹ng

(e¡x) ln(e+x) > (e+x) ln(e¡x). XÐt hµm f(x) = (e¡x) ln(e+x)¡(e+x) ln(e¡x)
ta cã f 00(x) > 0 víi x 2 (0; e), do ®ã f 0(x) > f 0(0) = 0, tõ ®ã suy ra f(x) >

f(0) = 0.

2.5.22. §Æt f(x) = ex¡1 + lnx¡ 2x+ 1 ta cã

f 0(x) = ex¡1 +
1

x
¡ 2:

VËy víi x > 1 th× f 00(x) = ex¡1 ¡ 1
x2
> 0, v× ex¡1 > 1 vµ 1

x2
< 1:

2.5.23.

(a) XÐt f(x) = 1
2
tanx+ 2

3
sinx¡ x, ta cã

f 0(x) =
2(1¡ cos x)2 ¡cosx+ 1

2

¢
3 cos2 x

> 0 víi x 2
³
0;
p

i
2
´
:

Tøc lµ f ®¬n ®iÖu t¨ng, do dã f(x) > f(0) víi 0 < x < ¼
2
.

(b) XÐt f(x) = x¡ 3 sinx
2+cosx

, ta cã

f 0(x) =
(cosx¡ 1)2
(2 + cosx)2

¸ 0:

(c) §Æt f(x) = sinxp
cosx

¡ x víi 0 < x < ¼
2
ta thÊy r»ng

f 0(x) =
1 + cos2 x¡ 2pcosx cosx

2
p
cosx cosx

>
(1¡ cosx)2
2
p
cosx cosx

> 0:
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2.5.24. LÊy f(x) = x® + (1¡ x)® th× f 0(x) = 0 chØ khi x = 1
2
, h¬n n÷a f ®¹t

cùc tiÓu 1
2®¡1 t¹i ®iÓm nµy vµ cùc ®¹i b»ng 1 t¹i c¸c ®Çu mót cña [0; 1]

2.5.25. Chia hai vÕ cho x® th× ®iÒu ph¶i chøng minh t¬ng ®¬ng víi viÖc

chøng minh r»ng

(1 + t)® < 1 + t® víi t > 0:

NÕu f(t) = (1 + t)® ¡ 1¡ t® th× f 0(t) < 0, do ®ã f(t) < f(0) víi t > 0.

2.5.26. XÐt hµm

f(x) = (1 + x)® ¡ 1¡ ®x¡ ®(®¡ 1)
8

x2; x 2 [¡1; 1]:

Ta cã f(0) = 0, f 0(0) = 0 vµ víi x 2 (¡1; 1) th×

f 00(x) = ®(1¡ ®)(1 + x)®+2 + ®(1¡ ®)
4

< ¡2®¡2®(1¡ ®) + ®(1¡ ®)
4

=
1

4
®(1¡ ®) (1¡ 2®) < 0:

Tõ ®ã suy ra f 0 gi¶m trªn (¡1; 1), vËy f 0(x) > 0 víi x 2 (¡1; 0) vµ f 0(x) > 0
víi x 2 (0; 1), ®ång thêi f ®¹t cùc ®¹i t¹i 0. V× f(0) = 0 nªn f(x) ∙ 0 víi
x 2 [¡1; 1].

2.5.27. [D. S. Mitrinovic, J. E. Pecaric, Rendiconti del Circolo Mat. di

Palermo 42 (1993), 317-337]. XÐt hµm

f(x) = (1 + x)® ¡ 1¡ ®x¡ ®(®¡ 1)
2

(1 +B)®¡2x2; x 2 [¡1; B]:

Ta cã

f 0(x) = ®(1 + x)®¡1 ¡ ®¡ ®(®¡ 1)(1 +B)®¡2x
vµ

f 00(x) = ®(®¡ 1) ¡(1 + x)®¡2(1 +B)®¡2¢ :
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(a) NÕu 0 < ® < 1 vµ x 2 (¡1; 1) th× f 00(x) < 0, tøc lµ f 0 gi¶m, do ®ã

0 = f 0(0) < f 0(x) víi x 2 (¡1; 0) vµ 0 = f 0(0) > f 0(x) víi x 2 (0; B]. VËy
f ®¹t cùc ®¹i t¹i ®iÓm 0, suy ra f(x) ∙ f(0) = 0 víi x 2 [¡1; B], thªm
n÷a v× (1 +B)® ¸ 1 nªn ta cã

(1 + x)® ¡ 1¡ ®x¡ ®(®¡ 1)
2(1 +B)2

x2 ∙ f(x) ∙ f(0) = 0:

(b) Nh (a), khi 1 < ® < 2 vµ x 2 [¡1; B] th× f(x) ¸ f(0) = 0, do ®ã

(1 + x)® ¡ 1¡ ®x¡ ®(®¡ 1)
2(1 +B)2

x2 ¸ f(x) ¸ f(0) = 0:

2.5.28.

(a) XÐt hµm

f(x) =

(
sinx
x

víi x 2 ¡0; ¼
2

¤
;

1 víi x = 0:

ThÊy r»ng f gi¶m trªn
¡
0; ¼

2

¤
, thËt vËy, theo ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh

ta cã

f 0(x) =
x cosx¡ sinx

x2
=
cos x¡ sinx

x

x
=
cosx¡ cos µ

x
;

trong ®ã 0 < µ < x, tõ ®ã suy ra f 0(x) < 0 trªn
¡
0; ¼

2

¤
. V× f

¡
¼
2

¢
= 2

¼
nªn

ta ®îc ®iÒu ph¶i chøng minh.

(b) Ta viÕt bÊt ®¼ng thøc cÇn chøng minh díi d¹ng

sinx ¸ 3

¼
x¡ 4x

3

¼3
:

§Æt

f(x) = sinx¡ 3

¼
x¡ 4x

3

¼3
; I =

h
0;
¼

4

i
vµ J =

h¼
4
;
¼

2

i
:

Ta cã f(0) = f
¡
¼
2

¢
= 0 vµ f

¡
¼
4

¢
> 0, h¬n n÷a f 00(0) = 0, f 00

¡
¼
4

¢
< 0 vµ

f (4)(x) ¸ 0 víi mäi x 2 I. Tõ ®ã suy ra f 00(x) ∙ 0 trªn I vµ do vËy f
lµ hµm lâm trªn I. V× f(0) = 0 vµ f

¡
¼
4

¢
> 0 nªn suy ra f(x) ¸ 0 víi
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x 2 I. B©y giê ta ®i chøng minh r»ng f 0 lµ hµm låi trªn J. ThËt vËy ta

cã f (3)
¡
¼
4

¢
> 0 vµ f (4)(x) > 0 víi x 2 ¡¼

4
; ¼
2

¢
nªn ®¹o hµm cÊp ba cña f

sÏ d¬ng trªn J, h¬n n÷a v× f 0
¡
¼
4

¢
< 0 vµ f 0

¡
¼
2

¢
= 0 nªn f 0(x) ∙ 0 trªn

bJ , kÕt hîp víi f
¡
¼
2

¢
= 0 ta suy ra f(x) ¸ 0 trªn J.

2.5.29. Gi¶ sö r»ng x 2 ¡0; 1
2

¢
, ta cã ¼3x3

3!
< ¼x2, vËy tõ bÊt ®¼ng thøc sin¼x >

¼x ¡ ¼3x3

3!
(xem 2.5.1 (b)) ta ®îc sin¼x > ¼x ¡ ¼3x3

3!
> ¼x(1 ¡ x). §Ó chøng

minh bÊt ®¼ng thøc cßn l¹i ta xÐt hµm f(x) = 4x ¡ 4x2 ¡ sin¼x, x 2 £0; 1
2

¤
.

Ta cã f 0(x) = 4¡ 8x¡ ¼ cos¼x vµ f 00(x) = ¡8¼2 sin¼x. Do ®ã

f 00(x0) = 0 khi vµ chØ khi x0 =
1

¼
arcsin

8

¼2
;

vµ f 00(0) = ¡8, f 00 ¡1
2

¢
= ¼2¡8 > 0, do ®ã f 0(x) < 0 víi x 2 (0; x0) vµ f 00(x) > 0

víi x 2 ¡x0; 12¢, hay nãi c¸ch kh¸c f 0 thùc sù gi¶m trªn (0; x0) vµ thùc sù

t¨ng trªn
¡
x0;

1
2

¢
, h¬n n÷a v× f 0(0) = 4 ¡ ¼ > 0 vµ f 0 ¡1

2

¢
= 0 nªn ta suy ra

f 0(x) < 0 víi x 2 ¡x0; 12¢, vµ do vËy f 0(x0) < 0, suy ra tån t¹i x1 2 (0; x0)
sao cho f 0(x1) ¸ 0 nÕu x 2

¡
0; 1

2

¢
sao cho f 0(x1) = 0. Sö dông tÝnh ®¬n ®iÖu

cña f 0 ta suy ra f t¨ng trªn (0; x1) vµ gi¶m trªn
¡
x1;

1
2

¢
. V× f(0) = f

¡
1
2

¢
= 0

nªn f(x) ¸ 0 víi x 2 ¡0; 1
2

¢
. VËy ta ®∙ chøng minh ®îc bÊt ®¼ng thøc víi

x 2 ¡0; 1
2

¢
. Râ rµng bÊt ®¼ng thøc còng ®óng ®èi víi x = 1

2
. Cuèi cïng ta

chung sý r»ng bÊt ®¼ng thøc kh«ng thay ®æi khi thay thÕ x bëi 1¡ x.

2.5.30. §Æt f(x) = ex ¡
nP
k=0

xk

k!
¡ x

n
(ex ¡ 1), x > 0, ta cã

f 0(x) = ex ¡
nX
k=1

xk¡1

(k ¡ 1)! ¡
x

n
ex ¡ 1

n
ex +

1

n
;

vµ

f (l)(x) = ex ¡
nX
k=1

xk¡l

(k ¡ l)! ¡
x

n
ex ¡ l

n
ex; l = 2; 3; : : : ; n:

H¬n n÷a ta cã f (l)(0) = ¡ l
n
< 0 víi l = 2; 3; : : : ; n, f 0(0) = 0 vµ f(0) = 0. V×

f (n)(x) < 0 víi x > 0 nªn ®¹o hµm f (n¡1) sÏ gi¶m thùc sù, tøc lµ f (n¡1)(x) <

f (n¡1)(0) < 0, tõ ®ã suy ra tÝnh ®¬n ®iÖu cña f (n¡2) vµ f (n¡2)(x) < 0 víi x > 0.

LÆp l¹i nh÷ng lËp luËn võa nªu trªn ta ®îc f(x) < f(0) = 0 víi x > 0.
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2.5.31. V× f 0(x) = ¡xn

n!
e¡x nªn ta suy ra nã chØ b»ng 0 t¹i gèc to¹ ®é, h¬n

n÷a nÕu n ch½n th× f 0(x) < 0 víi x 6= 0, do ®ã trong trêng hîp nµy f kh«ng
cã cùc trÞ. MÆt kh¸c nÕu n lÎ th× f 0(x) > 0 khi x < 0 vµ f 0(x) < 0 víi x > 0

nªn víi c¸c gi¸ trÞ n lÎ ta cã f(0) = 1 lµ cùc ®¹i cña f .

2.5.32. §¹o hµm f 0(x) = (m + n)xm¡1(1 ¡ x)n¡1 ¡ m
m+n

¡ n¢ b»ng 0 t¹i duy
nhÊt x0 = 0 khi m > 1, t¹i x1 = 1 khi n > 1 vµ t¹i x2 = m

m+n
. Ta dÔ dµng thö

r»ng f(x2) = mmnn

(n+m)m+n
chÝnh lµ cùc ®¹i ®Þa ph¬ng cña f , h¬n n÷a nÕu m lÎ

th× f(x0) = 0 lµ cùc tiÓu ®Þa ph¬ng cña f . MÆt kh¸c nÕu m lÎ th× 0 kh«ng

lµ cùc trÞ cña f . Hoµn toµn t¬ng tù ta cã khi n ch½n, f(x1) = 0 lµ cùc tiÓu

®Þa ph¬ng cña f vµ khi n lÎ th× x1 kh«ng thÓ lµ ®iÓm cùc trÞ cña f .

2.5.33. Tõ bµi trªn ta cã f ®¹t cùc ®¹i f(x) = mmnn

(m+n)m+n
t¹i ®iÓm x tho¶ m∙n

ph¬ng tr×nh

sin2 x =
m

m+ n
:

2.5.34. Víi x 6= 0; 1 ta cã

f 0(x) =
1

9
¢

1
3
¡ x

3
p
x2(1¡ x) :

VËy f 0(x) = 0 t¹i x = 1
3
: H¬n n÷a f 0(x) > 0 khi x 2 ¡0; 1

3

¢
vµ f 0(x) < 0 khi

x 2 ¡1
3
; 1
¢
, do ®ã f

¡
1
3

¢
=

3p4
3
lµ cùc ®¹i ®Þa ph¬ng cña f . Hµm f kh«ng kh¶

vi t¹i 0 vµ 1. Bªn c¹nh ®ã do f(x) > 0 víi x 2 (0; 1) vµ f(x) < 0 víi x < 0
nªn f kh«ng ®¹t cùc trÞ t¹i 0, nhng f(1) = 0 lµ cùc tiÓu ®Þa ph¬ng cña f ,

v× f(x) > 0 = f(1) víi x > 1 vµ víi x 2 (0; 1):

H×nh vÏ

2.5.35. Ta cã f 0(x) = arcsinx, suy ra ®iÓm cùc trÞ chÝnh lµ nghiÖm cña f , v×

f(0) = 1 vµ f(¡1) = f(1) = ¼
2
nªn ¼

2
lµ gi¸ trÞ cùc ®¹i vµ 1 lµ gi¸ trÞ cùc tiÓu

cña f trªn [¡1; 1].
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2.5.36. Víi x > 1 ta cã f 0(x) < 0, suy ra f(x) < f(1) = 3
2
. Víi x 2 (0; 1)

ta cã f 0
¡
1
2

¢
= 0, f 0(x) < 0 nÕu x 2 ¡0; 1

2

¢
vµ f 0(x) > 0 víi x 2 ¡1

2
; 1
¢
, vËy

f
¡
1
2

¢
= 4

3
lµ cùc tiÓu ®Þa ph¬ng cña f . Víi x < 0 ®¹o hµm f 0 d¬ng, suy ra

3
2
= f(0) > f(x).

VËy gi¸ trÞ cùc ®¹i cña f lµ f(0) = f(1) = 3
2
. MÆt kh¸c v× lim

x!1
f(x) =

lim
x!¡1

f(x) = 0 vµ f(x) > 0 víi mäi x 2 R nªn cËn trªn ®óng cña fR) lµ 0,
nhng hµm f kh«ng cã cùc tiÓu trªn R.

2.5.37.

(a) Gi¸ trÞ cùc ®¹i cña hµm x 7! xe¡x, x ¸ 0 lµ f(1) = 1
e
, vËy

1

n

nX
k=1

ake
¡ak ∙ 1

n
¢ n ¢ 1

e
=
1

e
:

(b) Nh (a) ta chØ cÇn t×m gi¸ trÞ cùc ®¹i cña hµm

x 7! x2e¡x; x ¸ 0:

(c) NÕu mét trong c¸c hÖ sè ak = 0 th× ta suy ra ngay bÊt ®¼ng thøc cÇn

chøng minh, gi¶ sö ak > 0 víi mäi k, lÊy logarÝt hai vÕ ta ®îc bÊt ®¼ng

thøc t¬ng ®¬ng

1

n

nX
k=1

³
ln ak ¡ ak

3

´
∙ ln 3¡ 1:

Vµ ta ®i t×m gi¸ trÞ cùc ®¹i cña hµm

x 7! lnx¡ x
3
; x > 0:

2.5.38. Ta cã

f 0(x0 =

(
1
x2
e¡1=jxj

³³p
2 + sin 1p

x

´
sgnx¡ cos 1

x

´
víi x 6= 0;

0 víi x = 0:
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V× ¯̄̄̄
sin
1

x
§ cos 1

x

¯̄̄̄
∙
p
2

nªn f 0(x) ¸ 0 víi x > 0 vµ f 0(x) ∙ 0 víi x < 0, vËy kh«ng tån t¹i cùc trÞ ®Þa
ph¬ng cña f t¹i c¸c ®iÓm x 6= 0, h¬n n÷a 0 = f(0) lµ gi¸ trÞ cùc tiÓu cña f
v× f(x) > f(0) = 0 víi x 6= 0.
2.5.39. Chó ý r»ng f(x) > f(0) = 0 víi x 6= 0, thªm n÷a

f 0(x0 =

(
x2
¡
8x+ 4x sin 1

x
¡ cos 1

x

¢
víi x 6= 0;

0 víi x = 0:

Tõ ®ã suy ra nÕu n 2 Znf0; 1g th×

f 0
µ
1

2n¼

¶
=

1

4n2¼2

µ
4

n¼
¡ 1
¶
< 0;

vµ nÕu n 2 Znf¡1g th×

f 0
µ

1

(2n+ 1)¼

¶
=

1

(2n+ 1)2¼2

µ
8

(2n+ 1)¼
+ 1

¶
> 0:

2.5.40. Chó ý r»ng sinhx > 0 vµ tanh x > 0 víi x > 0 nªn bÊt ®¼ng thøc

sinhxp
sinh2 x+ cosh2 x

< tanh x

®îc viÕt l¹i thµnh
1p

sinh2 x+ cosh2 x
<

1

coshx
:

DÔ dµng chøng minh ®îc bÊt ®¼ng thøc nµy. C¸c bÊt ®¼ng thøc cßn l¹i

®îc chøng minh t¬ng tù.

2.5.41. Víi 0 < a < b ®Æt x = ln
q

b
a
ta ®îc

b¡ a
2
q

a2+b2

2

<
b¡ a
b = a

< ln

r
b

a
<
b¡ a
2
p
ab
<
1

2
¢ b

2 ¡ a2
2ab

:

Chia cho b¡a
2
ta ®îc ®iÒu ph¶i chøng minh.



296 Ch¬ng 2. Vi ph©n

2.5.42.

(a) Ta cã

lim
p!0

µ
xp + yp

2

¶1=p
= lim

p!0
e
1
p
ln xp+yp

2 = e
1
2
xy =

p
xy;

v× theo quy t¾c l’H«pital ta cã

lim
p!0

1

p
ln
xp + yp

2
= lim

p!0

¡
ln x

p+yp

2

¢0
p0

=
1

2
xy:

(b) Víi p 6= 0 ®Æt f(p) = ¡xp+yp
2

¢1=p
, ta chØ cÇn chøng minh r»ng hµm

F (p) = ln f(p) =
1

p
ln
xp + yp

2

t¨ng thùc sù. Ta cã

F 0(p) =
1

p2

µ
p

xp + yp
(xp lnx+ yp ln y)¡ ln x

p + yp

2

¶
:

§Æt

G(p) =
p

xp + yp
(xp lnx+ yp ln y)¡ ln x

p + yp

2

ta cã

G0(p) =
p
£¡
xp ln2 x+ yp lnx2y

¢
(xp + yp)¡ (xp lnx+ yp ln y)2¤
(xp + yp)2

:

Ta cÇn chøng minh r»ng¡
xp ln2 x+ yp lnx2y

¢
(xp + yp)¡ (xp lnx+ yp ln y)2 ¸ 0:

Sö dông bÊt ®¼ng thøc Cauchy

(x1y1 + x2y2)
2 ∙ (x21y21)(x22 + y22)

thay

x1 = x
p=2; x2 = yp=2; y2 = x

p=2 lnx; y2 = y
Pp2 ln y;
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ta ®îc¡
xp=2 ¢ xp=2 lnx+ yp=2 ¢ yp=2 ln y¢2 ∙ (xp + yp) ¡xp ln2 x+ yp ln2 y¢ :

Suy ra

(xp lnx+ yp ln y)2 ∙ (xp + yp) ¡xp ln2 x+ yp ln2 y¢ ;
tøc lµ G0(p) ¸ 0 víi p > 0. VËy trong trêng hîp nµy ta ®îc G(p) =

p2F 0(p) > G(0) = 0. Khi p < 0 th× G0(p) < 0 vµ do ®ã G(p) = p2F 0(p) >

G(0). Tõ nh÷ng lËp luËn trªn ta cã kÕt luËn r»ng hµm p 7! p t¨ng thùc

sù trªn mçi kho¶ng (¡1; 0) vµ (0;1), theo ®Þnh nghÜa cña M0(x; y)

(xem 2.5.42) ta suy ra f t¨ng thùc sù trªn R.

2.5.43. Víi ¸ ¸ 1 ta xÐt hµm

f(¸) =
xn + yn + ¸((x+ y)n ¡ xn ¡ yn)

2 + ¸(2n ¡ 2)
Sö dông bÊt ®¼ng thøc

(x+ y)n ∙ 2n¡1(xn + yn);

ta chøng minh ®îc r»ng f 0(¸) ∙ 0, vËy f gi¶m trªn [0;1). KÕt hîp víi
f(1) = (x + y)n=2n ta chøng minh ®îc bÊt ®¼ng thøc bªn ph¶i. §Ó chøng

minh bÊt ®¼ng thøc cßn l¹i ta chØ cÇn chøng minh r»ng lim
¸!1

f(¸) ¸ (pxy)n.
¸p dông bÊt ®¼ng thøc liªn hÖ gi÷a trung b×nh céng vµ trung b×nh nh©n ta
®îc

lim
¸!1

f(¸) =
(x+ y)n ¡ xn ¡ yn

2n ¡ 2
=

¡
n
1

¢
xyn¡1 +

¡
n
2

¢
x2yn¡2 + ¢ ¢ ¢+ ¡ n

n¡1
¢
xn¡1y

2n ¡ 2
¸ 2n¡2

q
(xyn¡1)(

n
1)(x2yn¡2)(

n
2) ¢ ¢ ¢ (xn¡1y)( n

n¡1) = (
p
xy)n;

bÊt ®¼ng thøc cuèi cïng ®îc suy ra tõ ®¼ng thøcµ
n

1

¶
+ 2

µ
n

2

¶
+ ¢ ¢ ¢+ (n¡ 1)

µ
n

n¡ 1
¶
= n(2n¡11 );
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®Ó chøng minh ®¼ng thøc trªn ta sö dông c«ng thøc

k

µ
n

k

¶
= n

µ
n¡ 1
k ¡ 1

¶
; k ¸ 1:

2.5.44.

(a) §Æt f(x) = sin(tanx)¡ x víi x 2 £0; ¼
4

¤
, ta cã

f(0) = 0 vµ f 0(x) = cos(tanx)
1

cos2 x
¡ 1;

suy ra

f 0(x) ¸ 0 khi vµ chØ khi cos(tanx) ¸ cos2 x:

Chó ý r»ng cos(tanx) ¸ 1¡ 1
2
tan2 x (xem 2.5.1(a)) nªn ta chØ cÇn chøng

minh r»ng 1¡ 1
2
tan2 x ¸ cos2 x víi x 2 £0; ¼

4

¤
. BÊt ®¼ng thøc cuèi cïng

®îc viÕt l¹i díi d¹ng hiÓn nhiªn ®óng

2 cos4 x¡ 3 cos2 x+ 1 ∙ 0 víi x 2
h
0;
¼

4

i
:

(b) Víi x 2 £0; ¼
3

¤
xÐt hµm f(x) = tan(sinx)¡ x ta cã

f(0) = 0 vµ f 0(x) =
cosx

cos2(sinx)
¡ 1:

Tõ ®ã suy ra f 0(x) ¸ 0 khi vµ chØ khi

cosx ¸ cos2(sin x) = 1 + cos(2 sinx)

2
:

Bµi to¸n trë vÒ chøng minh bÊt ®¼ng thøc võa nªu trªn. Sö dông

2.5.1(c) ta ®îc bÊt ®¼ng thøc

1 + cos(2 sinx) ∙ 2¡ 2 sin2 x+ 2
3
sin4 x ∙ 2 cosx

víi x 2 £0; ¼
3

¤
, tõ ®ã suy ra ®iÒu ph¶i chøng minh.
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2.5.45. XÐt hµm f(x) = 1
sin2 x

¡ 1
x2
, víi x 2 (0; ¼=2) ta cã f 0(x) > 0 khi vµ chØ

khi
1

x3
>
cosx

sin3 x
;

tøc lµ khi vµ chØ khi
sinx
3
p
cosx

¡ x > 0:

§Æt

g(x) =
sinx
3
p
cosx

¡ x

ta cã

g0(x) = (cosx)2=3 +
1

3
(cosx)¡4=3 sin2 x¡ 1

vµ

g00(x) =
4

9
(cosx)¡7=3 sin3 x:

V× g00(x) > 0 víi x 2 (0; ¼=2) nªn ta ®îc g0(x) > g0(0) = 0, tõ ®ã suy ra

g(x) > g(00 = 0 víi x 2 (0; ¼=2); tøc lµ hµm f ®ang xÐt sÏ t¨ng trªn kho¶ng

®ã, suy ra f(x) ∙ f ¡¼
2

¢
= 1¡ 4

¼2
:

2.5.46. Chó ý r»ngµ
arctanx¡ 3x

1 + 2
p
1 + x2

¶0
=

¡p
1 + x2 ¡ 1¢2

(1 + x2)(1 + 2
p
1 + x2)2

> 0

ta ®îc ®iÒu ph¶i chøng minh.

2.5.47. NÕu ak = bk víi mäi k th× ta ®îc ngay ®iÒu ph¶i chøng minh, gi¶

sö tån t¹i k ®Ó k 6= bk, ®Æt

f(x) =
nY
k=1

(xak + (1¡ x)bk) vµ g(x) = ln f(x):

Khi ®ã

g0(x) =
nX
k=1

ak ¡ bk
xak + (1¡ x)bk vµ g00(x) = ¡

nX
k=1

µ
ak ¡ bk

xak + (1¡ x)bk

¶2
:
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V× g00(x) < 0 nªn hµm g, vµ do ®ã hµm f , cã cùc ®¹i trªn [0; 1] t¹i mét trong

hai ®Çu mót khi vµ chØ khi g0(0) vµ g0(1) cïng dÊu, tøc lµ g0(0)g0(1) ¸ 0. BÊt
®¼ng thøc cuèi ®îc viÕt chi tiÕt lµÃ

nX
k=1

ak ¡ bk
ak

!Ã
nX
k=1

ak ¡ bk
bk

!
¸ 0:

2.5.48. Theo 2.5.1 (a) vµ (c) ta cã

1¡ x
2

2
∙ cosx ∙ 1¡ x

2

2
+
x4

24
; x 2 R:

Do ®ã ®Ó chøng minh bÊt ®¼ng thøc ë ®Çu bµi ta chØ cÇn chøng minh r»ng

1¡ x
2

2
+
x4

24
+ 1¡ y

2

2
+
y4

24
∙ 1 + 1¡ x

2y2

2
;

hay t¬ng ®¬ng

x4 + y4 + 12x2y2 ¡ 12(x2 + y2) ∙ 0 víi x2 + y2 ∙ ¼:

Trong hÖ to¹ ®é cùc µ; r bÊt ®¼ng thøc trªn ®îc viÕt l¹i nh sau:

r2(2 + 5 sin2 2µ) ∙ 24 víi r2 ∙ ¼ vµ µ 2 [0; 2¼]:(1)

V×

r2(2 + 5 sin2 2µ) ∙ 7¼ < 24;
nªn ta chøng minh ®îc (1).

2.5.49. BÊt ®¼ng thøc lµ hiÓn nhiªn khi x ¸ 1 hoÆc y ¸ 1, vËy gi¶ sö

x; y 2 (0; 1) vµ ®Æt y = tx, v× tÝnh ®èi xøng nªn ta chØ cÇn chøng minh bÊt
®¼ng thøc cho 0 < t ∙ 1, ta cã

xy + yx = xtx + (tx)x = (xx)t + txxx:

V× hµm x 7! xx cã cùc tiÓu e¡1=e = a t¹i 1
e
vµ v× tx ¸ t nªn xy+yx ¸ at+ta. H¬n

n÷a hµm F (t) = at + ta, t 2 R chØ cã mét cùc tiÓu ®Þa ph¬ng t0 = 1¡ e < 0
vµ F t¨ng thùc sù trªn (t0;1) vµ F (0) = 1 nªn ta suy ra xy + yx > 1:
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2.5.50. Víi 0 < x < 1 bÊt ®¼ng thøc cÇn chøng minh ®îc viÕt díi d¹ng

1¡ 2xn + xn+1 < (1¡ xn)p1¡ xn;

hay
1¡ xn
1¡ x <

1¡ (1¡ xn)
1¡ n

p
1¡ xn :

V× hµm t 7! 1¡tn
1¡t t¨ng thùc sù trªn (0; 1) nªn ta chØ cÇn chøng minh r»ng

x < n
p
1¡ xn hay 0 < x < 1

np2 . Cuèi cïng chó ý r»ng
¡
1 + 1

n

¢n
> 2 víi n ¸ 2,

tøc lµ 1
np2 >

n
n+1
.

2.5.51. Víi 0 < x < 1 xÐt hµm

g(x) =
f(x)

x
= 1¡ x

2

6
+
x3

24
sin
1

x
:

V× g0(x) < 0 víi 0 < x < 1 nªn ta cã g t¨ng thùc sù trªn (0; 1), vËy g(y + z) <

g(y) vµ g(y + z) < g(z), tõ ®ã suy ra

yg(y + z) + zg(y + z) < yg(y) + zg(z);

tøc lµ f(y + z) < f(y) + f(z).

2.5.52. Ta cã c«ng thøc khai triÓn nhÞ thøc Newton

(x+ y)n =
nX
k=0

µ
n

k

¶
xkyn¡k:(1)

§¹o hµm (??) theo x vµ nh©n hai vÕ cña ®¼ng thøc nhËn ®îc víi x ta ®îc

nx(x+ y)n¡1 =
nX
k=0

k

µ
n

k

¶
xkyn¡k:(2)

B©y giê ®¹o hµm (??) hai lÇn vµ nh©n hai vÕ cña ®¼ng thøc míi nhËn ®îc

víi x2 ta ®îc

n(n¡ 1)x2(x+ y)n¡2 =
nX
k=0

k(k ¡ 1)
µ
n

k

¶
xkyn¡k:(3)
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NÕu trong (??), (??) vµ (??) ta thay y bëi 1¡ x th× sÏ ®îc

1 =
nX
k=0

µ
n

k

¶
xk(1¡ x)n¡k;

nx =
nX
k=0

k

µ
n

k

¶
xk(1¡ x)n¡k;

n(n¡ 1)x2 =
nX
k=0

k(k ¡ 1)
µ
n

k

¶
xk(1¡ x)n¡k:

Tõ ®ã suy ra

nX
k=0

(k ¡ nx)2
µ
n

k

¶
xk(1¡ x)n¡k = nx(1¡ x) ∙ n

4
:

2.5.53. Tõ gi¶ thiÕt ph¬ng tr×nh f(x) = 0 cã nghiÖm duy nhÊt » 2 [a; b]

H×nh vÏ

Gi¶ sö r»ng f 0(x) > 0 vµ f 00(x) < 0 víi x 2 [a; b], ®Æt x0 = a theo c«ng thøc
Taylor víi phÇn d d¹ng Lagrange ta cã

0 = f(») = f(xn) + f
0(xn)(» ¡ xn) + 1

2
f 00(c)(» ¡ xn)2;

trong ®ã cn lµ phÇn tö thuéc kho¶ng cã hai ®Çu mót lµ xn vµ ». Tõ ®Þnh

nghÜa cña d∙y fxng ta ®îc

» ¡ xn+1 = » ¡ xn + f(xn)

f 0(xn)
(» ¡ xn)2 > 0:

VËy fxng bÞ chÆn trªn bëi », tõ ®ã suy ra f(xn) < 0, vËy

» ¡ xn+1 = » ¡ xn + f(xn)

f 0(xn)
< » ¡ xn;

tøc lµ fx¡ ng t¨ng thùc sù, do vËy nã héi tô vµ lim
n!1

xn = ». C¸c trêng hîp

cßn l¹i ®îc chøng minh t¬ng tù.
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2.5.54. Râ rµng m vµ M d¬ng, tõ kÕt qu¶ bµi trªn ta suy ra

0 = f(») = f(xn) + f
0(xn)(» ¡ xn) + 1

2
f 00(cn)(» ¡ xn)2;

trong ®ã » lµ nghiÖm duy nhÊt cña ph¬ng tr×nh f(x) = 0 trªn [a; b] vµ cn lµ

mét phÇn tö n»m gi÷a xn vµ ». Do vËy ta cã

jxn+1 ¡ »j =
¯̄̄̄
xn ¡ » ¡ f(xn)

f 0(xn)

¯̄̄̄
=
jf 00(cn)j
2jf 0(xn)j(» ¡ xn)

2 ∙ M

2m
(» ¡ xn)2:

2.5.55. Ta sÏ chøng minh r»ng supfe¡x + e¡1=x : x > 0g = 1. XÐt hµm

f(x) = e¡x + e¡1=x; x > 0 ta cã f(1) = 1 vµ f(x) = f
¡
1
x

¢
, suy ra ta chØ cÇn

chøng minh cho trêng hîp x > 1, lóc ®ã f(x) < 1 hay nãi c¸ch kh¸c ta cã

1

21=x
< 1¡ 1

2x
; víi x > 1:(1)

Theo 2.3.7 (a) ta cã µ
1¡ 1

2x

¶x
> 1¡ x

2x
:

B©y giê ta chøng minh r»ng

1¡ x

2x
¸ 1

2
víi x ¸ 2:(2)

§Ó chøng minh ®iÒu nµy ta viÕt (??) díi d¹ng g(x) = 2x¡1 ¡ x ¸ 0. Chó

ý r»ng g t¨ng thùc sù trªn [2;1) vµ g(2) = 0 ta sÏ chøng minh ®îc (??)

víi x ¸ 2, tøc lµ f(x) < 1 víi x ¸ 2. B©y giê ta chøng minh f(x) < 1 trong
kho¶ng (1; 2). XÐt hµm

h(x) = ln f(x) = ln
¡
2x + 21=x

¢¡µx+ 1
x

¶
ln 2:

V×

h0(x) = ln 2
¡21=x + 1

x2
2x

2x + 21=x
;

ta cã nhËn xÐt r»ng h0(x) < 0 khi vµ chØ khi (x2 ¡ 1) ln 2 < 2x lnx. §Ó chøng
minh bÊt ®¼ng thøc võa nªu ta xÐt hµm

k(x) = (x2 ¡ 1) ln 2¡ 2x lnx; x 2 (1; 2)
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cã k0(x) = 2x ln 2¡2 lnx¡2 vµ k00(x) = 2 ¡ln 2¡ 1
x

¢
nªn k00(x) < 0 víi x 2 ¡1; 1

ln 2

¢
vµ k00(x) > 0 víi x 2 ¡ 1

ln 2
; 2
¢
. V× k0(1) = k0(2) < 0 nªn ta cã k0(x) < 0 víi mäi

x 2 (1; 2), tøc lµ k lµ hµm gi¶m trªn (1; 2), suy ra k(x) < k(1) = 0, vËy

h0(x) < 0 khi x 2 (1; 2), suy ra h(x) < h(1) = 0, hay (x) < 1 víi x 2 (1; 2): VËy
bÊt ®¼ng thøc (??) ®óng víi mäi x 2 (1;1).
2.5.56. [5] Chøng minh cña bµi nµy dùa vµo ®Þnh lý ph¹m trï Baire. Víi

n 2 N xÐt tËp An = fx 2 [0; 1] : f (n)(x) = 0g. Tõ gi¶ thiÕt ta suy ra [0; 1] lµ
hîp cña c¸c An, vËy theo ®Þnh lý Baire tån t¹i An trï mËt kh¾p n¬i trong

[0; 1], tøc lµ tån t¹i ®o¹n I vµ n sao cho I ½ An. V× f (n) liªn tôc nªn f (n)(x) = 0

víi mäi x 2 I, tõ ®ã suy ra trªn I f sÏ trïng víi mét ®a thøc. NÕu I = [0; 1] ta
suy ra ngay ®iÒu ph¶i chøng minh. Ngîc l¹i nÕu kh«ng ph¶i th× lËp luËn

t¬ng tù trªn ®èi víi phÇn cßn l¹i trong [0; 1]. LÆp l¹i c¸ch lµm trªn ta chØ

ra mét hä c¸c kho¶ng mµ giao cña chóng trï mËt trong [0; 1], h¬n n÷a trªn

mçi kho¶ng hµm f sÏ trïng víi mét ®a thøc, ta cÇn chøng minh r»ng trªn

mäi ®o¹n f sÏ trïng víi chØ mét ®a thøc mµ th«i. XÐt tËp B lµ phÇn cßn l¹i

cña hä c¸c kho¶ng nãi trªn sau khi bá ®i phÇn trong cña chóng, râ rµng B

®ãng, thªm n÷a B nÕu B kh¸c rçng th× mäi phÇn tö cña B ®Òu lµ ®iÓm giíi

h¹n cña B. ThËt vËy, gi¶ sö x0 2 B kh«ng lµ ®iÓm giíi h¹n cña B th× x0 lµ

giao ®iÓm cña hai kho¶ng I1 vµ I2 mµ f (n1)(x) = 0 víi x 2 I1 vµ f (n2)(x) = 0
víi x 2 I2, tõ ®ã suy ra f (n)(x) = 0 víi x 2 I1 [ I2 vµ n ¸ maxfn1; n2g. V× f (n)
liªn tôc nªn f sÏ trïng víi mét ®a thøc nµo ®ã trªn I1 [ I2, vµ suy ra x0 62 B,
v« lý. V× B ®ãng nªn nÕu nã kh¸c rçng ta l¹i ¸p dông ®Þnh lý ph¹m trï cña

Baire. VËy tån t¹i An sao cho An\B trï mËt trong J\B, trong ®ã J lµ mét
kho¶ng nµo ®ã, tøc lµ f (n)(x) = 0 trªn B\J, mÆt kh¸c tån t¹i K ½ J lµ phÇn
bï cña B, suy ra tån t¹i m 2 N sao cho f (m)(x) = 0 víi x 2 K. NÕu m ∙ n th×
f (n)(x) = 0 víi x 2 K. NÕu m > n th× f (n+1)(x) = f (n+2)(x) = ¢ ¢ ¢ = f (m)(x) =
¢ ¢ ¢ = 0 víi x 2 B \ I v× mäi ®iÓm cña B ®Òu lµ ®iÓm giíi h¹n, tõ ®ã suy ra

f (n+1)(x) = f (n+2)(x) = ¢ ¢ ¢ = f (m)(x) = ¢ ¢ ¢ = 0 víi x 2 B \ I t¹i c¸c ®Çu mót
cña K, vÝ dô nh t¹i a vµ b. Do ®ã víi mäi x 2 K ta cã

0 =

Z x

a

f (m)(t)dt = f (m¡1)(x)¡ f (m¡1)(a) = f (m¡1)(x):
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LÆp l¹i qu¸ tr×nh trªn ta ®îc f (n)(x) = 0 víi mäi x 2 K vµ m > n, vµ v×

K lÊy tuú ý trong J nªn kh«ng tån t¹i phÇn tö cña B thuéc J, suy ra v« lý.

VËy ta cã B rçng, tøc lµ I = [0; 1], kÕt hîp víi kÕt qu¶ ®∙ ®¹t ®îc ë trªn ta

cã ®iÒu ph¶i chøng minh.

2.5.57. §Æt

f(x) =

(
0 víi x 2 £0; 1

2

¤
;¡

x¡ 1
2

¢2 víi x 2 ¡1
2
; 1
¤
:

VËy f 0(x) = 0 víi x 2 £0; 1
2

¤
vµ f (3)(x) = 0 víi x 2 ¡1

2
; 1
¤
.

XÐt hµm

f(x) = sin
x

2
; x 2 [0; 1]

ta thÊy hµm nµy kh«ng tho¶ m∙n kh¼ng ®Þnh ë 2.5.56 khi lim
n!1

f (n)(x) = 0

víi mäi x 2 [0; 1].

2.6 Kh¶ vi m¹nh vµ kh¶ vi theo nghÜa Schwarz

2.6.1. Sö dông ®Þnh nghÜa 1 khi cho x2 = a. §iÒu ngîc l¹i kh«ng ®óng

(xem 2.1.13).

2.6.2. [M. Esser, O. Shisha, Amer. Math. Monthly 71 (1964), 904-906] XÐt

" > 0 cho tríc vµ ± > 0 sao cho

B = fx : jx¡ aj < ±g ½ A

vµ víi x1; x2 2 B, x1 6= x2 ta cã¯̄̄̄
f(x2)¡ f(x1)
x2 ¡ x1 ¡ f ¤(a)

¯̄̄̄
< ":

B©y giê nÕu x 2 A1 (tøc lµ nÕu f 0(x) tån t¹i) vµ nÕu jx¡ aj < ±=2 th× víi mäi
x2 sao cho jx2 ¡ xj < ±=2 ta cã¯̄̄̄

f(x2)¡ f(x)
x2 ¡ x ¡ f¤(a)

¯̄̄̄
< ":
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Cho x2 ! x ta ®îc jf 0(x) ¡ f¤(a)j ∙ ". Do ®ã lim
x!a
x2A1

f 0(x) = f ¤(a) = f 0(a). V×

A¤ ½ A1 nªn ta cã

lim
x!a
x2A¤

f ¤(x) = f ¤(a) = f 0(a):

2.6.3. [M. Esser, O. Shisha, Amer. Math. Monthly 71 (1964), 904-906] V×

f 0 liªn tôc t¹i a nªn theo ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh ta cã

lim
(x1;x2)!(a;a)

x1 6=x2

f(x1)¡ f(x2)
x1 ¡ x¡ 2 = lim

(x1;x2)!(a;a)
x1 6=x2

f 0(x1 + µ(x2 ¡ x1)) = f 0(a):

2.6.4. [M. Esser, O. Shisha, Amer. Math. Monthly 71 (1964), 904-906]

Kh«ng. Ta chØ ra ph¶n vÝ dô. XÐt hµm f trªn (¡1; 1) sau

f(x) =

Z x

0

g(t)dt;

trong ®ã

g(t) =

8>><>>:
0 nÕu t 2 (¡1; 0) [

1S
k=1

£
1

2k+1
; 1
2k

¢
;

t nÕu t 2
1S
k=1

£
1
2k
; 1
2k¡1

¢
:

Khi ®ã f liªn tôc trªn (¡1; 1) vµ

lim
(x1;x2)!(0;0)

x1 6=x2

f(x1)¡ f(x2)
x1 ¡ x¡ 2 = lim

(x1;x2)!(0;0)
x1 6=x2

1

x1 ¡ x2

Z x1

x2

g(t)dt = 0:

§¼ng thøc cuèi cïng ®îc suy ra tõ bÊt ®¼ng thøc sau

0 ∙
Z x1

x2

g(t)dt ∙ x
2
1 ¡ x22
2

víi x2 < x1:

Do ®ã f kh¶ vi m¹nh t¹i ®iÓm 0. MÆt kh¸c ®¹o hµm f 0 kh«ng tån t¹i t¹i c¸c

®iÓm 1
n
; n = 3; 4; 5; : : : :

2.6.5. Suy ra tõ 2.6.2 vµ 2.6.3.
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2.6.6. [C. L. Belna, M.J. Evans, P. D. Humke, Amer. Math. Monthly 86

(1979) 121-123]. Chó ý r»ng f 0 thuéc líp ph¹m trï (Baire) thø nhÊt, v×

f 0(x) = lim
n!1

f
¡
x+ 1

n

¢¡ f(x)
1
n

;

suy ra tËp c¸c ®iÓm gi¸n ®o¹n cña f 0 thuéc líp ph¹m trï thø nhÊt, (xem

1.7.20). KÕt hîp víi 2.6.3 ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh.

2.6.7. XÐt ® thùc sao cho f(a) < ® < f(b), vµ ký hiÖu c = inffx 2 (a; b) :
f(x) > ®g. Râ rµng c 6= a vµ c 6= b. Tõ ®Þnh nghÜa cËn trªn ®óng ta cã f(x) ∙ c
víi x 2 [a; c], vµ tån t¹i d∙y d¬ng fhng héi tô vÒ 0 sao cho f(c+ hn) > ®. V×
f kh¶ vi Schwarz t¹i c nªn

f s(c) = lim
n!1

f(c+ hn)¡ f(c¡ hn)
2hn

¸ 0:

Ta cã nhËn xÐt r»ng khi f(a) < f(b), víi lËp luËn t¬ng tù ta cã tån t¹i

c 2 (a; b) sao cho f s(c) ∙ 0.
2.6.8. [C. E. Aull, Amer. Math. Monthly 74 (1967) 708-711]. NÕu f = 0

trªn [a; b] th× ta cã ngay ®iÒu ph¶i chøng minh.Gi¶ sö tån t¹i c 2 (a; b) sao
cho f(c) > 0, theo bµi trªn tån t¹i x1 vµ x2 sao cho a < x1 < c < x2 < b ,

f s(x1) ¸ 0 vµ f s(x2) ∙ 0.
2.6.9. [C. E. Aull, Amer. Math. Monthly 74 (1967) 708-711]. Râ rµng hµm

trung gian

F (x) = f(x)¡ f(a)¡ f(b)¡ f(a)
b¡ a (x¡ a)

tho¶ m∙n c¸c gi¶ thiÕt cña bµi tËp trªn.

2.6.10. [C. E. Aull, Amer. Math. Monthly 74 (1967) 708-711]. V× f bÞ chÆn

trong (a; b) nªn tån t¹i M ¸ 0 sao cho sao cho jf s(x)j ∙M víi mäi x 2 (a; b).
Theo bµi trªn ta cã

¡M ∙ f(x)¡ f(t)
x¡ t ∙M víi x; t 2 (a; b); x 6= t:

Tõ ®ã suy ra jf(x)¡ f(t)j ∙M jx¡ tj.
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2.6.11. [C. E. Aull, Amer. Math. Monthly 74 (1967) 708-711]. Theo 2.6.9,

tån t¹i x1 vµ x2 n»m gi÷a x vµ x+ h (x; x+ h 2 (a; b)) sao cho

f s(x2) ∙ f(x+ h)¡ f(x)
h

∙ f s(x1):

MÆt kh¸c tõ tÝnh liªn tôc cña hµm fs suy ra tån t¹i x3 n»m gi÷a x vµ x+ h

sao cho f s(x3) =
f(x+h)¡f(x)

h
. Cho h! 0 ta ®îc f s(x) = f 0(x).

2.6.12. NÕu x; z 2 I vµ x < z th× theo 2.6.9 tån t¹i x2 2 (x; z) sao cho
f(z)¡ f(x)
z ¡ x ¸ f s(x2) ¸ 0:

2.6.13. T¬ng tù bµi trªn.

2.6.14. Kh«ng. XÐt hµm f(x) = x¡2jxj , x 2 (¡1; 1). DÔ dµng kiÓm tra ®îc

r»ng fs(0) = 1 vµ f(0) lµ cùc ®¹i cña f trong (¡1; 1).

H×nh vÏ

2.6.15. [C. L. Belna, M.J. Evans, P. D. Humke, Amer. Math. Monthly 86

(1979) 121-123]. Ta ®i chøng minh r»ng tån t¹i tËp c¸c thÆng d tho¶ m∙n

®¼ng thøc ®Çu lµ ®ñ, khi thay f b»ng ¡f trong ®¼ng thøc thø hai ta sÏ ®îc
®iÒu ph¶i chøng minh. Theo ®Þnh nghÜa ta cã Dsf(x) ¸ D¤f(x). Ta cÇn

chøng minh r»ng

A(f) = fx : Dsf(x) > D¤f(x)g
thuéc ph¹m trï thø nhÊt. Chó ý r»ng A(f) lµ hîp ®Õm ®îc cña c¸c tËp

A(f; ®) = fx : Dsf(x) > ® > D¤f(x)g; ® 2 Q:

Do ®ã ta ®i chøng minh r»ng mçi tËp nãi trªn ®Òu thuéc ph¹m trï thø nhÊt.

V× A(f; ®) = A(g; 0) víi g(x) = f(x) ¡ ®x nªn ta chØ cÇn chøng minh r»ng
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bA(f; 0) thuéc ph¹m trï thø nhÊt. Ta cã

A(f; 0) =
1[
n=1

An(f; 0)

=
1[
n=1

µ½
x : f(x¡ h) ∙ f(x+ h) víi 0 < h < 1

n

¾
\A(f; 0)

¶
:

VËy ta ®i chøng minh r»ng c¸c tËp An(f; 0) ®Òu thuéc ph¹m trï thø nhÊt.

Gi¶ sö ph¶n chøng r»ng tån t¹i n 2 N sao cho An(f; 0) thuéc ph¹m trï thø

hai, khi ®ã tån t¹i kho¶ng më I sao cho An(f; 0) còng thuéc ph¹m trï thø

hai trong mäi kho¶ng më con cña I, thªm n÷a ta gi¶ sö ®é réng cña I nhá

h¬n 1
n
vµ a; b 2 I , a < b. XÐt tËp thÆng d S ½ R sao cho fjS liªn tôc vµ chän

c 2 S \ (a; b), lÊy " > 0 bÊt kú. Khi ®ã tån t¹i tËp con J cña (a; b) sao cho

c 2 J vµ

f(x) > f(c)¡ " víi x 2 S \ J:(1)

XÐt K lµ kho¶ng më con cña (a; b) sao cho ¹K = 2K¡ b = fy : y = 2x¡ b; x 2
Kg ½ J. V× tËp

Sn =

½
x : f(x¡ h) ∙ f(x+ h) víi 0 < h < 1

n

¾
thuéc ph¹m trï thø hai trªn K vµ S lµ tËp thÆng d trªn ¹K nªn suy ra tËp

(2Sn ¡ b) \ (S \ ¹K còng thuéc ph¹m trï thø hai, v× vËy kh¸c rçng. Ta chän

®îc ~x 2 S \ ¹K sao cho ~x+b
2
2 Sn, ®Æt h = b¡~x

2
(hiÓn nhiªn 0 < h < 1=n) ta

®îc f(~x) ∙ f(b). H¬n n÷a tõ (1) suy ra f(c)¡ " < f(~x). V× " > 0 bÊt kú nªn
ta ®îc f(c) ∙ f(b). LËp luËn t¬ng tù ta chøng minh ®îc r»ng f(a) ∙ f(c),
suy ra f t¨ng trªn I, suy ra D¤f(x) ¸ 0 víi x 2 I, do ®ã A(f; 0)\ I = ;, v« lý.
Ta ®îc ®iÒu ph¶i chøng minh.

2.6.16. §©y lµ hÖ qu¶ cña bµi to¸n trªn, chó ý r»ng ®©y chÝnh lµ bµi to¸n

tæng qu¸t cña 2.6.6.

2.6.17. [J. Swetits, Amer. Math. Monthly 75 (1968), 1093-1095]. Gi¶ sö

r»ng f bÞ chÆn ®Þa ph¬ng trªn [x1; x0) vµ x ¡ x0 < ± < 1: §Æt trung ®iÓm
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cña [x1; x0) lµ x2 , khi ®ã tån t¹i M > 0 sao cho jf(x)j ∙ M víi x 2 [x1; x2].
Chän h, 0 < h < ±=2 sao cho

jf(x2 + h)j > 1 +M + jf s(x2)j:

Khi ®ã ¯̄̄̄
f(x2 + h)¡ f(x2 ¡ h)

2h
¡ f s(x2)

¯̄̄̄
¸
¯̄̄̄
f(x2 + h)¡ f(x2 ¡ h)

2h

¯̄̄̄
¡ jf s(x2)j

¸ jf(x2 + h)j ¡ jf(x2 ¡ h)j ¡ jf s(x2)j
¸ jf(x2 + h)j ¡M ¡ jf s(x2)j > 1:

VËy f kh«ng kh¶ vi Schwarz ®Òu trªn [a; b].

2.6.18. Sö dông kÕt qu¶ trong bµi 2.6.9 vµ lËp luËn t¬ng tù nh bµi 2.2.26

ta ®îc ®iÒu ph¶i chøng minh.

2.6.19. XÐt hµm

f(x) =

(
0 víi x 2 Rnf0g;
1 víi x = 0:

Khi ®ã fs ®ång nhÊt b»ng 0 trªn R, vËy nã liªn tôc, nhng f kh«ng kh¶ vi
Schwarz ®Òu trªn mäi kho¶ng chøa ®iÓm 0.

2.6.20. [J. Swetits, Amer. Math. Monthly 75 (1968), 1093-1095]. Gi¶ sö

r»ng f kh¶ vi Schwarz ®Òu trªn mäi ®o¹n [a; b] ½ I. XÐt x0 2 (a; b) vµ ±1 > 0
sao cho [x0 ¡ ±1; x0 + ±1] ½ (a; b). §Æt I1 = (x0 ¡ ±1; x0 + ±1): V× f bÞ chÆn ®Þa
ph¬ng trªn I nªn tån t¹i M > 0 sao cho

jf(x)j ∙M víi x 2 I1:

XÐt ± > 0 sao cho ¯̄̄̄
f(x+ h)¡ f(x¡ h)

2h
¡ f s(x)

¯̄̄̄
< 1
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víi jhj < ± vµ x 2 [a; b], khi ®ã víi x 2 I2 =
¡
x0 ¡ ±1

2
; x0 +

±1
2

¢
vµ jh1j <

minf±; ±=2g ta cã

jf s(x) < 1 +
¯̄̄̄
f(x+ h1)¡ f(x¡ h1)

2h1

¯̄̄̄
< 1 +

2M

2jh1j :

VËy f s bÞ chÆn ®Þa ph¬ng trªn I. B©y giê ta cÇn chøng minh r»ng f liªn

tôc trªn I. Gi¶ sö ph¶n chøng r»ng tån t¹i ®iÓm gi¸n ®o¹n cña f trªn [a; b]

lµ ®iÓm x0 2 [a; b] ½ I, khi ®ã tån t¹i " > 0 sao cho víi mäi ± > 0 tån t¹i

x0 2 [a; b] \ (x0 ¡ ±; x0 + ±) mµ jf(x0) ¡ f(x0)j > ". V× f s bÞ chÆn ®Þa ph¬ng
nªn tån t¹i M1 > 0 sao cho jf s(x)j ∙ M1 víi x thuéc kho¶ng cã c¸c ®Çu mót

lµ x0 vµ x0, tõ ®ã suy ra¯̄̄̄
f(x0)¡ f(x0)
x0 ¡ x0 ¡ fs

µ
x0 + x0
2

¶¯̄̄̄
¸ "

jx0 ¡ x0j ¡M1;

®iÒu nµy tr¸i víi gi¶ thiÕt r»ng f lµ kh¶ vi Schwarz ®Òu trªn [a; b], do vËy f

liªn tôc trªn I vµ sö dông kÕt qu¶ bµi 2.6.18 ta suy ra f s còng liªn tôc trªn

I. KÕt hîp víi 2.6.11 ta chøng minh ®îc r»ng f 0 tån t¹i vµ liªn tôc trªn I.

§iÒu ngîc l¹i chÝnh lµ mét hÖ qu¶ cña 2.6.18.
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Ch¬ng 3

D·y hµm vµ chuçi hµm

3.1 D·y hµm, sù héi tô ®Òu

3.1.1. Gi¶ sö tríc hÕt r»ng fn ¶ f . Khi ®ã, víi " > 0 cho tríc, tån t¹i n0
sao cho

jfn(x)¡ f(x)j < "
víi mäi n ¸ n0 vµ mäi x 2 B. Tõ ®ã, víi n ¸ n0,

dn = supfjfn(x)¡ f(x)j : x 2 Bg ∙ ";

vµ do ®ã, lim
n!1

dn = 0.

B©y giê gi¶ sö r»ng lim
n!1

dn = 0. Khi ®ã

jfn(x)¡ f(x)j ∙ supfjfn(x)¡ f(x)j : x 2 Bg < "

víi n ®ñ lín vµ víi mäi x 2 B, tøc lµ ffng héi tô ®Òu trªn B tíi f .

3.1.2. Víi " > 0 cho tríc, ta cã

jfn(x)¡ f(x)j < "

2
vµ jgn(x)¡ g(x)j < "

2

víi n ®ñ lín vµ víi mäi x 2 A. VËy

jfn(x) + gn(x)¡ (f(x) + g(x))j ∙ jfn(x)¡ f(x)j+ jgn(x)¡ g(x)j < "

313
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víi n ®ñ lín vµ víi mäi x 2 A.
§Ó thÊy r»ng kh¶ng ®Þnh t¬ng tù kh«ng ®óng cho tÝch cña hai d∙y héi

tô ®Òu, xÐt c¸c hµm sau ®©y :

fn(x) = x

µ
1¡ 1

n

¶
vµ gn(x) =

1

x2
; x 2 (0; 1):

Ta cã fn ¶
(0;1)

f vµ gn ¶
(0;1)

g, ë ®©y f(x) = x vµ g(x) = 1
x2
. MÆt kh¸c,

fn(x)gn(x) =
1

x

µ
1¡ 1

n

¶
:

VËy ffngng héi tô ®iÓm trªn (0; 1) tíi hµm x 7! 1
x
. V×

dn = sup

½¯̄̄̄
fn(x)gn(x)¡ 1

x

¯̄̄̄
: x 2 (0; 1)

¾
= +1; n 2 N;

sù héi tô lµ kh«ng ®Òu.

3.1.3. Tríc hÕt chó ý r»ng nÕu fgng héi tô ®Òu trªn A tíi hµm bÞ chÆn g,

th× tån t¹i C > 0 sao cho víi n ®ñ lín,

jgn(x)j ∙ C víi mäi x 2 A:

Víi " > 0 cho tríc, do ffng vµ fgng héi tô ®Òu, ta cã

jfn(x)¡ f(x)j < "

2C
vµ jgn(x)¡ g(x)j < "

2M

víi n ®ñ lín vµ víi mäi x 2 A. Tõ ®ã, víi n ®ñ lín vµ víi mäi x 2 A,

jfn(x)gn(x)¡ f(x)g(x)j
∙ jfn(x)¡ f(x)jjgn(x)j+ jgn(x)¡ g(x)jjf(x)j < ":

3.1.4. Tõ tiªu chuÈn Cauchy cho sù héi tô cña d∙y sè thùc, suy ra r»ng ffng
héi tô ®iÓm trªn A, ch¼ng h¹n tíi f . Ta ph¶i chøng minh r»ng sù héu tô lµ

®Òu. LÊy tuú ý " > 0. Theo gi¶ thiÕt, tån t¹i n0 sao cho nÕu n;m > n0, th×

jfn(x)¡ f(x)j < 1

2
"
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víi mäi x 2 A. Do tÝnh liªn tôc cña hµm gi¸ trÞ tuyÖt ®èi, ta nhËn ®îc

lim
m!1

jfn(x)¡ fm(x)j = jfn(x)¡ f(x)j ∙ 1
2
" < "

víi mäi x 2 A vµ víi mäi n > n0.

3.1.5. Gäi ffng lµ d∙y c¸c hµm bÞ chÆn héi tô ®Òu trªn A tíi f . Khi ®ã, víi

" > 0 cho tríc, tån t¹i n0 2 N sao cho

jf(x)j ∙ jfn0(x)¡ f(x)j+ jfn0(x)j < "+ jfn0(x)j

víi mäi x 2 A. V× fn0 bÞ chÆn trªn A, f còng bÞ chÆn trªn A.
Hµm giíi h¹n cña d∙y héi tô ®iÓm c¸c hµm bÞ chÆn kh«ng nhÊt thiÕt bÞ chÆn.

§Ó thÊy ®iÒu nµy, ch¼ng h¹n lÊy

fn(x) = min

½
1

n
; n

¾
; x 2 (0; 1); n 2 N:

D∙y ffng héi tô tíi hµm kh«ng bÞ chÆn x 7! 1=x; x 2 (0; 1).

3.1.6. Víi x 2 R; limn!1 fn(x) = 0. D∙y kh«ng héi tô ®Òu trªn R bëi v×

d2n = +1. Râ rµng, d∙y con f2n¡1 héi tô ®Òu trªn R.

3.1.7. Chøng minh nh trong 3.1.4.

3.1.8.

(a) Ta cã
1

1 + (nx¡ 1)2 ¡!n!1 f(x);

ë ®©y

f(x) =

(
0 víi x 2 (0; 1]
1
2

víi x = 0:

V× hµm giíi h¹n kh«ng liªn tôc, sù héi tô lµ kh«ng ®Òu (xem, ch¼ng

h¹n, 1.2.34).
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(b) Ta cã
x2

x2 + (nx¡ 1)2 ¡!n!1 0

vµ dn = supfjfn(x) ¡ 0j : x 2 [0; 1]g = fn
¡
1
n

¢
= 1. Theo 3.1.1, sù héi tô

lµ kh«ng ®Òu.

(c) V×

xn(1¡ x) ¡!
n!1

0

vµ dn = supfjfn(x) ¡ 0j : x 2 [0; 1]g = fn
¡

n
n+1

¢
= nn

(n+1)n+1
, ta thÊy r»ng

ffng héi tô ®Òu trªn [0; 1].

(d) D∙y héi tô kh«ng ®Òu v×

dn =
nn+1

(n+ 1)n+1
¡!
n!1

1

e
:

(e) V× r»ng dn = f
¡

n
n+1

¢ ¡!
n!1

0, d∙y héi tô ®Òu.

(f) D∙y héi tô ®Òu bëi v×

dn = supfjfn(x)¡ xj : x 2 [0; 1]g = 1¡ fn(1) = 1

n+ 1
¡!
n!1

0:

(g) D∙y héi tô ®iÓm tíi

f(x) =

(
1 víi x 2 [0; 1);
1
2

víi x = 1:

VËy hµm giíi h¹n kh«ng liªn tôc vµ v× vËy d∙y kh«ng héi tô ®Òu (xem,

ch¼ng h¹n, 1.2.34).

3.1.9.

(a) DÔ thÊy r»ng fn(x) ¡!
n!1

0 vµ dn = 1
4
. V¹y d∙y kh«ng héi tô ®Òu trªn A.

MÆt kh¸c,

supfjfn(x)j : x 2 Bg =
µ
1p
2

¶nµ
1¡

µ
1p
2

¶n¶
; n ¸ 2;

vµ v× vËy d∙y héi tô ®Òu trªn B.
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(b) D∙y héi tô ®Òu trªn R tíi hµm kh«ng, vµ nh vËy nã còng héi tô ®Òu

trªn mçi tËp con cña R.

3.1.10.

(a) V× dn = arctg 1p
n3
, ffng héi tô ®Òu trªn R tíi 0.

(b) fn(x) ¡!
n!1

x2, vµ v× fn(
p
n)¡n = n(ln 2¡ 1), chuçi kh«ng héi tô trªn R.

(c) Ta cã fn(x) ¡!
n!1

1
x
. D∙y kh«ng héi tô ®Òu trªn (0;1), bëi v× f ¡ 1

n

¢¡n =
n(ln 2¡ 1).

(d) fn(x) ¡!
n!1

f(x), ë ®©y

f(x) =

(
1 víi jxj ∙ 1;
1
2

víi jxj > 1:
§Æt un =

2n
p
1 + x2n. Khi ®ã, víi x > 1,

2n
p
1 + x2n = un ¡ x = u2nn ¡ x2n

u2n¡1n + u2n¡2n x+ ¢ ¢ ¢+ x2n¡1

=
1

u2n¡1n + u2n¡2n x+ ¢ ¢ ¢+ x2n¡1 ∙
1

2n
:

Suy ra r»ng

dn ∙ sup
x2[0;1]

jfn(x)¡ f(x)j+ sup
x2[1;1)

jfn(x)¡ f(x)j ∙ 2n
p
2¡ 1 + 1

2n
;

tøc lµ ffng héi tô ®Òu trªn R.

(e) Nh trong (d), cã thÓ chØ ra r»ng d∙y héi tô ®Òu trªn R tíi

f(x) =

(
2 víi jxj ∙ 2;
jxj víi jxj > 2:

(f) Ta cã

dn = sup j
p
n+ 1 sinn x cosxj =

µr
n

n+ 1

¶n
¡!
n!1

1p
e
:

VËy d∙y héi tô kh«ng ®Òu trªn R.
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(g) D∙y héi tô ®iÓm tíi lnx (xem, ch¼ng h¹n, I, 2.5.4). Theo c«ng thøc

Taylor,

dn = sup
x2[1;a]

jn( npx¡ 1)¡ lnxj = sup
x2[1;a]

¯̄̄
n
³
e
1
n
lnx ¡ 1

´
¡ lnx

¯̄̄
= sup

x2[1;a]

¯̄̄̄
n

µ
1 +

1

n
lnx¡ ln

2 x

2n2
e³n ¡ 1

¶
¡ lnx

¯̄̄̄
∙ ln

2 a

2n
a
1
n ;

bëi v× 0 < ³n < ln a
n
. Do ®ã, lim

n!1
dn = 0, suy ra fn ¶

[1;a]

f , ë ®©y f(x) = lnx.

3.1.11. Ta cã [nf(x)] = nf(x)¡ pn(x), ë ®©y 0 ∙ pn(x) < 1. Tõ ®ã

sup
x2[a;b]

jfn(x)¡ f(x)j = sup
x2[a;b]

¯̄̄̄
pn(x)

n

¯̄̄̄
∙ 1

n
;

vµ v× vËy fn ¶
[a;b]

f .

3.1.12. V×

sin
p
4¼2n2 + x2 = sin

Ã
2¼n

r
1 +

x2

4¼2n2
+ 2n¼ ¡ 2n¼

!

= sin 2n¼

Ãr
1 +

x2

4¼2n2
¡ 1
!

= sin
x2p

4¼2n2 + x2 + 2n¼
;

ta thÊy r»ng lim
n!1

n sin
p
4¼2n2 = x2

4¼
. Ngoµi ra, nÕu x 2 [0; a] th×, dïng bÊt

®¼ng thøc sinx ¸ x¡ x3

3!
, ta nhËn ®îc¯̄̄̄

n sin
p
4¼2n2 + x2 ¡ x2

4¼

¯̄̄̄
∙ a2

4¼

0@1¡ 2q
1 + n2

4¼2n2
+ 1

1A+ n

3!

a6

8n2¼2
:

§iÒu nµy suy ra sù héi tô ®Òu cña d∙y trªn [0; a].

Víi x 2 R, theo bÊt ®¼ng thøc j sinxj ∙ jxj, ta cã¯̄̄̄
n sin

p
4¼2n2 + x2 ¡ x2

4¼

¯̄̄̄
¸ x2

4¼

0@1¡ 2q
1 + n2

4¼2n2
+ 1

1A
suy ra d∙y héi tô kh«ng ®Òu trªn R.
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3.1.13. Tríc hÕt, ta chøng minh b»ng quy n¹p r»ng, víi mäi n nguyªn

d¬ng,

0 ∙ px¡ Pn(x) ∙ 2
p
x

2 + n
p
x
<
2

n
; x 2 [0; 1]:

Víi n = 1, bÊt ®¼ng thøc lµ hiÓn nhiªn. B©y giê, gi¶ sö bÊt ®¼ng thøc ®óng

víi n, ta sÏ chøng minh ®¼ng thøc ®óng víi n+ 1. Theo gi¶ thiÕt quy n¹p

0 ∙ px¡ Pn(x) ∙
p
x:

Tõ ®ã, theo ®Þnh nghÜa cña Pn+1,

p
x¡ Pn+1(x) = (

p
x¡ Pn(x))

µ
1¡ 1

2
(
p
x+ Pn(x))

¶
:

VËy
p
x¡ Pn+1(x) ¸ 0. Ngoµi ra,

p
x¡ Pn+1(x) ∙ 2

p
x

2 + n
p
x

µ
1¡

p
x

2

¶
∙ 2

p
x

2 + n
p
x

µ
1¡

p
x

2 + (n+ 1)
p
x

¶
=

2
p
x

2 + (n+ 1)
p
x
:

V× jxj = px2, suy ra tõ c¸c bÊt ®¼ng thøc ®∙ chøng minh r»ng d∙y c¸c ®a
thøc fPn(x2)g héi tô ®Òu trªn [¡1; 1] tíi hµm gi¸ trÞ tuyÖt ®èi jxj.

3.1.14. Theo ®Þnh lÝ gi¸ trÞ trung b×nh,¯̄̄̄
¯f
¡
x+ 1

n

¢¡ f(x)
1
n

¡ f 0(x)
¯̄̄̄
¯ = jf 0(³n)¡ f 0(x)j;

ë ®©y ³n 2
¡
x; x+ 1

n

¢
. V× ®¹o hµm f 0 liªn tôc ®Òu trªn R, víi " > 0 cho tríc,

tån t¹i n0 sao cho nÕu n ¸ n0, th×

jf 0(³n)¡ f 0(x)j < " víi mäi x 2 R:
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VËy ta ®∙ chøng minh d∙y héi tô ®Òu trªn R.
XÐt f(x) = x3; x 2 R. Khi ®ã

dn = sup

¯̄̄̄
¯f
¡
x+ 1

n

¢¡ f(x)
1
n

¡ f 0(x)
¯̄̄̄
¯ = sup

¯̄̄̄
3x
1

n
+
1

n2

¯̄̄̄
= +1;

suy ra d∙y héi tô kh«ng ®Òu. VËy gi¶ thiÕt liªn tôc ®Òu cña f 0 lµ kh«ng bá

®îc.

3.1.15. Gäi " > 0 tuú ý. Tõ tÝnh liªn tôc ®Òu cña d∙y trªn R, suy ra r»ng
tån t¹i n0 2 N sao cho

jfn0(x)¡ f(x)j <
"

3
víi mäi x 2 R:

B©y giê, do tÝnh liªn tôc ®Òu cña fn0, tån t¹i ± > 0 sao cho jfn0(x)¡fn0(x0)j < "
3

bÊt cø khi nµo jx¡ x0j < ±. Do ®ã,

jf(x)¡ f(x0)j ∙ jfn0(x)¡ f(x)j+ jfn0(x)¡ fn0(x0)j+ jfn0(x0)¡ f(x0)j < "

bÊt cø khi nµo jx¡ x0j < ±.

3.1.16. §Æt gn(x) = fn(x)¡f(x) víi x 2 K. Ta sÏ chØ ra r»ng fgng héi tô ®Òu
tíi 0 tren K. Gäi " > 0 tuú ý. V× fgng héi tô ®iÓm tíi 0 trªn K, víi x 2 K,
tån t¹i nx sao cho

0 ∙ gnx <
"

2
:

Suy ra tõ tÝnh liªn tôc cña gnx vµ tõ tÝnh ®¬n ®iÖu cña d∙y fgng r»ng tån t¹i
l©n cËn O(x) cña x sao cho

0 ∙ gn(t) < " víi n ¸ nx vµ t 2 O(x):(1)

V× K compact, tån t¹i h÷u h¹n ®iÓm x1; x2; : : : ; xn 2 K sao cho K ½ O(x1) [
O(x2) [ ¢ ¢ ¢ [O(xn). B©y giê, nÕu

n0 = maxfnx1 ; nx2 ; : : : ; nxng;
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th× (1) ®óng víi mäi n > n0 vµ mäi x 2 K.
§Ó thÊy tÝnh compact cña K lµ kh«ng bá ®îc, xÐt

fn(x) =
1

1 + nx
; x 2 (0; 1); n = 1; 2; : : : :

Khi ®ã, dn = sup
x2(0;1)

jfn(x)¡ f(x)j = 1, vµ v× vËy d∙y héi tô kh«ng ®Òu.
TÝnh liªn tôc cña hµm giíi h¹n còng kh«ng bá ®îc. Thùc vËy, d∙y

fn(x) = x
n; x 2 [0; 1]; n 2 N;

kh«ng héi tô ®Òu trªn [0; 1].

VÝ dô sau chØ ra gi¶ thiÕt vÒ tÝnh liªn tôc cña fn kh«ng bá ®îc. C¸c hµm

fn(x) =

(
0 nÕu x = 0 hoÆc 1

n
∙ x ∙ 1;

1 nÕu 0 < x < 1
n

kh«ng liªn tôc. Chóng t¹o thµnh d∙y ®¬n ®iÖu héi tô ®iÓm tíi 0 trªn [0; 1],

nhng d∙y héi tô kh«ng ®Òu. Cuèi cïng, c¸c hµm x¸c ®Þnh bëi

fn(x) =

8><>:
2n2x víi 0 ∙ 1

2n
;

n¡ 2n2 ¡x¡ 1
2n

¢
víi 1

2n
< x ∙ 1

n
;

0 víi 1
n
< x ∙ 1

liªn tôc vµ t¹o thµnh d∙y héi tô ®iÓm tíi 0 trªn [0; 1]. Chó ý r»ng d∙y ffng
kh«ng ®¬n ®iÖu vµ d∙y héi tô kh«ng ®Òu.

3.1.17. Gäi ffng lµ d∙y c¸c hµm liªn tôc héi tô ®Òu trªn tËp compact K tíi

hµm giíi h¹n f . LÊy " > 0. Chän n0 sao cho (xem 3.1.7)

jfn(x)¡ fn0(x)j <
"

3
víi n > n0 vµ mäi x 2 K:

TiÕp theo, v× mçi hµm fn liªn tôc ®Òu trªn K, cã thÓ chän ± > 0 sao cho nÕu

x; x0 2 K vµ jx¡ x0j < ±, th×

jfk(x)¡ fk(x0)j < "

3
víi 1 ∙ k ∙ n0:(1)
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V× vËy, ta nhËn ®îc

jfn(x)¡ fn(x0)j ∙ jfn(x)¡ fn0(x)j+ jfn0(x)¡ fn0(x0)j
+jfn0(x0)¡ fn(x0)j < "

víi jx ¡ x0j < ± vµ n > n0. Tõ ®©y vµ (1), suy ra tÝnh liªn tôc ®ång bËc cña
d∙y ffng trªn K.

3.1.18. Gäi ffnkg lµ d∙y con cña ffng, vµ fxng lµ d∙y c¸c phÇn tö cña A héi

tô tíi x 2 A. Ta x¸c ®Þnh d∙y fymg b»ng c¸ch ®Æt

ym =

8>>>>>><>>>>>>:

x1 víi 1 ∙ m ∙ n1;
x2 víi n1 < m ∙ n2;
¢ ¢ ¢
xk víi nk¡1 < m ∙ nk;
¢ ¢ ¢

Khi ®ã, d∙y fymg héi tô tíi x, v× thÕ lim
m!1

fm(ym) = f(x). VËy lim
k!1

fnk(ynk) =

lim
k!1

fnk(xk) = f(x).

3.1.19. Tríc hÕt chó ý r»ng nÕu ffng héi tô liªn tôc trªn A tíi f , th× ffng
héi tô ®iÓm tíi hµm giíi h¹n f . §Ó thÊy ®iÒu nµy, chØ cÇn xÐt d∙y h»ng mµ

tÊt c¶ c¸c sè h¹ng cña nã ®Òu b»ng mét phÇn tö cña A. Chän tuú ý x 2 A
vµ gäi fxng lµ d∙y c¸c phÇn tö trong A héi tô tíi x. Víi " > 0 cho tríc, sù

héi tô ®iÓm cña d∙y suy ra tån t¹i n1 (cã thÓ phô thuéc x1) sao cho

jfn1(x1)¡ f(x1)j <
"

2
:

T¬ng tù, tån t¹i n2 (cã thÓ phô thuéc x2), n2 > n1, sao cho

jfn2(x2)¡ f(x2)j <
"

2
:

TiÕp tôc qu¸ tr×nh nµy, ta nhËn ®îc d∙y fnkg sao cho

jfnk(xk)¡ f(xk)j <
"

2
; k 2 N:



2.6. Kh¶ vi m¹nh vµ kh¶ vi theo nghÜa Schwarz 323

Ngoµi ra, theo kÕt qu¶ trong bµi to¸n tríc,

jfnk(xk)¡ f(x)j <
"

2
; k ¸ k0:

Do ®ã, jf(xk)¡ f(x)j ∙ jfnk(xk)¡ f(xk)j+ jfnk(xk)¡ f(x)j < " víi k ¸ k0.
3.1.20. Gäi fxng lµ d∙y c¸c phÇn tö trong A héi tô tíi x 2 A. Gäi " > 0 cho
tríc. Tõ tÝnh héi tô ®Òu cña ffng, suy ra r»ng

jf(xn)¡ fn(xn)j ∙ sup
y2A

jf(y)¡ fn(y)j < "

2
víi n ¸ n0:

V× f liªn tôc,

jf(xn)¡ f(x)j < "

2
víi n ¸ n1:

Tõ ®ã, nÕu n ¸ maxfn0; n1g, ta cã

jfn(xn)¡ f(x)j ∙ jfn(xn)¡ f(xn)j+ jf(xn)¡ f(x)j < ":

VÝ dô sau chØ ra ®iÒu ngîc l¹i kh«ng ®óng. Gäi A = (0; 1) vµ fn(x) = xn.

DÔ thÊy ffng kh«ng héi tô ®Òu tíi 0 trªn (0; 1). Tuy nhiªn ffng héi tô liªn
tôc trªn (0; 1). ThËt vËy, nÕu fxng lµ d∙y c¸c ®iÓm trong (0; 1) héi tô tíi

x 2 (0; 1), th× tån t¹i 0 < a < 1 sao cho xn < a. V× vËy, lim
n!1

fn(xn) = 0.

3.1.21. (i) =) (ii) ®∙ ®îc chøng minh trong bµi to¸n tríc. Ta ph¶i chøng

minh (ii) =) (i). Ta biÕt r»ng hµm giíi h¹n f liªn tôc trªn K. Gi¶ sö ngîc

l¹i r»ng ffng kh«ng héi tô ®Òu trªn K. Khi ®ã, tån t¹i "0 > 0, d∙y fnkg c¸c
sè nguyªn d¬ng, vµ d∙y fxkg c¸c phÇn tö trong K sao cho

jfnk(xk)¡ f(xk)j > "0:

V× K compact, kh«ng mÊt tæng qu¸t, cã thÓ gi¶ sö r»ng fxkg héi tô, ch¼ng
h¹n, tíi x 2 K. MÆt kh¸c, theo 3.1.18,

jfnk(xk)¡ f(x)j <
"0
3

víi k > k0:

Ngoµi ra, do tÝnh liªn tôc cña f

jf(xk)¡ f(x)j < "0
3

víi k > k1:
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VËy, víi k ®ñ lín,

"0 < jfnk(xk)¡ f(xk)j ∙ jfnk(xk)¡ f(x)j+ jf(x)¡ f(xk)j <
2

3
"0;

m©u thuÉn.

3.1.22. Gi¶ sö, ch¼ng h¹n, r»ng hµm fn t¨ng trªn [a; b]. Râ rµng, f liªn tôc

®Òu trªn [a; b]. LÊy " > 0. Do tÝnh liªn tôc ®Òu cña f , tån t¹i ± > 0 sao cho

jf(x)¡ f(x0)j < "

2

bÊt cø khi nµo jx ¡ x0j < ±; x; x0 2 [a; b]. B©y giê, chän a = x0 < x1 < x2 <

¢ ¢ ¢ < xk = b sao cho jxi ¡ xi¡1j < ±; i = 1; 2; : : : ; k. V×

lim
n!1

fn(xi) = f(xi); i = 1; 2; : : : ; k;

tån t¹i n0 sao cho nÕu n > n0 th×

jfn(x¡ i)¡ f(xi)j < "

2
i = 1; 2; : : : ; k:(1)

Râ rµng, víi mçi x 2 [a; b], tån t¹i mét i sao cho xi¡1 ∙ x < xi. B©y giê, tõ
tÝnh ®¬n ®iÖu cña fn vµ (1) suy ra

f(xi¡1)¡ "
2
< fn(xi¡1) ∙ fn(x) ∙ fn(xi) < f(xi) + "

2

víi n > n0. V× f t¨ng, ta cã f(xi¡1) ∙ f(x) ∙ f(xi). KÕt hîp víi tÝnh liªn tôc
®Òu cña f , ®îc

¡" < f(xi¡1)¡ f(xi)¡ "
2
∙ fn(x)¡ f(x) ∙ f(xi)¡ f(xi¡1) + "

2
< ":

VËy ta ®∙ chøng minh ffng héi tô ®Òu trªn [a; b].

3.1.23. Tríc hÕt, ta chøng minh r»ng tån t¹i d∙y con ffng héi tô trªn tËp
sè h÷u tû Q. V× Q ®Õm ®îc, ta cã thÓ viÕt Q = fr1; r2; : : : g. D∙y ffn(r1)g bÞ
chÆn, vËy nã chøa d∙y con héi tô ffn;1(r1)g. TiÕp theo, v× ffn;1(r2)g bÞ chÆn,
tån t¹i d∙y con héi tô ffn;2(r2)g. Râ rµng ffn;2(r2)g còng héi tô. LÆp l¹i qu¸
tr×nh trªn, ta thu ®îc d∙y c¸c d∙y ffn;1g; ffn;2g; : : : víi c¸c tÝnh chÊt sau :
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² ffn;k+1g lµ d∙y con cña ffn;kg víi k = 1; 2; : : : ,

² d∙y ffn;k(ri)g héi tô víi k 2 N vµ i = 1; 2; : : : ; k.

VËy d∙y ®êng chÐo ffn;ng héi tô trªn Q. Theo c¸ch nµy, ta ®∙ x©y dùng d∙y
con ffnkg héi tô ®iÓm trªn Q, ch¼ng h¹n, tíi f . Râ rµng, f t¨ng trªn Q. B©y
giê, ta th¸c triÓn f lªn R b»ng c¸ch ®Æt

f(x) = supff(r) : r 2 Q; r ∙ xg:

Hµm ®∙ th¸c triÓn f còng liªn tôc trªn R. B©y giê, ta chøng minh r»ng
nÕu f liªn tôc t¹i x, th× lim

k!1
fnk(x) = f(x). §Ó lµm vËy, xÐt hai d∙y h÷u tû

fpng vµ fqng héi tô tíi x sao cho pn < x < qn. TÝnh ®¬n ®iÖu cña fnk suy ra
fnk(pn) ∙ fnk(x) ∙ fnk(qn). B©y giê, cho k !1, ta cã

f(pn) ∙ lim inf
k!1

fnk(x) ∙ lim sup
k!1

fnk(x) ∙ f(qn):

TiÕp theo, chuyÓn qua giíi h¹n khi n!1 (xem, ch¼ng h¹n, 1.1.35), ta ®îc

f(x¡) ∙ lim inf
k!1

fnk(x) ∙ lim sup
k!1

fnk(x) ∙ f(x+):

Suy ra r»ng f(x) = lim
k!1

fnk(x) t¹i mçi ®iÓm liªn tôc x cña hµm f . Ta biÕt

r»ng tËp D c¸c ®iÓm gi¸n ®o¹n cña hµm ®¬n ®iÖu lµ ®Õm ®îc (xem, ch¼ng

h¹n, 1.2.29). VËy ta cã f(x) = lim
k!1

fnk(x) trªn tËp R nD, vµ do ffnkg bÞ chÆn
trªn tËp ®Õm ®îc D, ta cã thÓ dïng ph¬ng ph¸p ®êng chÐo mét lÇn n÷a

®Ó chon d∙y con cña ffnkg héi tô ®iÓm trªn D. Râ rµng, d∙y con nµy héi tô

trªn toµn R.

3.1.24. NÕu K lµ tËp con compact cña R, th× tån t¹i kho¶ng ®ãng [a; b] sao
cho K ½ [a; b]. Râ rµng f liªn tôc ®Òu trªn [a; b]. Theo kÕt qña trong 3.1.22,
ffnkg héi tô ®Òu trªn [a; b], vµ v× vËy nã còng héi tô ®Òu trªn K.
VÝ dô sau chØ ra r»ng ffnkg cã thÓ héi tô ®Òu trªn R. §Æt

fn(x) =

µ
1

¼

³
arctg x+

¼

2

´¶n
; x 2 R:
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Mçi fn ®¬n ®iÖu thùc sù trªn R, vµ ffng héi tô ®iÓm tíi f(x) ´ 0. Tuy nhiªn,
sù héi tô lµ kh«ng ®Òu.

3.1.25. Tríc hÕt, ta chøng minh r»ng nÕu fPng lµ d∙y c¸c ®a thøc héi tô
®Òu trªn R, th× b¾t ®Çu víi gi¸ trÞ nµo ®ã cña chØ sè n, mäi Pn cã cïng bËc.
Thùc vËy, nÕu ®iÒu nµy kh«ng ®óng, th× víi mäi k 2 N, tån t¹i nk > k sao
cho bËc cña Pk kh¸c bËc cña Pnk . Do ®ã,

sup
x2R

jPnk ¡ Pn(x)j = +1;

m©u thuÉn víi tiªu chuÈn Cauchy cho sù héi tô ®Òu (xem, ch¼ng h¹n, 3.1.7).

Tõ ®ã, tån t¹i n0 2 N sao cho nÕu n ¸ n0, th×

Pn(x) = an;px
p + an;p¡1xp¡1 + ¢ ¢ ¢+ an;1x+ an;0:

L¹i theo tiªu chuÈn Cauchy cho sù héi tô ®Òu, ta thÊy nÕu n ¸ n0, th× c¸c
hÖ sè an;i; i = 1; 2; : : : ; p, lµ h»ng sè (®éc lËp víi n), tøc lµ,

Pn(x) = apx
p + ap¡1xp¡1 + ¢ ¢ ¢+ a1x+ an;0:

Râ rµng, d∙y ®a thøc nh vËy héi tô ®Òu trªn R tíi ®a thøc

P (x) = apx
p + ap¡1xp¡1 + ¢ ¢ ¢+ a1x+ a0:

ë ®©y a0 = lim
n!1

an;0.

3.1.26. Râ rµng, (i) =) (ii). B©y giê ta chøng minh r»ng (ii) =) (iii). Thùc

vËy,

an;0 + an;1c0 + ¢ ¢ ¢+ an;pcp0 = Pn(c0);
an;0 + an;1c1 + ¢ ¢ ¢+ an;pcp1 = Pn(c1);
¢ ¢ ¢
an;0 + an;1cp + ¢ ¢ ¢+ an;pcpp = Pn(cp):

(1)
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V× ®Þnh thøc Vandermonde

det

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯
1 c0 c20 : : : cp0
1 c1 c21 : : : cp1
...

...
... : : :

...
1 cp c2p : : : cpp

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯

kh¸c kh«ng, hÖ ph¬ng tr×nh tuyÕn tÝnh (1) cã duy nhÊt nghiÖm vµ an;i; i =

0; 1; 2; : : : ; p, cã thÓ ®îc x¸c ®Þnh b»ng qui t¾c Cramer. Do ®ã, (ii) suy ra sù

héi tô cña mçi d∙y an;i; i = 0; 1; 2; : : : ; p. DÔ chøng minh (iii) =) (i).

3.1.27. V× ffng liªn tôc ®ång bËc, víi " > 0 cho tríc, cã thÓ chän ± > 0 sao
cho víi mäi n 2 N

jfn(x)¡ fn(y)j < "

3
(1)

bÊt cø khi nµo jx¡ yj < ±; x; y 2 K. Cho n!1, ta cã

jf(x)¡ f(y)j ∙ "
3

(2)

(Chó ý ®iÒu nµu chØ ra r»ng f liªn tôc ®Òu trªn K.) V× K compact, tån t¹i

h÷u h¹n kho¶ng më (xi ¡ ±; xi + ±); i = 1; 2; : : : ; k; xi 2 K, phñ K. Do tÝnh
héi tô ®iÓm cña ffng, tån t¹i n0 sao cho nÕu n > n0, th×

jfn(xi)¡ f(xi)j < "

3
; i = 1; 2; : : : ; k:(3)

Râ rµng, víi x 2 K, tån t¹i i sao cho jx¡xij < ±. VËy theo (1), (2) vµ (3), nÕu
n > n0, th×

jfn(x)¡ f(x)j ∙ jfn(x)¡ fn(xi)j+ jfn(xi)¡ f(xi)j+ jf(xi)¡ f(x)j < ":

3.1.28. Quan s¸t r»ng ffng liªn tôc ®ång bËc trªn [a; b]. Thùc vËy, theo ®Þnh
lÝ gi¸ trÞ trung b×nh,

jfn(x)¡ fn(y)j = jf 0n(³)jjx¡ yj ∙M jx¡ yj

víi mäi x; y 2 [a; b] vµ n 2 N. Tõ bµi to¸n tríc, ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh.
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3.1.29.

(a) V× jfn(x)j ∙ 1p
n
, d∙y héi tô ®Òu trªn R. Ta cã f 0n(x) =

p
n cosnx. Tõ ®ã

lim
n!1

f 0n(0) = lim
n!1

p
n = +1. Ngoµi ra, nÕu x 6= 0, th× giíi h¹n lim

n!1
f 0n(0)

kh«ng tån t¹i. Thùc vËy, nÕu lim
n!1

f 0n(0) = l, th× víi n ®ñ lín, ta sÏ cã

j cosnxj < 1
2
. VËy j cos 2nxj = 1 ¡ 2 cos2 nx > 1

2
, m©u thuÉn. VËy ff 0ng

kh«ng héi tô t¹i bÊt cø ®iÓm nµo.

(b) V× jfn(x)j ∙ 1
2n
, d∙y héi tô ®Òu trªn [¡1; 1]. MÆt kh¸c,

lim
n!1

f 0n(x) = lim
n!1

1¡ n2x2
(1 + n2x2)2

=

(
1 víi x = 0;

0 víi x 6= 0:

Giíi h¹n ®iÓm cña ff 0ng gi¸n ®o¹n t¹i 0, vµ v× vËy ff 0ng kh«ng héi tô
®Òu.

3.1.30. Tríc hÕt gi¶ sö r»ng lim
x!x0

f(x) = l. LÊy " > 0. Khi ®ã tån t¹i ± > 0

sao cho nÕu 0 < jx¡ x0j < ±, th× jf(x)¡ lj < "
2
. Do ffng héi tô ®Òu trªn A,

jfn(x)¡ f(x)j < "

2
víi n ¸ n0; x 2 A:

Tõ ®ã,

jf(x)¡ lj < "
b©t cø khi nµo 0 < jx ¡ x0j < ± vµ n ¸ n0. V× lim

x!x0
fn(x) tån t¹i, suy ra

lim
n!1

lim
x!x0

fn(x) = l.

B©y giê, gi¶ sö r»ng lim
n!1

lim
x!x0

fn(x) = l. §Æt lim
x!x0

fn(x) = gn(x0). VËy ta

cã lim
n!1

gn(x0) = l. LÊy " > 0. Do tÝnh héi tô ®Òu cña ffng, tån t¹i n1 sao cho
n > n1 kÐo theo

jfn(x)¡ f(x)j < "

3
; x 2 A:(1)

Theo trªn, tån t¹i n2 sao cho nÕu n > n2, th×

jgn(x0)¡ lj < "

3
(2)
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Cè ®Þnh n0 > maxfn1; n2g. V× lim
x!x0

fn0(x) = gn0(x0), ta cã

jfn0(x)¡ gn0(x0)j <
"

3
(2)

nÕu jx¡ x0j < ±n0 . Theo (1), (2) vµ (3), ta thÊy r»ng lim
x!x0

f(x) = l.

§¼ng thøc lim
n!1

lim
x!1

fn(x) = lim
x!1

f(x) cã thÓ ®îc thiÕt lËp t¬ng tù.

3.1.31. LÊy " > 0. Chän n0 sao cho nÕu n;m ¸ n0, th×

jfn(x0)¡ fm(x0)j < "

2
(1)

vµ

jf 0n(t)¡ f 0m(t)j <
"

2(b¡ a) ; t 2 [a; b]:(2)

KÕt hîp víi ®Þnh lÝ gi¸ trÞ trung b×nh ¸p dông cho hµm fn ¡ fm, ta ®îc

jfn(x)¡ fm(x)¡ fn(t) + fm(t)j < "jx¡ tj
2(b¡ a) ∙

"

2
(3)

víi n;m ¸ n0 vµ x; t 2 [a; b]. B©y giê, theo (3) vµ (1),

jfn(x)¡ fm(x)j ∙ jfn(x)¡ fm(x)¡ fn(x0) + fm(x0)j
jfn(x0)¡ fm(x0)j < ":

Tiªu chuÈn Cauchy cho sù héi tô ®Òu ®îc tho¶ m∙n (xem, ch¼ng h¹n, 3.1.7).

Chän tuú ý x 2 [a; b]. X¸c ®Þnh c¸c hµm h vµ hn bëi

h(t) =
f(t)¡ f(x)
t¡ x ; hn(t) =

fn(t)¡ fn(x)
t¡ x ; t 2 [a; b]; t 6= x:

Khi ®ã, lim
t!x

hn(t) = f
0
n(x); n = 1; 2; : : : . Theo (3),

jhn(t)¡ hm(t)j < "

2(b¡ a) ; n;m ¸ n0;

tøc lµ fhng héi tô ®Òu (hiÓn nhiªn tíi h) trªn [a; b] n fxg. ¸p dông kÕt qu¶
trong bµi to¸n tríccho d∙y fhng vµ tËp [a; b]nfxg, ta nhËn ®îc lim

n!1
f 0n(x) =

lim
t!x

h(t) = f 0(x).
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3.1.32. §¼ng thøc

1 = (x+ (1¡ x))n =
nX
k=0

µ
n

k

¶
xk(1¡ x)n¡k

suy ra

f(x) =
nX
k=0

f(x)

µ
n

k

¶
xk(1¡ x)n¡k:

Do ®ã,

jBn(f; x)¡ f(x)j ∙
nX
k=0

¯̄̄̄
f

µ
k

n

¶
¡ f(x)

¯̄̄̄ µ
n

k

¶
xk(1¡ x)n¡k:(1)

Do tÝnh liªn tôc cña f trªn [0; 1], víi " > 0 cho tríc, tån t¹i ± > 0 sao cho

jf(x)¡ f(x0)j < "
bÊt cø khi nµo jj < ±; x; x0 2 [0; 1]. Râ rµng, tån t¹i M > 0 sao cho jf(x)j ∙M
víi x 2 [0; 1]. LÊy x tuú ý trong [0; 1]. Khi ®ã, tËp f0; 1; 2; : : : ; ng cã thÓ ph©n
tÝch thµnh hai tËp

A =

½
k :

¯̄̄̄
k

n
¡ x

¯̄̄̄
< ±

¾
vµ B =

½
k :

¯̄̄̄
k

n
¡ x

¯̄̄̄
¸ ±

¾
:

NÕu k 2 A, th× ¯̄̄̄
f

µ
k

n

¶
¡ f(x)

¯̄̄̄
< ";

vµ nh vËy X
k2A

¯̄̄̄
f

µ
k

n

¶
¡ f(x)

¯̄̄̄
< "

X
k2A

µ
n

k

¶
xk(1¡ x)n¡k ∙ ":(2)

NÕu k 2 B, th×
(k ¡ nx)2
n2±2

¸ 1;
vµ theo bÊt ®¼ng thøc ®∙ cho trong 2.5.52, ta cãX

k2B

¯̄̄̄
f

µ
k

n

¶
¡ f(x)

¯̄̄̄ µ
n

k

¶
xk(1¡ x)n¡k

∙ 2M

n2±2

X
k2B
(k ¡ nx)2

µ
n

k

¶
xk(1¡ x)n¡k ∙ M

2n±2
:
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KÕt hîp víi (1) vµ (2), ®îc

jBn(f; x)¡ f(x)j ∙ "+ M

2n±2
; x 2 [0; 1]:

3.1.33. NÕu [a; b] = [0; 1], th× ta lÊy P (x) = Bn(f; x). NÕu [a; b] 6= [0; 1], th× ta
cã thÓ ¸p dông kÕt qu¶ trong bµi to¸n tríc cho hµm g(y) = f(a+(b¡a)); y 2
[0; 1]. VËy, víi " > 0, tån t¹i ®a thøc Bernstein Bn(g; y) sao cho

jg(y)¡ Bn(g; y)j < "; y 2 [0; 1]:
§Æt x = a+ y(b¡ a), ta ®îc¯̄̄̄

f(x)¡Bn
µ
g;
x¡ a
b¡ a

¶¯̄̄̄
< ":

3.2 Chuçi hµm, sù héi tô ®Òu

3.2.1.

(a) NÕu x 2 (¡1; 1], th× lim
n!1

1
1+x2

6= 0. VËy chuçi ph©n kú theo ®iÒu kiÖn

cÇn cho sù héi tô. NÕu jxj > 1, th× jxjn ¸ 2 víi n ®ñ lín. Tõ ®ã¯̄̄̄
1

1 + xn

¯̄̄̄
∙ 1

jxjn ¡ 1 ∙
2

jxjn ;

vµ chuçi héi tô theo tiªu chuÈn so s¸nh.

(b) Râ rµng, chuçi héi tô nÕu x = 0. NÕu x 6= 0, th×
xn

1 + xn
=

1

1 + x
1
n

:

V× vËy, theo (a), chuçi héi tô víi ¡1 < x < 1.

(c) NÕu x = 0, chuçi ph©n kú. NÕu x 6= 0, th×
2n + xn

1 + 3nxn
=

¡
2
3x

¢n
+ 1

3n

1 + 1
3nxn

:

VËy sè h¹ng thø n cña chuçi héi tô tíi 0 nÕu vµ chØ nÕu
¯̄
2
3x

¯̄
< 1,

tøc lµ, nÕu jxj > 2
3
. Theo tiªu chuÈn so s¸nh, chuçi héi tô nÕu x 2

(¡1;¡2=3) [ (2=3;1).
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(d) Ta cã

xn¡1

(1¡ xn)(1¡ xn+1) =
1

x(1¡ x)
µ

1

1¡ xn ¡
1

1¡ xn+1
¶
:

Tõ ®ã,

SN(x) =
NX
n=1

xn¡1

(1¡ xn)(1¡ xn+1)

=
1

x(1¡ x)
µ

1

1¡ x ¡
1

1¡ xN+1
¶
:

Do ®ã,

lim
N!1

SN (x) =

(
1

(1¡x)2 nÕu jxj < 1;
1

x(1¡x)2 nÕu jxj > 1:
VËy chuçi héi tô trªn R n f¡1; 1g.

(e) Ta cã
x2n¡1

1¡ x2n =
1

1¡ x2n¡1 ¡
1

x2n
:

Tõ ®ã

lim
N!1

SN(x) =

(
x
1¡x nÕu jxj < 1;
1
1¡x nÕu jxj > 1:

VËy chuçi héi tô trªn R n f¡1; 1g.

(f) NÕu x ∙ 0, th× chuçi ph©n kú v× ®iÒu kiÖn cÇn cho sù héi tô kh«ng ®îc
tho¶ m∙n. Víi x > 0, theo tiªu chuÈn c« ®Æc Cauchy (xem, ch¼ng h¹n,

I, 3.2.28) chuçi ®∙ cho héi tô nÕu vµ chØ nÕu
1P
n=2

nx

2n(x¡1) héi tô. Theo tiªu

chuÈn c¨n, chuçi thø hai héi tô nÕu x > 1 vµ ph©n kú nÕu x < 1. NÕu

x = 1, th× chuçi ph©n kú. Tãm l¹i, miÒn héi tô lµ (1;1).

(g) V× xlnn = nlnx, chuçi héi tô nÕu lnx < ¡1 vµ ph©n kú nÕu lnx ¸ ¡1.
VËy miÒn héi tô lµ

¡
0; 1

e

¢
.
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(h) Ta cã

sin2
³
2¼
p
n2 + x2

´
= sin2

0@2n¼ x2

n2q
1 + x2

n2
+ 1

1A ∙ ¼2x4
n2

:

Theo tiªu chuÈn so s¸nh, chuçi héi tô víi mäi x.

3.2.2.

(a) V× arctg x+ arctg 1
x
= ¼

2
víi x > 0, ta cã

¼

2
¡ arctg(n2(1 + x2)) = arctg 1

n2(1 + x2)
<

1

n2(1 + x2)
∙ 1

n2
:

Theo tiªu chuÈn Weierstrass (tiªu chuÈn héi tô tréi), chuçi héi tô ®Òu

trªn R.

(b) Víi x 2 [2;1),
ln(1 + nx)

nxn
∙ 1

xn¡1
∙ 1

2n¡1
;

vµ do ®ã, chuçi héi tô ®Òu theo tiªu chuÈn Weierstrass.

(c) V× sup
n
n2x2e¡n

2jxj : x 2 R
o
= 4

n2e2
, chuçi héi tô ®Òu trªn R theo tiªu

chuÈn Weierstrass.

(d) Chuçi héi tô ®iÓm tíi

S(x) =

(
1 nÕu x 2 [¡1; 1] n f0g;
01 nÕu x = 0:

V× S kh«ng liªn tôc, chuçi kh«ng héi tô ®Òu trªn [¡1; 1].

(e) Chó ý r»ng

sup
1=2∙jxj∙2

¯̄̄̄
n2p
n!
(xn + x¡n)

¯̄̄̄
∙ n2p

n!
(2n + 2n) =

n2p
n!
2n+1:

V×
1P
n=1

n2p
n!
2n+1 héi tô, ch¼ng h¹n theo tiªu chuÈn tû sè, chuçi héi tô ®Òu

trªn A theo tiªu chuÈn Weierstrass.
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(f) Chuçi kh«ng héi tô ®Òu trªn A theo tiªu chuÈn Cauchy. Thùc vËy, nÕu

0 < 1
3nx
∙ ¼

2
, th×

jSn+m(x)¡ Sn(x)j = 2n+1 sin
1

3n+1x
+ ¢ ¢ ¢+ 2n+m sin 1

3n+mx

= 2n+1 sin
2

¼

1

3n+1x
+ ¢ ¢ ¢+ 2n+m sin 2

¼

1

3n+mx

= 2n+1
2

¼3n+1x
:

§Æt x = 1
3n
, ta thu ®îc¯̄̄̄

Sn+m

µ
1

3n

¶
¡ Sn

µ
1

3n

¶¯̄̄̄
¸ 2n+2

3¼
¸ 23

3¼
:

(g) Sù héi tô ®Ìu cña chuçi suy ra tõ tiªu chuÈn Weierstrass. Ta cã

ln

µ
1 +

x2

n ln2 n

¶
∙ x2

n ln2 n
<

a2

n ln2 n
;

vµ chuçi
1P
n=2

a2

n ln2 n
héi tô theo tiªu chuÈn c« ®Æc Cauchy.

3.2.3. §Æt S(x) =
1P
n=1

fn(x) vµ Sn(x) =
nP
k=1

fk(x). Khi ®ã

supfS(x)¡ Sn(x) : x 2 [0; 1]g = 1=(n+ 1);
suy ra chuçi héi tô ®Òu trªn [0; 1]. V× supffn(x) : x 2 [0; 1]g = 1=n, tiªu chuÈn
Weierstrass kh«ng thÓ ¸p dông.

3.2.4. Ta cã

Sn(x) =
nX
k=1

x

((k ¡ 1)x+ 1)(kx+ 1)

=
nX
k=1

µ
1

(k ¡ 1)x+ 1 ¡
1

kx+ 1

¶
= 1¡ 1

nx+ 1
:

Tõ ®ã

f(x) = lim
n!1

Sn(x) =

(
0 nÕu x = 0;

1 nÕu x > 0:

Râ rµng, f kh«ng liªn tôc t¹i 0.
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3.2.5.

(a) Chuçi héi tô tuyÖt ®èi trªn R, v×

1X
n=0

¯̄̄̄
xn sin(nx)

n!

¯̄̄̄
∙

1X
n=0

jxjn
n!

= ejxj:

Râ rµng, chuçi héi tô ®Òu trªn mçi kho¶ng bÞ chÆn. VËy, tÝnh liªn tôc

cña tæng suy tõ kÕt qu¶ trong 1.2.34.

(b) V×
1X
n=0

jxjn2 ∙
1X
n=0

jxjn = 1

1¡ jxj ;

chuçi héi tô tuyÖt ®èi trªn (¡1; 1). Ngoµi ra, chuçi héi tô ®Òu trªn mçi
kho¶ng con compact cña (¡1; 1). VËy tæng liªn tôc trªn (¡1; 1).

(c) Chuçi héi tô tuyÖt ®èi víi ¡1=2 < x < 1=2, vµ nh trong (a), cã thÓ

chøng minh r»ng tæng cña nã liªn tôc trªn (¡1=2; 1=2).

(d) Chuçi héi tô tuyÖt ®èi víi 1=e¡ 1 < x < e¡ 1, vµ tæng cña nã liªn tôc
trªn (1=e¡ 1; e¡ 1).

3.2.6. Râ rµng, chuçi héi tô víi x = 0. Sö dông, ch¼ng h¹n, kÕt qu¶ trong

I, 3.2.16, ta thÊy r»ng chuçi héi tô nÕu 0 < jxj < 1. NÕu jxj ¸ 1, chuçi ph©n
kú. LÝ luËn t¬ng tù nh trong lêi gi¶i cña bµi to¸n tríc, tæng liªn tôc trªn

miÒn héi tô.

3.2.7. Tríc hÕt chó ý r»ng chuçi

1X
n=1

sin(n2x)

n2

héi tô ®Òu trªn R, vËy tæng ~S cña nã liªn tôc trªn R. Ngoµi ra, nÕu Sn(x) =
x sin(k2x)

k2
, th× lim

n!1
Sn(x) = x ~S(x). Do ®ã, tæng cña chuçi ®∙ cho còng liªn tôc

trªn R.
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3.2.8. Gi¶ sö
1P
n=1

fn(x) héi tô ®Òu trªn A tíi S. §iÒu ®ã cã nghÜa r»ng

dn = sup
x2A

jSn(x)¡ S(x)j ¡!
n!1

0;

ë ®©y Sn(x) =
nP
k=1

fk(x). V× f bÞ chÆn, ta còng cã

d0n = sup
x2A

jf(x)Sn(x)¡ f(x)S(x)j ¡!
n!1

0:

§Ó thÊy r»ng tÝnh bÞ chÆn cña f lµ kh«ng bá ®îc, lÊy A = (0; 1]; f(x) = 1
x
,

vµ fn(x) = 1
2n¡1 . Khi ®ã, chuçi

1P
n=1

fn(x) héi tô ®Òu trªn A, nhng
1P
n=1

1
x
fn(x)

kh«ng héi tô ®Òu trªn A, bëi v×

sup
x2(0;1)

¯̄̄̄
¯

1X
k=n+1

1

x
fk(x)

¯̄̄̄
¯ = sup

x2(0;1)

2

x2n
= +1:

DÔ thÊy r»ng nÕu 1
f
bÞ chÆn trªn A, th× chiÒu ngîc l¹i ®óng.

3.2.9. Víi x 2 A, chuçi
1P
n=1

(¡1)nfn(x) héi tô theo tiªu chuÈn Leibniz. Ngoµi
ra, theo kÕt qu¶ trong I, 3.4.14,

sup
x2A

jrn(x)j = sup
x2A

¯̄̄̄
¯

1X
k=n+1

(¡1)k+1fk(x)
¯̄̄̄
¯ ∙ supx2A

fn+1(x):

KÕt hîp víi ®iÒu kiÖn (3), suy ra tÝnh héi tô ®Òu cña chuçi ®∙ cho trªn A.

3.2.10. Ba chuçi (a),(b) vµ (c) tho¶ m∙n gi¶ thiÕt cña bµi to¸n tríc.

3.2.11. Theo bÊt ®¼n thøc Cauchy,

sup
x2A

¯̄̄̄
¯
n+mX
k=n

ckfk(x)

¯̄̄̄
¯ ∙

Ã
n+mX
k=n

c2k

!1=2
sup
x2A

Ã
n+mX
k=n

f 2k (x)

!1=2
:

VËy chØ cÇn ¸p dông tiªu chuÈn Cauchy cho sù héi tô ®Òu.

3.2.12.
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(a) A =
£
1
6
; 1
2

¢
vµ B =

¡
1
6
; 1
2

¢
. Chuçi héi tô ®Òu trªn

£
1
6
; 1
3

¤
, bëi v×

sup
x2[ 16 ; 13 ]

¯̄̄̄
¯

1X
k=n+1

1

k
2k(3x¡ 1)k

¯̄̄̄
¯ ∙ sup

x2[ 16 ; 13 ]

j6x¡ 2jn+1
n+ 1

=
1

n+ 1
:

(b) A =
¡¡1;¡1

2

¤
vµ B =

¡¡1;¡1
2

¤
. Chuçi héi tô ®Òu trªn [¡2;¡1], bëi

v×

sup
x2[¡2;¡1]

¯̄̄̄
¯

1X
k=n+1

1

k

µ
x+ 1

x

¶k ¯̄̄̄¯ ∙
1X

k=n+1

1

k2k
:

3.2.13. TÝch ph©n tõng phÇn, ®îc

Sn(x) =
nX
k=1

fk(x)gk(x) =
nX
k=1

Gk(x)(fk(x)¡ fk+1(x)) +Gn(x)fn(x):

§iÒu nµy cïng víi gi¶ thiÕt (3), suy ra

jSn+m(x)¡ Sn(x)j

=

¯̄̄̄
¯
n+m¡1X
k=n

Gk(x)(fk(x)¡ fk+1(x)) +Gn+m(x)fn+m(x)¡Gn(x)fn(x)
¯̄̄̄
¯

∙M
Ã
n+m¡1X
k=n

jfk(x)¡ fk+1(x)j+ jfn+m(x)j+ jfn(x)j
!
:

B©y giê víi " > 0 cho tríc. Khi ®ã, tõ (1) vµ (2) suy ra r»ng, víi m 2 N vµ
víi n ®ñ lín

sup
x2A

jSn+m(x)¡ Sn(x)j

∙M sup
x2A

Ã
n+m¡1X
k=n

jfk(x)¡ fk+1(x)j+ jfn+m(x)j+ jfn(x)j
!
< ":

VËy cã thÓ ¸p dông tiªu chuÈn Cauchy cho sù héi tô ®Òu ®èi víi
1P
n=1

fn(x)gn(x).

§Ó chøng minh tiªu chuÈn Dirichlet cho sù héi tô ®Òu, chó ý r»ng tÝnh

®¬n ®iÖu vµ sù héi tô ®Òu tíi 0 cña ffn(x)g kÐo theo (1) vµ (2). Ngoµi ra,
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v× d∙y c¸c tæng riªng cña
1P
n=1

gn(x) bÞ chÆn ®Òu trªn A, ta thÊy ®iÒu kiÖn (3)

còng ®îc tho¶ m∙n. Do ®ã, chuçi
1P
n=1

fn(x)gn(x) héi tô ®Òu trªn A.

3.2.14. Ta dïng tiªu chuÈn Dirichlet cho sù héi tô ®Òu.

(a) LÊy fn(x) = 1
n

vµ gn(x) = (¡1)nxn:

(b) ë ®©y, ta lÊy

fn(x) =
1

n
vµ gn(x) = sin(nx)

vµ chó ý r»ng ¯̄̄̄
¯
nX
k=1

sin(kx)

¯̄̄̄
¯ ∙ 1

sin x
2

∙ 1

sin ±
2

:

(c) V×

2

¯̄̄̄
¯
nX
k=1

sin(k2x) sin(kx)

¯̄̄̄
¯ =

¯̄̄̄
¯
nX
k=1

cos(k(k ¡ 1)x)¡ cos(k(k + 1)x)
¯̄̄̄
¯

= j1¡ cos(n(n+ 1)x)j ∙ 2

vµ
©

1
n+x2

ª
gi¶m vµ héi tô ®Òu tíi kh«ng, chuçi héi tô ®Òu trªn R theo

tiªu chuÈn Dirichlet.

(d) Ta cã

1X
n=1

sin(nx) arctg(nx)

n

=
1X
n=1

Ã
sin(nx)

¡
arctg(nx)¡ ¼

2

¢
n

¡
¼
2
sin(nx)

n

!
:

(¤)

V×
1P
n=1

¼
2
sin(nx)

n
héi tô ®Òu trªn [±; 2¼ ¡ ±] (xem (b)), d∙y c¸c tæng riªng

bÞ chÆn ®Òu. Ngoµi ra, d∙y farctg(nx) ¡ ¼=2g vµ tho¶ m∙n tiªu chuÈn



2.6. Kh¶ vi m¹nh vµ kh¶ vi theo nghÜa Schwarz 339

Cauchy cho sù héi tô ®Òu trªn [±; 2¼ ¡ ±], bëi v×

arctg((m+ n)x)¡ arctg(nx) = arctg
mx

1 + (m+ n)nx2

∙ arctg
mx

(m+ n)nx2

∙ arctg
1

n±
:

VËy farctg(nx) ¡ ¼=2g héi tô ®Òu tíi 0. Theo (¤), suy ra chuçi ®∙ cho
héi tô ®Òu trªn A.

(e) Ta cã
1X
n=1

(¡1)n+1 1
nx
=

1X
n=1

(¡1)n+1 1

nx¡
®
2

1

n
®
2

:

V×
1P
n=1

(¡1)n+1 1

n
®
2
héi tô, d∙y c¸c tæng riªng bÞ chÆn. Ngoµi ra, d∙yn

1

nx¡
®
2

o
gi¶m vµ héi tô ®Òu tíi 0 trªn [a;1).

(f) Chó ý r»ng víi x 2 [o;1),¯̄̄̄
¯
nX
k=1

(¡1)k+1 1
ekx

¯̄̄̄
¯ =

¯̄̄̄
¯1¡ (¡1)n

enx

ex + 1

¯̄̄̄
¯ ∙ 1:

Ngoµi ra, d∙y
n

1p
n+x2

o
gi¶m vµ héi tô ®Òu tíi 0 trªn [0;1).

3.2.15. TÝch ph©n tõng phÇn, cã

Sn(x) =
nX
k=1

fk(x)gk(x) =
nX
k=1

Gk(x)(fk(x)¡ fk+1(x)) +Gn(x)fn(x):

ë ®©y Gn(x) =
1P
n=1

gk(x). Do f1 bÞ chÆn trªn A, ®iÒu kiÖn (2) suy ra tån t¹i

M > 0 sao cho jfn(x)j ∙ M víi mäi x 2 A vµ mäi n 2 N. V× fGng héi tô ®Òu
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trªn A, ch¼ng h¹n, tíi G, ta cã

Sn+m(x)¡ Sn(x)

=
n+m¡1X
k=n

Gk(x)(fk(x)¡ fk+1(x)) +Gn+m(x)fn+m(x)¡Gn(x)fn(x)

=
n+m¡1X
k=n

(fk(x)¡ fk+1(x))(Gk(x)¡G(x))

+(Gn+m(x)¡G(x))fn+m(x)¡ (Gn(x)¡G(x))fn(x):

KÕt hîp víi (2) vµ tÝnh bÞ chÆn ®Òu cña ffn(x)g, suy ra fSng tho¶ m∙n tiªu
chuÈn Cauchy cho sù héi tô ®Òu.

§Ó chøng minh tiªu chuÈn Abel cho sù héi tô ®Òu, chØ cÇn chó ý r»ng

tÝnh ®¬n ®iÖu vµ tÝnh bÞ chÆn ®Òu cña ffng suy ra sù héi tô theo tõng ®iÓm
tíi mét hµm bÞ chÆn, vµ nh vËy, c¸c ®iÒu kiÖn (1) vµ (2) ®îc th¶o m∙n.

3.2.16.

(a) D∙y farctg(nx)g tho¶ m∙n c¸c ®iÒu kiÖn (1’) vµ (2’) trong tiªu chuÈn
Abel cho sù héi tô ®Òu. Ngoµi ra,

1P
n=1

(¡1)n+1
n+x2

héi tô ®Òu trªn R (xem

3.2.10(a)).

(b) Tiªu chuÈn Abel cho sù héi tô ®Òu cã thÓ ®îc ¸p dông, bëi v× chuçi

1X
n=2

(¡1)n+1p
n+ cosx

héi tô ®Òu trªn A (xem 3.2.10(c)) vµ d∙y
©
cos x

n

ª
bÞ chÆn vµ ®¬n ®iÖu

víi n > 2R
¼
.

(c) Chuçi
1X
n=1

(¡1)[pn]
n

héi tô (xem, ch¼ng h¹n, I, 3.4.8) vµ d∙y
n p

np
n+x

o
®¬n ®iÖu vµ bÞ chÆn

trªn [0;1). VËy cã thÓ dïng tiªu chuÈn Abel cho sù héi tô ®Òu.
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3.2.17. KÕt qu¶ suy trùc tiÕp tõ 3.1.30.

3.2.18. §Ó chøng minh (a) vµ (b), cã thÓ dïng kÕt qu¶ trong 3.2.14, 3.2.17,

vµ trong I, 3.1.32(a).

(c) V×
1X
n=1

(xn ¡ xn+1) =
(
x víi x 2 [0; 1);
0 víi x = 1;

ta nhËn ®îc

lim
x!1¡

1X
n=1

(xn ¡ xn+1) = 1:

(d) Tríc hÕt chó ý r»ng
1P
n=1

1
2nnx

héi tô ®Òu trªn [0;1) theo tiªu chuÈn
Weierstrass. VËy, theo bµi to¸n tríc

lim
x!0+

1X
n=1

1

2nnx
=

1X
n=1

1

2n
= 1:

(e) V×

sup
x2

1 + n2x2
=
1

n2
;

chuçi
1P
n=1

x2

1+n2x2
héi tô ®Òu trªn R. B©y giê, dïng kÕt qu¶ trong 3.1.30,

ta ®îc

lim
x!1

1X
n=1

x2

1 + n2x2
=

1X
n=1

1

n2
=
¼2

6
:

3.2.19. Tríc hÕt quan s¸t r»ng
1P
n=1

anx
n héi tô dÒu trªn [0; 1]. §iÒu nµy suy

ra trùc tiÕp tõ tiªu chuÈn Abel cho sù héi tô ®Òu ®îc ph¸t biÓu trong 3.2.15,

víi fn(x) = xn vµ gn(x) = an. B©y giê, theo 3.2.17, ta thÊy giíi h¹n lµ
1P
n=1

an.

3.2.20. V× fn liªn tôc trªn [0; 1], ta thÊy r»ng

sup
x2[0;1)

n+mX
k=n

fk(x) = sup
x2[0;1]

n+mX
k=n

fk(x)
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VËy theo tiªu chuÈn Cauchy, sù héi tô ®Òu cña
1P
n=1

fn(x) trªn [0; 1) kÐo theo

sù héi tô ®Òu cña
1P
n=1

fn(x) trªn [0; 1].

3.2.21. A = (0;1). Sù héi tô lµ kh«ng ®Òu. Thùc vËy, nÕu chuçi héi tô ®Òu
trªn A, th× theo kÕt qu¶ trong bµi to¸n tríc, nã sÏ héi tô víi x = 0, m©u

thuÉn.

3.2.22. Chó ý r»ng

rn(x) =
1X

k=n+1

fk(x) = f(x)¡ Sn(x);

ë ®©y Sn(x) lµ tæng riªng thø n cña
1P
n=1

fn(x). Theo gi¶ thiÕt, d∙y frn(x)g ®¬n
®iÖu vµ héi tô tíi 0 t¹i mçi x cè ®Þnh trong [a; b]

3.2.23. Kh«ng. XÐt

1X
n=0

(¡1)n(1¡ x)xn; A = [0; 1]:

Theo kÕt qu¶ ®îc ph¸t biÓu trong 3.2.9, chuçi nµy héi tô ®Òu trªn A. MÆt

kh¸c, tæng cña chuçi
1P
n=1

(1¡ x)xn lµ

S(x) =

(
1 víi x 2 [0; 1);
0 víi x = 1:

V× S kh«ng liªn tôc, sù héi tô lµ kh«ng ®Òu.

3.2.24. V× fn ®¬n ®iÖu trªn [a; b],

jrn(x)j =
¯̄̄̄
¯

1X
k=n+1

fk(x)

¯̄̄̄
¯ ∙

1X
k=n+1

jfk(x)j ∙
1X

k=n+1

maxfjfk(a)j; jfk(b)jg:

§iÒu nµy chØ ra r»ng nÕu chuçi héi tô tuyÖt ®èi t¹i caca ®iÓmmót cña kho¶ng

[a; b], th× nã héi tô tuyÖt ®èi vµ ®Òu trªn toµn kho¶ng [a; b].
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3.2.25. Gäi A lµ tËp bÞ chÆn kh«ng chøa c¸c phÇn tö cña fang. V×
1P
n=1

1
janj

héi tô, ta cã lim
n!1

janj = +1. Do ®ã, cã thÓ chän n0 sao cho nÕu n ¸ n0, th×
jx¡ anj ¸ 1 víi x 2 A. Tõ ®ã, víi n ®ñ lín,

1

jx¡ anj =
1

janj ¢
1

j x
an
j ¡ 1 ∙

1

janj ¢
1

1¡ M
janj
;

ë ®©yM = sup
x2A
jxj. Cuèi cïng, quan s¸t r»ng nÕu

1P
n=1

1
janj , th×

1P
n=1

µ
1
janj ¢ 1

1¡ M
janj

¶
còng héi tô.

3.2.26. ViÕt 1X
n=1

an
nx
=

1X
n=1

an
nx
¢ 1

nx¡x0

vµ dïng tiªu chuÈn Abel cho sù héi tô ®Òu (xem, ch¼ng h¹n, 3.2.15).

3.2.27. Ta ®∙ chØ ra trong lêi gi¶i cña bµi 3.2.7 r»ng chuçi ®∙ cho héi tô tíi

mét hµm liªn tôc trªn R. B©y giê, ta chøng minh r»ng sù héi tô lµ kh«ng
®Òu trªn R.
Tríc hÕt quan s¸t r»ng nÕu n0 lÎ, th× tæng

1X
n=n0

sin(n2x)

n2

kh¸c kh«ng t¹i mçi ®iÓm xk =
¼
2
+ 2k¼; k 2 N. Ngoµi ra,

1X
n=n0

sin(n2x)

n2
=

1X
l=0

sin(n20
¼
2
)

(n0 + 2l)2
:(1)

NÕu chuçi
1P

n=n0

x sin(n
2x)

n2
héi tô ®Òu tíi f trªn R, th× víi " > 0 cho tríc, tån

t¹i sè lÎ n0 sao cho¯̄̄̄
¯f(x)¡

n0¡1X
n=1

x
sin(n2x)

n2

¯̄̄̄
¯ < " víi mäi x 2 R:
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Nãi riªng, ta sÏ cã ¯̄̄̄
¯f(xk)xk

¡
n0¡1X
n=1

sin(n2 ¼
2
)

n2

¯̄̄̄
¯ < "

¼
2
+ 2k¼

;

vµ do ®ã,

lim
k!1

f(xk)

xk
=

n0¡1X
n=1

sin(n2 ¼
2
)

n2
:

MÆt kh¸c, theo (1),

f(xk)

xk
=

1X
n=1

sin(n2xk)

n2
=

n0¡1X
n=1

sin(n2 ¼
2
)

n2
+ sin

³
n20
¼

2

´ 1X
l=0

1

(n0 + 2l)2
;

m©u thuÉn víi

sin
³
n20
¼

2

´ 1X
l=0

1

(n0 + 2l)2
6= 0:

3.2.28. Kh¶ng ®Þnh suy trùc tiÕp tõ kÕt qu¶ trong 3.1.31.

3.2.29. Theo ®Þnh lÝ Weierstrass, chuçi
1P

n=n0

1
n2+x2

héi tô ®Òu trªn R. Ngoµi

ra, v× ¯̄̄̄µ
1

n2 + x2

¶0 ¯̄̄̄
=

¯̄̄̄ ¡2x
(n2 + x2)2

¯̄̄̄
∙ 1

n3
;

1P
n=n0

¡
1

n2+x2

¢0
còng héi tô ®Òu trªn R. Tõ ®ã, theo kÕt qu¶ trong bµi to¸n tríc,

f kh¶ vi trªn mçi kho¶ng compact vµ do ®ã kh¶ vi trªn R.

3.2.30. Chó ý tríc hÕt r»ng
1P

n=n0

cos(nx)
1+n2

héi tô ®Òu trªn R. Chuçi

1X
n=1

µ
cos(nx)

1 + n2

¶0
=

1X
n=1

¡n sin(nx)
1 + n2

héi tô ®Òu trªn kho¶ng ®îc chØ ra theo tiªu chuÈn Dirichlet cho sù héi tô

®Òu ®îc ph¸t biÓu trong 3.2.13. V× vËy, tÝnh kh¶ vi cña f suy tõ 3.2.28.
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3.2.31. Chuçi
1P

n=n0

(¡1)n+1 ln ¡1 + x
n

¢
héi tô, ch¼ng h¹n, víi x = 0. Chuçi

1X
n=1

³
(¡1)n+1 ln

³
1 +

x

n

´´0
=

1X
n=1

(¡1)n+1 1

n+ x

héi tô ®Òu trªn [0;1) theo kÕt qu¶ ®îc ph¸t biÓu trong 3.2.9. VËy theo kÕt
qu¶ trong 3.2.28, f kh¶ vi trªn [0;1) vµ

f 0(0) =
1X
n=1

(¡1)n+1 1
n
= ln 2; f 0(1) =

1X
n=1

(¡1)n+1 1

n = 1
= 1¡ ln 2:

Cuèi cïng, ¸p dông 3.1.30, ta cã lim
x!1

f 0(x) = 0:

3.2.32. Theo tiªu chuÈn Abel cho sù héi tô ®Òu (xem, ch¼ng h¹n, 3.2.15).
1P
n=1

(¡1)n+1 1p
n
arctg xp

n
héi tô ®Òu trªn R. Chuçi

1P
n=1

(¡1)n+1
n+x2

còng héi tô ®Òu

trªn R (xem 3.2.10(a)). VËy cã thÓ ¸p dông 3.2.28.

3.2.33. Râ rµng, chuçi
1P
n=1

sin(nx2)
1+n3

héi tô ®Òu trªn R. Chuçi
1P
n=1

2nx cos(nx2)
1+n3

héi

tô ®Òu trªn mçi kho¶ng bÞ chÆn. V× vËy, theo 3.2.28, f 0 liªn tôc trªn mçi

kho¶ng bÞ chÆn vµ nh vËy f 0 liªn tôc trªn R.

3.2.34. Theo tiªu chuÈn Weierstrass, chuçi ®∙ cho vµ chuçi

1X
n=n0

n
p
n(tg x)n¡1

1

cos2 x

héi tô ®Òu trªn mçi kho¶ng con compact cña (¡¼=4; ¼=4). V× vËy, theo 3.2.28,
f 0 liªn tôc trªn (¡¼=4; ¼=4).

3.2.35. Theo tiªu chuÈn Weierstrass, chuçi ®∙ cho héi tô trªn [0;1). L¹i
theo tiªu chuÈn Weierstrass, ta thÊy chuçi

1X
n=0

¡ne¡nx
1 + n2
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héi tô ®Òu trªn mçi kho¶ng [a;1); a > 0. VËy f thuéc C1(0;1). LÆp l¹i
qóa tr×nh trªn k lÇn, ta kÕt luËn r»ng

1P
n=n0

(¡1)knke¡nx
1+n2

héi tô ®Òu trªn mçi

[a:1); a > 0. §iÒu nµy chØ ra r»ng f 2 C1(0;1).
NÕu f 0(0) tån t¹i, th× do

f(x)¡ f(0)
x

=
1X
n=0

e¡nx ¡ 1
x(1 + n2)

∙
NX
n=0

e¡nx ¡ 1
x(1 + n2)

víi x > 0 vµ N ¸ 1, ta nhËn ®îc

lim
x!0+

f(x)¡ f(0)
x

∙
NX
n=0

¡n
1 + n2

:

ChuyÓn qua giíi h¹n khi N !1, ta thu ®îc f 0(0) ∙1, m©u thuÉn.

3.2.36. Râ rµng, chuçi héi tô ®Òu trªn mçi kho¶ng bÞ chÆn. VËy f liªn tôc

trªn R. Ngoµi ra, víi x 6= 0,
1X
n=1

µ jxj
x2 + n2

¶0
=

1X
n=1

n2 sgn(x)¡ xjxj
(x2 + n2)2

:

VËy chuçi héi tô ®Òu trªn mçi kho¶ng bÞ chÆn kh«ng chøa 0. Do ®ã, f 0 liªn

tôc t¹i x 6= 0. B©y giê, ta chØ ra r»ng f 0(0) kh«ng tån t¹i. V×

f(h)¡ f(0)
h

=

Ã
jhj
h

1X
n=1

1

h2 + n2

!

vµ (xem, ch¼ng h¹n, 3.2.17)

lim
h!0

1X
n=1

1

h2 + n2
=

1X
n=1

1

n2
=
¼2

6
;

giíi h¹n lim
h!0

f(h)¡f(0)
h

kh«ng tån t¹i.

3.2.37. Tríc hÕt quan s¸t r»ng chuçi
1P
n=1

1
nx
héi tô ®Òu trªn mçi kho¶ng

[x0;1); x0 > 1 (xem, ch¼ng h¹n, 3.2.26). VËy hµm ³¡Rieman liªn tôc trªn
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(1;1). Víi k 2 N, chuçi
1X
n=1

(¡1)k ln
k n

nx
(1)

còng héi tô ®Òu trªn mçi [x0;1); x0 > 1, bëi v×
lnk n

nx
∙ n

x0¡1
2

nx0
=

1

n
x0+1
2

víi n ®ñ lín. Do ®ã, mäi ®¹o hµn cÊp k cña hµm ³¡Rieman liªn tôc trªn
(1;1).
3.2.38. Theo (1), tån t¹i x0 2 (0; 1] sao cho f(x0) 6= 0. B©y giê, theo (2) vµ

theo c«ng thøc Taylor víi phÇn d d¹ng Lagrange, ta cã

f(x0) =
f (n)(µn)x

n
0

n!
;

ë ®©y µn 2 (0; 1). Tõ ®ã,

f (n)(µn) =
n!f(x0)

xn0
:(¤)

B©y giê, (3) suy ra r»ng sup
x2[0;1]

¯̄
anf

(n)(x)
¯̄ ¡!
n!1

0. §iÒu nµy cã nghÜa víi " > 0

cho tríc, tån t¹i n0 sao cho nÕu n > n0, th× janf (n)(µn)j < ". Tõ (¤) suy ra
r»ng

jn!anj < "xn0
jf(x0)j :

3.2.39. Râ rµng, víi x 2 Z, ta cã fn(x) = 0. VËy
1P
n=1

fn(x) = 0. B©y giê, ®Æt

x = r
s
, ë ®©y r; s nguyªn tè cïng nhau vµ s > 1. NÕu p lµ sè nguyªn tè kh¸c

s, th× fp(x) ¸ 1
ps
. Thùc vËy, víi mäi a 2 Z,¯̄̄̄

r

s
¡ a
p

¯̄̄̄
=
jrp¡ asj
sp

¸ 1

sp
:

Do ®ã,
1X
n=1

fn(x) ¸
X
p2P

1

sp
;
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ë ®©y P kÝ hiÖu tËp c¸c sè nguyªn tè kh¸c s. VËy (xem, ch¼ng h¹n, I, 3.2.72)

chuçi
1P
n=1

fn(x) ph©n kú víi mäi x 2 Q n Z. Víi x v« tû, ®Æt

A =

½
n 2 N : 1

4
< nx¡ [nx] < 1

2

¾
;

A(m) = ]fn 2 A : n < mg;

ë ®©y ]B lµ sè c¸c phÇn tö cña tËp B. Do víi x v« tû, sè nx ¡ [nx] ph©n
bè ®Òu theo modulo 1(xem, ch¼ng h¹n, §Þnh lÝ 25.1 trong P. Billingsley,

Probability and Measure, Wiley, New York, 1979, pp. 282-283), suy ra r»ng

lim
m!1

A(m)
m

= 1
4
. Do ®ã,

P
n2A

1
4n
= +1. Chó ý r»ng víi n 2 A,

fn(x) = x¡ [nx]
n
¸ 1

4n
:

Suy ra r»ng
1P
n=1

fn(x) ph©n kú víi mäi x 2 R nQ.

3.2.40. V× g bÞ chÆn, chuçi héi tô ®Òu trªn R tíi f . Tõ ®ã, f liªn tôc trªn R.
Ta ph¶i chØ ra r»ng f kh«ng ®©u kh¶ vi. Chän tuú ý sè thùc x vµ sè nguyªn

d¬ng n. NÕu tån t¹i sè nguyªn trong
¡
4mx; 4mx+ 1

2

¢
, th× kh«ng tån t¹i sè

nguyªn trong (4mx¡ 1
2
; 4mx). VËy ta lu«n t×m ®îc ±n = §1

2
4¡m sao cho kh«ng

tån t¹i sè nguyªn trong kho¶ng më víi c¸c ®iÓm mót 4mx vµ 4m(x+±m). Theo

®Þnh nghÜa cña g,

¯̄̄̄
g(4n(x+ ±m))¡ g(4mx)

±m

¯̄̄̄
=

(
0 nÕu n > m;

4m nÕu 0 ∙ n ∙ m:

Chó ý ë ®©y r»ng, víi m cè ®Þnh,

g(4n(x+ ±m))¡ g(4mx)
±m
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cã cïng dÊu víi n = 0; 1; : : : ;m. Tõ ®ã¯̄̄̄
f(4n(x+ ±m))¡ f(4mx)

±m

¯̄̄̄
=

¯̄̄̄
¯
1X
n=0

µ
3

4

¶n g(4n(x+ ±m))¡ g(4nx)
±m

¯̄̄̄
¯

=

¯̄̄̄
¯
mX
n=0

µ
3

4

¶n g(4n(x+ ±m))¡ g(4nx)
±m

¯̄̄̄
¯

=
mX
n=0

µ
3

4

¶n
4n

=
3m+1 ¡ 1

2
:

V× lim
m!1

±m = 0, suy ra tõ trªn r»ng lim
h!0

f(x+h)¡f(x)
h

kh«ng tån t¹i. §iÒu

nµy chØ ra r»ng f kh«ng ®©u kh¶ vi. §å thÞ cña ba tæng riªng ®Çu tiªn

S0(x); S1(x); S2(x) cña chuçi x¸c ®Þnh f ®îc vÏ ph¸c díi ®©y.

3.3 Chuçi luü thõa

3.3.1. X¸c ®Þnh R lµ supremum cña tËp c¸c sè r 2 [0;1) sao cho fanjrng lµ
d∙y bÞ chÆn. NÕu R d¬ng, th× víi 0 ∙ ½ < R, tån t¹i h»ng sè d¬ng, ch¼ng
h¹n C½, sao cho janj½n ∙ C½. Tõ ®ã, lim

n!1
n
pjanj ∙ 1

½
. V× bÊt ®¼ng thøc cuèi

®óng víi mäi ½ 2 [0; R), ta cã

lim
n!1

n
p
janj ∙ 1

R
:(i)

Chó ý r»ng bÊt ®¼ng thøc (i) còng ®óng víi R = 0. §Ó chØ ra bÊt ®¼ng thøc

ngîc l¹i còng ®óng, gi¶ sö r»ng R < 1; th× víi ½ > R, d∙y fanj½ng kh«ng
bÞ chÆn. Do ®ã, nã chøa mét d∙y con sao cho jank j½nk ¸ 1. VËy

lim
n!1

n
p
janj ¸ lim

n!1
nk

q
jank j ¸

1

½
:

V× ½ > R ®îc chän tuú ý, ta nhËn ®îc

lim
n!1

n
p
janj ¸ 1

R
:(ii)
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Chó ý r»ng (ii) hiÓn nhiªn ®óng víi R = 1. KÕt hîp (i) vµ (ii), ta cã 1
R
=

lim
n!1

n
pjanj. B©y giê, theo tiªu chuÈn c¨n, chuçi 1P

n=0

an(x ¡ x0)n héi tô tuyÖt
®èi víi jx¡ x0j < R vµ ph©n kú víi jx¡ x0j > R.

3.3.2.

(a) B¸n kÝnh héi tô cña chuçi lµ 1, vµ v× vËy chuçi héi tô víi jxj < 1, ph©n
kú víi jxj > 1. Víi x = 1;¡1, chuçi ph©n kú. VËy kho¶ng héi tô lµ
kho¶ng më (¡1; 1).

(b) B¸n kÝnh héi tô lµ +1, vµ v× thÕ chuçi héi tô víi mäi x 2 R.

(c) MiÒn héi tô lµ kho¶ng ®ãng [¡1=2; 1=2].

(d) Ta cã
1

R
= lim

n!1
n
p
(2 + (¡1)n)n = 3:

VËy chuçi héi tô trªn (¡1=3; 1=3). Râ rµng, chuçi ph©n kú t¹i c¸c ®iÓm
mót cña kho¶ng héi tô.

(e) V×
1

R
= lim

n!1
2 + (¡1)n
5 + (¡1)n+1 =

3

4
;

chuçi héi tô trªn (¡4=3; 4=3). T¹i c¸c ®iÓm mót, chuçi ph©n kú.

(f) V×
1

R
= lim

n!1
n
p
janj = lim

n!1
n2
p
2n = 1;

ta cã thÓ dÔ dµng t×m ra kho¶ng héi tô lµ (¡1; 1).

(g) V×
1

R
= lim

n!1
n
p
janj = lim

n!1
n!
p
2n2 = 1;

ta cã thÓ dÔ dµng t×m ra kho¶ng héi tô lµ (¡1; 1).
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(h) Ta cã
1

R
= lim n!1

n
p
janj = lim n!1

µ
1 +

1

n

¶(¡1)nn
= e:

V× vËy, chuçi héi tô trªn (¡1=e; 1=e). T¹i c¸c ®iÓm mót, chuçi ph©n kú

v× kh«ng tho¶ m∙n ®iÒu kiÖn cÇn cho sù héi tô. Thùc vËy, nÕu x = 1=e,

th×

lim
n!1

a2n = lim
n!1

(1 + 1
2n
)4n

2

e2n
= e¡1=2

vµ nÕu x = ¡1=e, th× lim
n!1

ja2nj = e¡1=2.

3.3.3.

(a) B¸n kÝnh héi tô lµ
p
2 vµ kho¶ng héi tô lµ [1¡p2; 1 +p2].

(b) B¸n kÝnh héi tô cña
1P
n=1

n
n+1
yn lµ 1. VËy chuçi

1P
n=1

n
n+1

¡
2x+1
x

¢n
héi tô trªn

(¡1=3; 1=3). Râ rµng nã ph©n kú t¹i x = ¡1 vµ x = ¡1=3.

(c) B¸n kÝnh héi tô cña
1P
n=1

n4n

3n
yn lµ 3=4. Do ®ã, chuçi

1P
n=1

n4n

3n
xn(1¡ x)n héi

tô trªn (¡1=2; 3=2). Ta cã thÓ dÔ dµng thÊy r»ng nã ph©n kú t¹i c¸c
®iÓm mót.

(d) V× b¸n kÝnh héi tô lµ 4, chuçi héi tô trªn (¡3; 5). Víi x = 5, chuçi ph©n
kú v× d∙y c¸c sè h¹ng cña nã

n
(n!)2

(2n)!
4n
o
®¬n ®iÖu t¨ng. Víi x = ¡3, ta

nhËn ®îc chuçi
1P
n=1

(¡1)n (n!)2
(2n)!

4n, ph©n kú v× kh«ng tho¶ m∙n ®iÒu kiÖn

cÇn cho sù héi tô.

(e) B¸n kÝnh héi tô cña
1P
n=1

p
nyn lµ 1. V× vËy, chuçi

1P
n=1

p
n(tg x)n héi tô

trªn tËp [
n2Z

³
¡¼
4
+ n¼;

¼

4
+ n¼

´
:

NÕu x = ¡¼
4
+ n¼ hoÆc x = ¼

4
+ n¼, chuçi ph©n kú.
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(f) MiÒn héi tô lµ

(¡1;¡ tg 1) [ (tg 1;1)
.

3.3.4.

(a) Gi¶ sö r»ng, ch¼ng h¹n, R1 < R2. Khi ®ã, víi jxj < R1, chuçi
1P
n=0

(an +

bn)x
n héi tô v× nã lµ tæng cña hai chuçi héi tô. Víi R1 < jxj < R2,

chuçi ph©n kú v× nã lµ tæng cña chuçi héi tô vµ chuçi ph©n kú. VËy,

R = R1 = minfR1; R2g. NÕu R1 = R2, th× râ rµng R ¸ R1. §Ó chØ ra bÊt
®¼ng thøc cã thÓ ngÆt, ®Æt an = ¡1; bn = 1 víi n = 0; 1; 2; : : : . Khi ®ã,
R1 = R2 = 1 vµ R =1.

(b) V× r»ng (xem, ch¼ng h¹n, I, 2.4.16)

1

R
= lim

n!1
n
p
janbnj ∙ lim

n!1
n
p
janj ¢ lim

n!1
n
p
jbnj = 1

R1
¢ 1
R2
;

ta thu ®îc R ¸ R1R2. VÝ dô sau ®©y chØ ra r»ng bÊt ®¼ng thøc cã thÓ
ngÆt. §Æt

a2n = 0; a2n+1 = 1; b2n = 1; b2n+1 = 0; n = 0; 1; 2; : : : :

Khi ®ã, R1 = R2 = 1 vµ R =1.

3.3.5.

(a) Suy ra tõ

an =
an
bn
¢ bn

vµ tõ (b) trong bµi to¸n tríc r»ng R1 ¸ RR2. §Ó thÊy r»ng bÊt ®¼ng
thøc cã thÓ ngÆt, xÐt, ch¼ng h¹n, chuçi

1P
n=0

anx
n vµ

1P
n=0

bnx
n, ë ®©y

an =

(
1 víi n ch½n;
2n víi n lÎ:
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vµ

bn =

(
2n víi n ch½n;
1 víi n lÎ:

Khi ®ã, R1 = R2 = R = 1=2.

(b) ChØ cÇn chøng minh r»ng nÕu jxj < minfR1; R2g, th× theo ®Þnh lÝ

Mertens (xem, ch¼ng h¹n, I, 3.6.1) tÝch Cauchy cña c¸c chuçi
1P
n=0

anx
n

vµ
1P
n=0

bnx
n héi tô. VÝ dô sau ®©y chØ ra r»ng bÊt ®¼ng thøc R ¸

minfR1; R2g cã thÓ ngÆt. TÝch Cauchy cña
1P
n=0

anx
n vµ

1P
n=0

bnx
n, ë ®©y

a0 = 1; an = ¡
µ
3

2

¶n
; b0 = 1; bn =

µ
3

2

¶n¡1µ
2n +

1

2n+1

¶

lµ
1P
n=0

¡
3
4

¢
xn (xem, ch¼ng h¹n, I,3.6.11). Ta cã R1 = 2=3; R2 = 1=3 vµ

R = 4=3. VÝ dô tiÕp theo chØ ra R cã thÓ v« h¹n mÆc dï c¶ R1 vµ R2
®Òu h÷u h¹n. NÕu

an =

(
2 nÕu n = 0;

2n nÕu n = 1; 2; : : : :

vµ

bn =

(
¡1 nÕu n = 0;

1 nÕu n = 1; 2; : : : :

th× R1 = 1=2; R2 = 1 vµ R = +1.

3.3.6. Ta sÏ dïng 3.3.1(2).

(a) Víi 0 < " < L, tån t¹i n0 sao cho nÕu n ¸ n0, th×

n

r
L¡ "
n®

∙ n
p
janj ∙ n

r
L+ "

n®
:

Tõ ®ã, lim
n!1

n
pjanj = 1 vµ R = 1.
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(b) Nh trong (a), cã thÓ chØ ra r»ng R = ®.

(c) R =1.

3.3.7.

(a) V× lim
n!1

n
pj2nanj = 2

n
, b¸n kÝnh héi tô b»ng 1

2
R.

(b) NÕu " > 0 ®ñ nhá sao cho 1
R
¡ " > 0, th× víi v« h¹n n,

n n
p
janj > n

µ
1

R
¡ "
¶
:

Do ®ã, lim
n!1

n
pjanj = +1 vµ R = 0.

(c) V× lim
n!1

n
np
n!
= e, ta thÊy r»ng b¸n kÝnh héi tô lµ R=e (xem, ch¼ng h¹n,

I, 2.4.20).

(d) Do tån t¹i d∙y c¸c sè nguyªn d¬ng fnkg sao cho
1

R
= lim

k!1
nk

q
jank j;

ta kÕt luËn r»ng b¸n kÝnh héi tô lµ R2.

3.3.8. Suy trùc tiÕp tõ kÕt qu¶ trong 3.1.25 r»ng nh÷ng chuçi luü thõa duy

nhÊt nh vËy lµ c¸c ®a thøc.

3.3.9. B¸n kÝnh héi tô cña chuçi lµ +1. §¹o hµm tõng tõ, ta ®îc

f 0(x) =

Ã 1X
n=0

x2n+1

(2n+ 1)!!

!0
= 1 +

1X
n=0

x2n

(2n¡ 1)!! = 1 + xf(x):

3.3.10. Nh trong lêi gi¶i cña bµi to¸n tríc, víi x 2 R, ta cã

f 00(x) + f 0(x) + f(x) =
1X
n=0

xn

n!
= ex:
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3.3.11. Víi x 2 (¡1; 1), ®Æt

g(x) =
f(xx0)¡ f(x0)

x¡ 1 :

Khi ®ã, lim
x!1¡

g(x) = x0f
0(x0). Ngoµi ra (xem, ch¼ng h¹n, I, 3.6.4),

g(x) =
1

1¡ xf(x0)¡
1

1¡ xf(x0x) =
1X
n=0

(f(x0)¡ Sn(x0))xn:

VËy nÕu 0 < x < 1 vµ m = 0; 1; 2; : : : , ta nhËn ®îc

g(x) =
1X
n=0

(f(x0)¡ Sn(x0))xn > (f(x0)¡ Sm(x0))xm:

Do ®ã, x0f 0(x0) = lim
x!1¡

g(x) ¸ f(x0)¡ Sm(x0) > 0:

3.3.12. Tríc hÕt ta chøng minh r»ng
1P
n=0

anx
n;

1P
n=0

Snx
n vµ

1P
n=0

(n+1)Tnx
n héi

tô víi jxj < 1. Do fTng bÞ chÆn, tån t¹i C > 0 sao cho jTnj ∙ C víi mäi n.

Khi ®ã, víi jxj < 1,
1X
n=0

(n+ 1)jTnxnj ∙
1X
n=0

(n+ 1)Cjxjn = C

(1¡ jxj)2 :

Sù héi tô cña
1P
n=0

Snx
n víi jxj < 1 suy ra tõ ®¼ng thøc

NX
n=0

(n+ 1)Snx
n = S0 +

NX
n=0

((n+ 1)Tn ¡ nTn¡1)xn:

T¬ng tù, v×
NP
n=0

anx
n = a0+

NP
n=0

(Sn¡Sn¡1)xn, sù héi tô cña chuçi
1P
n=0

Snx
n kÐo

theo sù héi tô cña
1P
n=0

anx
n víi jxj < 1.

C¸c ®¼ng thøc ®∙ ph¸t biÓu suy tõ ®Þnh lÝ Mertens (xem, ch¼ng h¹n, I,

3.6.1).
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3.3.13. Ta cã

jxj
1¡ jxj jf

0(x)j ∙
1X
n=0

jxjn
1X
k=0

2kx2
k

=
1X
n=1

0@X
2k∙n

1A jxjn
=

0@[log2 n]X
k=0

1A jxjn
∙

1X
n=1

njxjn = 2 jxj
(1¡ jxj)2 :

VËy bÊt ®¼ng thøc cÇn chøng minh ®îc tho¶ m∙n víi M = 2.

3.3.14. Sù héi tô ®Òu cña
1P
n=0

anx
n trªn [0; 1] suy tõ tiªu chuÈn Abel cho sù

héi tô ®Òu (xem lêi gi¶i cña 3.2.19). §Ó chøng minh (2), chØ cÇn ¸p dông

3.1.30 (còng xem lêi gi¶i cña 3.2.19).

3.3.15. Chóng ta tríc hÕt chØ ra r»ng

lim
x!1¡

f(x) ∙ lim
n!1

Sn:(1)

Ta cã (xem 3.3.12)

f(x) = (1¡ x)
1X
n=0

Snx
n víi jxj < 1:(2)

NÕu lim
n!1

Sn = +1, th× (1) lµ râ rµng. NÕu lim
n!1

Sn = S 2 R, th× theo (2), ta cã

S ¡ f(x) = (1¡ x)
1X
n=0

(S ¡ Sn)xn:(3)

Gäi " > 0 cho tríc. Khi ®ã, tån t¹i n0 sao cho Sn < S + " bÊt cø khi nµo
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n > n0. VËy, theo (3), víi x 2 (0; 1),

S ¡ f(x) ¸ (1¡ x)
n0X
n=0

(S ¡ Sn)xn ¡ "(1¡ x)
1X

n=n0+1

xn

= (1¡ x)
n0X
n=0

(S ¡ Sn)xn ¡ "xn0+1

¸ (1¡ x)
n0X
n=0

(S ¡ Sn)xn ¡ "

Do ®ã,

f(x) ∙ S + "¡ (1¡ x)
n0X
n=0

(S ¡ Sn)xn:

V× tån t¹i ± > 0 sao cho nÕu x 2 (1¡ ±; 1), th×¯̄̄̄
¯(1¡ x)

n0X
n=0

(S ¡ Sn)xn
¯̄̄̄
¯ < ";

ta thÊy r»ng f(x) ∙ S + 2". VËy (1) ®îc chøng minh trong trêng hîp

lim
n!1

Sn. B©y giê, nÕu lim
n!1

Sn = ¡1, th× râ rµng, lim
n!1

Sn = ¡1. VËy víi
M 2 R, cã thÓ chän n1 sao cho nÕu n > n1, th× Sn < M . Do ®ã, víi x 2 (0; 1),
ta cã

M ¡ f(x) = (1¡ x)
n1X
n=0

(M ¡ Sn)xn + (1¡ x)
1X

n=n1+1

(M ¡ Sn)xn

= (1¡ x)
n1X
n=0

(M ¡ Sn)xn:

VËy f(x) ∙M¡(1¡x)
n1P
n=0

(M¡Sn)xn. V× tån t¹i ± > 0 sao cho nÕu x 2 (1¡±; 1),
th× ¯̄̄̄

¯(1¡ x)
n0X
n=0

(M ¡ Sn)xn
¯̄̄̄
¯ < "

ta thu ®îc f(x) ∙M + ". Tõ ®ã

lim
x!1¡

f(x) ∙ lim
x!1¡

f(x) ∙M:
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V× M cã thÓ ®îc chän tuú ý, suy ra lim
x!1¡

f(x) = ¡1. §iÒu nµy kÕt thóc
chøng minh cña (1). BÊt ®¼ng thøc

lim
x!1¡

Sn ∙ lim
x!1¡

f(x)

®îc thiÕt lËp t¬ng tù.

3.3.16. §Æt

An =

1P
k=0

kjakj
n

:

Khi ®ã, lim
n!1

An = 0 (xem, ch¼ng h¹n, I, 2.3.2). Theo gi¶ thiÕt, nÕu xn = 1¡ 1
n
,

th× lim
n!1

f(xn) = L. VËy, víi " > 0 cho tríc, tån t¹i n0 sao cho nÕu n ¸ n0,
th×

jf(xn)¡ Lj < "

3
; An <

"

3
vµ njanj < "

3
:

§Æt Sn =
nP
k=0

ak, ta cã

Sn ¡ L = f(x)¡ L+
nX
k=0

ak(1¡ xk)¡
1X

k=n+1

akx
k; jxj < 1:

B©y giê, chó ý r»ng nÕu x 2 (0; 1), th×

(1¡ xk) = (1¡ x)(1 + x+ ¢ ¢ ¢+ xk¡1) ∙ k(1¡ x):

Do ®ã,

jSn ¡ Lj ∙ jf(x)¡ Lj+ (1¡ x)
nX
k=0

kjakj+ "

3n(1¡ x) :

Cuèi cïng, lÊy x = xn, ta ®îc

jSn ¡ Lj ∙ "
3
+
"

3
+
"

3
= ":

3.3.17. XÐt, ch¼ng h¹n, chuçi
1P
n=0

(¡1)nxn.
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3.3.18. Tõ ®Þnh lÝ Abel (xem 3.3.14), suy ra r»ng nÕu chuçi
1P
n=1

an héi tô,

th× giíi h¹n lim
x!1¡

f(x) tån t¹i. §Ó chØ ra chiÒu ngîc l¹i ®óng, gi¶ sö r»ng

lim
x!1¡

f(x) = g 2 R. Khi ®ã, theo gi¶ thiÕt, víi 0 < x < 1, ta nhËn ®îc

kX
n=1

anx
n ∙ f(x) ∙ g; k 2 N:

Tõ ®ã,
kP
n=1

an = lim
x!1¡

kP
n=1

anx
n ∙ g, suy ra sù héi tô cña

1P
n=1

an.

3.3.19. X¸c ®Þnh

b0 = 0; bn = a1 = 2a2 + ¢ ¢ ¢+ nan; n 2 N:

Khi ®ã

f(x) = a0 +
1X
n=1

bn ¡ bn¡1
xn

= a0 +
1X
n=1

bn

µ
xn

n
¡ xn+1

n+ 1

¶
= a0 +

1X
n=1

bn

µ
xn ¡ xn+1
n+ 1

+
xn

n(n+ 1)

¶
= a0 + (1¡ x)

1X
n=1

bn
n+ 1

xn +
1X
n=1

bn
n(n+ 1)

xn:

V× lim
n!1

bn
n+1

= 0, cã thÓ chøng minh r»ng

lim
x!1¡

(1¡ x)
1X
n=1

bn
n+ 1

xn = 0:

B©y giê, ¸p dông ®Þnh lý Tauber, ta nhËn ®îc

1X
n=1

bn
n(n+ 1)

= L¡ a0:
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Ngoµi ra

lim
N!1

NX
n=1

bn
n(n+ 1)

= lim
N!1

NX
n=1

bn

µ
1

n
¡ 1

n+ 1

¶

= lim
N!1

Ã
NX
n=1

bn ¡ bn¡1)
n

¡ bN
N + 1

!

= lim
N!1

NX
n=1

an:

VËy
1P
n=0

an = L.

3.3.20. Suy ra tõ sù héi tô cña chuçi
1P
n=1

na2n vµ kÕt qu¶ trong I,3.5.9(b) r»ng

lim
n!1

a21 + 2
2a22 + ¢ ¢ ¢+ n2a2n

n
= 0:

Theo bÊt ®¼ng thøc Cauchy

Ã
nX
k=1

kak

!2
∙ n

Ã
nX
k=1

k2a2k

!
:

Do ®ã,

lim
n!1

µPn
k=1 kak
n

¶2
∙
Pn

k=1 k
2a2k

n
= 0:

kÕt qu¶ cÇn chøng minh suy tõ bµi to¸n tríc.

3.3.21. LÊy " > 0. Theo gi¶ thiÕt, tån t¹i n0 2 N sao cho nÕu n > n0, th×
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jan ¡ Abnj < "bn. VËy, víi x 2 (0; 1),

jf(x)¡Ag(x)j =
¯̄̄̄
¯
1X
n=0

(an ¡Abn)xn
¯̄̄̄
¯

∙
¯̄̄̄
¯
n0X
n=0

(an ¡Abn)xn
¯̄̄̄
¯+

¯̄̄̄
¯

1X
n=n0+1

(an ¡ Abn)xn
¯̄̄̄
¯

∙
n0X
n=0

jan ¡Abnj+ "
1X

n=n0+1

bnx
n

∙
n0X
n=0

jan ¡Abnj+ "g(x):

V× lim
x!1¡

g(x) = +1, víi x ®ñ gÇn 1, ta cã

n0X
n=0

jan ¡ Abnj+ "g(x):

Tõ ®ã, jf(x)¡Ag(x)j < 2"g(x) víi x ®ñ gÇn 1.

3.3.22. Chó ý r»ng theo ®Þnh lý Mertens (xem, ch¼ng h¹n, I, 3.6.1),

f(x) = (1¡ x)
1X
n=0

Snx
n vµ g(x) = (1¡ x)

1X
n=0

Tnx
n

víi jxj < 1. VËy tõ kÕt qu¶ trong bµi to¸n tríc, ta cã

lim
x!1¡

f(x)

g(x)
=

f(x)
1¡x
g(x)
1¡x

= A:

3.3.23. XÐt

f(x) =
1

(1¡ x)2(1¡ x) = (1¡ x)
1X
n=0

(n+ 1)x2n

1X
n=0

(n+ 1)(x2n ¡ x2n+1)
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vµ

g(x) =
1

1¡ x =
1X
n=0

xn:

Khi ®ã, lim
x!1¡

f(x)
g(x)

= 1
4
. MÆt kh¸c, v× S2n=1 = 0; S2n = n+1 vµ Tn = n, giíi h¹n

lim
n!1

Sn
Tn
kh«ng tån t¹i.

3.3.24. Víi x 2 (0; 1),

f(x) ¸
nX
k=0

akx
k ¸ xnSn;(1)

bëi v× tÊt c¶ c¸c hÖ sè an kh«ng ©m. §Æt x = e¡
1
n , ta cã

e¡1Sn ∙ f
³
e¡

1
n

´
:

VËy, theo gi¶ thiÕt, víi " > 0 cho tríc, tån t¹i n0 sao cho nÕu n ¸ n0, th×

e¡1Sn ∙ A+ "

1¡ e¡ 1
n

< 2(A+ ")n:

BÊt ®¼ng thøc cuèi cïng suy ra tõ lim
n!1

ln
¡
1¡ 1

2n

¢n
= ¡1

2
> ¡1. VËy ta cã

Sn ∙ A2n víi A2 ¸ 2(A+ ")e nµo ®ã:(1)

B©y giê, theo (2), ta cã

f(x) = (1¡ x)
1X
n=0

Snx
n

< (1¡ x)Sn
n¡1X
k=0

xk +A2(1¡ x)
1X
k=n

kxk

< Sn +A2nx
n +

A2x
n+1

1¡ x :

NÕu trong (1) ®Æt x = e¡®=n; ® > 0, ta nhËn ®îc

f
¡
e¡

®
n

¢
=

A¡ "
1¡ e¡®

n

> (A¡ ")n
®
:
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BÊt ®¼ng thøc cuèi suy tõ e¡
®
n > 1¡ ®

n
. Do ®ã,

(A¡ ")n
®
< Sn +A2ne

¡® +
2A2ne

¡®

®
;

hay nãi c¸ch kh¸c

Sn > n
A¡ "¡ 2A2e¡® ¡A2®e¡®

®
:

NÕu lÊy n ®ñ lín, ta nhËn ®îc Sn > A1n víi h»ng sè d¬ng A1 nµo ®ã.

3.3.25. Ta b¾t ®Çu víi mét sè kiÕn thøc chuÈn bÞ sÏ dïng trong chøng minh

cña ®Þnh lÝ. Gi¶ sö r»ng ' liªn tôc trªn [0; 1] trõ ®iÓm c 2 (0; 1) mµ t¹i ®ã
c¸c giíi h¹n mét phÝa '(c+); '(c¡) tån t¹i vµ '(c) = '(c+) hoÆc '(c) = '(c¡).

B©y giê, ta sÏ chØ ra r»ng víi " > 0 cho tríc, tån t¹i c¸c ®a thøc P1 vµ P2
sao cho Z 1

0

(P2(x)¡ '(x)) dx < " vµ
Z 1

0

('(x)¡ P1(x)) dx < "

§Ó lµm vËy, gi¶ sö, ch¼ng h¹n, r»ng '(c¡) < '(c+) vµ '(c) = '(c+). Râ

rµng, cã thÓ chän ±1 > 0 ®ñ nhá sao cho bÊt ®¼ng thøc j'(c¡ ±1)¡'(x)j < "=4
®óng víi x 2 (c¡ ±1; c). §Æt

M = supfj'(x)¡ '(c)j : x 2 (c¡ ±1; c)g

vµ lÊy ± < minf±1; "=(4M); c; 1¡ cg. B©y giê ®Þnh nghÜa

g(x) =

(
'(x) nÕu x 2 [0; c¡ ±] [ [c; 1];
maxfl(x); '(x)g nÕu x 2 (c¡ ±; c);

ë ®©y l(x) lµ hµm tuyÕn tÝnh sao cho l(c ¡ ±) = '(c ¡ ±) vµ l(c) = '(c). Khi
®ã, g liªn tôc vµ ' ∙ g trªn [0; 1]. Theo ®Þnh lÝ xÊp xØ cña Weierstrass (xem,
ch¼ng h¹n, 3.1.33), tån t¹i ®a thøc P2 sao cho

jg(x)¡ P2(x)j < "

2
víi x 2 [0; 1]:
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Còng nh vËy, ta ®Þnh nghÜa

h(x) =

(
'(x) nÕu x 2 [0; c] [ [c+ ±; 1];
minfl1(x); '(x)g nÕu x 2 [c; c+ ±);

ë ®©y l1(x) lµ hµm tuyÕn tÝnh sao cho l1(c) = '(c¡) vµ l1(c + ±) = '(c + ±).

Râ rµng, h liªn tôc vµ h ∙ ' trªn [0; 1]. Theo ®Þnh lÝ xÊp xØ cña Weierstrass,
tån t¹i ®a thøc P1 sao cho

jh(x)¡ P1(x)j < "

2
víi x 2 [0; 1]:

Ngoµi ra, ta cã Z 1

0

(g(x)¡ '(x)) dx =
Z
(c¡±;c)

(g(x)¡ '(x)) dx:

NÕu ®Æt

A = fx 2 (c¡ ±; ±) : g(x) = l(x)g vµ B = (c¡ ±; c) nA;

th× ta nhËn ®îcZ
(c¡±;c)
(g(x)¡ '(x)) dx =

Z
A

(g(x)¡ '(x)) dx

∙
Z
(c¡±;c)

jl(x)¡ '(x)j dx

∙
Z
(c¡±;c)
(j'(x)¡ '(c¡ ±)j+ j'(c¡ ±)¡ l(x)j dx

<
"

4
+M

±

2
<
"

2
:

Suy ra tõ trªn r»ngZ 1

0

(P2(x)¡ '(x)) dx

=

Z 1

0

(P2(x)¡ g(x)) dx+
Z 1

0

(g(x)¡ '(x)) dx < ":
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Hoµn toµn t¬ng tù, cã thÓ chøng minh r»ngZ 1

0

('(x)¡ P1(x)) dx < ":

B©y giê, ta chøng minh ®Þnh lÝ cña Hardy vµ Littlewood. Kh«ng mÊt tæng

qu¸t, cã thÓ gi¶ sö r»ng A = 1. Tríc hÕt, ta chØ ra r»ng

lim
x!1¡

(1¡ x)
1X
n=0

anx
nP (xn) =

Z 1

0

P (t) dt

víi mäi ®a thøc P . Râ rµng, chØ cÇn chøng minh ®¼ng thøc ®óng cho P (x) =

xk. Ta cã,

lim
x!1¡

(1¡ x)
1X
n=0

anx
n+kn = lim

x!1¡
1¡ x
1¡ xk+1 (1¡ x

k+1)
1X
n=0

anx
(k+1)n

=
1

k + 1
=

Z 1

0

tk dt:

B©y giê, x¸c ®Þnh ' bëi

'(x) =

(
0 víi 0 ∙ x < e¡1;
1
x

víi e¡1 ∙ x ∙ 1:

Ta ph¶i chøng minh r»ng

lim
x!1¡

(1¡ x)
1X
n=0

anx
n'(xn) =

Z 1

0

'(t) dt = 1:(1)

Suy ra tõ c¸c chuÈn bÞ ë phÇn ®Çu lêi gi¶i r»ng, víi " > 0 cho tríc, tån t¹i

c¸c ®a thøc P1 vµ P2 sao cho

P1(x)¡ "
2
∙ h(x) ∙ '(x) ∙ g(x) ∙ P2(x) + "

2

vµ Z 1

0

(P2(x)¡ '(x)) dx < ";
Z 1

0

('(x)¡ P1(x)) dx < ":
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V× an ¸ 0, ta thu ®îc

lim
x!1¡

(1¡ x)
1X
n=0

anx
n'(xn) ∙ lim

x!1¡
(1¡ x)

1X
n=0

anx
nP2(x

n) +
"

2

=

Z 1

0

P2(t) dt+
"

2
<

Z 1

0

'(t) dt+
3"

2

Do ®ã,

lim
x!1¡

(1¡ x)
1X
n=0

anx
n'(xn) ∙

Z 1

0

'(t) dt:

Theo ®óng c¸ch nh vËy, cã thÓ chøng minh r»ng

lim
x!1¡

(1¡ x)
1X
n=0

anx
n'(xn) ¸

Z 1

0

'(t) dt:

VËy (1) ®îc chøng minh. V× vËy,

1 = lim
N!1

(1¡ e¡1=N )
1X
n=0

ane
¡1=N'(e¡1=N ) = lim

N!1
(1¡ e¡1=N)

NX
n=0

an:

V× lim
N!1

(1¡ e¡1=N) = 1, ta thu ®îc

lim
N!1

NP
n=0

an

N
= 1:

3.3.26. NÕu jnanj ∙ C, th× víi mäi x 2 (0; 1),

jf 0(x)j ∙
1X
n=2

n(n¡ 1)janjxn¡2 ∙ C
1X
n=2

(n¡ 1)xn¡2 = C 1

(1¡ x)2 :

Theo 2.3.23 suy ra r»ng

lim
x!1¡

(1¡ x)f 0(x) = 0 = lim
x!1¡

(1¡ x)
1X
n=1

nanx
n¡1:

B©y giê, v×

F (x) =
1X
n=1

³
1¡ nan

C

´
xn¡1 =

1

1¡ x ¡
f 0(x)
C

;
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ta thu ®îc lim
x!1¡

(1¡x)F (x) = 1. KÕt hîp víi ®Þnh lÝ cña Hardy vµ Littlewood
ë trªn, cã

lim
n!1

nP
k=1

¡
1¡ kak

C

¢
n

= 1:

Tõ ®ã,

lim
n!1

nP
k=1

kak

n
= 0:

§Ó kÕt thóc chøng minh, chØ cÇn ¸p dông kÕt qu¶ ®∙ cho trong 3.3.19.

3.3.27. Gi¶ sö ngîc l¹i r»ng lim
n!1

an = 0. Khi ®ã, víi " > 0 cho tríc, tån

t¹i n0 sao cho nÕu n > n0, th× janj < "=2. VËy,

j(1¡ x)f(x)j ∙
¯̄̄̄
¯(1¡ x)

n0X
k=0

akx
k

¯̄̄̄
¯+ "2 ;

suy ra

lim
x!1¡

j(1¡ x)f(x)j = 0;
tr¸i gi¶ thiÕt.

3.4 Chuçi Taylor

3.4.1. Gi¶ sö r»ng jf (n)(x)j ∙ M víi n 2 N vµ x 2 [a; b]. Theo c«ng thøc
Taylor víi phÇn d d¹ng Lagrange (xem, ch¼ng h¹n, 2.3.3 (a)), ta cã

f(x) =
nX
k=0

f (k)(x0)

k!
(x¡ x0)k + rn(x);

ë ®©y

jrn(x)j =
¯̄̄̄
f (n+1)(x0 + µ(x¡ x0))

(n+ 1)!
(x¡ x0)n+1

¯̄̄̄
∙M (b¡ a)n+1

(n+ 1)!
:

Tõ ®ã, lim
n!1

rn(x) = 0. Do ®ã,

f(x) = lim
n!1

nX
k=0

f (k)(x0)

k!
(x¡ x0)k =

1X
k=0

f (k)(x0)

k!
(x¡ x0)k:
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3.4.2. Kh«ng, v× f (n)(0) = 0 víi n = 0; 1; 2; : : : , vµ f(x) 6= 0 víi x 6= 0.

3.4.3. Theo tiªu chuÈn M cña Weierstrass, chuçi
1P
n=0

cos(n2x)
en

vµ
1P
n=0

¡n2 sin(n2x)
en

héi tô tuyÖt ®èi vµ ®Òu trªn R. VËy f 0 liªn tôc trªn R. LÆp l¹i lÝ luËn
trªn, ta thÊy f thuéc C1(R). Ngoµi ra, cã thÓ t×m ®îc f (2k¡1)(0) = 0 vµ

f (2k)(0) = (¡1)k
1P
n=0

n4k

en
. VËy

jf (2k)(0)jx2k
(2k)!

>

µ
n2x

2k

¶2k
e¡n; x 6= 0; n = 0; 1; 2; : : : :

NÕu lÊy n = 2k, ta nhËn ®îc

jf (2k)(0)jx2k
(2k)!

>

µ
2kx

e

¶2k
> 1 víi x 6= 0 vµ k >

¯̄̄ e
2x

¯̄̄
:

V× vËy, chuçi Taylor cña f héi tô vÒ 0 víi x 6= 0 vµ ®¼ng thøc kh«ng ®óng
nÕu x 6= 0.

3.4.4. Gi¶ sö tríc hÕt r»ng x > 0. PhÇn d d¹ng Lagrange trong c«ng thøc

Taylor cña f(x) = (1 + x)® lµ

rn(x) =
®(®¡ 1) ¢ ¢ ¢ (®¡ n)

(n+ 1)!
xn+1(1 + µx)®¡n¡1:

Víi jxj < 1, ta cã
lim
n!1

®(®¡ 1) ¢ ¢ ¢ (®¡ n)
(n+ 1)!

xn+1 = 0:

§Ó thÊy ®iÒu nµy, cã thÓ ¸p dông, ch¼ng h¹n, I, 2.2.31. Do ®ã, ®Ó chøng

minh r»ng lim
n!1

rn(x) = 0, chØ cÇn chøng minh r»ng f(1 + µx)®¡n¡1g lµ d∙y bÞ
chÆn. §iÒu nµy suy r© tõ c¸c bÊt ®¼ng thøc râ rµng sau

1 ∙ (1 + µx)® ∙ (1 + x)® ∙ 2® víi ® ¸ 0

vµ

2® ∙ (1 + µx)® ∙ (1 + x)® ∙ 1 víi ® < 0
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vµ (1 + µx)¡n ∙ 1. VËy, ta ®∙ chøng minh ®¼ng thøc ®∙ cho ®óng víi

0 < x < 1. B©y giê, ta xÐt trêng hîp x < 0. PhÇn d d¹ng Cauchy trong

c«ng thøcTaylor cña f(x) = (1 + x)® (xem, ch¼ng h¹n, 2.3.3(b)) lµ

rn(x) =
®(®¡ 1) ¢ ¢ ¢ (®¡ n)

(n+ 1)!
xn+1(1¡ µ)n(1 + µx)®¡n¡1:

Nh trªn, chØ cÇn chøng minh r»ng f(1 ¡ µ)n(1 + µx)®¡n¡1g lµ d∙y bÞ chÆn.
V× x 2 (¡1; 0), ta thÊy r»ng

(1¡ µ)n ∙
µ
1¡ µ
1 + µx

¶
< 1:

Ngoµi ra,

1 ∙ (1 + µx)®¡1 ∙ (1 + x)®¡1 nÕu ® ∙ 1
vµ

(1 + x)®¡1 ∙ (1 + µx)®¡1 ∙ 1 nÕu ® ¸ 1:
§iÒu nµy chøng minh ®¼ng thøc ®óng víi x 2 (¡1; 0).
3.4.5. Tríc hÕt gi¶ sö r»ng x 6= 0. Khi ®ã ®¼ng thøc

jxj =
p
1¡ (1¡ x2)

vµ c«ng thøc nhÞ thøc Newton víi ® = 1=2 (xem bµi to¸n tríc) suy ra

jxj = 1¡ 1
2
(1¡ x2)¡

1X
n=2

1 ¢ 3 ¢ ¢ ¢ (2n¡ 3)
2nn!

(1¡ x2)n

= 1¡ 1
2
(1¡ x2)¡

1X
n=2

(2n¡ 3)!!
(2n)!

(1¡ x2)n:

Ngoµi ra, chó ý r»ng chuçi
1P
n=2

(2n¡3)!!
(2n)!

héi tô, bëi v× theo c«ng thøc Wallis

(xem, ch¼ng h¹n, I, 3.8.38)

lim
n!1

(2n¡3)!!
(2n)!

1
(2n¡1)pn

=
1p
n
:

V× vËy, theo ®ÞnhlÝ Abel (xem, ch¼ng h¹n, 3.3.14), ®¼ng thøc còng ®óng víi

x = 0.
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3.4.6. Vi ph©n tõng sè h¹ng suy ra f thuéc C1(¡R;R). Ngoµi ra,

f (k)(x) =
1X
n=k

n(n¡ 1)(n¡ 2) ¢ ¢ ¢ (n¡ k + 1)anxn¡k:

Tõ ®ã, f (k)(0) = k!ak víi k = 0; 1; 2; : : : .

3.4.7. Quan s¸t r»ng

f(x) =
1X
n=0

an((x¡ x0) + x0)n

=
1X
n=0

an

nX
k=0

µ
n

k

¶
(x¡ x0)kxn¡k0

=
1X
n=0

Ã
nX
k=0

µ
n

k

¶
anx

n¡k
0

!
(x¡ x0)k:

§Ó thÊy bÊt ®Èng thøc cuèi cïng ®óng, chó ý r»ng

1X
n=0

nX
k=0

¯̄̄̄
an

µ
n

k

¶
(x¡ x0)kxn¡k0

¯̄̄̄
=

1X
n=0

janj(jx¡ x0j+ jx0j)n:

Do ®ã, chuçi kÐp ë vÕ tr¸i cña ®¼ng thøc héi tô tuyÖt ®èi víi jx¡x0j+jx0j < R,
vµ v× vËy cã thÓ ¸p dông kÕt qu¶ trong I, 3.7.23. B©y giê, vi ph©n tõng sè

h¹ng, ta nhËn ®îc

f (k)(x0) =
1X
n=k

µ
n

k

¶
anx

n¡k
0 k! víi k = 0; 1; 2; : : : :

VËy
f (k)(x0)

k!
=

1X
n=k

µ
n

k

¶
anx

n¡k
0 víi k = 0; 1; 2; : : : :

3.4.8. §Æt cn = an ¡ bn vµ

f(x) =
1X
n=0

cnx
n; x 2 (¡R;R):(1)
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Khi ®ã, f(x) = 0 víi x 2 A. B©y giê, gäi B lµ tËp tÊt c¶ c¸c ®iÓm giíi h¹n cña

A thuéc (¡R;R), vµ ®Æt C = (¡R;R) ½ B. Khi ®ã, C më. Theo gi¶ thiÕt, B

kh¸c rçng. Râ rµng, (¡R;R) = B [C. B©y giê, ta ph¶i chøng minh r»ng B
còng më. §Ó lµm vËy, lÊy x0 2 B. Theo (1) vµ kÕt qu¶ trong bµi to¸n tríc,

f(x) =
1X
n=0

dn(x¡ x0)n; jx¡ x0j < R¡ jx0j:(1)

B©y giê, ta chøng minh r»ng dn = 0 víi n = 0; 1; 2; : : : . NÕu ®iÒu nµy kh«ng

x¶y ra, th× sÏ t×m ®îc Ýt nhÊt mét sè nguyªn kh«ng ©m k ®Ó dk 6= 0 vµ ta
nhËn ®îc

f(x) = (x¡ x0)kg(x)
ë ®©y

g(x) =
1X
n=0

dk+n(x¡ x0)n jx¡ x0j < R¡ jx0j:

V× g liªn tôc t¹i x0 vµ g(x0) = dk 6= 0, tån t¹i ± > 0 sao cho g(x) 6= 0 víi

jx¡x0j < ±, m©u thuÉn víi gi¶ thiÕt x0 thuécB. VËy dn = 0 víi n = 0; 1; 2; : : : ,
vµ do ®ã, f(x) = 0 víi jx¡ x0j < R¡ jx0j. VËy ta ®∙ chøng minh r»ng B më.

V× (¡R;R) lµ tËp liªn th«ng, ta cã C = ; vµ B = (¡R;R).

3.4.9. Ta sÏ ¸p dông kÕt qu¶ trong 3.4.6.

(a) V×

sinx =
1X
n=0

(¡1)n x2n+1

(2n+ 1)!
; x 2 R;

ta cã

sinx3 =
1X
n=0

(¡1)n x6n+3

(2n+ 1)!
; x 2 R;

(b) Dïng ®ång nhÊt thøc sin3 x = 3
4
sinx¡ 1

4
sin 3x; x 2 R, ta cã

sinx3 =
3

4

1X
n=0

(¡1)n+1(32n ¡ 1) x2n+1

(2n+ 1)!
; x 2 R:
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(c) Ta cã sinx cos 3x = 1
2
(sin 4x¡ sin 2x); x 2 R. VËy

sinx cos 3x =
1

2

1X
n=0

(¡1)n(42n¡1 ¡ 22n+1) x2n+1

(2n+ 1)!
; x 2 R:

(d) Ta cã sin6 x+ cos6 x = 5
8
+ 3

8
cos 4x; x 2 R, vµ

cosx =
1X
n=0

(¡1)n x
2n

(2n)!
; x 2 R:

Do ®ã,

sin6 x+ cos6 x =
5

8
+
3

8

1X
n=0

(¡1)n42n x
2n

(2n)!
; x 2 R:

(e) V×

ln(1 + x) =
1X
n=0

(¡1)n+1x
n

n
; x 2 (¡1; 1);

ta cã

1

2
ln
1 + x

1¡ x =
1

2
(ln(1 + x)¡ ln(1¡ x)) =

1X
n=0

x2n+1

2n+ 1
; x 2 (¡1; 1):

(f) Râ rµng, ln(1 + x + x2) = ln 1¡x
3

1¡x2 ; x 2 (¡1; 1). V× vËy, nh trong (e), ta
cã

ln(1 + x+ x2) =
1X
n=1

anx
n; x 2 (¡1; 1);

ë ®©y

an =

(
¡ 2
n

víi n = 3k; k = 1; 2; 3; : : : ;
1
n

víi n 6= 3k; k = 1; 2; 3; : : : :

(g) V× 1
1¡5x+6x2 =

3
1¡3x ¡ 2

1¡2x , ta cã

1

1¡ 5x+ 6x2 =
1X
n=0

(3n+1 ¡ 2n+1)xn; x 2 (¡1=3; 1=3):
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(h) Ta biÕt r»ng

ex =
1X
n=0

xn

n!
; x 2 R;

vµ
1

1¡ x =
1X
n=0

xn; x 2 (¡1; 1):

Theo ®Þnh lÝ Mertens (xem, ch¼ng h¹n, I, 3.6.1) tÝch Cauchy cña hai

chuçi héi tô víi jxj < 1, vµ

ex

1¡ x =
1X
n=0

µ
1 +

1

1!
+
1

2!
+ ¢ ¢ ¢+ 1

n!

¶
xn:

3.4.10.

(a) Ta cã

f(x+ 1) = (x+ 2)ex+1 =
1X
n=0

e(n+ 2)

n!
; x 2 R:

Tõ ®ã,

f(x) =
1X
n=0

e(n+ 2)

n!
(x¡ 1)n; x 2 R:

(b) Nh trong 3.4.9(h), cã thÓ chøng minh r»ng

f(x¡ 1) = e
1X
n=0

Ã
(¡1)n

nX
k=0

(¡1)k
k!

!
xn; x 2 (¡1; 1):

VËy

f(x) = e
1X
n=0

Ã
(¡1)n

nX
k=0

(¡1)k
k!

!
(x¡ 1)n; x 2 (0; 2):

(c) Sö dông ®ång nhÊt thøc

cosx

x
=
cos 1 cos(x¡ 1)¡ sin 1 sin(x¡ 1)

1 + (x¡ 1) :
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(d) LÝ luËn t¬ng tù nh trong lêi gi¶i cña 3.4.9(h), ®îc

lnx

x
=

1X
n=1

Ã
(¡1)n+1

nX
k=1

1

n

!
(x¡ 1)n; x 2 (0; 2):

3.4.11.

(a) Theo 3.4.4,
1p
1 + x

= 1 +
1X
n=1

(¡1)n(2n¡ 1)!!
(2n)!!

xn

víi jxj < 1. Tõ ®ã

1p
1¡ x2 = 1¡

1X
n=1

(2n¡ 1)!!
(2n)!!

x2n:

§Æt

S(x) = x+
1X
n=1

(2n¡ 1)!!
(2n)!!(2n+ 1)

x2n+1

vµ chó ý r»ng (arcsin x)0 = 1p
1¡x2 = S0(x). VËy arcsin x = S(x) + C.

Ngoµi ra, v× S(0) = 0 = arcsin 0, ta cã S(x) = arcsinx.

(b) §Æt

S(x) =
1X
n=0

(¡1)n 1

2n+ 1
x2n+1:

Theo ®ång nhÊt thøc ®∙ biÕt

1

1 + x2
=

1X
n=0

(¡1)nx2n; jxj < 1;

ta nhËn ®îc (arctg x)0 = 1
1+x2

= S 0(x). VËy S(x) = arctg x + C. V×

arctg 0 = S(0) = 0, ta cã C = 0.

§Ó cã bÊt ®¼ng thøc ®Çu, chØ cÇn ®Æt x = 1
2
trong (a). §Ó cã bÊt ®¼ng

thøc thø hai, quan s¸t r»ng
1P
n=0

(¡1)n 1
2n+1

héi tô vµ dïng ®Þnh lÝ Abel

(xem, ch¼ng h¹n, 3.3.14) cho chuçi luü thõa (b).
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3.4.12.

(a) Dïng khai triÓn Taylor cho arctg x (®∙ cã trong bµi to¸n tríc) vµ cho

ln(1 + x2), ta cã

x arctg x¡ 1
2
ln(1 + x2) =

1X
n=1

(¡1)n¡1x2n
2n(2n¡ 1) ; x 2 (¡1; 1):

(b) Dïng khai triÓn Taylor cho arcsinx (®∙ cã trong bµi to¸n tríc) vµ c«ng

thøc nhÞ thøc Newton (xem 3.4.4), ta nhËn ®îc

x arcsinx+
p
1¡ x2 = 1 + x

2

2
+

1X
n=2

(2n¡ 3)!!
(2n)!!(2n¡ 1)x

2n; x 2 (¡1; 1):

3.4.13.

(a) §Æt

f(x) =
1X
n=1

1

n(n+ 1)
xn+1; jxj < 1:

Khi ®ã

f 0(x) =
1X
n=1

1

n
xn ¡ ln(1¡ x); jxj < 1:

VËy

f(x) = (1¡ x) ln(1¡ x) + xvíi jxj < 1:
B©y giê, dïng ®Þnh lÝ Abel ®îc

1X
n=1

(¡1)n+1
n(n+ 1)

= 2 ln 2¡ 1:

(b) Víi x 2 R, ta cã
1X
n=0

(¡1)nn
(2n+ 1)!

x2n+1 =
1

2
x

1X
n=0

(¡1)n
(2n)!

x2n ¡ 1
2

1X
n=0

(¡1)n
(2n+ 1)!

x2n+1

=
1

2
(x cosx¡ sinx):
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§Æt x = 1, ta ®îc

1X
n=0

(¡1)nn
(2n+ 1)!

=
1

2
(cos 1¡ sin 1):

(c) Suy ra tõ ®¼ng thøc

1

n2 + n¡ 2 =
1

3

µ
1

n¡ 1 ¡
1

n+ 2

¶
r»ng nÕu 0 < jxj < 1, th×

1X
n=2

(¡1)n
n2 + n¡ 2x

n¡1 =
1

3

1X
n=2

(¡1)n
n¡ 1 x

n¡1 ¡ 1
3

1X
n=2

(¡1)n
n+ 2

xn¡1

=
1

3

1X
n=1

(¡1)n¡1x
n

n
+

1

3x3

1X
n=4

(¡1)n¡1x
n

n

=
1

3
ln(1 + x) +

1

3x3

µ
ln(1 + x)¡ x+ x

2

2
¡ x

3

3

¶
:

KÕt hîp víi ®Þnh lÝ Abel, cã

1X
n=2

(¡1)n
n2 + n¡ 2 =

2

3
ln 2¡ 5

18
:

(d) Tæng lµ ¼=2¡ ln 2. §Ó thÊy ®iÒu nµy, ¸p dông 3.4.12(a) vµ ®Þnh lÝ Abel.

(e) Theo c«ng thøc nhÞ thøc Newton (xem 3.4.4),

1

1 + x2
= 1 +

1X
n=1

(¡1)n(2n¡ 1)!!
(2n)!!

x2n jxj < 1;

vµ tõ ®ã, theo ®Þnh lÝ Abel,

1X
n=1

(¡1)n(2n¡ 1)!!
(2n)!!

=
1p
2
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(f) Râ rµng,
1X
n=0

(3x)n+1

n!
= 3xe3x; x 2 R:

VËy

3
1X
n=0

(3x)n(n+ 1)

n!
= (3xe3x)0 = e3x(3 + 9x):

§Æt x = 1 cã
1X
n=0

3n(n+ 1)

n!
= 4e3:

3.4.14. Kho¶ng héi tô cña chuçi lµ (¡1; 1). Gäi S(x) lµ tæng cña chuçi trong
kho¶ng ®ã. Khi ®ã

S 0(x) = 2
1X
n=1

((n¡ 1)!)2
(2n¡ 1)! (2x)

2n¡1

vµ

S 00(x) = 4
1X
n=1

((n¡ 1)!)2
(2n¡ 2)! (2x)

2n¡2:

Suy ra r»ng

(1¡ x2)S 00(x)¡ xS 0(x) = 4; jxj < 1:
Nh©n c¶ hai vÕ ®¼ng thøc nµy víi (1¡ x2)¡ 1

2 ®îc³p
1¡ x2S 0(x)

´0
=

4p
1¡ x2 :

Do ®ã,

S0(x) =
4p
1¡ x2 arcsin x+

Cp
1¡ x2 ;

vµ v× vËy, S(x) = 2(arcsin x)2 + C arcsinx + D. V× S 0(0) = S(0) = 0, ta cã

S(x) = 2(arcsin x)2.

NÕu x = §1, ta nhËn ®îc chuçi
1X
n=1

((n¡ 1)!)2
(2n)!

4n:
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héi tô theo tiªu chuÈn Gauss (xem, ch¼ng h¹n, I,3.2.25). Thùc vËy, ta cã

an+1
an

= 1¡ 6

4n
+O

µ
1

n2

¶
:

VËy theo ®Þnh lÝ Abel
1X
n=1

((n¡ 1)!)2
(2n)!

4n =
¼2

2
:

3.4.15. Víi a 2 I,

f(x) = f(a) +
f 0(a)
1!

(x¡ a) + ¢ ¢ ¢+ f
(n)(a)

n!
(x¡ a)n +Rn(x);

ë ®©y

Rn(x) =
1

n!

Z x

a

f (n+1)(s)(x¡ s)ds:

Áp dông c«ng thøc ®æi biÕn hai lÇn, ta ®îc

Rn(x) =
1

n!

Z x¡a

0

f (n¡1)(u+ a)(x¡ u+ a)du

=
(x¡ a)n+1

n!

Z 1

0

f (n+1)((x¡ a)t+ a)(1¡ t)ndt:

TÝnh ®¬n ®iÖu cña f (n+1) suy ra r»ng nÕu a < x < b; b 2 I, th×

0 ∙ Rn(x) ∙ (x¡ a)n+1
n!

Z 1

0

f (n+1)((x¡ a)t+ a)(1¡ t)ndt

=

µ
x¡ a
b¡ a

¶n+1
Rn(b):

Râ rµng, Rn(b) ∙ f(b). VËy

0 ∙ Rn(x) ∙
µ
x¡ a
b¡ a

¶n
f(b) víi a < x < b; a; b 2 I;

vµ v× vËy, lim
n!1

Rn(x) = 0. §iÒu nµy chØ ra r»ng chuçi Taylor héi tô ®Òu tíi

f trªn mçi kho¶ng con compact cña I. V× a < b ®îc chän tuú ý trong I, tÝnh

gi¶i tÝch cña f suy tõ 3.4.7.
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3.4.16. Chøng minh t¬ng tù nh trong 3.4.1.

3.4.17. [18]. LÊy x0 tuú ý trong I. Theo gi¶ thiÕt, tån t¹i r > 0 sao cho

f(x) =
1X
n=0

f (n)(x0)

n!
(x¡ x0)n víi jx¡ x0j < r:

§¹o hµm m lÇn, ®îc

f (m)(x) =
1X
n=0

f (n)(x0)

n!
n(n¡ 1) ¢ ¢ ¢ (n¡m+ 1)(x¡ x0)n¡m:

Tõ ®ã

jf (m)(x)j ∙
1X
n=0

jf (n)(x0)j
n!

n(n¡ 1) ¢ ¢ ¢ (n¡m+ 1)jx¡ x0jn¡m:

Suy ra tõ ®Þnh nghÜa b¸n kÝnh héi tô cña chuçi luü thõa (xem, ch¼ng h¹n,

3.3.1) r»ng víi o < ½% < r, tån t¹i sè d¬ng C sao cho

jf (n)(x0)j
n!

∙ C

½n
:

Do ®ã,

jf (m)(x)j ∙
1X
n=0

C

½n
n(n¡ 1) ¢ ¢ ¢ (n¡m+ 1)jx¡ x0jn¡m:

V× vËy, theo ®ång nhÊt thøc
1X
n=m

n(n¡ 1) ¢ ¢ ¢ (n¡m+ 1)xn¡m = m!

(1¡ x)m+1 ; jxj < 1;

ta ®i ®Õn

jf (m)(x)j½¡m ∙
1X
n=m

C

½n¡m
n(n¡ 1) ¢ ¢ ¢ (n¡m+ 1)jx¡ x0jn¡m

=
Cm!

½m
³
1¡ jx¡x0j

½

´m+1 ∙ C½m!

(½¡ ½1)m

víi jx ¡ x0j < ½1 < ½. VËy ta cã thÓ lÊy J = (x0 ¡ ½1; x0 + ½1); A = C½ vµ

B = ½¡ ½1.
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3.4.18. [18].§Æt

f(x) =
1

1¡A(x¡ 1) víi jx¡ 1j < 1

A

vµ

g(x) =
1

1¡ t víi jtj < 1:
Khi ®ã,

h(t) = (f ± g)(t) = 1¡ t
1¡ (A+ 1)t :

Râ rµng,

f(x) =
1X
n=0

An(x¡ 1)n; g(t) =
1X
n=0

tn:

Ngoµi ra,

h(t) =
1

1¡ (A+ 1)t ¡
t

1¡ (A+ 1)t

=
1X
n=0

(1 +A)ntn ¡
1X
n=0

(1 +A)ntn+1

= 1 +
1X
n=0

A(1 +A)n¡1tn:

V× g(n)(0) = n!; f (n)(g(0)) = f (n)(1) = n!An vµ h(n)(0) = n!A(1 + A)n¡1, dïng

c«ng thøc Faµ di Bruno, ta cã ®¼ng thøc cÇn chøng minh.

3.4.19. [18]. Chän x0 tuú ý trong I vµ ®Æt y0 = f(x0). Suy ra tõ 3.4.17 r»ng

tån t¹i c¸c kho¶ng I1 ½ I vµ J1 ½ J (lÇn lît chøa x0 vµ y0) vµ c¸c h»ng sè
d¬ng A;B;C vµ D sao cho

jf (n)(x)j ∙ A n!
Bn

víi x 2 I1
vµ

jg(n)(y)j ∙ C n!
Dn

víi x 2 J1:
Theo c«ng thøc Faµ di Bruno,

h(n)(x) =
X n!

k1!k2! ¢ ¢ ¢ kn!g
(k)(f(x))

µ
f (1)(x)

1!

¶k1 µ
f (2)(x)

2!

¶k2
: : :

µ
f (n)(x)

n!

¶kn
;
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ë ®©y k = k1 + k2 + ¢ ¢ ¢ + kn vµ tæng lÊy trªn tÊt c¶ c¸c k1; k2; : : : ; kn sao cho
k1 + 2k2 + ¢ ¢ ¢+ nkn = n. §iÒu nµy cïng víi kÕt qu¶ trong bµi to¸n tríc cho
ta

jh(n)(x)j ∙
X n!

k1!k2! ¢ ¢ ¢ kn!
Ck!

Dk

µ
A

B1

¶k1 µ A
B2

¶k2
¢ ¢ ¢
µ
A

Bn

¶kn
=

X n!

k1!k2! ¢ ¢ ¢ kn!
Ck!

Dk

Ak

Bn
=
n!C

Bn

X n!

k1!k2! ¢ ¢ ¢ kn!
Ck!

Dk

=
n!C

Bn
A

D

µ
1 +

A

D

¶n¡1
B©y giê, suy tõ kÕt qu¶ trong 3.4.16 r»ng h gi¶i tÝch thùc trªn I.

3.4.20. Suy tõ 3.4.15 r»ng g(x) = f(¡x) gi¶i tÝch thùc trªn kho¶ng ¡I. V×
x 7! ¡x gi¶i tÝch thùc, kÕt qu¶ suy ra tõ bµi to¸n tríc.
3.4.21. [18]. XÐt g(t) = 1¡p1¡ 2t; jtj < 1=2, vµ f(x) = 1

1¡x ; jxj < 1. Khi ®ã

h(t) = f(g(t)) =
1p
1¡ 2t = g

0(t):

VËy g(n+1)(t) = h(n)(t). Ngoµi ra, theo c«ng thøc nhÞ thøc Newton (xem 3.4.4),

g(t) = ¡
1X
n=1

µ
1
2

n

¶
(¡2t)n:

Râ rµng, f(x) =
1P
n=0

xn. Do ®ã, g(n)(0) = ¡n!¡ 12
n

¢
(¡2)n vµ f (n)(g(0)) = n!. Cuèi

cïng, theo c«ng thøc Faµ di Bruno ,

¡(n+ 1)!
µ

1
2

n+ 1

¶
(¡2)n+1 = g(n+1)(0) = h(n)(0)

= n!
X k!

k1!k2! ¢ ¢ ¢ kn!
µ
¡
µ
1
2

1

¶
(¡2)

¶k1
¢ ¢ ¢
µ
¡
µ
1
2

n

¶
(¡2)

¶kn
= (¡2)nn!

X k!

k1!k2! ¢ ¢ ¢ kn!
µ1
2

1

¶k1
¢ ¢ ¢
µ1
2

n

¶kn
ë ®©y k = k1 + k2 + ¢ ¢ ¢ + kn vµ tæng lÊy trªn tÊt c¶ c¸c k1; k2; : : : ; kn sao cho
k1 + 2k2 + : : :+ nkn = n.
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3.4.22. [18]. Tríc hÕt quan s¸t r»ng nÕu f tho¶ m∙n c¸c gi¶ thiÕt ®îc

ph¸t biÓu trong bµi to¸n, th× nghÞch ®¶o g cña nã tån t¹i trong mét kho¶ng

më chøa f(x0). Ngoµi ra,

g0(y) = h(g(y)); ë ®©y h(x) =
1

f 0(x)
:

Râ rµng, v× f thuéc C1 nªn g còng vËy. B©y giê ta ph¶i chøng minh r»ng g

tho¶ m∙n c¸c gi¶ thiÕt cña 3.4.16. Theo 3.4.19, ta biÕt r»ng h gi¶i tÝch trong

mét kho¶ng më nµo ®ã chøa x0 (hîp cña hai hµm gi¶i tÝch). V× vËy, theo

3.4.17, tån t¹i c¸c h»ng sè d¬ng A vµ B sao cho

jh(n)(x)j ∙ A n!
Bn

(1)

trong kho¶ng më I0 ½ I nµo ®ã chøa x0. B©y giê, phÐp quy n¹p sÏ chØ ra

r»ng tån t¹i kho¶ng më K chøa f(x0) sao cho

jg(n)(y)j ∙ n!(¡1)n¡1
µ
1
2

n

¶
(2A)n

Bn¡1
víi y 2 K:(2)

Ta chän K sao cho g(K) ®îc chøa trong I0. Khi ®ã, theo (1), ta cã jg0(y)j =
jh(g(y))j ∙ A, tøc lµ (2) ®óng víi n = 1. Gi¶ sö (2) ®óng víi k = 1; 2; : : : ; n,
ta sÏ chøng minh nã ®óng víi n+ 1. Theo bµi to¸n tríc, ta cã

jg(n+1)(y)j = (h ± g)(n+1)(y)

∙ n!
X k!

k1!k2! ¢ ¢ ¢ kn!
A

Bk

µµ
1
2

1

¶¶k1
: : :

µ
(¡1)n¡1

µ
1
2

n

¶¶kn
= (¡1)nn! (2A)

n

Bn
A
X (¡1)kk!

k1!k2! ¢ ¢ ¢ kn!
µ
1
2

1

¶k1
: : :

µ
1
2

n

¶kn
= (¡1)nn! (2A)

n

Bn
A2(n+ 1)

µ
1
2

n+ 1

¶
= (¡1)n(n+ 1)!(2A)

n+1

Bn

µ
1
2

n+ 1

¶
:

§iÒu nµy kÕt thóc chøng minh cña (2). V× vËy, tÝnh gi¶i tÝch cña g trªn K

suy ra tõ 3.4.16.
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3.4.23. Suy ra tõ f¡1(x) = f 0(x) r»ng f ¸nh x¹ kho¶ng (0;1) lªn chÝnh nã
vµ f thuéc C1 trªn kho¶ng nµy. Tõ ®ã, f 0(x) > 0 vµ f t¨ng thùc sù tren

(0;1). §¹o hµm ®¼ng thøc f(f 0(x)) = x, ta cã f 00(x) > 0 víi x 2 (0;1) vµ
n ¸ 2. Ta sÏ chøng minh ®iÒu nµy b»ng quy n¹p, dïng c«ng thøc Faµ di

Bruno (xem 2.1.38). Gi¶ sö r»ng (¡1)mf (m)(x) > 0 víi m = 2; 3; : : : ; n. Khi

®ã,

0 =
X n!

k1!k2! ¢ ¢ ¢ kn!f
(k)(f 0(x))

µ
f 00(x)
1!

¶k1 µf (3)(x)
2!

¶k2
¢ ¢ ¢
µ
f (n)(x)

(n¡ 1)!
¶kn¡1

+ f 0(f 0(x))f (n+1)(x);

ë ®©y k = k1 + k2 + ¢ ¢ ¢ + kn¡1 vµ tæng lÊy trªn tÊt c¶ c¸c k1; k2; : : : ; kn¡1 sao
cho k1 + 2k2 + : : :+ nkn¡1 = n. DÊu cña mçi sè h¹ng díi

P
lµ

sgn((¡1)k(¡1)2k1(¡1)3k2 ¢ ¢ ¢ (¡1)nkn¡1) = (¡1)n;

ta nhËn ®îc

sgn
¡
f 0(f 0(x))f (n+1)(x)

¢
= sgn f (n+1)(x) = ¡(¡1)n:

B©y giê, kÕt qña trong 3.4.20 chØ ra r»ng f gi¶i tÝch trªn (0;1).

3.4.24. Theo bµi to¸n tríc ta biÕt r»ng mçi hµm f tho¶ m∙n gi¶ thiÕt lµ

gi¶i tÝch trªn (0;1). Tríc hÕt, ta chøng minh r»ng tån t¹i duy nhÊt sè a
sao cho f(x) < x nÕu x 2 (0; a), vµ f(x) > x nÕu x > a. §Ó lµm vËy, quan

s¸t r»ng do tÝnh ®¬n ®iÖu cña f , ta cã lim
x!0+

f(x) = 0, cïng víi ®¼ng thøc

f 0(f(x))f 0(x) = xf 0(x), ta ®îc

f(f(x)) =

Z x

0

tf 0(t)dt:(1)

B©y giê, nÕu f(x) lín h¬n x víi 0 < x < 1, th× (1) suy raZ x

0

f 0(t)(t¡ 1)dt > 0;
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M©u thuÉn víi gi¶ thiÕt f 0(x) > 0 víi x > 0. MÆt kh¸c, nÕu f(x) < x víi mäi

x 2 (0;1), th× (1) suy ra

f(x) > f(f(x)) =

Z x

0

tf 0(t)dt >
Z x

0

f(t)f 0(t)dt =
1

2
(f(x))2;

suy ra f(x) < 2 víi x > 0, ngîc víi gi¶ thiÕt f((0;1)) = (0;1). Do ®ã, theo
tÝnh chÊt gi¸ trÞ trung gian, tån t¹i ®iÓm bÊt ®éng a cña f . V× f(x) < x víi

x 2 (0; a), ta cã f 0(y) = f¡1(y) víi y 2 (0; a). Còng nh vËy, f 0(y) < y víi

y > a.

B©y giê, ta chuyÓn qua chøng minh tÝnh duy nhÊt. Gi¶ sö ngîc l¹i, tån

t¹i hai hµm nh vËy, f1 vµf2. Gäi a1 vµ a2 lÇn lît lµ c¸c ®iÓm bÊt ®éng

cña f1 vµ f2. Râ rµng, ta cã thÓ gi¶ sö r»ng a1 ¸ a2. §Æt g = f1 ¡ f2. NÕu
a1 = a2 = a, th× g(a) = 0 vµ f¡1 = f 0 suy ra g(n)(a) = 0 víi n 2 N. V× g gi¶i
tÝch, g lµ hµm h»ng (b»ng 0) trªn (0;1). NÕu a1 > a2, th× f1(x) < x ∙ f2(x)
vµ f 01(x) > x ¸ f 02(x) víi x 2 [a2; a1). V× vËy, g(x) < 0 vµ g0(x) > 0 víi

x 2 [a2; a1). V× lim
x!0+

g(x) = 0, tån t¹i b 2 (0; a2) sao cho g0(b) = 0 vµ g0(x) > 0
víi x 2 (b; a1), vµg0(x) < 0 víi x 2 ([; a2). §Æt f 01(b) = f 02(b) = b0. Khi ®ã,

b0 2 (b; a2), bëi v× b < f 02(b) = b0 < f 02(a2) = a2. Tõ ®ã, g0(b) < 0. MÆt kh¸c,

f1(b
0) = f1(f 01(b)) = b vµ f2(b

0) = f2(f 02(b)) = b, m©u thuÉn.

3.4.25. NÕu f(x) = axc, th× f 0(x) = acxc¡1 vµ f¡1(x) = a¡
1
cx

1
c . Tõ ®©y cã

c = 1+
p
5

2
vµ a = c1¡c.

3.4.26. Theo c«ngg thøc Taylor ®∙ chøng minh rong 2.3.10,

ln(1 + x) = 2
NX
n=0

1

2n+ 1

µ
x

2 + x

¶2n+1
+Rn(x);

ë ®©y

Rn(x) =
2

(2N = 1)(1 + µx)2N+3

³x
2

´2N+3
:

Râ rµng, lim
N!1

Rn(x) = 0 víi x 2 (0; 2). Do ®ã

ln(1 + x) = 2
1X
n=0

1

2n+ 1

µ
x

2 + x

¶2n+1
:
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3.4.27. [Tung-Po Lin, Amer. Math. Monthly 81(1974), 879-883]. Theo ®Þnh

nghÜa,
L(x; y)

Mp(x; y)
=

x¡y
lnx¡ln y
(x

p+yp

2
)1=p

=
21=p(x¡ y)

(xp + yp)1=p ln x
y

víi x vµ y d¬ng, kh¸c nhau vµ víi p 6= 0. Chia tö sè vµ mÉu sè cho y vµ ®Æt
z =

³
x
y

´p
, ta ®îc

L(x; y)

Mp(x; y)
=

21=p(z1=p ¡ 1)
(z + 1)1=p ln z1=p

:

B©y giê viÕt

z =
1 + !

1¡ !
µ
! =

z ¡ 1
z + 1

; 0 < j!j < 1
¶

vµ nh©n c¶ tö vµ mÉu víi (1¡!)
1=p

2!
, ta ®i ®Õn

L(x; y)

Mp(x; y)
=

p21=p
³¡

1+!
1¡!
¢1=p ¡ 1´¡

1+!
1¡! + 1

¢1=p
ln 1+!

1¡!

=

p((1+!)1=p¡(1¡!)1=p)
2!

ln(1+!)¡ln(1¡!)
2!

=
f(!; p)

g(!)
:

Râ rµng,

g(!) =
1X
n=0

1

2n+ 1
!2n;

Vµ theo 3.4.4,

f(!; p) = 1 +
1X
n=1

1

2n¡ 1
µµ

1

p
¡ 1
¶µ

1

p
¡ 2
¶
¢ ¢ ¢
µ
1

p
¡ 2n

¶
¢ 1

(2n)!

¶
!2n:

Do ®ã, ®Ó chøng minh r»ng f(!; p) < g(!), chØ cÇn chØ ra víi mäi sè nguyªn

d¬ng n, µ
1

p
¡ 1
¶µ

1

p
¡ 2
¶
¢ ¢ ¢
µ
1

p
¡ 2n

¶
¢ 1

(2n)!
∙ 1

vµ bÊt ®¼ng thøc ngÆt x¶y ra víi Ýt nhÊt mét n. Víi n = 1, ta cãµ
1

p
¡ 1
¶µ

1

p
¡ 2
¶
¢ 1
2
∙ 1 víi p ¸ 1

3
;
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bëi v×
1

2p2
¡ 3

2p
+ 1 = 1¡ 1

2p

µ
3¡ 1

p

¶
< 1; nÕu 0 <

1

p
< 3:

Tõ ®ã

Qn =

³
1
p
¡ 1
´³

1
p
¡ 2
´³

1
p
¡ 3
´
¢ ¢ ¢
³
1
p
¡ 2n

´
(2n)!

=

µ
1¡ 1

p

¶µ
1¡ 1

2p

¶
| {z }

Q1

µ
1¡ 1

3p

¶
¢ ¢ ¢
µ
1¡ 1

2np

¶
| {z }

<1

Víi p ¸ 1
3
. VËy, Q1 ∙ 1 víi p ¸ 1

3
, vµ c«ng thøc cuèi cïng chøng minh r»ng

Qn < 1 víi n = 2; 3; : : : .

3.4.28. [Tung-Po Lin, Amer. Math. Monthly 81(1974), 879-883]. Ta dïng

nh÷ng kÝ hiÖu tõ lêi gi¶i cña bµi to¸n tríc. Ta cã, Q1 > 1 víi p < 1
3
. VËy

tån t¹i 0 < h < 1 sao cho nÕu 0 < ! < h, th× f(!; p) > g(!). B©y giê, quan

s¸t r»ng bÊt ®¼ng thøc 0 < ! < h cã thÓ viÕt l¹i díi d¹ng

1 < z < rp; ë ®©y r =

µ
1 + h

1¡ h
¶1=p

vµ z =

µ
x

y

¶1=p
:

§iÒu nµy cã nghÜa tån t¹i r > 1 sao cho L(x; y) > Mp(x; y) nÕu 1 < x
y
< r.

3.4.29. [Tung-Po Lin, Amer. Math. Monthly 81(1974), 879-883]. §Æt x
y
=

(1+!)2

(1¡!)2 ; 0 < j!j < 1, ta nhËn ®îc

L(x; y)

M0(x; y)
=

x¡y
lnx¡ln y
(xy)1=2

=

x
y
¡1
ln x

y³
x
y

´1=2 =
(1+!)2

(1¡!)2¡1
4(!+1

3
!3+ 1

5
!5+¢¢¢)

1+!
1¡!

=
1

1¡ !2 ¢
1

1 + 1
3
!2 + 1

5
!4
+ ¢ ¢ ¢

=
1 + !2 + !4 + !6 + ¢ ¢ ¢

1 + 1
3
!2 + 1

5
!4 + 1

7
!6 + ¢ ¢ ¢ > 1:

KÕt hîp víi 2.5.42 vµ 2.5.43 suy ra ®iÒu ph¶i chøng minh.
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3.4.30. [Tung-Po Lin, Amer. Math. Monthly 81(1974), 879-883]. Dïng c¸c

kÝ hiÖu ®∙ ®a ra trong lêi gi¶i cña 3.4.27, ta cã

L(x; y)

Mp(x; y)
=
p
¡
(1 + !)1=p ¡ (1¡ !)1=p¢

ln 1+!
1¡!

¡!
!!1

0:

V× z =
³
x
y

´p
= 1+!

1¡! , ta nhËn ®îc L(x; y) < Mp(x; y) víi z ®ñ lín.
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